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INTRODUCCION

El lenguaje de valoraciones es, en la geometria, una buena técnica
para ftratar los problemas relacionados con la resolucion de
singularidades. De hecho, durante los afios 50, Zariski trat6 de probar
la existencia de resoluciones trabajando en la llamada superficie de
Riemann-Zariski, o espacio que parametriza a todas las valoraciones
sobre el cuerpo de funciones de la variedad singular de partida y las
obtuvo para dimensiones bajas. Aunque en su teorema de resolucién
Hironaka no usa técnicas valorativas, en algunos trabajos actuales
sobre el tema, se ha recuperado el espiritu de Zariski. Esto sucede,
por ejemplo, con el teorema de resolucién constructiva de O. Villamayor
[V] y el teorema de resolucién por transformaciones, de Nash,
normalizadas sucesivas de M. Spivakovsky [ S-1 ]

Otros problemas de resolucién de actualidad y que han motivado
nuestro trabajo son los resultados sobre resolucién de foliaciones y
ecuaciones diferenciales debidos a F. Cano [ Ca-2 ], F. Cano y D.
Cerveau [ CcC ] y a J. Cano [ Cj ] Estos tabajos siguen mas bien la
linea de Hironaka y la literatura no estd adaptada para el uso
del lenguaje valorativo.

Nuestro objetivo inicial, en este trabajo, es describir las
valoraciones que aparecen de forma natural en el proceso de resolucién
de un gérmen de foliacién algebraica u holomorfa en un punto de una
superficie lisa. En lineas generales, las ramas del 4rbol de
resolucién, las separatrices formales o convergentes que pasan por
puntos simples del proceso y los divisores dicriticos sugieren la
consideracién de ciertas valoraciones asociadas a estos objetos. En el
trabajo consideramos tales valoraciones y damos, por tanto ,un punto de
vista valorativo para la resolucién de dichas foliaciones.



Siendo posible clasificar en 5 tipos, que llamaremos A, B, C, D, y
E, las valoraciones que dominan a un anillo local regular de dimensién
dos, R, nuestro planteamiento ha sido efectuar, en primer lugar, una
presentacién autocontenida de los 5 tipos de valoraciones explicitando
los principales invariantes de naturaleza discreta que utilizaremos
para su estudio ( grafo dual, diagrama de Enriques, exponentes de
Puiseux, etc...). Esta presentacion, que hacemos en el capitulo 1,
tiene un hilo conductor original que es el uso de desarrollos de
Hamburger-Noether  para las  valoraciones. Los  desarrollos
Hamburger-Noether existen para todas las valoraciones y se comportan
exactamente como en el caso de curvas tratado por Campillo [ C ],
teniendo, por consiguiente, las mismas ventajas. En particular,
permiten tratar cémodamente las ecuaciones paramétricas asociadas a una
valoracién y si una valoracién dada estd definida por ecuaciones
paramétricas, entonces el algoritmo Hamburger-Noether ( es decir, el
algoritmo de calculo del desarrollo Hamburger-Noether ) permite
determinar en la practica el tipo de valoracién. ( ver 1.7.).

La clasificacién de valoraciones en tipos debe afinarse, pues las
valoraciones de un tipo dado pueden tener un comportamiento nimerico
completamente particular. Asi, estudiamos la equivalencia discreta de
valoraciones, entendiendo por ello, que dos valoraciones son
discretamente equivalentes cuando sus grafos duales ( infinitos en
general ) coinciden. La equivalencia discreta se caracteriza por medio
del semigrupo de valores ( de R respecto a la valoracién ), los
exponentes de contacto maximal ( equivalentes a los exponentes de
Puiseux de Zariski ), la forma del desarrollo Hamburger-Noether o el
diagrama de Enriques. Cuando las valoraciones estdn asociadas a curvas
algebroides ( tipos A y D ) la equivalencia discreta no es mds que la
equisingularidad.

Como apéndice o pardgrafo complementario al capitulo I, hemos
incluido el calculo de la serie de Poincaré del graduado de R respecto
de la filtracién dada por una valoracién divisorial ( tipo E ).
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Dicha serie de Poincaré resultard otro dato equivalente a la clase
de equivalencia discreta de la valoracién. En la prueba, usamos de
forma central el desarrollo Hamburger-Noether de la valoracién,
ilustrando asf la utilidad de estos desarrollos.

En el capitulo segundo consideramos conjuntos finitos de
valoraciones y estudiamos numéricamente la equivalencia discreta entre
dos de tales conjuntos. La equivalencia discreta estd dada, como antes,
por el grafo dual ( en general infinito ) y la caracterizacién numérica
es ahora no trivial. De hecho, si las valoraciones fuesen del tipo A-D,
entonces, la equivalencia discreta es la equisingularidad de la curva
que tiene por componentes las asociadas a las valoraciones, y la
caracterizacién de la equisingularidad por el semigrupo y la estructura
de éste en funcién del contacto maximal estd dada por Delgado en [ D

Nosotros extenderemos el resultado de Delgado para conjuntos de
valoraciones de los tipos A, D y E, mostrando como se tiene el contacto
maximal, en este caso. Y los valores del contacto maximal son un dato
equivalente a la equivalencia discreta. Tambien se puede sustituir cada
valoracién E por un par de curvas transversales al divisor en un punto
general y caracterizar asi la equivalencia discreta por el semigrupo de
la curva formado por todas las ramas consideradas.

En el capitulo tercero, describimos las valoraciones asociadas a
un germen de foliacion en un punto del plano. Por cada divisor
dicritico consideramos la valoracién divisorial correspondiente a ese
divisor y por cada divisor no dicritico, que en la desingularizacién
completa tenga 1 puntos simples ( no esquinas ), afiadimos 1 veces la
correspondiente valoracién divisorial. Ademds, por cada uno de estos
puntos simples pasa una separatriz formal lisa y transversal al
divisor que da lugar a una valoracién A-D. Ahora, nuestro resultado es
que la equivalencia discreta de los conjuntos asociados a dos
foliaciones es equivalente a que las foliaciones sean equirreducidas
( es decir, que tengan procesos de resolucién idénticos ).
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Tambien en este capitulo, mostramos como un germen de foliacién y
" una valoracién tienen un mimero de interseccién, que estudiamos de
forma wunificada en 3.4. para los cinco tipos de valoraciones,
detallando los aspectos particulares en cada caso y el calculo en
funcién de ecuaciones paramétricas para la valoracién. Como aplicacién,
vemos como seria posible dar un algoritmo que determinase la
combinatoria del proceso de resolucién de una foliacién ® sin necesidad
de efectuar explosiones. El resultado exacto, puede enunciarse diciendo
que conocer el proceso de resolucién es equivalente a conocer los
nimeros de interseccién ( R'u , ® ) para todos los anillos de valoracién
divisorial R, que dominan al anillo R.

vV



Capitulo 1. Valoraciones
y sus desarrollos Hamburger-Noether

1.0 Introduccién y preliminares.

A lo largo de este trabajo, (R,m,K) serd un anillo local y regular
con dim R = 2, m es el ideal maximal de R, K el cuerpo residual y F el
cuerpo de cocientes. Supondremos que K es algebraicamente cerrado y que
R contiene el cuerpo de coeficientes K.

Sea K un cuerpo y K* su grupo multiplicativo. Sea I" un grupo
aditivo abeliano totalmente ordenado; una valoracién de K es una
aplicacién suprayectiva v: K*—> I', tal que verifica:

a) V(xy)= V(x) + V(y)

b) v(x+y)2 min {v(x) , vy }.

Un subgrupo A < T se dice que es aislado, si es un segmento en el
ordendeI" (Esdecirsiabe Iae Ay-a<b<aentonces,b e A).
Los subgrupos aislados de I" forman un conjunto totalmente ordenado para
la inclusién. Se llama rango de v, al mimero de subgrupos aislados de
I' y se representa por rg V.

Se llama rango racional de v, al mdximo nimero de elementos
racionalmente independientes de I" y se representa por rg. rac. v.

Notas 1.0.1.

i) Si v es una valoracién, el anillo de valoracién de v se define
comoR = { X € K*/ v(x) 20 } v {0} que es local, con ideal maximal,
m =1]XEe€ K*/l)(x)>0 }

Consideramos situaciones K ¢ R ¢ RD, donde R es local regular, K

un cuerpo de coeficientes y R‘D domina a R.



ii) Existe una biyeccién entre los subgrupos aislados de I" y los
ideales primos de R, dada por p—— V( RD\ p ), por tanto,
rgv=1gl = dimm_uu RD'

iii) De las definiciones, es obvio que, rg v < rg rac V.

Pondremos ahora, gr. trasc . U = gr. trasck.(RU/mD). Se tiene:

iv)( Abhyankar [ A ] ). Si (R,m) es local noetheriano y si
R c RU con m, N R = m, entonces :

Ig U + gr. trasc .V < dim R,
y si se da la igualdad, v es discreta, es decir, I' = 2" con el orden
lexicogréfico, para algin n. Ademds, si R es regular
rg. rac. v + gr. trasc, .0 < dim R.

v) Una valoracién v como en iv), se dice que es divisorial, si
gr. trasc .V = dim R - 1. En el caso que nos interesa, R local y de
dimensidén dos, se tiene que v es divisorial si gr. trasc V0 = 1.

vi) Si U es una valoracién sobre un dominio integro R, no negativa
sobre €l, y si u es un ideal de R, son equivalentes:

a) u es un v-ideal, es decir, es la traza con R de un ideal de RD.

b) Sia, b e R, a € uyvb)>v(a), entonces, b € u.

) Run NR=u.

1.0.2.
Se considera un anillo local regular de dimensién dos (R,m,K), con

un cuerpo de coeficientes algebraicamente cerrado K, v una valoracién
con R R\) ym=m, N R. Sea F el cuerpo de cocientes de R.

Definicién

Una sucesibn de sucesivas transformaciones cuadréticas
( explosiones de puntos cerrados ), con superficie de partida el
esquema X = Spec R,

M : X e— XV X® . —X™ — ..
T T, Toa

donde L. es el divisor excepcional de T en x9 y P, el centro de
T Se dice simple, si se verifican:



i) Pi € Li. Para todo indice i.

il) Si la sucesién de explosiones es infinita, para cada i € N,
existe N € N, tal que, cuando j 2 N , P, no estd en el transformado
estricto de Li en X 9, J

Existe una biyeccién entre las valoraciones de F que dominan a R y
las sucesiones simples de transformaciones cuadrdticas cuyo primer
objeto es Spec R. En efecto, dada la valoracién, se comienza explotando
su centro en Spec R y tomando el centro Pl, en dicho explotado, se
continua explotando Pl siempre que sea un punto cerrado y se repite el
proceso hasta encontrar ( si existe ) un centro de dimensién 1
( existird exactamente en el caso divisorial ). Reciprocamente, si se

tiene la sucesién simple ( ® ), entonces, Ru =v 6;(0) p S el anillo
i
de valoracién correspondiente.

Tambien hay correspondencia biunivoca, entre sucesiones simples
finitas ( y por lo tanto valoraciones divisoriales ) e ideales
completos simples [ Z-S ]



1.1. Expresion Hamburger-Noether asociada a una valoracién.

Sea R un anillo en las condiciones 1.0, v una valoracién que
domina a R, ( ® ) la sucesién de transformaciones cuadriticas que lleva
asociada v y { X,y } un par de generadores de m. Unos generadores del
ideal maximal del anillo local Rl = 6}( (1)’1,l se obtienen por una de la

dos igualdades siguientes:

’

x’'=x
x*(y'+8)=y £eK
o bien,
x'y’'=x
y’'=y

De este modo, eligiendo x , y, con V (x ) <V (y ), se puede
suponer que en el punto P corresponde el primer tipo de cambio.
Escribiremos a, = E, y unos generadores del ideal maximal de R, serdn
{ x,y"= y-ax / x } Si la sucesiébn sigue con puntos
correspondientes al primer tipo de cambio, entonces, o bien, durante hzh

pasos mdis se obtienen generadores de Rh = (S;(ho)P dados por

0 h
o

{x , y(h’l)-am‘ x/ x}. (lo que indica tambien, que cada una de las
0

transformaciones cuadréticas MM, T Se hace sobre un punto
0
del divisor excepcional, que no est4 sobre el corte de dos componentes

irreducibles del divisor total), o bien, el proceso es infinito.

En el primer caso ponemos,
= y&D,
z =y aOhox / x
y la siguiente explosién, se corresponde a un cambio del segundo tipo

( la explosién se realiza en un punto de corte entre dos divisores, y

unos generadores del ideal maximal de (%( Cho+ Dy serdn,

h +1
o

{x/zl,zl}).



Se continua en esta linea, siguiendo el procedimiento utilizado
por Campillo en [ C, capll ], para el caso de curvas algebroides
aparece, entonces, una sucesion de nimeros enteros
h ,h , .. (finita o infinita ), un conjunto de  subindices

0’1
s, = 0, S, oS, 5 o sg , -..( finito o infinito ), naturales
kl ,k2 ) eee ,kg,... con 2£ ki < hs y una coleccion de

expresiones, llamadas desarrollo de Hamburger-Noether, o H-N, como

sigue:
=a_x+a_X’+...+a xh°+xh°z
YA XA X+ 1
0
X—ZhlZ
1 2
k h h
1 sl sl
VA =a zZ +...4a zZ +Z Z
s -1 s k s s h s s. s+l
1, 1 1 1s 1 1 1
1
k h
z =a z8&. . .+z27%
s -1 sk s 7 s g
g g8 8 a g
83“‘3

Donde el proceso puede ser finito o infinito. Mds tarde, se
indicardn los diferentes casos que se pueden presentar en el caso
infinito. Siguiendo el proceso que permite, a partir de la sucesién de
transformaciones cuadréticas, obtener su expresién H-N, es ficil darse
cuenta que, tanto los enteros hi, como los subindices s, ¥ los niimeros
naturales kl (i, j, 1, en los conjuntos de indices adecuados ),
dependen exclusivamente, de la sucesion de transformaciones
cuadriticas, es decir, de la situacién en el divisor excepcional de los
puntos en que se efectua cada transformacién y, por lo tanto, no
dependen de la base { X, Yy } elegida.



1.1.1
Dada una sucesién simple de transformaciones cuadriticas (7),
como antes, se tendrd ( ver [ C ] ):
a) Son puntos libres, los siguientes:
Po ""’Ph ’y’Ph +h_+ ceo b ek T
0 o 1
b, +h +...+hsl l+1cl+hsl-1,...para I=1,...,8,...
b) Son puntos satélites, todos aquellos Pi que no son libres.
c¢) Son puntos libres iniciales, exactamente, los puntos

+k,l=1,...,g,...

h +h +... h
o 1

1
$1-1

d) Por fin, son puntos satélites terminales, exactamente, los
puntos Ph .

M .k +k-lparal-1,...,g,...
o 1 slll



1.2. Valoraciones y grafos duales asociados.

Introducimos, el grafo dual asociado a cualquier valoracién ( ver,

[s1])

Definicién 1.2.1.

Sea T', un grafo pesado en los vértices, con peso WF( - ). Una
modificacién elemental de I" de tipo A ( andlogamente de tipo B ) es un
grafo pesado I al que se le ha afiadido un nuevo vértice, que verifica
una de las tres condiciones siguientes:

i) Existe un vértice " x " € T, tal que, I’ se obtiene a partir de
I', afiadiendo un nuevo vértice " y " y un arco que conecte x con y, de
manera que, para el tipo A, W (y)= W (x)+1;
W (z)= W ( z ) para todo z vértice de I, y por lo tanto, de I"". Y
para el tipo B, wr,(y)=1 ; wr,(x)=w (x)+1 y
wr,(z)=wr.(z),paratodozvérticedel‘- [ X ]1'

ii) Existen dos vértices adyacentes x, y € I, tales que, I’ se

obtiene de I'" reemplazando el subgrafo o——9 por el subgrafo
?_?_?’ donde z es el unico vértice de I’ - I" de modo que, para
el tipo A,

wp (z)=mix { wp (x), wp(y) }+1y,wp(t)=wp (t)
para cualquier vértice t € I" ( y por lo tanto a I’ ); y para el tipo B,
wl-,(z)=1,wl-.,(x)= wr(x)+l,w1-.,(y)=wr(y)+1,
wl-.,(t)=wr(t)paracualquiervérticete I - [ X,Y }

iy r=0yI’= { X }, con wp, ( x ) = 1, en ambos casos.

Una modificacién elemental i), se denota por €(x), y se dice de
primera clase. Si es ii) se denotard por €(x,y), y se dice de segunda
clase. En el caso de que sea iii), se denota &(J) y es, también, de
primera clase. El contexto indicard si es de tipo A o de tipo B.



Definicién 1.2.2.
Tomando el grafo I = &, se llama sucesién elemental de grafos de

tipo A ( respectivamente de tipo B ), a una sucesion,

o, . __,
rd 7 (XX e. (XX

8l 82 i

de modificaciones elementales de tipo A ( de tipo B ).

Definicién 1.2.3.

Considérese una sucesién elemental 1.2. 2. ( de tipo A o de tipo
B ) de grafos, y sea X, el unico vértice de T® - T, Si, el
conjunto de vértices de %Y con g = a(Si) ( card. Si =162),
entonces, esta sucesién es simple si se verifican las dos condiciones

siguientes:
l) xi € si+l
ii) Si la sucesién de 1.2.2. es infinita, para cada i y j

suficientemente grande relativo a i, X € Sj.

Definicién 1.2.4.
%
Sea una sucesién simple 1.2.2., el limite, I , de una sucesién

elemental { I‘(i),(-:i } de tipo A ( respectivamente de tipo B ), que se
% N
denota I' = lim I'?, se define del modo siguiente:
i-oo
. . * g s *
El conjunto de vértices es I' = Y, I y, dos vértices de I" ,
son adyacentes, si 1o son en I'® para i » 0.
%
Ademds, si x € I" es un vértice, entonces, WI‘* = lim W) (x).

, " i 500

Como { 9 ¢ } es simple, I' esta bien definida y, wi* ( x ) < oo,
i *
para cada vértice x € T .



Nota 1.2.5.

Sea X una superficie no singular, £ € X un punto, tal que,
dim. 05:.?; = 2, y una sucesién de transformaciones cuadréticas 1.0.2,
tal que, T 0.0, induce un isomorfismo,

T onll X9\ (nio...onl)'l( gy— > x\{¢e}.

Si T es el grafo dual de (Mo .. onl)'l( £), de tipo A
( respectivamente de tipo B ) ( es decir, los vértices son las
componentes del divisor excepcional, y dos vértices se unen si las
componentes se cortan; los pesos siguiendo las relaciones A o B segiin
r(i+l)

el caso ), entonces, I' (’)y , se relacionan por una modificacién

elemental €. Ademds, si [ . } es simple tambien { o, €, } lo es.

Definicién 1.2.6.
En las condiciones 1.0., sea ¥ una valoracién de F que domina R ,

(m) ( 1.0.2. ) la sucesién simple de transformaciones cuadréticas que
lleva asociada, y l“;(i;) la sucesién simple de grafos pesados de tipo A
(respectivamente B ) elemental que lleva asociada. Entonces, se define
el grafo dual de tipo A ( tipo B ) asociado a v ( 0 a ) como:

I =1lim ¥

oo

Proposicién 1.2.7.
Considerense los siguientes conjuntos:

AA = ( limites de sucesiones elementales simples de tipo A que empiezan
enT'=0 ).
AB = { limites de sucesiones elementales simples de tipo B que empiezan
enl'=0 ).

Existe una biyeccién natural entre los conjuntos A LY AB, y, tal
que, si U es una valoracién como en 1.2.6., vy, I"A € AA; r s € AB son
las dadas en 1.2.6., se tiene que, Yy( I N ) = I"B.



Lema 1.2.8.
%
SiT e A ( respectivamente A ), entonces, existe una tnica
sucesién T'?, tal que, lim o=r ( El sentido de la unicidad se

jHo0
precisa teniendo en cuenta I'Y ¢ r ).

Demostracién 1.2.8. ( Identica para el caso Ay B )

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existen re

distintos, tales que, 1im I'Y = 1im I'® = I' . Como
i»oo i o
M =rQ =g, existid un j €N, tal que, 19 =r® y

I = 0D (tano TP como I"® se pueden considerar subgrafos
de l"* ) , puesto que la asignacién de pesos depende de la situacién de
cada vértice nuevo, en el caso B, y en el caso A, se hace sumando uno
al peso del anterior vértice, y también, porque la sucesién es simple,
la diferencia entre IV y ) debe de estar en que, si
xe TVN\T? y x e PUIND? 1os vértices adyacentes a x,
y los adyacentes a x’, deben ser diferentes, propiedad que se transmite
a lo largo de las siguientes modificaciones, puesto que x = x’ € 1"*, en
el limite deberd ser adyacente a un mismo vértice, lo que es absurdo.

Demostracién 1.2.7.

Se sigue del lema anterior, sea F* € A, existe por el lema
1.2.8. una tnica sucesién I, tal que, lim v = l"*. Puesto que
=@ , podemos ir creando los B-pes:):wde ' a partir de los
A-pesos, y viceversa, siendo Tn ambos casos el mismo grafo,
observando la situacién en que aparecen los nuevos vértices, pesdndolos
como se ha indicado en 1.2.1. La construccién de W y el resultado es
ahora evidente.

Ademds, si v es una valoracién, lleva asociada una tnica sucesién
de explosiones simples 7, y una tnica sucesién elemental simple de tipo
A ( respectivamente B ) con el mismo soporte I'"), Denotando I‘(’) y
l“” los correspondlentes grafos pesados, entonces los grafos A-dual y
B- dual l" = lim I‘(’), Y, F = lim l““) Es trivial que, W ( I‘ ) =

i»oo i»oo

10



1.3. Grafos duales y desarrollos H-N de las valoraciones
divisoriales.

1.3.1. El grafo dual de tipo A.

En este apartado, sea ¥ una valoracién divisorial que domina a R
sobre F, sea () la sucesién de transformaciones cuadriticas que
lleva asociada y que sabemos que es finita:

M : X X x® . — XN ... XD
T T, Tl

Si { X,y } es una base de m, la expresion Hamburger-Noether
para v ( o para t ) serd de la forma:

h =
=a_ X+a x2+ +a X °+x c’z
YFay XT8X Tt oho 1
x—zhlz
1 2
k h h
1 sl sl
= +
Zs -1 as kzs +ash Zs +Zs zs+1
| 1 1 s 1 11
1
k
*
z =a z%..+2z" z
s -1 sk s s 8§ s +1
8 88 8 g 8

Con aij € K, y para ciertos valores h 0 ,hs , ciertos

8

subindices s 0 = 0, s ., ,sg y ciertos mimeros naturales

| Sy 0 e
kl ,kz... ,k8 con 2 < ki < hs( i=1,..,2) que no dependen de la
i
base { X,y } de m, elegida, ademds * significa que es el iiltimo
elemento que puede someterse al algoritmo de crear el desarrollo H-N vy,
%

se escribe para completar la igualdad. El elemento U = z , esun
8
uniformizante para el anillo de valoracién divisorial, que en este caso

es discreta.
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Sea ahora,

(n N . (N)
@8—) Fﬁ € > g > FA €

1 2 N N+1

. T (N+1)
7 FA

la sucesién elemental simple de tipo A, que lleva asociada la sucesién
( m), y por lo tanto el grafo dual asociado l": sera:
* .
r, = lim réd =i
Es interesante indicar que si a cada componente del divisor y a

sus transformados estrictos, se les denota por Li, donde i indica que
aparece tras la explosion T, entonces el A-peso del vértice del grafo
dual serd i. Por otro lado, la geometria del divisor excepcional se
conoce a partir del desarrollo H-N. Vamos a precisar cuales son los
A-pesos.

Lema 1.3.1.1.
Si,
H(j)=}h:para0<j<s.
i< j
Para cada n con N 2 n 2 1, existe un vnico m(n) > n, tal que, Ln y
Lm(n) se cortan. Ademds, m(n) # n+l, si y s6lo si, existe un valor
re { 0,1 ,...,sg-l },talque,n= H(r).

Finalmente, si n = H ( r ) entonces:
m(n)=H(r+l)+1Lsir#s-LVte {1 . ¢}
m(n)=n+ktsi3tconr=st-1.

( Ver [ D ] pag.199).
A partir de este resultado es ficil mostrar la siguiente,

Proposicién 1.3.1.2.
El grafo dual de tipo A, asociado a la valoracién divisorial v,

con el desarrollo H-N de 1.3.1. tiene la forma siguiente,

12



0—O0—.

0—.0— . —00—.0r,

o-o
C o
=

I 1"2 I‘g

Viene dado por el desarrollo H-N y cada " rama " del grafo I“j,
0<j<g, serd como se muestra en el dibujo:

(1) (2) 3) (4 (5 (6) (7 (8)
0—0— .— 0-—40—40—.00. O
L ] L J .
bloque 1 bloque 3 ::;:::

0 9)
d) (10)

0 |

O (12) bloque
(13) |
6 (14) ]

O (15) bloque
(16)

13



Los pesos serdn los siguientes:
(1)=H(Sj-l-1)+kj-l;
(2)=H(sj_l-1)+kj_l+1;
(3)=H(s, )
(4)=H(sj_l+1)+1;
(5)=H(sj_l+1)+2;
(6)=H(s,  +2)
(7)=H(sj_1+2)+1;
(8)=H(sj -1)+kj;
(9)=H(sj 1)+ 2
(10)=H(sj-1)+1;
(11)=H(sj_l+3);
(12)=H(sj.l+2)+2;
(13)=H(sj_l+2)+1;
(14)=H(Sj-1 +1);
(15)=H(sj_1)+2;
(16)=H(sj_1)+1.

Larama I"  serd:
g+l

H(s -1)+k +1
8 8

o) 0) o)
H(s -1)+k H(s)
g g g

Demostracién
Apliquemos el lema anterior:
a) La secuencia de divisores, de pesos,
H(r)+1,.., .,H(r+l), aparece siempre en el grafo l"A de la

forma,
H(r)+2
o—O0-...—0

H(r)+1 H(r+1)

14



b) Por cada nimero entero n > 1, existe un vnico k(n) < n, de
manera que Ln y Lk(n) se cortan, excepto en los casos siguientes:
b-1)Sin=H(s)+Lpaate € { 0, 1,., g-1 }, estamos
en el lema 1.3.1. .b y no existe k(n).
b-2) Sin=H ( s - 1)+ kt, nos encontramos en el caso del

dibujo:

L L
H(s -1 H(s -1)+k-1
(l ) (st ) \

LH(s 1)+k
t t

Y, por lo tanto, el divisor n corta otros tres, dos de ellos con
menor peso, y otro, con peso mayor, por lo tanto, los wnicos extremos
del grafo son: H ( st) +1; te { Syr Spa e s sg.l} y H( s, ),
( 5, = 0).

Todo esto indica, junto con el lema, que el grafo es el indicado
en el texto de la proposicién.

1.3.2. El grafo dual B
Sea v una valoracién divisorial sobre F que domina a R y sea

Tt = (v ), la sucesién de transformaciones cuadrdticas,

M : X e— XV x| x™ _ xtD

T 1 1'52 n:N+l

donde X = Spec R.

15



Y sea,

n N . N)
@'e—) FB € > g > FB €
1 2 N N+1

. T(N+1)
> 1"B

la sucesién elemental simple que lleva asociada 7. Sabemos que cada

l“:)coincide con I‘ii) en la construccién grifica, aunque no en los
pesos, y el grafo dual de tipo B, asociado a Tm serd:
I, =1limT{" =T, ypor 12. 7, serd y (T, ) = T.

i>oo

Ademds, [ver Spivakovsky [S-l ] ], existe una coleccién de
enteros no negativos:
gEN;

m € N, para 1 £1i < g+l, donde m, 2 2parai<g,Yy, m8+l=1;

a;i) € Npara 1< i< g+l, 1< j< m..
tales que, el grafo dual de v (o de m) de tipo B es el

siguiente:

0— 0 .0—0—.0— . —0-0—.0r,

o0 o7

16



Donde cada 1" 0<ic<g, serd:
(ll (1) a(“)
2 2 2 2 2 2 a4 m, “+2
0_0._0 0_ 0000 o_o_o_ 0-0-
] L
bloque 1 bloque 3
a:i) a;i) 02
vértices vértices 62
(i) it
s 2 ()
0-
0.
a;i2-2 6
0-
0.
Y, T ,
g+l

0—O0-..0—O0
’ a(sil) : :

1 vért i ces

17

dltimo
bloque
(i)
a
™
vértices

(i)
a
4
vértices

+2

bloque
4

( .,

V%l‘t ices
bloque
2



La prueba de este resultado es también elemental, y se puede hacer
por induccién sobre la construccién, o utilizando la matriz de
proximidad P, para describir la matriz de interseccién como ‘P P. En lo
que sigue, precisaremos quienes son los nimeros anteriores, en términos
del desarrollo de Hamburger-Noether. De hecho, esto nos dard una
descripcién explicita de la biyeccién .

Proposicién 1.3.2.1.
En las condiciones anteriores, se tiene ( los pardmetros dados por

el desarrollo H-N ):
- g = nimero de ramas en forma de " 4 " del grafo.
-Si u = nimero de bloques que aparecen en la rama I‘i, entonces,

u=s-s + 1.
i i i-1
k0= 1;

h -k +1=a%
si-l 1-1 1

= o
hs; A l=a

i o
hs ’,+ 2= a,”
i-1

@ 5 _ 0
hs,+mi .2=a

A m-l.
i-1 . i
k-1=a?
i m,'
1
Demostracién

Nuestra prueba se basa en el hecho siguiente: I‘B y I’ , son
grificamente iguales, porque la sucesién elemental que conduce a cada
uno de ellos es la misma, geométricamente. El orden en que aparecen los
divisores, estd indicado por el grafo A y es obvio que, en cada rama
I‘i, van apareciendo los puntos del primer bloque, de izquierda a
derecha, luego, los del segundo de abajo arriba, a continuacién, el

tercero de izquierda a derecha ...

18



De modo que, si el nimero de divisores de cada bloque coincide,
para los grafos de tipo A y B respectivamente, ( en todas la ramas ),
el mimero de bloques, tambien, asf como el orden de ellos y el nimero
de ramas, en cada grafo. Serd claro que los dos grafos son los que se
corresponden por la biyeccién . Asi, se tendra:

g = nimero de ramas.

u =m en el grafo B, y el nimero de bloques u, en el grafo B, serd
s, -1-¢( S, )+ 1= 5, -8+ 1, pues los primeros pesos de cada
bloque son H(s -1)+k;; Hs)+1; H +1)+15 .5
H(s-1)+ 1.

Por lo tanto:
m=s -5 _ +1
i i i-1

Respecto al mimero de divisores en cada bloque,

- _ )
H(s,) - [H(si_l- 1 )+kH] #1=hy k1=,

— — )
H(sﬂ+1)-[H(s“)+1]+1_hsi_,;+1_a2.

= 1= a0
H(si-1)+ki-[H(si-1)+l] = kl=a)
Con esto finaliza la prueba de la proposicion.
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Nota 1.3.2.2.

Tambien, asociados a una valoracién divisorial se pueden
considerar los datos de Puiseux de v ( segin la terminologia de
Zariski) P ,Bl y e ’Bs’ y el semigrupo de  valores
o' =v ( R\Y 0 } ) c@ (donde v se ha normalizado para que
Vv(m)=1).

Los datos de Puiseux vienen dados por :

B0=1; yparal <i<g
1
— o,
B y Tt
a®? +
2 1
a® + 1
m,
1
Si P, _ .
i ponemos Bi = —nl— con (pn)=1y e= n .n
e =M, = 1, entonces ¢' estd generado de manera minimal por los
nimeros racionales B‘; s eee s [3; dados por,
B 1
B(,)=1’l3=[31’}’ﬁ;= e +B;1 i1

La demostracién de este hecho, puede encontrarse en, [ S-1 ] o en
[ C ], si se tiene en cuenta, que el semigrupo €, ¢ € N, no es otra
cosa que el semigrupo de una curva algebroide plana irreducible, cuyo
desarrollo de H-N, se obtiene por especializacién del desarrollo de v
( sustitwir "U" por un elemento de F* ). Segin la terminologia de
[ C ] se tiene,

20



El conjunto de las ecuaciones implicitas, para estas curvas
especializadas, generan el ideal completo simple y asociado a v. Las
caracteristicas de este ideal estardn recogidas, de alguna manera, en
el desarrollo Hamburger-Noether. En particular, v () = B’ . Asf

g+l
tenemos el siguiente resultado resumen.

Corolario 1.3.2.3.

Sea ¥ una valoracién divisorial de F que domina a R, tal que,
V(m)=1. A partir de su desarrollo de Hamburger-Noether, puede
obtenerse:

1) Su grafo dual A y también B.
2) Una sucesién minimal { B: } de generadores del semigrupo de
la valoracién.

B -1

g+l
= + ' n .
e g £

g

3) El valor v(p)=

?
g+l

— (gt
( Bg+l_ a5 )-

o e D e ==

diagrama de Enriques.

Ademids del grafo dual, hay otras dos representaciones grificas
equivalentes que, en ocasiones, pueden representar comodidad para el
trabajo con valoraciones. Ambas, tienen una relacién inmediata con el

desarrollo H-N y la discusién sobre puntos libres y satélites.
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En primer lugar, entenderemos por " forma " del desarrollo H-N de
la valoracién v, la coleccién de segmentos siguientes:

h 0
I |
hl
| " I
2
| |
kl. hs -lkl=ll
| I
hs+1 I
|— |
k hs-k =]
g g8 B

El diagrama de Enriques, consiste en considerar la sucesién simple
Po’ Pl, v s Pn asociada a la valoracién, estructurada de la forma
siguiente:

1°) La colecciéon de puntos infinitamente préximos libres

-
2°) La coleccién de puntos infinitamente préximos satélites

consecutivos PO,P1 yoees P

consecutivos,
P . P s P 3 e s P .
Ph+1’ h+2’ h+hl’ Ph+hl+l’ ? h+hl+h2 ’ ’ h+hl+...+kl-l

Estando separada, dicha coleccién, por paquetes de puntos ligados
entre si por la propiedad de permanecer o no, sobre la ( transformada
estricta ) del mismo divisor.

3°) La coleccién correspondiente de puntos libres siguientes.

4°) Nueva coleccién de paquetes de puntos satélites.

Y asi, sucesivamente, hasta la iltima coleccién de puntos, a la
fuerza, libres.

22



La informacién anterior, se organiza grificamente en el diagrama
de Enriques, en la forma siguiente. Las colecciones de puntos libres se
describen por un diagrama lineal curvilineo con el mimero de puntos de
la coleccién:

h+1 .

Las colecciones de puntos satélites, se representan por un
diagrama en escalera, con sucesivos peldaiios y contrapeldafios, que son
diagramas rectilineos, con respectivos nimeros iguales a los nimeros de
puntos de los paquetes:
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La forma final del diagrama de Enriques serd la siguiente:

h
h+1 " 1h2

24



1.4. Grafos duales y desarrollos H-N de valoraciones no
divisoriales.

En este pardgrafo, precisaremos las propiedades de los distintos tipos

de valoraciones, que dominan a un anillo local regular de dimensién 2.
La discusién que sigue se puede encontrar en el trabajo de

Spivakovsky [ S-1 ] en el que se da tambien informaci6én adicional.

1.4.0. Preliminares
Sea » una valoracién de FquedominaR. Ysea¢ = v ( F - { 0 } )
A A
su grupo de valores. Sea R el completado m-4dico de R y F su cuerpo de

A A A
fracciones, existe una tnica valoracién v de F, dominando a R, tal que,

su restriccién sobre F es v. Dicha valoracién puede obtenerse del modo

siguiente:
A AA
a = [ f € R / Existe una sucesién ( fn ) de Cauchy; fn € R, conv( fn )

A A
no acotada en ¢ y, tal que, f » f }, es un ideal primo de R. Si

a = v ( m ), podemos distiguir dos situaciones:

1) Para cada b € ¢, existe n € N, tal que, na > b. En este caso es
rg v =1

2) Existe b € ¢ con, na < b, para todo n € N. Se tiene, 1g V = 2,
1)esdiscretaya=(0,a*)cona*e N.

Si se tiene 1) podemos distiguir, a su vez, dos casos.

A AA
a) a = ( 0 ). Entonces, se tendrd que el grupo de valores ¢ de v
A
es igual a ¢, y para cualquier sucesién fn > f,
A A N
u(f)=lim1)(fn)
A A A A A
b) a # ( 0). Entonces, se tiene $ =Z ® ¢. Si f € R - a para
A
cualquier sucesién fn > f se tiene,
A A —
0(f)=1imu(fn)

n-00
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) A Am A A
. ilfe a,conf =t + me N - { 0 };a,be R - &, siendo
t € Run parémetro regular de R s entonces,
u(f)-(m,0)+u(a) u(b)
A

Si se tiene 2), podemos considerar el ideal primo de R siguiente:

A AA

b= { f € R / Existe una sucesién ( fn ) de Cauchy; fn € R con

V( f ) no acotada en ¢ y, tal que, fn > f }, donde ¢1 es el tnico
subgrupo pl'OplO aislado de .

Site R es un pardmetro regular del anillo local Rh’ se tiene:
A A A A
Si f € R - h, siendo fn - f como antes, entonces,

AA —
V(f)=1limv (f)
n->e0 "
A m A A
Sifeh, con f=t T,me(N-{O};a,beR- b,

entonces,
A A A
V(f)= mu®)+v(a)-v(b).

Segun la férmula de Abhyankar, ( 1.0.1.1v ) se puede conslruir el
siguiente cuadro, que da todas las posibilidades para una valoracién v
de F que domina a R.

Tipo Rango Rango Grado Disc reta Grupo
racional t rascendencia valores

go ntenido

A 2 2 0 SI Z ®a
con é;e\md

B 1 2 0 NO Rroen @ |
ce;g ntenido

C 1 1 0 NO Q,no0 enZ

D 1 1 0 S1I z

E 1 1 1 SI y/4
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En lo que sigue y en coherencia con la notacién anterior, ¢ es el
grupo de valores de v, ¢+ el semigrupo de valores, ¢ ) el subgrupo

+ o+ TRATA
aislado minimal no nulo de ¢, ¢ " =¢ N¢" y o, ¢* el grupo y

A A
semigrupo de valores de la extensién v a R. Salvo que se indique lo

contrario, tomaremos para vV normalizaciones con Vv ( m ) = 1, con lo
cual los grupos de valores serdn semigrupos del grupo aditivo de los
mimeros reales, en los casos B, C, D , E. En el caso A, se identificard
@ con 0 & @, lanormalizacién de v cumpliriv(m)=(0,1 )=1yen
ocasiones, podremos pensar en la divisién entre elementos de 0 @ @, que
vendrd inducida por la divisién en Q.

14.2. Grafo dual y desarrollo H-N de los distintos tipos de

valoraciones.

Para detallar mds las propiedades de los tipos de valoraciones
anteriores, usaremos el concepto de sucesién generatriz y sucesi6n
generatriz minimal. Excluiremos el caso E, pues son las valoraciones
divisoriales ya tratadas.

- Una familia { Q }ie] de elementos de m, se dice que es una
sucesién generatriz de v, si para cada f € R se tiene,

v(f)=mix. { aeR (28 ) fe P |

( Entre parentesis, para el caso A, y orden lexicografico ), donde Pa,
es el ideal de R generado por:

Y.
{n q'/Zyv(q)za}
3 SR T-B -9
‘Yj €N
Y se dice que es una sucesién generatriz minimal, si la supresion
de cualquiera de sus elementos, evita el que generen la valoracién v.
Tenemos la casuistica siquiente. ( Los detalles, pueden

encontrarse en [ S-1 ] )
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A-1
Es el caso A (rgv =2), en el que se tiene una sucesién
, su rango racional es dos y se tiene

generatriz minimal { Q, }0<,_1Sg+1

+ —_ ’ ’ ’ - ’
¢" =< By Bl B, > con 0 (Q) =P, e B 0Dz (¢ es
un entero ) y B;u = ( 1,0), siendo dicho sistema generador minimal

para el semigrupo.
El grafo dual tiene la forma genérica siguiente:

0— 0-—.0—0—.0— .. —0-0_.0.r,

o0 ;

1

Los pesos son los descritos para las ramas l“i, 0<i<gen
1.3.12. y para l"gﬂ, se han de proseguir los pesos alli descritos, de
uno en uno, indefinidamente.

Y las ramas T, pueden obtenerse de { B;, S B; } mediante

las igualdades:

Bo=e, (B -n, B )+

1

P i

Bi= ot mcd(p, ,n)=1e¢ =jE1 n ;e,=mn = [30 =1;
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para 1 <i<g.
En consecuencia, el desarrollo de Hamburger-Noether para un
sistema regular de pardmetros { X,y } de m, ser4,

2 h0 h0
=a X+a X +...4+a +
Y=, X+, oh * X 7,
0
X=ZhlZ
1 2
k h h
1 sl sl
YA =a zZz +...4a Z +z Zz
sl-l sl,kl sl slhsl ) sl sl+1
k8 k8+l
= Z °+ a y A
zz;-lak:; s k +1 s
8 g8 8 g 8
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La "forma" del desarrollo H-N ser4, en este caso,

h+1 .llh

30



B.

En este caso, rg v =1, rgrac v = 2. Se tiene una sucesién
generatriz minimal { Q }0<<, con B —D(Q )ea 0<ic<gl,
B—U(Q)elR ny,sevenﬁcatb -<BB . B>s1endo

g

estos valores un sistema generador minimal de <p Las ramas T,
1 < i < g-1, pueden obtenerse de los valores Bi como se indica en A.l.,

mientras que 1‘8 se obtendrd de B; de las férmulas:

B,=e, (B -n

4 8 gl

B, )+ L

Bg=(hs 'kg.1+1)+
gl 1

El grafo dual quedard asi:

0—O0—-.0—0—.0 v —0....

o6

Los pesos de las ramas I‘l, - l"81 son los indicados con

anterioridad.

31



La rama I"g,

(1) (2) (3) (4 (5) (6)

0—O0— .—0—0—"0— .. 0—0-.

L ] 1 |
b1loque 1 b1loque 3

Y los pesos (1),... ,(6), (11),
1.3.1.2. para j = g. Naturalmente, el nimero de bloques es infinito.

Y el desarrollo H-N,

32

0
0
0 an |

0 a2
(13) |
(14) ]

0 as)

6 (16)

bloque

bloque

... ,(16) son los indicados en



h h

2 0,0
=a_X+a_ X'+...+a, X +X
y=a,x+a,, oho zZ
h
X=
z 1z,
K h
1 sl hs1
z =a +...+ z
s -1 s,k s ash +zs zs+1
1 1, 1 1 sl 1 1 1
ko, h h
z, =a z$8 +o.o+a Zssg-l +2'512
g-1 g-1g-1 g-1 g-1s 8gil g-1 g1
hs+2
z =Z g-1 z
sg_l sg-l 2 sg-l+3
prosiguiendo con filas como la iltima, de forma indefinida.
La "forma" del desarrollo H-N serd, en este
h
I > |
h
| hl |
|——]|
) h -k =]
k . .
| g-1 sg-l g-1 g1
h +1
8
g-1

33
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Y el diagrama de Enriques, ser4:

h+1 RN
| ~ 2
* h -k +1
. s l
1
. h +1
b s
|_l g-1
C
Se tiene una sucesién  generatriz { Q } <ioo?  SOR
[3;=1)(Qi)eﬂ, ahora, rgv=rgracv =1 y
¢+ =< B, . o B;, ..>, siendo esta una sucesibn generatriz

minimal del semigrupo. Cada rama I‘i del grafo, vendrd expresada por las
férmulas de A.l, y el desarrollo H-N se escribird para un sistema de

pardmetros { X,y } de m,
h h
_ 2 0,.0
y=a,Xx+a X +...+a0hox +X 'z,

h
X=z "1z
1“2
X h h
1 sl sl
z =a Z +...4a z z
s -1 sk 8 s h s +zs s +1
LC St r's, 1 1 51
L B
kl+l h hs
z =2z +..+ta z S141 + zlz
1417 Pt er S14n Slel's ® 141 1 Wl

1+1

Prosiguiendo con bloques como B indefinidamente.
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El grafo dual,
0—0—-.0—0—.0 . —0.0 ...

o0 0

Los pesos son los ya indicados y se proseguird con ramas
indefinidamente.
La "forma" del desarrollo H-N serd, en este caso,
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Y el diagrama de Enriques ser4:

h+1 . hl h

Donde el final, en ambos casos, son alternancias de segmentos de
puntos libres y satélites indefinidamente.

Los dos casos restantes, A-2 y D, que discutimos a continuacién
A A
son, tales que, la valoracién v extensién de v al completado R de R es
A

de tipo A-1. Dicha extensién tendrd una sucesién generatriz minimal Qo,

A
ooy Qg+l; pero es obvio que, de hecho, Qo, ..., Q se pueden tomar en
A
R. Asi, elegiremos una sucesién Qo, - Qg € R, Qg-l-l € R - R, que son
A
generadores minimales para V.

A-2

A
R Supongamos que existe Qngl € R, tal que, Qg+l | Qgﬂ. Como
rg V = 2 se tiene rg v = 2. Esto indica que el desarrollo H-N y el

grafo dual, asi como la forma del desarrollo H-N y el diagrama de

Enriques, son los indicados en A-1. La valoracién v se corresponde al
A

A
caso 2 de 1.4.0. ¢ = ¢, pero ¢+ no estd incluido en ¢*, pues

A A
v(Q,)e ¢
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D

A
No existe le € R, tal que, ng | Qg+1' Nos encontramos en el
A A N
caso 1b. de 140, el ideal a#0 vy Qs+l € a, luego,
N A
rgV=ragrac V=1, v es discreta, DI =V 'y ¢=Z2®D¢. En
F

conclusion, el grafo dual y el desarrollo H-N se corresponden a los de
tipo A.l, asi como la "forma" del desarrollo H-N y el diagrama de
Enriques. En lo sucesivo, nos referiremos a los grafos de tipo A-D para
indicar los de la figura A.l.
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Definicién 2

Sea A un anillo local, un par ( A,i ), donde A es un anillo local
henseliano ¢ i : A—— A es un morfismo local de anillos, es el
henselianizado de A, si para cada anillo local henseliano B y para
cada morfismo local u: A —— B, existe un unico morfismo local
i: A—> B, talque,u=1%°i

Los anillos locales henselianos que son G-anillos ( de
Grothendrieck ) tienen una importante propiedad, propiedad conocida
como el teorema de aproximacién de Artin. Dicho resultado ha sido
conjetural hasta la actualidad, conociendose en los casos
geométricamente importantes. Rothanss lo ha probado para el caso en que
el anillo contiene a @, y Spivakovsky ha anunciado el teorema general.
Podemos enunciarlo en la forma siguiente:

3

Sea A un G-anillo local noetheriano y henseliano , m su ideal
maximal. Si I es un ideal del anillo A [ L ] existe un
nimero r € N, tal que, si to by ot € A y le N verifican

I (x-tX-t, ., x-t)+ m® e tiene que, existen

2 2
* ’ b ] b ? ’
tl, t2, s tn € A que cumplen, I c ( X - tl,xz-tz,..., X tn) y

ti-t; e m, paral1 <i<n.

Corolario 4
Sean A y A [ Xpp X een X ] como antes Y,

fx( Xp Xy oo s X ),...,fr( X» Xy eenX ) € A[ L ]

Si fl( tr by et )= .= fr( th by oo st ) =0, para

A
t,t, .. ,t11 € A ( completado m-ddico de A ), se tiene que, para

)
cada 1 € N, existen t;, t;, ,t; € A verificando,
? 9’ 9 — —_— 9’ ? ? —
fl( tl, t2, ,tn )= ..= fr( tl, t2, ,tn )=0

y ti-t;eml,paraISiSn.

39



1.5. Descripcién de las valoraciones que dominan a R

1.5.E.
Sea v una valoracién de tipo E ( o divisorial ), v corresponde a

una sucesién finita  de transformaciones cuadriticas como se indica en
1.3. y tambien a un ideal simple m-primario, p, de R.

Definicién

Llamaremos elemento general de v, a cualquier elemento g € p,
analiticamente irreducible, tal que, su transformado estricto a través
de la sucesion m en X" es regular y transversal a L.
( notacién 1.3. ). Los elementos generales son, de hecho, un sistema de
generadores del ideal p, siendo p, la complecién en el sentido de
Zariski del ideal generado por dos de ellos que se separan en L -

(Ver [ z-s ]). l

La valoracion v ( normalizada sobre Z ), estd descrita
completamente por la férmula: f € R,
v(f)=min { (fg)/g es general de v }

donde ( f,g ) indica la multiplicidad de la interseccién en m € Spec R,
entre las curvas f =0y g = 0.

1.5.A.D.
Recordamos la nocién de henselianizado para proceder a la
discusién.

Definicién 1

Un anillo local A es henseliano, si todo A-dlgebra finita es
producto de anillos locales.
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Nuestro interés se centra en el resultado siguiente:

Teorema 5
A
Sea R un G-anillo local en las condiciones anteriores. Si R es el

completado m-4dico de R , R el henselizado de este anillo y gRl el

conjunto de elementos de R analiticamente irreducibles y los que se
A
obtienen a partir de ellos multiplicando por una unidad de R. Entonces,

se tiene:
A A
R = { f e R analiticamente irreducible /3 h € R, h#0, con fh € R }

Para la demostracién, serdn precisos algunos resultados que
indicamos:

Proposicién 5.1.
A

Sea R un G- anillo local henseliano en las condiciones 1.0., f € R
A
analiticamente irreducible, supongamos que existe h € R, h#0, tal que,
A
g =f h € R, entonces, fu € R, donde u es una unidad en R.

Demostracién

Consideremos el anillo de polinomios R [ [OAY ], en las variables
UV,y g-UVeR [U,V ],puestoqueg - fh = 0, por 4, existen f’
yhe Rcon,g=fh’y f-f € m' paracadale N;h-h’ e m',

Si h y f no tienen componentes comunes, entonces ,tienen un nimero
finito p de puntos infinitamente préximos comunes (aqui f y h
indican tambien las curvas que tienen asociadas ).

Sea 1 » 0, para que el mimero de puntos infinitamente préximos
comunes de f y f° supere p. ( Esto es posible, pues existe una
constante 1 (f ), tal que, si 121 (f) y f-f € m', el mimero de
puntos infinitamente préximos comunes entre f y f es
c+1-1(f)=wy (1), con c constante y 1 » eo implica, Wy (1) > o
(Ver[C],capIV)).
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El 4rbol de puntos infinitamente préximos de g = f h serd
esquematicamente:

£ \—’ |!

Los puntos infinitamente préximos de f’ forman parte del 4rbol de
puntos infinitamente préximos de g, pero no estan todos en el de h,
pues tiene alguno en comiin con f que no lo es con h, en conclusién,

A
uf = " y fu € R, con u unidad en R.
Si f | h entonces g = f4h con f } h. Como antes se encuentran

', ..., ), k> € R, con g=f .. ', cada f’
1 q 1 q A i
analiticamente irreducible y f; =u, f, u una unidad en R. La

conclusién se sigue de este hecho.

Proposicién 5.2.
Sean R y R un anillo loal y su henselianizado. Sea,

A A
/6={fe R / existe g € R,g#O,confgeR}

entonces, 3R c A
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Demostracién
Por [ R ] capl y VI, se tiene R =1lim A, donde
R[] €1
Ai=[—]; R[t] es el anillo de polinomios en la
p(t) ‘g
indeterminada t; p (t) € R [ t ], ménico y g es un ideal primo de

R[]
p(t)

no son relevantes ).

que se contrae en m. ( Los valores exactos de p (t) y de g

R[]

En primer lugar, si h=h+ (p(t)) € ——— existen
- R[t] p(t)
he ——— y re R, tales que, hh’-re (p()). En efecto,
p (1)

podemos suponer que gr p(t) = gr h, y puesto que, F [ t ] es un
dominio euclideo, existen g,c €F [ t ], conp(t)=hg +c.

Si grcl=0, se tiene c€F vy existe ue€ R con
glu=geR[t] y c¢=c ue R, luego, up(t)=hg+ec.

Renombrando, h’ = g y tomando médulo p (t ), hh’ =-c + (p (t) ).
Sigrc1>0,seave Reonve =ce R[t], vg=¢E€ R[t] y
vp(t)=hg+ c, tomando médulo p(t), h g =-c(t)+ (p(t)).
Un método similar, indica que existe ¢’ (t) € R [ t] con,
gre'(t)<gre(t)ycg +c¢ € (p(t)). Despues de un nimero
finito de pasos, existe h’(t)e R [t] y ceR con

hb =c + (p@)).

Esta propiedad, se traslada facilmente al conjunto Ai para
cualquier indice, y en consecuencia, si f € R existe un representante
de f en Ai, para i » 0, luego, tambien g € Ai representante de un
elemento de R, tal que, f g € R.

Demostracién del teorema 5
Por 5.2. y la definicién de 331, puede escribirse,

3&1 = { f € R irreducible analiticamente (1.A.) /3 ge Rconfge R }

Y se tiene la cadena,
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gac{feR I.A. /age Rg#:O confgeR}c
g{ feRIA/EIgeRconfgegﬁ}c(porSl)@R

Nota 6
La condicién de irreducibilidad analitica, no es precisa y puede
decirse que el conjunto,
A A
[ feR /dgeRg#0,confge R}

A
consiste en los elementos del tipo uf con f € R y u unidad de R.

Teorema 7
Toda valoracién A 6 D, v, que domina a un G-anillo R ( condiciones
1.0. ), puede obtenerse, como se indica en la demostracién, de las

A
ecuaciones paramétricas de una curva f = 0, f € R analiticamente
irreducible, de manera que:

i) Si f € R, la valoracién es de tipo A-1.

A A
ii) Sif € R - Ry uf € R para alguna unidad en R, la valoracién es
A-2,

A A
iii) Si f € R - Ry uf ¢ R para toda unidad en R , la valoracién
es D.

Demostracién

Valoraciones A

Sea v una valoracién de este tipo, rg v = 2. Sea 11\ el ideal
descrito en 140 ht b =1, A‘E es deA valoracién dlscreta y
hRh-(f)Rb,fpuedetomarseenRyh—(f)enR .

Se tiene una sucesién generatriz minimal (en R o en R)
Qo’ Qg, ag“ donde, Q R Q € Ry, ay € ﬁ y los valores

B;=0(Qi)60®0,051Sg,l3 _o(Q ) € 2 ®0. Ademis,
u(f)=méx{oc/fePa}
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Donde P tiene el significado md1cado en 1.4.2. Si no hay ambiguedad,

escribiremos Q  en vez de Q e en lo que sigue.
PR
Sife ( Q ) en R

f=} Y peersY ]Jo Q
pero en algiin sumando Yoy = 0. Como B < B pi1=0 .., 8 se tiene

A
que, 1) ( f) € d) yv(f ) € 0 - ¢ lo que es imposible, pues por

definicién, 1) (f)=v(f), y no estd acotado, luego no estd en (I)l.
A
En consecuencia, se tendrd que f € ( Q ) R.

Supongamos f analiticamente 1rredu01ble Salvo unidad de R
A A
f= Qg+l y estamos en el caso A.l. Entonces, la valoracién v induce
A A
una valoracién U en el cuerpo de cocientes, F, de R/ ( f). Dicha

valoracién es discreta y su anillo de valoracién lo denotamos R-
Por otra parte, @= R / (f) es un dominio local noetheriano de
dimensién 1, y G-anillo ( por ser completo ), luego el cierre integro 61

A
de @en F es un anillo de valoracién discreta y dicha valoracién es la
tnica que domina a & Como ¥ domina tambien a @por construccién, se
sigue que, V es la valoracién normalizada que corresponde al anillo de

valoracién discreta @
A

En el caso que consideramos en esta memoria, R y por tanto R,
tienen un cuerpo de coeficientes K, algebraicamente cerrado, y de aqui

(@es una curva algebroide irreducible sobre K y @= K [[ t ]], siendo t
un uniformizante para V. Si { X,y } es un sistema de generadores del
ideal maximal de R ( y de aqui sus clases médulo ( f ) un sistema de

generadores del ideal maximal de @), sus imagenes { x(t),y(t) } en &
proporcionan una parametrizacién para la curva algebroide.
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Asi,sige R g e (f), entonces, el U - valor de su clase g en
A es ordt g ( x(t),y() ), es decir, la multiplicidad de interseccién

A
( f,g ) entre las curvas algebroides en Spec R, dadas por f=0 y
g = 0. En conclusién se tiene, para tales g,

v(g)=(0(g)
SigeR, ge (f), g#0, entonces, g = f* h para algin p y
he(f).Como‘o(f)=1)(ag+l)=(1,0),esclaroque,
v(g)=(p, (hi))

La extensién al cuerpo F es inmediata. Un elemento de F no nulo se
a
escribe como Y —, pe zZya, be Rcona, beg (f). Asi
b

a
U(fPT)=(p9(a9f)'(baf))
Supongamos que f no es analiticamente irreducible.

Valoraciones A.2.

A P P
En este caso f € R y su descomposicién en R serd, f = fl1 o £
A A
con los fi irreducibles en R y distintos dos a dos, Qs+l tambien es

irreducible y es divisor de f, luego, existe un indice
A
ie { 1,2, ..,r ] confi=Qg

A A
R/(f)=(R/(f)), en el caso en que R/ (f) sea G-anillo
A

. & R. Como f es irreducible en R y

( por ejemplo en las situaciones geométricas ), entonces, R/ ()
serd tambien reducido y de aqui, P,=P,=-. =P = 1. Es obvio que,
como R es G-anillo, tambien lo es R/ ( f ) y asi podemos hacer la

afirmacién anterior.
A
Como en el caso de valoraciones A.l., v se puede obtener a partir

de la valoracién de la curva algebroide dada por f.
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A A
Ahora, fie Rysig=—£re Rsetiene,gfi=fe R, luego por
i
el teorema 5, fi € R

Si se toman x = x (t); y = y(t), unas ecuaciones paramétricas
de fi = 0, se puede escribir como antes, v (g ) = ( O, (fi g ), si
ge ( fi ), 6 equivalentemente, ge¢ (f). Por otro lado,

_ f . _ a
D(f)_(l’(_fi’fi) ),luego sihe F,conh—f‘i’—b—entonces,

v(h)=(p,@f) - ®bf))

Valoraciones D
A A AL
En este caso, por 1.4.0., el ideal de R, a, es no nulo, Ra es de
A
valoracién discreta, a de altura 1 y tomaremos un pardmetro regular
A A A
fe R-R que genera a. Nuevamente, Qg+l es divisor de f y si
p A A

P
f=f'.. f%, existe f=Q . La definicion de v y v son las

g+l’
anteriores. Aunque, en este caso, no existe h € R, tal que, fi | h
( ver 1.4.2.D. ), por lo tanto, fi ¢ 33, y el grupo de valores es Z.

( Las expresiones indicadas son para una normalizacién de v, no

necesariamente v( m ) = 1).

Corolario 8
Si R es un G-anillo henseliano en las condiciones 1.0., no existen
valoraciones de F que dominan a R de tipo A.2.

Demostracién
R henseliano implica R = R y no existe f analiticamente
irreducible, tal que, f ¢ Ry f € R.

Ejemplos 9
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, K [ XY ] el anillo de
polinomios en dos variables y coeficientes en K. Sea

R=K[X,Y](X’Y),1Q=K[[X,Y]]yg=K((X,Y)).
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A A A
A.1. Definase sobre F una valoracion v, tal que, v (A ) =0 si

A A

AeK,v(X)=(01)yv (Y)=(1,0). Nuestro elemento f, serd

Y, de ecuaciones paramétricas, Y = y(t)=0; X =x(t) =1t y para
A L.

geRg=X C X'Y:

A
v ( g ) = Tlltgen lexicogréfico { (j’i) / CiJ #0 }

A
La restriccién de v a F = Frac. ( R ), serd una valoracién v de
tipo A.l.

A A o
D.Pongamos v (X ) =(01) v (X+X Y )=(10). Las

i=1
00

ecuaciones paramétricas serdn y (t) =1t x(t)=-2X2 t. Y como

i=1
A 1

V|, = V|, se tiene:

V(X)=(01) v(X+Y)=(02)
V(X+Y+..+Y")=(0n+l); ..
El grupo de valores de v es Z, y,

X X+Y X+Y+Y? ]
Y Y2 Y3

m, = Y Rv' Esta serd una valoracién de tipo D.

R,=K[X Y,

A.2. El elemento que dar4 la valoracién serd, f=X -Y - Y
A
cuya descomposicién en R serd,

f=(X-‘/Y2+Y3 )(X+\/Y2+Y3 )

,
»/Y2+Y3 =YV 1+Y =Yg, con

o0

g (Y)=(1+ )" =T (DY
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En resumen,

f___(x_g(lifz)Ym)(X+§(1i/z)¥i+1)

Considerando las ecuaciones paramétricas:

0

A
X=x(t)= ; (1/2) #l. ¥ = y(t) = t ,obtendremos una valoracién v,

que da v como restriccién, tal que,

S(X-};(‘f)t‘*‘)=(1,0);3(X+};('f)t*“):(o,l).
Y por lo tanto, v (f) =( 1,1).

1.5. Valoraciones B y C

1. Preliminares y notaciones sobre curvas.
Recordando 1.5.A-D.7.A.1, sea R un anillo local en las condiciones

A
1.0. R su completado m-4dico y { X,y } un sistema regular de
A
pardmetros. Si f e R, puede considerarse el dlgebra local
A
@=R/(f)=K [[ X,y ]] / (£), que es una curva algebroide que

tambien representaremos por f. El cierre integro G de (% es un anillo
de valoracién discreta, cuya valoracién asociada pondremos v ¢ Unas
ecuaciones paramétricas de f permiten conocer V.

Si ahora f, f, .. , f € R irreducibles e I-{ 1, 2,

S || }, pueden considerarse las curvas (9 =K [[ x(v) , y@) ]]
XM =x+(f),y@)=y+(f)rel cuyo desarrollo H-N ser4:

r
h,
(D):(z =Zjarzi+z; /0<'<d'z =x();, z = (1')}
r 12 SN ON B j+l =326 P2, =Y
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Si {sl,sz,...,s }={j>0/3i cona;iatO}, entonces,

gl’

g es el género de la curva y cada fila sp-ésima 1<p< g, se

escribe,
r hl' hl‘
r P r s 8
YA =a + ...+
s -1 s,krzs as l'zsp"'zspzsﬂ
P PP P P 8p P P P

a & * 0. La fila 5, - ésima es infinita y los a;i restantes valen

PP T
cero.
Usaremos la notacién siguiente, para cada r € I,
r r r
=h -k ;1% .
lp hs b 1<p g
r .
n =9 z ; 0<j<s .
;=0 (7)) JSs,
r r r
r © 1
el = n: . Nj =—]
i j e

{ By By - Bg' } son los valores de contacto maximal de f.
r
Las propiedades y relaciones entre estos valores, puede

encontrarse en [ C ], 3.3.2. y 4.3.5.

Definiciones

Se consideran dos curvas dadas por f y f, como antes, se llama
indice de separacién del tipo de equisingularidad de fy f2, al entero
p < min { 8,8, }, dado por,

p=méx[n/h;=h?paratodoj<snyk:=k':ViSn]

Se llama par de contacto (fl | f,) entre f y f al par de
enteros ( q,c ) dados por,

Dk'=K;h =h’;a =2 sij<s;1<i<h.Y
q q J J )1 9 J

ji
! = a? ara0<p<c
s Xk +p s,k+pp =P '
qq qQ q

ii) ( q,c ) es el mayor par de enteros que verifican i), para el orden
lexicogréfico de Zi.
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En términos del desarrollo del par, (fl | f2) indica la fila
libre y el lugar de ella, hasta los cuales los desarrollo H-N de ambas
curvas coinciden.

A
Si se tienen curvas dadas por f P fz, .y fn € R irreducibles,
se llama par de contacto entre fl, f R fn al par de enteros,

(f] £, ...|fn)=min{(fi|fj)/151<an}

el minimo tomado respecto del orden lexicogrifico en'zi.
(z,={xez/x20})
Sea v una valoracién de tipo B 6 C y sea T,

™ : X — XP— X® . — XM — ..

Tcl n2 nn+l

la sucesién simple de transformaciones cuadriticas que tiene asociada.
En lo que sigue, W, es la valoracién divisorial ,normalizada con
v, (m ) = 1, asociada a la " subsucesién” finita de T

@) : X e— XV XP— . —x9

1!31 1'52 Ej

Teorema 2
Sea v una valoracién de tipo C. Para cada f € F existe un mimero
natural M( f ) » 0, tal que, si i > M(f) entonces,

v (f)=w (f)

Demostracién
Serd suficiente probar las tres afirmaciones que enunciamos:
a) Si f € F existe M( f ) » 0, natural, tal que, si i 2 M(f),
limw (f)=w (f).
jooo '
b) v’ =lim v, ( f) es una valoracién de F.
j>o0

€) V y ¥’ son equivalentes.
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a) Teniendo en cuenta la posibilidad de extender valoraciones al
completado, bastard probar la afirmacién para f € R analiticamente
irreducible, pues autométicamente, se extenderd el resultado a F.

Sea, g . el género de la curva dada por f y M( f) el mimero de
divisores que aparecen en el grafo de v , en las g primeras
ramas.( Ver 1.3.1.3. ).

Sik,lemn; k&L k,12M(f)y fk, fl elementos generales de
W, W, Se tiene,

K
(fklfl)>(fl|f)y(fk|fl)>(fklf)
En consecuencia,

(f [ £)=Cf ] £)<(£f |£).

Los exponentes [’ asociados a las valoraciones WY W coinciden
hasta el indice gf+1, y como (fl | f)=(fk | f)<(gf,- ), por
un calculo sencillo ( ver [ D ] 1.1.7. ), se deduce si k > 1,

1

(. f)=(f, ,f)
e
&
Y, por lo tanto,
(f,f) f.£) (f,f)
wl(f)=—|1;wk(f)=—_?k_—=_11< __Tl_—ek
e, ¢ e € &

valores que coinciden.

b) Probaremos, en primer lugar, que para f, f* € F,
vV (ffP)=v(f)+v (f ). Esta cuestiéon es sencilla, aplicando
a) pues, si M’ > mdx { M(f), M(f’), M(ff") }, se tiene para i > M,
1)’(ff’)=wi(ff’);wi(f)=1)’(f)y wi(f’)=1)’(f’).
Tambien es cierto,

v (f+P)2min {v(f),v(F)}

pues para i > méx { M(), M), M(f + ) }, se tienen las igualdades
con la valoracién w.y el resultado.
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¢) Bastard comprobar que los anillos de valoracién RD y R'u’
coinciden.
En primer lugar,
R\) = lim 6}( 0, = 'k—Jl (%c(j)’p' ( notacién 1.0.)
N i o= i
Si 1‘|j es el punto genérico del divisor excepcional Lj, el anillo

de valoracién de w, serd & ). .
j X .nj

Podemos establecer el diagrama de homomorfismos inyectivos de
anillos locales, homomorfismos naturales, a la vista de la situacién
geométrica,

(%((j )p > (%((j)'ﬂ '
l J \ J
N
(9}-{(j+l} X (%((j+1 )Tl
el ’ LT Y
AN
N
N
\ N
& (j+2 . & (j+2)
X '3j+2 i X 11j+2

Ahora se tiene que, f € m, equivale a v’ ( f ) > 0 y que existe
jo » 0, tal que, si j 2 jo’ entonces, v, (f)>0. f se anula en Lj,
si y sélo si, f( Pj.l ) =0, o equivalentemente, f € m (%( (j-})P.-l,

para j 2 j0 ( el ideal maximal de este anmillo ). La iltima condicién
para cierto j equivale a f € m,. Luego,

My = My
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Ahora, si f e RD y fe R\)” entonces, V' ( f) < 0, luego,
V' (1/f)>0y,portanto,1/f e m,=m,,
es contradictorio. Lo mismo sucede cambiando v por v’, por lo tanto, se

luego, f ¢ RU, lo cual
concluye RU = RD,, como se queria.

Teorema 3

Manteniendo las notaciones anteriores, sea 1 una valoracién de
tipo B. Entonces, para cada f analiticamente irreducible, puede ocurrir
una de las dos posibilidades siguientes:

_f v«
1)1)(f)-e$'l Bg.o

2)ExisteM»0,talque,siiZM,o(f)=wi(f).

Demostracién
Bastard con probar las tres afirmaciones siguientes:

a) lim w( f ) = v (f), existe, y es igual 2 e;_lB;, 6,
j-»00
wi(f)parai»O.
b) v’ da lugar a una valoracién de F.

¢) ¥V’ y v son valoraciones equivalentes.

a) Supongamos que el desarrollo H-N de v relativo al sistema
regular de pardmetros { X,y } es el de 1.4.2.B. ( fJ denota un elemento
general de W j =1, ... ). Puede ocurrir:

I) Que exista M’( f ) € N, tal que, si i, j 2 M’( ), entonces,

CE15)= (1D Celh, -k,)

En este caso, escribiremos ( fi | £)=¢( fJ | £)=(qc) vy
como los valores B’ asociados a wyaw coinciden hasta el indice q,
pondremos para i, j » O,

B, _®
B R

1< g1
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Por [ C ] 4.3.6., se tendrd,

med. (B B, ...B B ) =¢ aj):_ _ B _
=mcd. (B By, . BB )=¢B,.
Y los calculos en [ D ] 1.1.7. implican, v( ) = v'( £) = w( f)

para i » O.

I Que (f | f)=(f|f) =(g-1,hsg.l- k +1)
. 18,
Si { B;' } ' son los generadores del semigrupo de w. y
j=1 !

RL
{ ij } " los valores de contacto maximal de f, se tiene por [ D ]
j=
1.1.7. que,
. £ iei i nf
(fi,f)-mm { eg_leo[ig,eg_l Bg }
Ahora,

Podemos encontrar indices io < il < i 2< .., tales que, el valor
i i
B%dew serih -k +1,elvalordep'dew, sers,
g i [ g-1 g i
0 g1 1
1
-k +1)+
(h, -k, +1)
h
g-1
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El valor de B: de w, serd,
2

(h -k +1)+
g-1
g1 1

Las sucesiones,

i i i
B°,B%,B", ...

8 8 8
il i3 i5
B BB,

son mondétonas contiguas y definen un nimero real Bg. Un hecho andlogo

i i
se produce para B;, con valores [3;0 , B;l , ... definidos en forma
i

similar. Los valores B; estaran en los intervalos encajados que definen
los indices Lot <i< 12p parap =1, 2, ...
Y v’ estard definida en la forma siguiente:
Si e; B’g < B; , por lo indicado anteriomente, para i » O,
f i af .
e < se tiene,
o By < By

of Bi<el (Bl/el)

gl g g1 g

Esta desigualdad vy, e;_l= ( el

f f .
o g1 )/ e, [ D ], permiten

concluir, efl B’; < ( e; / e:) ) B; , por lo tanto,

s-
(f.f) 0 o
w (f)= =e P yde aqui,
i 0 g1 g
€.

? _f ?
v (f)-eg_lﬁ8
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. f af . . .
Sie o B’g > Bg , por lo indicado anteriomente, para i » O,
f i i i of

e e >e
gl 0 B 8 gl B g

(f.£)

]
0

v (f)=w (f)parai» 0, como se queria probar. S: son iqoekes ",-:_. 8y

w (f)= el Bf ol = of Rf/of
y w (f) e Bg/ €& = €. Bg/eo. En resumen,

b) Probaremos que si f, f* € F, entonces,
V(fP)=v(f)+v ()
V(f+P)2 min { v (f),v(F)}

La primera es consecuencia de la definicion de v’ y de las
propiedades del limite.

Para mostrar la segunda, tengamos en cuenta que la funcién
R? — R dada por, ( X,y ) —— min { X,y } es continua, por tanto
como wj (f), wj( f) convergen, tambien lo hard

min(wj(f),wj(f’))ycomo,
min ( w‘i @, wj(f’) ) < wj (f+ £ ), pasando al limite se tendrd,

min (v ) ,vVE))< v +1)
El apartado c se prueba como en el teorema 2.

4.Ejemplos

a) Comoen 1.5.A-D.9,seaR = K [ XY ](X,Y) yF= K ( XY )
Denotemos por K < t > el anillo de series de potencias con coeficientes
en K cuyos exponentes forman un subconjunto bien ordenado y no acotado
de los racionales positivos. Si My K<t>—— 0, a cada serie le
envia el menor de sus exponentes, puede extenderse de forma trivial al
cuerpo de cocientes de K < t >, obteniendose una valoracién. Si esta se

compone con la extensién a K ( XY )deO : K [ XY ] — K<t>
oo 1

O(X)=t, O(Y)= E t""n, obtenemos una valoracién que
i

denotaremos v y que por construccién domina a R.
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Utilizando [ Z-S ], cap VI y considerando H, sobre
K(t,O(Y)), el grupo de valores estd generado por 1 y los
exponentes de O( Y ), es por lo tanto Q. Esta valoracién es de tipo C y
coincide, para cada elemento, con valoraciones divisoriales v, de
elementos generales:

2
n +1
l,

, p 22
x(t)=t; y(t)=Zt" para I’ = mem.( 1, 2,....1 ).
1

b) Si el anillo R es el de a), consideramos el subgrupo aditivo de
R engendrado por 1 y = y, definimos una valoracién v de modo que,
WA)=0 si AeK; v(X)=1, v(Y)=m es decir, si
f=Yc XY,
!J . .
v (f)=min { i+mj/c #0 }
la valoracién obtenida es de tipo B y si f es analiticamente
irreducible, su valoracién es, o un entero menor que T o el mimero 7.
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1.6. Expresion explicita de una valoracion a partir de su
desarrollo H-N.

1.6.E. Valoraciones divisoriales

Sea v una valoracién divisorial en las condiciones y con las
notaciones 1.0.2. A continuacién, explicitaremos el valor v ( f ) para
feR

Sea D el desarrollo H-N 1.3. de v, para el sistema regular de
parametros { X,y } de m, por 1.5.E. se tiene,

l)(f)=min{ (f.,g )/ g es general de v }
Sustituyamos en D, z por un pardmetro t, que da una expresién

X = x*( tU) ys= y*( t,[? ). Consideremos x (tU) = x‘( t,tU );
y(tU)= y‘( ttU ) De la definicion de elemento general, las
expresiones anteriores dan ecuaciones paramétricas para cada general de
V. Si U se hace variar en el conjunto
aplicando [ C ], 2.3., implica:

S
{ ao + ant + a2t * o aie K;i=0,1,...

v (f)=minord [f(x¢U)yeY) ) ]

2
donde U € { a +at+at +.. }

A
Mi4s concretamente, f € R y entonces,

f(<ew,ye )=2 A(U)Y
i20

aie K;i=0,1,...

YsiAi(U)=ZAjinsetiene:

j=0
1)(f)=0c,siysélosi,A0a¢0;y0(f)=a+[3,siysélosi,se
tiene A, =0, para j, k € { o, ..., B-1 } y j 2k y ademds,

J-k,Ol+k
alguno de los valores A para k € { 0, .., B1 } es no nulo. En

B-k.(X+k
resumen,

v (£)=ord [ f(x@U)ye0) ) ]
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1.6. Valoraciones A-D

Sea D el desarrollo H-N de una valoracién v de tipo A o D. Sea
A
h € R, analiticamente irreducible, que sirve para calcular © como se

indicé en 1.5.A.D.7. De la definicién de h se observa que su desarrollo
de H-N coincide con el de v, a excepcién de los valores z que
estan, naturalmente, en otro anillo y en consecuencia a partir de este

desarrollo si hacemos z = t, se obtienen unas ecuaciones paramétricas
8

deh,x=x(t); y=y(t). Por tanto, f € R,

(0, ordt f(x@®),y(t)) sife (h)ﬁ

v (f) A
(p, ord, gx®y(1)) sif= hP g (enR)

yge(h)R geR

en el caso D, el grupo de valores es Z, luego la primera componente es
siempre p = 0 y el valor se identifica con la segunda componente.

1.6. Valoraciones C.

Sea D ( ver 1.4.C. ) el desarrollo H-N, relativo a un sistema de
pardmetros { X,y } de una valoracion v de tipo C. Sean W
j =1, 2, ... las valoraciones divisoriales descritas en 1.5.C. y B. Y
cons1dérese la subfamilia de estas [ w } , formada por aquellas cuyo
desarrollo H-N en el sistema { X,y } es

2 h0 h0
= +...+a
y a01x+a02x oh X +X Zl

x=z M1z
1 T2
k h h
p Sp Sp‘
= z .
z =a  z +..+a z '+ z "z
P P, P Ps P P
P
parap=0, 1

59



Naturalmente, para cada f € R, v (f ) = lim w; (f).
ﬁw
Quedando el valor wl’) ( £ ) descrito por 1.6.E. Ademds, en este
caso para p »0setiene,1.>(f)=wl’)(f).

1.6. Valoraciones B

Sea ¥ una valoracién de tipo B, D su desarrollo de H-N relativo a
un sistema regular de pardmetros de m, { X,y }, como se indica en
1.4.B.

En forma similar a 1.6.C., si { w; }: o &8 la subsucesién de la

familia { W) }°,-° _, descrita en 1.5.C.B. cuyo desarrollo H-N es,

h h
_ 2 0 0
y=a X +a X +..+a, X+ X Z

0

Se tiene para f € R,
V(f)=limw (f)
proo P
Y los valores w; ( f ) pueden obtenerse por 1.6.E del desarrollo H-N.
( Tomando la normalizacién sobre Z adecuada de w; ).
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1.7. Ecuaciones paramétricas asociadas a una valoracién. El algoritmo
Hamburger-Noether.

El desarrollo Hamburger-Noether para una valoracién divisorial
proporciona unas ecuaciones paramétricas,

x=x(tU)e K[[tU 1]
y=y(tU)e K[[ LU ]]

siendo { X,y } un sistema regular de pardmetros para el anillo regular

(1.7.1.)

R. La valoracién entonces viene dada por,

(1.7.2) v(h)=ord h (x(tU),y (tU))

para g € R, g # 0. Propiamente hablando, se tieneﬁ = K [[ X,y ]] (la
seleccién del cuerpo de coeficientes para R y del sistema regular de
paramétros determina este isomorfismo ) y cada h € R se puede
identificar con el desarrollo de Taylor ( es decir su imagen en

l/?t = K [[ X,y ]] ) Yy v( h) es el orden en t del resultado se sustituir
x por x(t,U) e y por y(t,U) en dicho desarrollo.

Las expresiones de 1.7.1. se pueden entender como unas ecuaciones
paramétricas con coeficientes en K [[ U ]] ckK (( §) )) y pardmetro t,
para la valoracién divisorial. Se tiene un homomorfismo inyectivo, al
que llamaremos de parametrizacién,

pK [[xy ]] —x ((u)Il+]]

dado por 1.7.1. que es obviamente inyectivo, ya que, en caso contrario

Ker p seria un ideal primo de K [[ X,y ]] generado por un elemento f
cuyo desarrollo de H-N definido sobre K daria lugar a 1.7.1. en el que
U aparece explicitamente. La valoracién divisorial se entiende como la

restriccién cuerpo de fracciones de R del t-orden en

K((U)H[ 11
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A
Asimismo, la vnica extensién de V a R es la restriccién al cuerpo

A
de fracciones de R = K [[ X,y ]] del t-orden de K (( U ))[[ t ]]

A continuacién extendemos las nociones anteriores para los otros
tipos de valoraciones.

1.7.3.
Las valoraciones de tipo A-D tienen cono desarrollo H-N el

desarrollo de una curva algebroide irreducible sobre K. Asi, las
ecuaciones paramétricas asociadas al desarrollo H-N de esta curva
algebroide determinan un homomorfismo de parametrizacién,

730 pK [[xy ]] — [[t 1 p (x) = x®p (y) = yO.

cuyo nucleo es el ideal principal generado por una ecuacién f para la
curva. Ahora si p se restinge a R ( a través de la identificacién

A
R=K [[ X,y ]] ), se tiene el morfismo:
pl/R: R—K[[t]]

cuyo nucleo es un ideal primo de R distinto del maximal y por tanto, es
de la forma g R con g = 0 o g # 0 un elemento irreducible de R. El
teorema 7 de 1.5. clarifica cudl es el tipo de valoracién: Si g =0 el

A A A A
tipoesD,sig R#fR, g#0eltipoes A2 ysig R=fReltipo es
A-1.

Para el tipo D, p es inyectiva y podemos decir que X = x(t),
y = y(t) son unas ecuaciones paramétricas para D, en el sentido de que
v estd dada por,

(1.7.32) ‘l)(h)=ordth(x(t,'),y(t,‘)).heR

Para el tipo A, p no es inyectiva y la valoracién que es de rango
dos no serd meramente la restriccién del t-orden. Como R es un D.F.U. y
g € R es irreducible, v ( h ) serd el par dado por el orden g-ddico de
h y el t-orden de h, es decir,
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( ordgh,o.-aj\) siglh w=4q b e R
v (h) €

( O,ordtl»( x(t),y(t) ) si gth
Tambien, en este caso A, a x(t), y(t) se les puede llamar
ecuaciones paramétricas para la valoracién. La siguiente proposicién
muestra como el orden g-ddico se puede determinar tambien en términos
de las ecuaciones paramétricas, al menos si la caracteristica del

cuerpo base es 0.

1.7.3.3. Proposicién
En las condiciones 1.7.3. si K tiene caracteristica 0, entonces el

orden g-ddico de h € R, h # 0, viene dado por,
ord fh
Ol'dgh = wtg—'

A
donde para cada serie de potencias /e R,

mghma{mem/uﬂmmumpm,mmtwoa=(%aﬂ
con |o| =0 +a <m}
siendo D% 1a derivada parcial relativa al multiindice o.

Demostracién

A
Viendo h como elemento de R se tendrd h = f* h’, con £ | h’. Si
| & | < n, entonces se tiene,

( D% )(x(®),y(®) = 0,

puesto que, f | D%. si | o | = n, entonces,

al a2
( D% )x@®y®) = nt((ExOYD) € &DY®) D E0.y0)-
Ahora bien, como o bien fx # 0 o bien fy # 0, se tiene que para

o=(n0)oparac=(0n) (D% )x(®),y®) = 0.
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Esto muestra que, el orden f-ddico de h est4 dado por el mdximo orden
hasta el cual las derivadas anteriores se anulan sobre la curva. Ahora
estd claro que ordsh ordfg = ordrh, de donde se sigue la proposicidn.

1.74.

Para discutir las parametrizaciones correspondientes a los tipos B
y C necesitamos introducir series de potencias con exponentes, en
general, nimeros reales. Consideramos expresiones formales con
coeficientes en el cuerpo K del tipo, '
(1.74.1.) Yat

R "

donde a e K para todor y a = 0 excepto para una cantidad finita de
indices I<..<r1, 0< r, o infinita r<..<r <., 0< r, con
lim r = oo. Tales series forman una K-dlgebra con las operaciones de

n->e0
anillo dadas en la forma obvia, que se denotard por K <t >. Las

series con a, # 0 son exactamente las no unidades de forma que se trata
de un anillo local no noetheriano. El cuerpo de cocientes de K < t >
consiste en las series de Laurent de este tipo, es decir, expresiones
1.7.4.1. con soporte r<..<r <. finito o infinito tendiendo a
infinito pero sin la limitacién r 2 0. El orden respecto de t es,

obviamente, una valoracién sobre este cuerpo.

En el caso de valoraciones del tipo B, tenemos unas ecuaciones
paramétricas asociadas a un sistema regular de pardmetros de R del
tipo,

x=x(t)e K<t>

(1.742)
y=yt) e K<t>

de tal forma que v (h) = ordt( h( x(t),y(t) ) ) ( la sustitucién en
h es posible porque x(t),y(t) no son unidades de K <t>). El
homomorfismo de parametrizacién,

64



(1.7.43.) p: R =K Mxy]] —Kk<t>

dado por 1.7.4.2. es inyectivo y una cierta normalizacién para v se

obtiene por restriccién del t-orden via p| .
R
La construccién de las ecuaciones 1.7.4.2. se puede conseguir a

partir del desarrollo de Hamburger-Noether. En efecto, los elementos z,
que aparecen en el desarrollo son elementos del cuerpo de fracciones de

R y a partir de la aparicién de z . los valores v( Z ), j2 S

8
definen una fraccién continua infinita,

fracciéon que define un nidmero real irracional ¥y con [Y]= hs . Si
8

escribimos z = ty, z ., = t, entonces, efectuando por recurrencia
g g

inversa las sustituciones indicadas en las primeras filas del

desarrollo se obtienen las series x = x(t), y = y(t) € K <t >, que dan

lugar a las ecuaciones paramétricas. Estd claro que p|R determina la

valoracién de partida, pues la sucesién simple de puntos infinitamente

préximos que define dicha restriccién es la misma que la de v.

1.74.4.
Finalmente, tambien las valoraciones de tipo C tienen unas

ecuaciones paramétricas en K < t > con homomorfismo de parametrizacién
inyectivo e idéntico comportamiento que los casos anteriores. Haremos
la discusién en el caso en que la caracteristica del cuerpo es cero.

Si en el desarrollo H-N de una valoracién de tipo C separamos para
cada r tolclias las filas hasta la s;ésima incluida, y si eliminamos el
término z:' z - nos queda el desarrollo H-N de una curva algebroide

r r
irreducible de género r, a la que podemos llamar curva Ct de contacto

maximal de género r con la valoracién, en analogia con el caso de
curvas.
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Asi tendremos contacto maximal de género r para 0 < r <. Los
desarrollos de Puiseux para las curvas Cr serén del tipo,

oo
Y, =EO a_x"r

donde siguiendo la terminologia de [ C ] en la expresién anterior los
exponentes caractesisticos son exactamente r+1 n, Bo(r), Bl(r), vees
B

Teniendo en cuenta la relacién entre un desarrollo de Puiseux y el
correspondiente de H-N, se tiene que, los mimeros racionales Bi(r) / n
1 <i < r no dependen de r y pueden ser denotados por Bi. Asi tenemos la
sucesiéon de mimeros racionales B0<Bl<...<[3i<... Mi4s aidn, los
coeficientes a_ se pueden ir tomando sucesivamente, tal que, son
independientes de r y asi queda definida una serie en K <t > que

reajustando la notacién la escribiremos como

Y at

€A "

donde A = { r<r<. }, r €Q, lim I =o y la sucesién de
n->o9
denominadores de los I, en su expresién como cociente de elementos

primos entre si, no acotada. Las ecuaciones paramétricas son en este

caso,
x=t
y=XYate K<t>
rEAt
1.7.5.

Las ecuaciones paramétricas representan la forma en la que en la
practica aparecen las valoraciones. Asf, en general, si K’ es un cuerpo
extensién de K, y si se tiene,

x=x(t)e K’<t>
(1.7.5.1)
yt) e K’ <t >

y
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con x(t) e y(t) no unidades en K’ <t > y alguna de ellas no nula,
entonces se tiene el homomorfismo de parametrizacién,

p:K[[x,y]]—>K’<t>
YVv(h)= ord h( x(t),y(t) ) determina una valoracién sobre el cuerpo
de fracciones de K [[ X,y ]] salvo el caso en que Ker p # 0. En este
caso si f es un generador de Kerp, se tiene que,
v(h)=(ord ‘h,f)(h) ) es una valoracién de tipo A sobre K [[ X,y ]]

La restriccién de U y v a R da lugar, obviamente, a una valoracién
sobre el cuerpo de fracciones de R, aunque en el caso en que u f ¢ R
( henselianizado ) para toda unidad u, 1')|R es, de hecho, una valoracién
sobre R.

1.7.6. El algoritmo de Hamburger-Noether
Si se tiene una valoracion dada por 1.7.5.1., entonces, por

divisiones sucesivas es posible encontrar el desarrollo H-N de la
valoracién siguiendo el mismo planteamiento que en [ C ], cap.IL.

El algoritmo ( con infinitos pasos ) para encontrar el desarrollo
consiste en los siguientes pasos:

1) Una vez seleccionado uno de los dos pardmetros x o y, sea por
ejemplo x, con orden menor o igual que el otro, se divide y entre x
extrayendo el término independiente al que se denomina a, yse escribe

y
x Tt
Si abl ¢ K, entonces la valoracién es divisorial ( E) y poniendo
y, = U, se ha obtenido el desarrollo. Si a, € K se continua con el par
de ecuaciones { x(t),yl(t) } existiendo dos posibilidades,
1.1) ordt Y, 2 ordt X, en cuyo caso se continua dividiendo por x.
1.2) ordl y, < ordl X, entonces se escribe z =y, se deja
y=a,x+xz
como primera fila en el desarrollo y se divide, para buscar la segunda

fila, entre z.
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1.3) Por iteracién de 1.1, o bien se llega a 1.2, o bien se
continua indefinidamente. En el segundo caso se obtiene un desarrollo
del tipo,

2 n
=a X + ...+ a
y o1 +a02x o Xt aOieK

Si se llega a 1.2, entonces, se tiene una primera fila,

2 h h
=a X"+ ..+a
y o0 Xt 2, m X T XZ aOieK

Si algin coeficiente a, no pertenece a K entonces se trata se una
valoracién divisorial y se pone U =y para el correspondiente indice.
1

2) Con el par { x(t),zl(t) }; ordt z < ordt X se continua en la
misma linea. Si ord‘ X/ ordl z € Q, entonces la reiteracién del
algoritmo consiste, esencialmente, en encontrar el desarrollp infinito
en fraccién continua del mimero irracional en cuestién. En este caso la
valoracién es de tipo B.

Si ordt x/ ordt z €0Q, el proceso 1) aplicado a esta situacién
nos llevard a las alternativas 1.3. Si algin coeficiente no estd an K
la valoracién es divisorial, si el proceso es infinito entonces la
valoracién es de tipo A y si es finito se obtiene z,y se continua.

3) Con el par { zl(t),zz(t) } se itera el proceso. Si nunca
aparece el fin del algoritmo que da lugar a una valoracién de tipos A,
B o E, entonces es que la valoracién es de tipo C y se obtendrian asi
infinitas filas con coeficientes en K en el desarrollo y una sucesién
infinita de indices 5,58, <--con a_ # 0 para algin ki.

11

1.7.7. Teorema

El algoritmo anterior proporciona, en efecto, el desarrollo
Hamburger-Noether de la valoracién ¥ o v asociada a las ecuaciones
paramétricas.
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Demostracién

Es obvia si se va paso a paso en el algoritmo y en el desarrollo
de la valoracién. En el primer paso la condicién ordt x < ordt y
equivale, a que x = 0 es tranversal a la direccién que indica el centro
de la valoracién en el primer entorno infinitesimal y que, de hecho,

{ X,y-a, X } son un sistema regular de pardmetros para (L p o0 dicho
171
centro. En los demds pasos la situacién es andloga y el teorema se

sigue por recurrencia.

1.7.8. Nota
De una manera unificada podemos decir que toda valoracién tiene
unas ecuaciones paramétricas de " Puiseux "

y= YaxeF<t> F=K(a/«€R)
r€R, 0 r

donde si S =sop (y) = { r/a>0 },setiene,
Tipos AyD, F=K, Sc @y 3ne N connScN.
Tipo B, F =K, S no incluido en Q.
TipoC, F=K, Scoy Vne N, nS no incluido en N.
TipoE, F#K, Sc@y 3 ne NconnS CN.

En el caso E, el desarrollo de Puiseux se puede conseguir a partir
del desarrollo H-N mediante las relaciones existentes entre ambos tipos
de desarrollos ( ver [ C ] ). Con precisién, si se tiene un desarrollo
H-N con la forma que sigue,
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I :' |
2

| |

kl' h, 'lkl =1
| | | 1.7.8.1.

h +1

— |

k h-k =1
| |—= X

entonces para el correspondiente desarrollo de Puiseux,

oo i
(17.82) y=Xc x"

i=n

se tiene,

-1
(8,8} = s0p ) = €U (B e, it} L B8, )=

*

verificandose  ademds Bi+liei < BH. Entonces, existe una

correspondencia biunivoca entre los puntos en 1.7.8.1. cubiertos por un
*

doble trazo y los elementos de S , respetando el orden natural en ambos

casos. Asi el punto marcado X corresponderd a B + l . En cuanto a los

coeficientes del desarrollo H-N y los c. se verifica que el coeficiente
¢, que ocupa el lugar g-ésimo en S es funcién solamente de los q
pnmeros coeficientes cubiertos con doble trazo y viceversa.

En particular, si el desarrollo H-N de una valoracién divisorial
tiene forma 1.7.8.1. y termina en el punto marcado con X, entonces, el
desarrollo de Puiseux para la valoracién asociada es,
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, 1
y= Zect +U 1:l3g+ & e K(U)[[]
i€s ',i<[3$+1g

x=t"
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1.8. La serie de Poincaré asociada a valoraciones divisoriales.

En este pardgrafo, calcularemos la serie de Poincaré del graduado
asociado a una valoracién divisorial que domina a R, mostrando que la
informacién en la serie de Poincaré contiene exactamente, la
informacién sobre los invariantes de dicha valoracién, a saber, los
valores [30’, e s B;+ .~ Este resultado puede ser generalizado al caso
de conjuntos finitos de valoraciones divisoriales ( que seria de
utilidad en el cap. II para dar otras caracterizaciones numéricas de la

que llamaremos equivalencia discreta ), pero omitimos la construccién

por ser complicada la discusién del andlogo a " serie de Poincaré
para familias de valoraciones, complicada en relacién con el objetivo
de caracterizar la equivalencia discreta por medio de invariantes
"discretos”. El caso de una sola valoracién, sin embargo, es, a nuestro
juicio, ilustrativo de la situacién y una aportacién, en si, al 4lgebra

conmutativa,

1.8.1. Definicién

Sea v una valoracién divisorial en las condiciones 1.0., se
consideran los ideales de R,

P,={feR/v(f)20}
Pr={feR/v(f)>a}

para cada o. € .

Se llamard 4lgebra asociada a la valoracién v, a la K-dlgebra
graduada siguiente:

1.8.2. Proposicién.
Sea v divisorial y { Qi }iE r I familia de indices numerable o

finita, una sucesién de elementos de m. Y sea P& el ideal generado por,

Y.
{n Qi/yenmySyv(Qrza)
jE1 CI jE€1

Iofinito
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{ Q }i e S una sucesién generatriz de v, si y sélo si, verifica
cualquiera de las dos condiciones equivalentes siguientes:
i) Cada v-ideal de R ( ideales de R contraccién de ideales del
anillo RD ), u, estd generado por el conjunto,
Y.
{np Qi/yenySyv(Qrzv(x)}
JE1 CI jE1
1,finito
siendov (a)=min { V(x)/x € a }.
ii) Para cada o € ¢, P, =Py

Demostracién
Es suficiente demostrar que todo v-ideal « de R es de la forma P

para algin o € ¢*. Como R es noetheriano, a = < h . h >y sea
o= D(a)—mm{u(h)}ed) vamosademostrarquea-Pa

l)acP puessxaea,t)(a)ZOc,luego,aePa.
2) P Ca si xe€ Poc V(x)2v(a), es decir, existe
o € {1 ..,r}, tal que, 1)(hj )<V (x), como a es un
0

U-ldeal, a=h N R, con b ideal de R'o’ ahora,

X X
X = h —, pues — € Ry h, € b, luego si b es un ideal, x € b,
Yo h hj Y
Yo 0

x € R, por tanto, x € a.

1.8.3. Proposicién
Sea v una valoracién divisorial normalizada sobre Z (si v’ es la

normalizacién habitual con v’(m) = 1, aqui v = v’ e,y B B e)
[ Q ) g ©S una sucesién generatriz, si y sélo si, las 1mﬁgenes de Q
en grDR generan dicha K-dlgebra.

Demostracién

Supongamos que { Qi }i es una sucesién generatriz de

€1
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Qi € groR es un elemento homogéneo y QI = Qi + PB+, probamos a
i

continuacién que dichos elementos generan la K-4lgebra grUR y bastard

con probar que lo hacen con sus elementos homogéneos.

Seaf+Pa+e gruR confeP yfesP+,porser{ Q }
generatrlzP —P’y51M—[(y, WY) Ik e, ZyB>oc }como

i=0
fe Pa = Pa se tiene,

Y.
f=X A, Q'
YEM M Y !
Y . .
ahora, f + Pa* =3 A Q. + Poc+ y mediante esta operacién
YeM M v !

desaparecen los ] Q iconX Y, Bi > o, y comoen gr, R,

(O P ) CQ+PR)=QQ* Pgapy Y
(Q+PB) —Q +P(,YB+,set1eneque
Y,
f+Ps=3% AYnQi'conM’={yeM/Z‘yB—oc}.
YeM'cM =0

Reciprocamente, supongase que Qi = Qi + PB+ y que estos elementos

1
generan grDR. Probamos que si o € ¢7, Poc = P&.
Es trivial que, P& c Poc'
Probamos a continuacién que Pa c P&. Anotarquesio, Be ¢y
o < [, entonces, PB cPly PB cP

Seaf € Payn(f)=[502a,luegofe PB yf+Pﬁ;e grDR,

homogéneo, por hipétesis f+ Pﬁ +=2 m Q para cierto M’ y
0 YEM' CM 7
f-3 AY n Q € PB+, y obviamente, f € PB + PB+, pudiendose

Ye M’CM 0 0

escribir para cierto fo € PB ,f+ f0 € PB*’ por el mismo razonamiento
0 ()}
+ Pg, +.
B

paraBl>Bo,f+foeP[’3 1

0
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Iterando este procedimiento, existen [30 < Bl <..< Bi < .., con

B e o', tales que, f € Pé +Pl3+ para cada i, luego
o Fi

fen (P, +Pp+)
i=0 Bo Bi

En primer lugar, probemos que. N o( Pé

0

porque como VU es divisorial, posee una sucesién generatriz finita

{ G, }iel ysife PB ( B € ¢, cualquiera ) entonces,

Y.

f=3 A,G/’
yemem ¥

+Pp) = (P +m'),

k -
con M = { (p¥) [k €W, Z'yj B,- 2B }
k =0 1!
Si uB = min { p Y, / (yo,...,yl) eM }, se tiene que, f € m B y
j=0
ademds si §° > B, ;.LB > ;,LB . Luego,

’ > i
iQo( PBo + PB;) c iQo( PBO +m )
La otra contencion es simple, pues R es noetheriano y PB es

m-primario para cualquier f.

Para acabar, sea

y m+ Pé = m, pondremos en este anillo
o

P ’
B,
N Pf}o +m)= NaN m' =0 = PBO, por ser noetheriano, luego,
HaN| Péo + P6i+) = Péo yfe PI’30 c P
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1.8.4. Proposicién
Sea v divisorial normalizada como en 1.8.3., entonces se tiene:

aygr R=& P_/P-+
VT T aen & @
b)dimPa/Pa+<oo.VocelN.

c) Sir + 1 es el nimero de elementos de una sucesién generatriz
para v, entonces, a S = K [ Xo’ vy Xr ] ( el anillo de polinémios
con coeficientes en K y r+l1 variables ), se le puede dotar de una
estructura de K-dlgebra graduada, tal que, existe un epimorfismo de
K-4lgebras graduadas de grado cero entre S y gr,R.

Demostracién

a) Es suficiente demostrar que si « € N, & ¢ ¢, P,/ Py+=0.Si
o ¢ ¢, no existe f € R con v (f) = a, luego, si h € P, se tiene
v(h)>ayhe Pa+,esdecirPagPa+, luego, Poc/Poc+=0’

Tambien es cierto el reciproco, pues si Poc / Pa+ = 0, se tiene,
P,CPysiae ¢" esto indica que existe f € R con v( f ) = @, por
lo tanto, f € Pa yfe Pa+, absurdo.

b) Por ser R noetheriano, Pa es finitamente generado como R-médulo
y como la valoracién v estd centrada en el ideal maximal m de R, se
tiene, mPa c Pa+' Se tiene un epimorfismo de K-espacios vectoriales,

Pa/mPa——>P0‘/Pa+
y d1mK Pa / mPa < oo, de donde, dimK Pa / Poc* < oo,
¢) Sea { Q } o<, Und sucesién generatriz de v. Estd claro que

gr,R=K [Qo’ s Qr ] siendo Qi =Q + PBT € gr, R, puesto que,

2 Q) =B ez
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Considérese el anillo K [Xo’ s Xr ], graduado del modo

siguiente, S = @ S

siendo S o el subespacio vectorial de S generado por
OEN

o
el conjunto,
r , r -
{n X'/ vp =0
i=0 i=0
Esto permite establecer un epimorfismo Yy de K-dlgebras graduadas de
grado cero,

y:S — grDR
dadopor\y(Xi)=Qi,OSiSr. SiJ=Ker y,Jes un ideal de S
homogeneo, J = oc@lN J o S oY J o Parac 2 1 son K-espacios vectoriales
ligados por la sucesién exacta:

0 >Ja %Sa ;Pa/Pa+———>0

Por tanto, Sa / Joc o Poc / Pyt ¥ d1mK S¢, / Jo = dim P, / Pa+.

1.8.5. Definicién
Dada una valoracién divisorial v normalizada como antes,
llamaremos serie de Poincaré de grDR, a la serie de potencias en una
variable t con coeficientes en Z, siguiente:
©0
- ; o
H R(t)- ZdlmK(Pa/Pa+)t

&y =0
Para cada valor real re N, tal que, exista una sucesién

generatriz de v con r + 1 elementos, en particular, para el minimo
posible I podemos establecer con las notaciones 1.8.4. la sucesién
exacta de graduados,

S v
0 > J > >grDR > 0

que permite expresar la serie de Poincaré de gr,oR en funcién de las de
los graduados J y S,

ngDR(t)=Hs(t)-HJ(t)
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En la siguiente proposicién, evaluamos la serie de Poincaré de S,
lo que convierte el calculo de ng R (t) en la evaluacién de
v

H (t).

Proposicién 1.8.6.
Si I, €s como en 1.8.5., se tiene que,

1

Ho (t)=— :
no(l-tBi)
i=0

Demostracién
En primer lugar, todas las series de Poincaré mencionadas arriba

son funciones racionales en t 'y tienen la  forma

s n,
f®/q (1-t')n,semns>2lconf@)e z[t]
i=1
Sea S =K [ X, .., X ] y sean Y, ... ,Y nuevas variables
0 ro 0 ro
independientes entre si e independientes de Xo’ Xr . Sea B el
3 i 0
anillo graduado B = K [ Y o(’) ,Yrro ] con la graduacién inducida por
0
la natural de K [ Yo’ ,Yr ], entonces:
0

S—— 5B _
Xi —_— YiBi
es un isomorfismo de anillos graduados, y la serie de Poincaré de B y

por lo tanto la de S es,
1

- By

i=0

H (t)=
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1.8.7. Proposicién
Sea v una valoracién como antes, y con las mismas notaciones,

- - e,
e, =m.c.d.( [30, e P ) i=0,..,g+1 y N = Zi-l Sea 1.3.1,
i e,
1
el desarrollo H-N de v. Entonces;
Si h k # 0,
s 8
g -
1 g l-tNiBi 1
H t) = — ] — . —
gr R (o
v l-tBo 1=l l-tBi 1-th+1
Si hs k =0,
g & )
1 g1 1-tNiBi 1
H ® = — i — . =
gr. R 0
v l-tBO 1=l 1-tBi l-th
Demostracién

Establezcamos el homomorfismo de K-espacios vectoriales siguiente,
para cada o € ¢°,

Yo Py —— K [ U]
definido asf, si fe P, y f(x(U),ytl))= ZBA. (U) ¢
i2p *

pondremos,

- j
Yo (f)=) AU
i+j=00
A F0
ji

Recordando 1.6.E si v (f) = ¢, entonces, Yo (f)-20 y si
v(f)>a, Yo, ( f) = 0. Luego, Ker Yo = Pa+ y podemos construir,

Yy i Py /Py — K[ U]

que es un monomorfismo de espacios vectoriales.
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Sea { Q } o<i<grn W2 sucesién generatriz de v, que serd minimal

cuando hs k8 -O(ver[Sl ]) Sea,
8-

% (Q)=A(U)eK[U]yQ=Q+Fye &R

Paracadaa € N, Pa / P +es la componente homogénea de grado o de

kK[Qq,,

vectonal por,

3+l ]= gruR luego estard generada como K-espacio

g+l 'l) g+l
{ o Q'/ Z v B =0}
y por ser Pa / Pa+ isomorfo como espacio vectorial a, ?oc ( Poc / Poc* ),
este 1ltimo espacio vectorial estard generado por,

g+l

[nA(U)°/ZoB—a}

y por supuesto, dim ( P, /P +) = dim_ "ya ( Py, / P+ )
Seaie€ N,con 0 <i< g En el calculo de v ( Qi ), el valor de U

es indiferente y si g, g’ son elementos generales de v, se tiene,
(Qe)=(Qg) (ver[C] 232v.), por lo tanto 75 (Q)
i

es constante, luego, A(U)—AGK para 0<i<g vy
A 2(U)eK [ U ] y entonces, dim_ ( P,/ Py+)esla dimensién del
espacw vectorial generado por los productos,

g+l

[1871] {° nA A 8+1(U) /);ni B=a)

g+l
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%
Definase Hoc = { V € N/, existe al menos una g+1-upla de nimeros
8

- % -
naturales (1)0,..., 1)8), tales que, v, Bi + Bz+l= o } Por lo tanto,

como el espacio vectorial generado por [ 1.8.7.1. ] es el mismo que el
generado por,

g+l

(A *(UyTvB=o)
g+l ; if T
su dimensién es igual al cardinal, hoc’ de H, y, por lo tanto,

H (t)= Xh_ *
gryR oenN &

Para un calculo explicito de H ( t), péngase,
grDR

Osiag Ha 5
h = y h_ = h
.2 lsiace Hoc aaEN o.a
entonces,
o
H (t)=3Sh_ t%= (2 hH)t*= 3 I n__ t*
grnR aerNa o€N aelN 0.a oelN aeN o.a

Pues para cada o, hoc a SOn casi todos nulos.
L
Puede escribirse, en este caso,
o o

H (t)= X h, t+ X h_ t +..

) grDR ~ e oen !
y como [ ﬂo, s B8 } es un sistema de generadores del semigrupo de
valores ¢*, se tiene que,

Osiag ¢ Osioaf ¢ ¢
h - h = E'I'l
.0 lsiae ¢* o.a 1sia- aBgﬂe o*
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Haciendo el cambiop = o - ( a-1) Bgﬂ, en el sumando que depende
de a, se obtiene,

Hy R (1) = 2, Pex PBLr sy PR

ped’  peot pe ¢’
sumand o 1° sumando 2° s umando a°
B (a-1)B 1
= (th)(1+t8“+...+t 3“+...)=H¢+(t). ,
ped * 1-th+1

Pues la primera serie es la de Poincaré asociada a cualquier
elemento general de v y la segunda es geométrica.

Sea g un elemento general de v, cuyo semigrupo de valores es ¢*, y

cuyos valores de contacto maximal son { B }g ( ver 2.1 de esta memoria
para mayor concrecién ), por [ C ] 4 3. 9 si o e ¢, existe una

expresion tunica de o, o = ioﬁo + .+ igﬂs‘ con las condiciones,
#={ i)20,i <N ,isj<g }
luego,

'B +..+iB
ngR(t)"Zt £ F =

ll < lg,verifican # )

=(Zti°B°) (X ti‘B‘ ) .. (2 t'868)=

. <. <.
10€[N 0%i l<Nl 0%i g<N8
. 3
1 1-¢ 1 i-t & 8
1-tB 1-tB 1P,
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de todo esto, esta claro que, si:

. A 1 1B, 1
s K o Bk l-tﬁo i];ll l-tBi . l-th-fl
Si th -kg =0, podemos simplificar la férmula pues
l;gﬂ = N8 Bg( ver [ S-2 ], 8.13. ) y,~
o 1 g1 1B 1 1
B 1-tB, 2 B l-th l-th+1 i
1 g-1 l-tNiﬁi 1
) 1By o B, l-th

Nota 1.8.8.

Despues de 1.8.7., podemos tambien escribir H;'o) (t) asi

Slhsg‘-kg ¢0,r0=g+1y,
8 -

(1243 By)

i=1

TR por 1.8.6.
(1t Bi)

i=0

HJ(t)=

Sih .k =0,r0=g Y,

g-1 -
I-( l-tNiBi)
i=1

HJ (t)= n - por 1.8.6.
(1t Bi)
i=0

83



Capitulo2 Equivalencia discreta de familias
finitas de valoraciones.

Este capitulo, estd dedicado al estudio de invariantes discretos
asociados a los conjuntos finitos de valoraciones de los tipos A, D y
E, mostrando la relacién de dichas familias con la geometria de los
puntos del 4rbol de puntos infinitamente préximos, cuyas ramas son las
sucesiones simples asociadas a las valoraciones consideradas. Como idea
general, las valoraciones de los tipos A, D y E se pueden describir con
ayuda de curvas algebroides analiticamente irreducibles, de tal manera
que, los invariantes considerados son similares a los que se utilizan
para las curvas ( ver [ C ], [ D ] ). De esta manera, mostraremos como
la equivalencia de dos conjuntos finitos de tales valoraciones se puede
caracterizar por medio de un semigrupo de valores adecuado.

2.1. Equivalencia de sucesiones finitas simples de
transformaciones cuadraticas .

2.1.0. Notacién

Usaremos la notacién del capitulo anterior. Consideraremos ahora,
una sucesién simple finita ©t de transformaciones cuadriticas y sea v la
valoracién divisorial de F asociada a ella.

2.1.1. Proposicién
Si v estd normalizada, tal que, su grupo de valores sea Z y f un

elemento general para v, los semigrupos de valores de v, ¢;, y de la
curva f=0, S (f), coinciden. ( Recordar que la curva f =0, la
expresaremos tambien por f, si no hay ambigiiedad ).
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Lema 2.1.1.1.

Si fl, f , definen dos curvas algebroides planas irreducibles en
A
Spec R, entonces se tiene,

A) Conocidas las clases de equisingularidad de fl y f, los
siguientes datos son equivalentes, ( es decir, de uno se deducen los
otros ).

i) El par de contacto ( f1|f2 ). ( Ver 1.5.A-D.1.)

ii) La multiplicidad de la interseccién ( fl,f2 ).

iii) El nimero de puntos infinitamente préximos en comiin de ambas
curvas, que denotaremos, # B ( f1f2 ).

B) Si fl,f2 son equisingulares entre si, y h define otra curva
analiticamente irreducible, y ademds ( f1|h )= ( f2|h ), entonces se
tiene, ( fl,h ) =( fz,h ).

Demostracién

El apartado A se sigue por induccién sobre el mimero de puntos
infinitamente préximos en comin ( ver [ D ], 1.1.8. y 1.1.9. ). Para B,
usando la notacién de 1.5.B. y C 1. Los valores e:, e? y B: , ﬂf, donde
i varia desde 1 hasta el valor del género comin de fly f " coinciden.
Entonces, es ficil deducir B ( ver 1.1.7. [ D ] ).

Demostracién de la proposicién

Empezamos indicando que todos los elementos generales de v poseen
el mismo semigrupo de valores ( ver [ C ],4.3.11. ), alternativamente,
teniendo en cuenta que su grafo dual es el mismo.

Veamos que ¢{') cS(f).Sise ¢}, existehe Rconv( h) =s5,

2

esto es, min (hf’ ) =s luego existe f, general, con
f’'general de U

(hi)=s,esdecir,se S(F)=S(f).

Para el reciproco, bastard ver que los generadores del semigrupo
S(f) estdin en (])1‘;. Por [ C ], 4.3.8., estos generadores son los
valores de contacto maximal de f.
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Sea, para cada i, 1 £i< g, g = género de f, V,H una curva de
género i-1 y contacto maximal de ese género con f. Si el desarrollo H-N

de f es,
h

- h
- R I B C e de o= .y =

@ ={z,=Tb,2+2'2, /025 & 2= 50 2= y+0 ]

(ver 1.5 By C.l1),elde Vi'l serd,

2 he Mo

=b x Z
y bol +b02x+ +b°"ox +X 2,

__h
Xx=z 1z,

ki

z =b z +

s -1 s

Ademds, la multiplicidad ( f,Vi_1 ) = Bi.

De lo anterior, si h, h’, son elementos generales de v,
( h|Vi.l ) =( h’|Vi_l ), aplicando el lema, ( h,Vi.l )= ( h’,Vi_l )
y en consecuencia, v (V. ) =B, esto es, B, € <|);.

Definicién 2.1.2.

Dos sucesiones T y 1l:* de transformaciones cuadrdticas, simples y
finitas, son discretamente equivalentes si sus grafos duales coinciden.
En lo sucesivo, diremos simplemente que son equivalentes, pues la
nocién no entrard en conflicto con ninguna otra nocidn.
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Proposicién 2.1.3.

Dos sucesiones 7 y 11:* de transformaciones cuadréticas,
simples y finitas son equivalentes, si y sélo, si ¢* . ¢+(0)* y
1)(0)( p)= 0" ( p* ), donde 0@ y 2@ son l;)s valor:ciones
divisoriales de F asociadas a 7 y n*, normalizadas de modo que,
@ (m)= @ (m)=1(py p* son los ideales simples asociados
a Ty n*, respectivamente, descritos en el capitulo 1 ).
Alternativamente, T y 1!:* son equivalentes, si y sélo si, las series de

Poincaré de las valoraciones divisoriales correspondientes son iguales.

Demostracién
g+1
Sea U T, el grafo dual de 7. Los valores { 1, B;, B;“ }

i=1
determinan y son determinados por el grafo ( ver, 1.3.).

{ LB, B; } son generadores de q;:)(o) y 9 (p)= (3;+1. En

consecuencia, se tiene el resultado. El resultado para las series de
Poincaré se sigue de 1.8.7. ( incluyendo las expresiones de la
demostracién ).

Proposicién 2.1.4.

La clase de equivalencia de 7, para la relacién 2.1.2., puede
conocerse a partir de un par de elementos generales de v, bien
elegidos.

Demostracién
Es conocido que,
ed® (p)=min { (££)/£f ep f#ff y £ generales de
v } y en conclusién, existen f y f*’ generales de v, tales que,
© = (&) 6
v ( P ) = € 0 - Bg-t-l'
Por 2.1.1, los semigrupos S(f) y ¢+(0) coinciden.
Ve
0
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Puesto que un sistema minimal de generadores de un semigrupo de z,
es Unico, se tiene que, [ Bi }f 0 generadoresde S (f ) y { e, [3; }

generadores de qf‘ o ordenados de menor a mayor, coinciden.
‘l)( )eo
g g+l
Luego fda, U T, ( ver, 1.3.22. ) y f junto con f’, U I“i,
i=1 i=1
luego la clase de equivalencia de m.

g
i=0

Proposicién 2.1.5.
Usando las notaciones del capitulo 1, si f y f* son elementos
generales como los descritos en la proposicién anterior, de género

comin g, y si (f | f2) = ( g,c ), entonces, se tiene:

@) _p pao i
c=a —hs’3 k;l— Bs+1 1

Las notaciones siendo correspondientes con las de 1.1. para el
desarrollo H-N de v y 1.3.

Demostracién
Los exponentes de Puiseux { Bi }1 <i<e de v vienen dados por,
(13.12.),

1
B = a 4 =
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Escribiendo,

(hs.-ki_l+1)ns. +n

, = P, y puesto que se tiene,
i-1 i-1 i-1

((Ver, [ c]333.),
( Ya que, estos valores son comunes para los elementos generales y

para la valoracién ). Y se tiene, B.=p/n .
i1
De las igualdades anteriores, m.c.d. ( pon =n. Asi, se
i1 i
deduce,

y tambien n =n  /n_. Luego, Bi =p,/n con p, n primos enire
W1 i
si.
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De 1.3.2.,

a8+ i
) 1 N . .
= —— = <i<
Bm e, +n Ba y tambien, e, ,-Elnj (1<i<g)

por lo tanto, como n = 1¢( [ C ], 3.3.3. ), se deduce,

g
n n
g n [ §
e =qn = -2 1 g-1 _ n
g8 ) n . n o
J 1 2 g
Yde p” =P /n_ se tiene,
8 g 0
a:8+1) B
p = +n £ , en conclusién
g+l n s n
o g-1 0
(gtl)
n ’ =a + n
0 Bg-o-l 1 Bg s8 \

Por otra parte,

B, =v"(p)=v(p)/n=(f,f)/n,

gt
permite obtener,
(f,£)=2a%" 4+pn [2151]
1 8 sg_1
( Se omiten los superindices por ser f y f* equisingulares).
(f| f£)=(gc), aplicando [ D ],1.1.7, se tiene,

(f,f )=eg_lBg+cege8

y ademds,



En definitiva,

(f.P)=e B +c [2.152.]
Y de [2.1.5.1.] y [2.1.52.], se concluye, ¢ = afgﬂ)

Finalmente, aplicando 1.3.2. y afgf}) = Bg+l se tiene,

c=a®Y =B -1=h -k +1
1 g+l s8 F:4

Nota 2.1.6.

La anterior proposicién tiene una cémoda interpretacién
geométrica. Cada transformacién cuadrética de 7, tiene como centro, el
centro de v en cada Xm, mientras este sea puntual, y esto ocurre
cuando todos los elementos generales de v pasan por el mismo punto del
correspondiente divisor excepcional.

Si existen dos elementos generales que cortan a un divisor en
diferentes puntos, mientras que al divisor anterior le cortaban todos
en el mismo punto, la explosién que dié este Wltimo divisor es la
dltima de la sucesién de transformaciaones cuadraticas asociadas a v y
ademds, el nimero de estas es, c veces mids que el nimero de
transformaciones que son necesarias para desingularizar f. Este
nimero, es el de transformaciones que son precisas para que la curva
dada por el producto de dos elementos generales corten al nuevo divisor

en distintos puntos.

2.1.7.

Resumimos, a continuacién una serie de resultados debidos a F.
Delgado ( [ D ], [ De ] ), utiles para nosotros en lo que sigue. Las
notaciones son las de 1.5B y C.l1.

Sean, en particular fl, f2, vy fn, n elementos analiticamente
irreducibles, definiendo curvas algebroides distintas dos a dos.
Entonces, se tiene:
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2.1.7.a)

Si(q|c)=(f|f| |f)

i) Para cada i € N, 0 <i < q, existe una curva C de contacto
maximal ( [ C ]4 2.2. ) de género i, simultdneamente con f f
f.

ii)) Sea @= K[[XY]]/(ff f), B el conjunto de no

divisores de @ Definimosu : (9-——)( ) dondeZ =z U { oo }
Y si he & u(h)—(u(h), ,u(h))(ues la valoracién

discreta asociada a la curva f =0).

Entonces, u( C ) pertenece a la recta L que une el origen con el
punto de coordenadas ( B B ).

iii) q es el mayor entero que verifica i) y ii).

([D]123.)

Definiciones I

Se llama semigrupo de valores asociado a { f yeors fn ], al
subconjunto de Z S=8( f f )=u(B) Y sengrupo de
valores completado asociado a { f f } al subconjunto de Z
S(fl fn)- =u (&), dondeuf(O)—oo

Si consideramos S = S N zj , el ::ierre integro de S en el espacio
topoldégico producto Z) es S, ver [ Cam ]. Donde sobre Z’, se toma la
topologia producto, siendo esta topologia, aquella que tiene a los
elementos de Z_como puntos aislados y a e como punto limite de la
sucesién de naturales. En consecuencia, los datos S y S son

equivalentes.
Ademds, si (qc )= (f|f| .. |f), existe he K[[XY]]

con (h|f )=(qc), Vrel ( [D ] 1.2.4. ). Para cualquiera de
estos h, u( h ) es el mismo, denotdndose ,Yo
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2.1.7.b)

Para cada y € S, péngase S(y) = { ae S/az2y }, siL esla
recta indicada en a) y definimos, A = { YyeS/ScLuS(y) } c S.
Entonces, A es finito y Yo =midx A ( orden lexicogréfico ).

[ D ]126.

Definiciones y Notaciones II
- n
Sea . = ( 00, e 50U ) € Zy
1={i,i, .. i } c1={1,..n}, escribimos,

Ala)={PB=(B,B, .B)e"/ o.=B sire]yB>a
sirg ] }

Tambien definimos, A o0 ) = u’\r( o)yMa)=Ma)nsS.
r€1l

Entonces diremos que,
o € S, es un maximal de S, si Al a0 ) = . Que,
o€ S, es un maximal absoluto de S si es un maximal y
/\J(0c)=1\(oc)r\S=@,paratodngI;J;éI.Yf“malmenteque,
o € S, es un maximal relativo de S si es maximal y /\J( o ) # J, para
todo J c I; J # 1, tal que, el cardinal de J es mayor o igual que dos.

2.1.7.c.

Sea f=r1p fr una serie que define una curva algebroide plana
r€l
reducida con n ramas. Denotaremos t";rs = ( fl_,fs ), T#s, 1,s€ |

n

=32 5:.&3. Si ¢ es el conductor del semigrupo S (f ), y Q es el
r¥s
s§=1

punto, Q =(c + g, ..., c +& -1)e Z, se tiene:

i) Q € S y es un maximal relativo de S.

i) Q+ (1,1, .., 1) es el conductor de S.

ili) @ € S es maximal de S, si y s6lo si, Q - o € S.

ivio+B=Q; a, pe S, o es maximal relativo, si y sélo si, B es
maximal absoluto. ( [ D ], 3.2.13.).
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Definiciones III

Para cada entero p 2 0, considérese & = [ rel/ g 2D ] y
definase TP ¢ & & ) asf, A e T, si y s6lo si, existe una curva de
género p y contacto maximal de ese género con fr, paratodor € A. Sea

A = { E:), . E: }, el conjunto de maximales de T® para la inclusién
y @& ={ h;, s h; }, una familia de curvas h; e K[[xY]]
( irreducibles de género p ), tales que, ug( h; ) = ﬁ;»l para r € E; ;
ie { I, ... } Si f= fl fn, 4 ser llama ramillete de curvas

algebroides con contacto maximal de género p con f.
El subconjunto de S ( f o £ )

P = Y f..f)= { |_1(h;), s p(h:) } se llama valor de

contacto maximal de género p de f Ademds, poniendo
g = ( B:’, ,B; ), si todas las componentes de f tienen la misma
tangente y ¢} = @ en otro caso, definimos valor de contacto maximal de

suplg )
r€1l

f como el subconjunto de S ( fl fn ), #f)= U &(f). Si
p=-1
2(£)={ uf), .. u£f) },

KE) NnS=%T)-Z(f)= %D,

por definicién.

2.1.7.d.
Seap € Z,Ee Ay h, la serie indicada anteriormente asociada a

E, entonces, el valor u ( hB ) no depende de la serie elegida, ademds:

. _ R
Sir e E, ufr( hE ) = Bpﬂ.

r,s

([D] 343.)

Sire E,3se E,talque,uf(hE)=
T s

~
P
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Definicién IV
Un elemento o € S es irreducible si o0 = o + o, cono, 0 € S
implica o = 0,6 o, = 0.

2.1.7.e.
o € S, es un maximal absoluto irreducible de S, si y sélo si, es
uno de los valores de contacto maximal finito de f ( [ D ],3.4.3. ).

2.1.7f.
Sean { B',..P"™ } el conjunto de maximales absolutos

ixreduciblesdeS,F={E?&iﬁi/?\,iemy E‘, KiBiSQ ] c Sy sea

i=1 i=1

F = { Q-v/vyeF } Si B cumple que la proyeccién respecto a los
indices de J, prJ( B)e prJ( S ), para cada J < I con cardinal n — 1,
entonces B € S, si y s6lo si, p € M o) para todo & € F. ( [D ],
3.4.14.).

Proposicién 2.1.8.
sk * %
Sean T y ® como en 2.1.2, { fl,f2 } y { f.f, } elementos

. . . 03 . *
generales para las valoraciones divisoriales asociadas a v y v,
*
respectivamente, elegidos como se indica en 2.1.4. Entonces, Ty T son
equivalentes, si y sdlo si,

S( :t”l,f2 ) =8¢ f.f,)
Ademds, el semigrupo S ( f l,f2 ) permite calcular el grafo de w. Y
reciprocamente.

Demostracién

Simy 11:* son equivalentes, tienen asociado el mismo grafo. Estd
claro, pues, que S (f ) =S (f ) y S(f2)=S(f;). Tambien
(£u£,) = (£.£).
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Pongase f=f f; f =1 f,por2.17d ®f)=%f )y
los maximales absolutos de S ( fl,f2 ) y de S ( f;,f; ) coinciden por
2.1.7.e. Por 2.1.7.c, el valor Q es el mismo en ambos semigrupos y por
2.1.7.,

S ( fl,f2 ) =S ( fl,f2 ) que implica S ( fl,f2 )=S( fl,f2 ).

Es muy interesante afiadir que lo anterior prueba que la eleccién
de elementos generales diferentes pero verificando 2.1.4, no modifica
el semigrupo S.

Reciprocamente, si S ( f.f,) = S ( f:,f; ),

pr, S (fuf,) =pr S (ff)) re {12} vy, opor lo tanto,

S( fr ) = §( f: ). Ademds, considerando en cada semigrupo el conjunto A
de 2.1.7.b, se obtiene }° = mdx A.

Operando en el semigrupo S ( fl,f , ), es conocido que,
( f1|f2 )=(gc). Sea h una curva de género g equisingular a

f,f, con (h|f)=(h|f,)=(f]|f), aplicando 2.L1B,

(hf )= (hf)) = (£f,).
Puesto que, (u(h),u(h)) = (.50 £5)) =7,

1 2
se deduce que, por ejemplo, prmy0 = ( fl,f2 ) . Este razonamiento,

aplicado al semigrupo S ( f:,f; ), conduce a ( fl,f2 )=¢( f:,f; ) con

*
lo que finaliza la prueba, esto es, los grafos de m y ®t coinciden.
La iltima afirmacién es evidente despues de la descripcién
explicita de la reciproca de la prueba.
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2.2. Equivalencia discreta de sucesiones finitas de
transformaciones multicuadraticas.

Definicién 2.2.1.

Como en el primer capitulo, considérese el anillo local regular
(RmK)y X0 = X = Spec R. Una sucesién finita de transformaciones
multicuadrdticas es una sucesion de transformaciones,

(m): XN+ —_— XN —_— ... > X2 >y X > X

TL'N+1 7'52 TCI

1

donde T, es la transformacién resultante de explotar un nimero finito
de puntos de los divisores excepcionales de m'’, es decir, se tendrén
sucesiones de transformaciones cuadriticas cuya compuesta es 70:

X=X 3eee > X, > X, >y X =X =X
i ir, . 1,2 . i,1 . i-1 l-l,!‘i 1 i,0
i i i i -

r, 2 1
1

cuyos centros respectivos Pi y € XiJ, 1<is<N 1< ji < L <
i i
. . i-1
estan en uno de los divisores excepcionales creados por T .

El divisor excepcional de cada n; se denotard LiJ, y por lo
i i

1

: r
tanto, el divisor de @' serd L = juil L. El divisor excepcional
i

total para 7' serd E = L.

. j
i=1
Se tendrdn, pues, en particular, las condiciones siguientes:

i) ', es la explosién de X con centro el maximal, que se denota

ii) Los puntos Pi.i deben pertenecer a Li para todo i.
i+l

Nota 2.2.2.

Dado el caracter local de las transformaciones cuadrdticas, no es
necesario tener en cuenta el orden de los puntos en que se explotan
para construir .
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Nota 2.2.3.
Sea 7t la sucesién finita de 2.2.1., consideramos las subsucesiones
simples de transformaciones cuadriticas de m, es decir las sucesiones

simples
(m): XML, x®™ y X2, xM)  ,x
v T, T,

de centros Po’ Pl, e s PM, tales que:

)P =P e€lL.
! ’di+l !
iil) M = N, es decir que, la sucesién consuma todas las etapas de

2.2.1. Gréficamente, la sucesién 2.2.1. tiene una estructura de d4rbol,
siendo las subsucesiones simples sus ramas.

Definicién 2.2.4.

Sea 1 la sucesién de transformaciones multicuadréticas de 2.2.1.,
llamaremos grafo dual, G( 7t ), asociado a 7w, al grafo dual pesado
obtenido del siguiente modo, cada divisor se corresponde a un vértice,
dos vértices se unen por un brazo, si y sélo si, se cortan los
divisores asociados. Todos los vértices tendrdn un peso, este serd i
para todos los vértices asociados a un divisor de Li.

Nota 2.2.5.
Sea T la sucesién de transformaciones multicuadrdticas anterior.
Supongamos que i0 es el primer indice i, tal que, r.,> 1. El grafo de

nuestra sucesion hasta la obtencién del divisor Li se denota
0

G(i, ). Considérese P, con 1<j <r . Podemos

0 :0;0+1 :o+l i+l
considerar dos casos, para cada P, . :

10]0+l
a) P.. € L , exclusivamente.
lo|0+l 10
b) Existe otro indice i < io’ tal que, Pioi u € Li N Li.
0 0
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En el caso a), tomamos la sucesién de transformaciones

multicuadrdticas obtenida a partir de la explosién en Pi g Y

0
sucesivos puntos de los divisores obtenidos, que sean de explosién de

7, su grafo dual es como se describe en 2.2.4. pero afiadiendo el valor
i 0 2 cada peso. Se denotard por Gid, +l( + ) a dicho grafo.
0
En el caso b), la misma notacién describird un grafo obtenido como
se indic6 en el apartado a), con la salvedad de que, Gin +1( +)
0

incluye ademds un vértice de peso i unido al de peso io'

Utilizando la definicién de adjuncién de grafos ( [ D ] 425.)
se puede decir que,

G(rn)=G( io" ) LlGi 1(+) u.. UGn+1(+)°
0’ 00

Repitiendo este proceso para cada Gi . +l(+) y para los sucesivos
0
grafos G( + ) que se obtengan, se tiene una descomposicién completa del

grafo G ( ® ) en grafos G( i,- ), mediante la adjuncién. Una eleccién
adecuada de estos grafos, primero G ( io,- ) luego G ( il,- )

correspondiente a uno de los Gioj o Y asi sucesivamente, permite
0
mediante la adjuncién obtener los grafos de todas las subsucesiones

simples de T.

Definicién 2.2.6.

Dos sucesiones T y ©’ de transformaciones multicuadriticas finitas
se dicen discretamente equivalentes si sus grafos coinciden. ( En lo
que sigue pondremos equivalentes, por simplicidad ).

Proposicién 2.2.7.
Si p es un ideal simple m-primario de R y v_ la valoracién

divisorial que tiene asociada, puesto que, todas las curvas asociadas a
elementos generales de v_ son equisingulares, a esta clase de
equisingularidad se le puede llamar clase de equisingularidad asociada

a y.
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a) Si P> ¥, son dos ideales simples m-primarios de R. Conocidas
las clases de equisingularidad de P, Y P, sif esun elemento general

de Uply f2 de Dpz. De ( fl|f2 ) puede obtenerse ( f l,f2 ) y viceversa.

b) Sean f1 €5y f2 €5y, generales, tales que,
(f|f,) =min Ch|h ),h € p yh e p, generales,
Entonces,

( fl,f2 ) = min ( hl,h2 ), hl €p Yy h2 € P, generales

Y reciprocamente.

c) Sea fl general de P tal que,

(f|f,)=min Ch|f ), h € p generaly f € p, fijo

Se tiene,

( fl,f2 ) = min ( h1’f2 ), hl € p, general y fz €y, fijo
Y tec

Demostracién

a) Es inmediato. ( Vease [ D ], 1.1.9. para precisiones ).

b) Sea p o el indice de separacién del tipo de equisingularidad de
fl y fz. Puesto que sélo depende de la clase de equisingularidad de f )
y f2, [ D ] 1.1.1, este, serd el mismo para las curvas h1 y h2.

Probaremos que,

( fl,f2 ) 2( hl,h2 ), si h, h, son fijos y definidos como antes.
Usaremos la notacién de 1.5.B y C.1. Tanto para fr como parah, r e I
(ahoran=2).

En el desarrollo H-N, para hr cambiaremos las a;i por b;i, pero al

ser equisingulares estas curvas a fr, todos los demds datos coinciden
salvo la ultima fila del desarrollo H-N, que no afecta a la
equisingularidad, que puede diferir.
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Sea, (f,|f,) = (quc,)y (h|h )=(qc).
_ _ .1 o2 1.2
A) Supongamos ( f.f, ) = € ( qc, ) = eqo’lﬂqo + coeqoeqo
( ver [ D ], 1.1.7. y 1.1.8.) con 0<q=< P, y
0< ¢ < min { 112 } Por tener f y f menor par de contacto,
0 qo 1 2

0< q, £q< Py
A) Sea ¢ < min { l:l,lfl }, se tiene que,

- _ .l a2 12
(h,h ) = E(qc)= eq_qu +cee
por [ D ], 1.1.8. Ademds, ( qy:C, ) £ ( q,c ) implica,
(f£,)= & (@) < &ao) =(hh )

r
. _ 40
A2) Sic= 1p0+1’ Para T tal que,

1°= min {

P, },r e L

1! ,12
Entonces ,

(£.£,) =& (quec) <& (p) = (hh )
n2 ez Bl }

ol
po p0+1 ? p0 p0+1

De (fl|f2 ) < ( hl|h2 ), como los tipos de -equisingularidad
coinciden, estd claro que, ( fl|f2 ) =( hl|h2 ), luego,
(£.,) = (h,h ), por [ D] 1.17.

B) S, (f.f,) =& (p,) = min {

Nota. Es trivial que si gen fl =genf =g, p, <&

Reciprocamente,
A®) Supongamos que existe (qO,c0 ; 0< q, <p, ¥

0<c,<min { 1;0,120 }, tal que, (£.£,) =& (que, ).
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R .
A1) Sean hl Eypy h2 € p, tales que, existe ( g,¢ ), 0 <q < Py Y
0 £c¢c £ min [ l;,l: }, verificando,

(h,h) = & qc ),
y aplicando [ D ], 1.1.8. ( hl| hz) =(q,c) y ademds,
( 9,C, ) £ ( g, ), pues en caso contrario ( 95:C, ) > ( q,c ) implica

E(ac) <& (que,)

y en consecuencia, (hl,h2 ) < ( fl,f2 ), que no es cierto, por
hipétesis.

AZ) Si ( hl,h2 ) =& ( Py ), aplicando [ D ],1.1.8, se tiene que,

(hylh)=(p

por lo tanto,

1%, con 1% =min {1'1> } para r e L Y
Opo pO p0p0 0

"o
( fl|f2 ) = (qo’co) < ( Py lpou ) = ( hllh2 )
En ambos casos A, se tiene, ( f1|f2 ) < ( hl|h2 ).
BR) Si resulta que, (fl,f2 Y=E§( Py ), se tiene entonces que,
r
( fl |f " )=(p O’IP::“ ), en las condiciones anteriores para T
Supongamos  que, (h,h )= E(q,c) con 0<£qg< Py Y
0 < ¢ < min { 12 }.Como,
Po Po
(hoh ) <E(p ) =(Lf).
Se llega a un absurdo y se tiene, (hl,h2 )=E& ( P, ), esto implica
r
( fl|f2 ) =( Py lp:”' ) =( hl|h2 ) y esto concluye la prueba de B.
c) La misma prueba de b) puede aplicarse a este apartado, pues la
propiedad de P, utilizada en la misma, es que todos los elementos

generales de ese ideal son equisingulares, si cambiamos dichos
elementos por uno fijo, conservaremos la propiedad.
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Proposicién 2.2.8.
Sea T una sucesién finita de transformaciones multicuadriticas,

que posee exactamente n subsucesiones simples, m,rel= { 1, 2,.
A } Los grafos duales de ® ( respec. T ) se denotan G( 11:)
( respec. G( m ) ). Supongamos que { f f’ } son elementos generales
como los descntos en 2.1.4 para 0 valoracuSn asociada a . A partir
de los tipos de equisigularidad y los pares de contacto de la familia
de elementos { fl, f;, f2, f;, vers fn, f; }, podemos obtener el grafo
G( & ), esto es, la clase de equivalencia de 7

Demostracién

Se hard la prueba por induccién sobre el valor de n.

Para n = 1 es el resultado de 2.1.4. Supongamos que es cierto para
cualquier valor m € N, m < n, si f“ designa f o f’ se tiene que

para cualquier subconjunto { o Ty e T } de I,

(£ |E | wlf )= (£ L),
1 2 m 1 2 m

veamos esto.
En primer lugar, supongamos que m =2 y por simplicidad
consideremos r=1Lr = 2, probaremos que,

€1) = €15 = @t = €IF).

Para ello, es suficiente con ver que (f1|f2 ) = ( fl|f; ), pues al no
existir distincién previa entre fr y f;, la prueba serd andloga.

Reduccién al absurdo, Si ( f1|f ) ) #( f1|f; ), puede ocurrir:

a) ( fl|f2 ) < ( f,lf; ), esto indica que,

#B (flf2) < #B (fxf;)
al) ( f1|f; ) 2 ( fl|f; ), puesto que, los centros de explosién
de las transformaciones cuadriticas asociadas a T, coinciden con los
puntos infinitamente préximos de fz’ hasta el de peso #B ( fzf; ) ( ver
2.16. ).
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Las hipétesis a) y al) indican que, tras la dltima explosién de
T,, se explotard nuevamente en un punto del divisor para obtener T,
pues los desarrollos H-N de f Y f; ain coinciden, esto es absurdo pues

va en contra de que T, sea una subsucesién simple.

az) ( f,lf; ) < ( fl|f; ), podemos encontrar tres casos,

a, l) (f;|f2 ) < ( f2|f; ), y todos los puntos infinitamente préximos

comunes de fl y f; formaran parte de los comunes entre f2 y £, lo que
va en contra de que T sea una subsucesién simple.

a, 2) ( f;|f2 ) > ( lef; ), y todos los puntos infinitamente préximos

comunes de f2 y f; formaran parte de los comunes entre fl y f;, lo que
va en contra de que 7, sea una subsucesién simple.

a, 3) (f;[f2 ) =( lef; ), y todos los puntos infinitamente préximos

comunes de f2 y f; son los comunes entre fl y f;, absurdo.

b) Si (f1|f2 ) > ( fl|f; ), se tiene andlogo razonamiento, pues
es un problema de notacién. Queda, pues, probada la proposicién para
n=2

Continuamos la prueba, si,

2) 1 £0) ’)
CE 8 | w]f )= CE)E0] f))
1 2 m 1 2 m
para alguno de estos ultimos valores, que denotaremos igual, y
supongamos que,

CE|f ] w|f ) < (6
l’l l‘2 l‘m l‘l l'2 r

m
y para simplificar sea,

(£1€ )=min { C£10) J=CE I || £, )y
1 ike(t. .m ¥ 12 m
G eG) Yy — ot G) el
( £)£¢ )-mun{“t|é)}.

k
1 j,xe(1. .my’

104



Acabamos de probar,

(f(’) lf(’)) = (f |f ), y en consecuencia,
15 B

(tf.’)lff.,)) < (f:’)lff’)) = min {(f:,)lf:’)) },
1 2 P j

T 5 keq1..m)’

lo cual es absurdo, quedando probada nuestra afirmacién anterior.

El nimero de puntos infinitamente préximos en comiin de las
sucesiones T, ., T serd el mismo que los comunes a
1 2 m
flr , fr s oo s fr , #B(f,.,f ), y esto podrdi obtenerse con
1 2 m l’l l'm
las mismas férmulas que da [ D ], en 1.2.1. y 1.2.2,, a partir de los

valores que dan la clase de equisingularidad de fr, jE { 1,2,....m }

i
y de (f | .. [f ). [ Bl hecho de que los f puedan ser
1 m j
equisingulares no afecta al razonamiento ]
La afirmacién de que los puntos infinitamente préximos de
™,M,. M comunes coincide con #B ( ft s eens fr ), merece
1 2 m 1 m

una pequefia explicacién. Los puntos infinitamente préximos de T

j
je { 1,2, ... m } coinciden con los de frhasta el divisor de peso

j
#B ( fr f: ). Ahora, puesto que,

i

#B ( fr y ey fr ) < #B ( fr ,f; ), para todo indice j (en otro
1 m i

caso el mimero de subsucesiones simples seria menor que n, en contra de

la hipétesis ), se tiene el resultado.
En conclusién, el calculo del mimero de puntos infinitamente
préximos comunes a todas las m,yla clase de equisingularidad de

cualquier fr muestra G ( io,— ), con io = #B ( fl fn ).
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Sean P , 1<£j <5 el conjunto de puntos descrito

?
IOJio-l-l 10+l |0+l
en 2.2.5. Para cada indice j. o se considera
1
0
Ij = { oo T ] cl, tales que, P . es uno de los
iyt ’o"i0+1

puntos infinitamente préximos de T, j € { 1,2, ..,m }

j
Consideremos los grafos Gi 5 (+) que por induccién podrdn obtenerse

i+1
010+

de las familias { f,0,..f,¢ } asociadas a cada familia de
1 1 m l-m
indices Ij , pues es evidente que de la eleccién de io’ r <m, en
i+1
0

cualquier caso.

Nota 2.2.9.

La obtencién de los subconjuntos de I, Ij es sencilla, pues son
i +1
0

las clases de equivalencia de la siguiente relacién:
Si(fl| f2| o | fn)=(q0,co); r,sel

r

(frlfs) > (qo,co) sic< lqo

rRYos s

f1f) > (q+1, ic=1" +1
(rls) (q0 co) sic q,

Proposicién 2.2.10.
* .
Si ® y m son dos sucesiones finitas de transformaciones

multicuadrdticas con n subsucesiones simples, tales* que, T (nt ),
r € I, son dichas subsucesiones simples. Si E—‘:s( §rs) I #s, *es el
peso del dltimo divisor comin a Ty m, entonces, T y T son
equivalentes, si y s6lo si, se verifica que:

Existe una permutacién de n elementos, o, tal que,
¥

on’
ii) Para cada parejar,s € L 5, & = €

i) mes equivalente a &t
*
OO’
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Demostracién

Por ser  y n* equivalentes , los grafos duales coinciden,
G(r)=G( 1!:* ), eligiendo las subsucesiones de T, n*, asociadas a
cada rama del grafo, se obtiene la biyeccién Y € I que cumple las
condiciones 1), ii).

Reciprocamente, podemos suponer para mayor sencillez del

. . * %
razonamiento, que ¢ = id. Denotemos { fr,f; ] y { f ) Jf r’ ], elementos

generales como los descritos en 2.1.4., para v, o: valoraciones
asociadas a n, n:, rel
* x x
Puesto que, G ( g3 ) =G ( n ), las curvas fr, f;, fr, fr’ son

equisingulares y tambien se verifica (fr|f; ) =( f:,f:’ ), para todo
r.

Como §m indica el niimero de puntos infinitamente préximos comunes
de m y m, por 2.1.1.1,, este dato permite obtener (fr|fs ), si se
conocen las clases de equisingularidad de fr y fs y reciprocamente,

como se indica en 2.2.8.. Y de las igualdades, & se

rs = gcr(r)o'(s)’
deduce ( f|f ) = ( f:|f: ), parar,s € I, r #s.
Si ahora { LIS SR } c I, podemos decir a partir de la
definicién que, (f | ... [f )=(f | .. | ).
l’1 l.m l’l l‘m

Estos datos y las clases de equisingularidad de las fr, f:,
permiten obtener, siguiendo la prueba de 2.2.8., el grafo de ® y el de
n*. Al ser todos los valores iguales, es obvio que, G( t ) = G( Tt* ),y
son ambas sucesiones equivalentes.

2.2.11. Nota

Si en la anterior proposicién se cambia §rs por Y;rs y é:s por §:s,
donde &m =(ff) y g:s = ( f:,f: ), podemos enunciar el mismo

resultado despues de 2.1.1.1.
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2.2.12. Nota

Con las notaciones anteriores, escribiremos para cada r € I,

§ = ( f f’ )y E = ( ft,ft’ ). Supongamos ademds que, { v } P

p——
»*

"‘

} ; Son las valoraciones divisoriales asociadas a { T } er

{ : } , respectivamente, normalizadas con grupo de valores Z.
Escnblmos,
v:R-{0} —7"
dada por, y (g) = (v (g) ..V (g) ) parage R-{ 0 }.

Y se considera para © € Jn‘ ( grupo de permutaciones de n
elementos ) y, A c 7",

o(A)={ o(a)=( 350y 2oey 2o )/

/g=(al,a2,...,an)eA}.

Considérese la familia,

A|'={(A,k)g.@’(Z")@Z"/Aessemigrupoaditivodez"yl_(e Z"}

donde puede escribirse la relacién de equivalencia S, definida :
Ak , Bk) e al, (a0 s BK),

si y s6lo si, existe una permutacién ¢ € Jn’ , tal que:

i) 0 ( A ) = B ( de semigrupos ).

i)o(k)=k"

El conjunto cociente Al' /S se denota A, y de 2.2.10. podemos
afirmar que T es equivalente a n*, si y s6lo si, los elementos de A&,

(v (R {0}), & 8D )y (¢ (R {0}) &, -E))

coinciden.( Es obvio que, x‘ se define como v para las
valoraciones 1):, re LY,y (R- { 0 } ), z* ( R- { 0 }) con la
operacién suma en en Z", son semigrupos ).
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2.2.13.

Continuamos con las notaciones anteriores y vamos a considerar el
semigrupo de 7, S(m) =8 ( f,f, .., f,f). Indicamos
algunas igualdades que nos serdn utiles, si I’ { 1, 2 » 2n }, se
tiene:

i)ie I’ei=2rr e I entonces, prmS( ) =S8 f; ).

i)iellei=2r-1,re I,entonces,prms(1'C)=S(fr ).
iii) i,je I’ i#]j, entonces,

- il (j)
pr(i‘,.,S(rt)—S(f‘,fLl ) U (0,00 ).

Donde, f=f si i=2r, rel f'=f s i=2r-1 rel
Légicamente, pr, S(m) para J c I’ indica la proyeccién referida a
los indices de J de S (7).

Teorema

Dos sucesiones ®T 'y n* finitas de transformaciones
multicuadrdticas, son equivalentes ( en las mismas condiciones que
2.2.10, con n subsucesiones simples cada una ), si y sélo si, existe
una permutacién © € J’ tal que, los semigrupos del semigrupo aditivo
1 (z, = {ne N/n30 1,

* *

S (f,f,..f, ). y S(fo(l) 0(1) s fc(n), fc,(n) ) son
isomorfos.
Demostracién

Supongamos que,

S ( fl’ fl f f, ). = S(f 0'(1) 0(1) f()'(n)’ fO'(n) ).
Siie I’,i=2r— 1, se tiene,
(n+l) S (f f” ’f f’) = pr{ Ji+1) S (fc(l)’ ” O'(n))

Es decir, por las igualdades anteriores, para todo r € I,

S(ff,)_s(fo() o())

109



Por 2.1.9. y la eleccién de f, f, £/, £, se tiene que, Ty 7"
son equivalentes.

Sean r,se I, r#s, considerense r’,s’eI’, r=2r-1;
s’ = 2s - 1, se tiene,

S (£ £

S (f fl:) = pr(r'.S') G(1)’""" O(n)

lrs}

# *

Aplicando la igualdad iii), S ( f.f)= S(f o’ 1 o )s

0 0 .
Y =% * y las primeras
s(fr'fs) s(f()'() 0'(3))

de donde se deduce que,
proyecciones pr, indican,
Pr o Yoe, =P Yot
S(f S(f
( .f ) (0.() O'(s))
de donde se tiene,

(f.£) = (Hulse )

Si aplicamos 2.2.10 y 22.11,, como &rs =§ oo PR

r,se€ L r#s. Y como T es equivalente a m_ , para todor € I, se

Ow)
deduce que ® y 1t son eqmvalentes

* .
Reciprocamente, supongamos que 7T y 7 son equivalentes y

recordemos que n es el mimero de subsucesiones simples que ambas
poseen. Si n = 1, por 2.1.9. se deduce, S(fl,f;) = S(f:,f:’).
E 3
SeanelN n>1, por ser T y m equivalentes, se tiene que,

G(n)=G(x )

Para mayor sencillez en la prueba, podemos suponer que, mediante
una permutacién © € Jn‘ hemos reordenado las subsucesiones de n*, de
manera que, la rama del grafo que llamaremos "rama 1" y que se
obtendr4, de manera Wnica, con la pareja f f’ serd tambien la que se
obtenga de forma vnica de f f , para todo r € L. Serd suficiente con

probar  que, S ( f, 0, . £, )= S ( fl, fl’, - fn, fn ), ¥y

por lo tanto, bastard con demostrar que,
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S (ff,...f £) =8 (£ L °)
Modificando la notacién, por comodidad, escribiremos,

8y = T3 8, =15 2:1_f g —f’ € L

Se trata de probar,

S (gl,...,gzn) =S (g:,...,g;n).

Aplicamos los resultados descritos en 2.1.%. y es, pues, trivial
que, S ( 8p > &y ) depende en exclusiva de tres factores:

a) La clase de equisingularidad de g ie = { 1, ..., 2n }

b) Las multiplicidades ( 8:8; ki, je I',i#j.

c) Las proyecciones Pr, S ( I ) = SJ ( B v s &y )
para J c I’, con cardJ = 2n - 1.

Como m y 11:* son equivalentes, tras la aplicacién a los indices de
las subsucesiones nt, r e* I, de la permutacién © descrita para las
ramas, se tiene que nr y ®_ son equivalentes y como consecuencia, para
cadaie I',i=2r- 1; r € I, puede escribirse que,

S (g,8,,) = S (g,8,,)

Esto permite establecer que,

D 8y g' son equisingulares; i € I’.

II)(g,g )=(g:,g:“ iel,i=2r-Lrel
[2213.]

Observese que por 22,10, sir,s € L r #s

(fi’)'f?)) = (f:( ’)'f:( ’))

con la notacién alli utilizada, y:

(g.g)—(g,g ), para i,je I'; i#j salvo i
consecutlvos el 1mpar caso descrito en [2 2.13. II)]

En consecuencia, para probar la igualdad de los semigrupos
S ( 8 » 8y )=S( g:, e s g;n ), bastard comprobar las
igualdades c) ( a) y b) coinciden ).
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Para  ello serd  suficiente, por  simetria,  suponer
J= { 1, 2, ..., 2n-1 } En primer lugar, afirmamos que para que

SJ ( 8y v &y ) = SJ ( g ), coincida con,
SJ ( I ) = SJ( g ) es suficiente que,
S ( 8 8y )=S( g .“ g2nl ). En efecto, vamos a

comprobar que si se cumple esta dltima igualdad, entonces,
SJ (g)c S ( g* ). (La otra contencién se sigue de la simetria).

Sea pues z € S, ( 8 ), entonces, existe h € K[[ XY ]] tal que, h
no es divisor de cero en K[[ XY ]]/( 8 = 8y ), de modo que,
z=@_(h), .,u (h) ), es pues obvio que,

gl gln-l
ze S( 8 8y ) ), en consecuencia, z € S ( 8 o &y ) Yy
existe h™ con R’ no divisor de cero en K[[ XY 11x g:, v g;n_l )s
tal que, z = (u_( h' )y cey U_* (h‘ )). Con lo cual, si A no
8 8201
es divisor de cero en K[[ XY ]] / ( g:, vees g;n) estd probada

nuestra afirmacién. En caso contrario, si i es divisor de cero en este
ultimo anillo, se deduce que h' es multiplo de g , por ser g.
equlsmgular a g para i € I’, existe h’ € K[[XY ]] tal que,

ug* ( h' ) = u (h’ ), para cada i € I’, luego, h’es multiplo de g,

y cumple que,

z= @, @).u, () & S(g)

1 2n-1
lo que es absurdo.
En conclusién, el resultado es cierto si para todo i € I’

* A¥* *
S (@B prrBy) =S (&pseens8 s

La iteracién de este procedimiento, nos conduce a que se tendrd el
resultado si, S ( g ) =S ( g: ) para todo i € I’, cuestién obvia.
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Nota

Nos conviene aclarar que la elecciéon de las f f’ para la
sucesién © ( o f f para la n* ), r € I, no influye en el semigrupo
S(f, .t ) ( S ( f . f ) ). La prueba consiste en seguir
exactamente la reciproca del teorema a partir de [ 2.2.13. ]
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2.3. Equivalencia discreta de familias finitas de valoraciones
divisoriales.

2.3.1. Definicién

Un grafo con cotas y marcas es una cuatena G = ( V, B, h, m ),
tal que:

a) V es un conjunto finito o numerable, cuyos elementos se
denominan vértices.

b)Bc(VxV-A)/ +dondeA = { (aa)/aeV }y,»-esla
relacién de equivalencia simetrizante, es decir,

(ab) r (c,d) & (c,d) = (a,b) 6 (c,d) = (b,a).

Los elmentos de B se llaman arcos.
ghV—nN = { neEN/n>0 }, funcién denominada cota.
dmV—NU { oo }, funcién denominada marca.

2.3.2. Definicién

Dos grafosG = (V, B, m, h )yG’ = ( V’, B’, m’, h’ ), con cotas
y marcas, se diran isomorfos, y se escribirdi G = G’, si existe una
biyeccién y : V—— V’, tal que, h’°y = h; m’°y = m y se tiene,
(ab)e B,siysélosi, ((w(a),y(b))e B.

2.3.3.

Sea v una valoracién divisorial que domina al anillo local R, su
grafo dual puede ser visto como un grafo con cotas y marcas, donde los
vértices serdn los del grafo dual; los arcos serdn las parejas de
vértices unidos por el grafo dual; las cotas serdn los pesos del grafo
dual y las marcas valdrdn cero.

La nocién de grafo con cotas y marcas, se ha introducido para
generalizar el grafo indicado a familias de valoraciones divisoriales,
al no ser posible hacer esto con un grafo pesado, como indicaremos.
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Sea pues, { V, 0y e U } una familia finita de valoraciones
divisoriales, puede asociarsele una sucesién finita de transformaciones
multicuadriticas del modo siguiente:

Supondremos que todas las valoraciones v, tienen el mismo centro
en X = Spec R, el punto cerrado Po‘ Sea 7' la explosién de centro Po’
nX —— X

Consideremos los centros de las valoraciones v en X que sean
puntuales. Si el centro de alguna no es un punto cerrado ya no se
considera en el futuro. Explotando dichos puntos, se obtiene el esquema
Xy la transformacién multicuadrética 7%,

2. ¥ = N 3 N 5
X = X2.r2 > Xz,z > Xz,l » X,

Repitiendo este proceso, de explotar en centros cerrados de las
valoraciones que permanecen, se obtiene una sucesion finita de
transformaciones multicuadrdticas T,

n): X > X > .. » X > X > X
Nel N 2, 1
T b L

expresada con la notacién de 2.2.1., que ha finalizado en XN+1’ pues en
él, ya no existe centro cerrado de ninguna valoracién.

A la familia { v }"  se le asocia un grafo G (v, Vs vy V)
con cotas y marcas, como sigue. Cada divisor obtenido es un vértice,
los arcos unen sélo vértices que se "cortan". La cota de los vértices
de Li es i. Y la marca vale cero salvo en los casos siguientes:

i) Los divisores que son centro de una valoracién que se llega a
olvidar en alguno de los pasos anteriores y, tales que, algiin punto de
ellos es centro de alguna explosién de ®. La marca de ese divisor serd
el mimero de valoraciones cuyo centro es ese divisor.

ii) Si un divisor es centro de p > 1 valoraciones y sobre €l no se
vuelve a explotar, la marca que se le asigna es p - 1.
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Gréficamente, se puede indicar asi, vertices por puntos, arcos por
segmentos que unen puntos, cotas por mimeros sobre los vértices y,
marcas mediante un aspa y un nimero sobre ella, si es nula no se hace
constar.

Es conveniente indicar que es necesario incorporar las marcas
debido a la existencia de valoraciones, tales que, su centro es el
divisor excepcional en algin XiJ, 1<is<N; 1<j < I ( es decir,

. b
1
tales que, su grafo sea una parte del de alguna otra valoracién de la
familia ")
{ Ur }r=l )

2.3.4. Definicién
Dos familias { Vs Vs ooy VO }; { o;, 0;, ”:. } de
valoraciones divisoriales se dicen discretamente equivalentes ( o

simplemente, equivalentes ) si,

~ ? ay? ’
G ( V0,50 )= G ( V50,050 )

2.3.5. Proposicién
Sea { V), Uy e U }, una familia de valoraciones divisoriales.

Y sean { fr’f: }, elementos generales que cumplen las condiciones de
2.1.4. para cada v, rel El dato dado por los pares de contacto y
los tipos de equisingularidad, de los elementos de la familia
{65, £,£% .. f, £}, son suficientes para calcular el
grafo con cotas y marcas G ( V, U, e O ).

Demostracién

Por induccién sobre n. Si n = 1, es 2.1.4.

Si n = 2, podemos diferenciar dos casos, uno de los divisores que
aparecen en la desingularizacién de una de las valoraciones, es centro
( tras coincidir los centros de ambas hasta ese divisor ) de la oftra,
como primer caso, y como segundo, que esto no ocurra.

116



En el segundo caso, la sucesién de transformaciones descrita en
2.3.3, tiene dos subsucesiones simples n ym®, yel grafo G (v Y,
coincide con G ( n,m, ), descrito con los datos conocidos en 2.1.8,
pues G (v 0, ) no tiene marcas.

En el primero,

min ( flg) = min { (£ [£), & |£), €]f). ¢ |£) }

f general de U
£ general de 1)2

Por simplicidad, sea ( fl|f2 ) este valor. En consecuencia, el
peso del dltimo divisor comin de las valoraciones VYWY, serd
#B ( flf , ).

Si #B ( flf2 ) < #B ( flf; ) y #B ( flf2 ) < #B ( fzf; ), estamos
en el caso segundo, luego:

a) #B ( flf2 ) =#B ( fxf; ), y el grafo serd el de v, con una
marca 1 en el peso #B ( flf; ).

b) #B ( flf2 ) = #B ( fo; ), y el grafo serd el de v, con una
marca 1 en el peso #B ( fzf; ).

Supongamos que el resultado es cierto para cualquier k < n,
probemoslo para n.

En primer lugar, si consideramos s < n valoraciones V) e VU,
por simplicidad, podemos encontrar el mimero de puntos infinitamente
préximos comunes a ellas y, serd suficiente conocer,

min { (18] .. |£) )} [235.]

flgeneral tle‘l)i
i€ J={l.. .,s)
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Y,

.o omin { (£YF .. £2) )=
f general de ‘l)i , iI€]J
= min (| min { (f'|f) } )=

f’general de Ui fchneral de ‘Uj;i,je.l,i?ﬁj

=, omin { (7)) J= £ 8 ), i e 7,
flgenera 1 deV . i€ I 10N
il;&jl.( La notacién t(i’) se indicaen2.2.7. ).

Puesto que,
’) ’) z b ? b4
(f‘il| fJf1 ) = min {(¢] £7]...| £)}.

Nuestros datos sirven para obtener [ 23.5. ] y, aplicando [ D ] 1.2.1.
y 1.2.2,, el mimero de puntos infinitamente préximos comunes a las
sucesiones de transformaciones cuadrdticas de VsV,  que
representaremos, #B ( Vs e O ).

Sea i0 = #B ( Vs O ).

A) Si i0 < #B ( frf: ), para todo r € I, obtendremos un grafo
G(io,-) con todas sus marcas cero y como se describié en 2.2.3. Sean

P . con 1<j < los puntos infinitamente préximos que
IOJio+l 10+l- :0+l
existen en el divisor L . I = { r, ..,rT } cI(I =#1),
o ha ! " |
0 0
tales que, Pi . son puntos infinitamente préximos de la sucesién

0% +1
)

vrj con j € { 1,2, .,m }
Considerando los grafos Gi ; ( + ), marcados y obtenidos por

071 +1
induccién de las familias Y fr s f; s eees fr , f; }, podremos
1 1 m m
escribir,
G(ol,...,un) = G(io,-) u Gio.l(+) u..u Gio"i +l(+)
0

observando que las marcas no afectan a la adjuncién.
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B) Si ahora, i0 = #B ( frf: ), para r = T e rp e 1. El grafo
G(io,-) serd el indicado en A) pero con una marca p en su tltimo
divisor y cero en el resto, salvo que p =n, en cuyo caso serd la
marca, p - 1.

Considerando las valoraciones,

A A
{ Vs oo Uy ey Vs ey O }, aplicando induccién y suprimiendo

1 P
los n primeros vértices, obtenemos un grafo denotado G(i0,+), con sus

correspondientes marcas y por lo tanto,

G ,..,0 ) = G(io,-) u G(i0,+)

2.3.6. Proposicién

Sean { Vs o VO } y { ‘L):, ves D; }, dos familias de
valoraciones divisoriales y { fl, f;, ves fn, f; };
{ f:, f:’, - f;, f;’ } familias de elementos generales descritas

como en 2.3.5., entonces si,

S (£ ,fenf ). = S (fo'(l)’foz1)""’f0(n)’f0'zn)

)

para alguna permutacién © € ..{1‘ , se tiene que, las familias de
valoraciones anteriores son equivalentes.

Demostracién

Aplicando 2.2.13. y 2.1.8., a partir de cada semigrupo, pueden
tenerse en 2.3.5., los datos necesarios para obtener los grafos con
cotas y marcas. Al ser identicos, salvo el orden dado por o, dichos
datos se tiene,

GW,p®) = G},

119



2.3.7. Nota

La reciproca de la proposicién anterior no es siempre cierta, asi,
si v tiene como desarrollo H-N, y = x> + xzz: ( { X,y } es cierto
sistema de pardmetros de R ). Podemos tomar, fl =(y= B+ + o
f = ( y=x+2%+ ..) (entre parentesis, los desarrollos H-N de
las curvas ).

Si ahora tomamos, fzs(y=i2+3i3) ; f;E y=i2+4i3 )s

(
asociadas tambien a v, y consideramos la familia { V,V } se le podrédn
asociar S ( fl, f;, f2, f; ) v S¢( fl, f;, f2, f; ), que no son

isomorfos, ya que f; estd repetida en el segundo grupo de elementos. De
hecho, bastaria que los puntos que definen fi y f; en los divisores
excepcionales a los que son transversales sean algunos de ellos
coincidentes, para que se tenga esa situacién. Asi, se pueden precisar
las condiciones para que la nocién de general sea la de
" suficientemente general ", que se necesita para establecer el
resultado geométrico de que el semigrupo depende sélo de las

valoraciones.

2.3.8. Proposicién
Con las mismas notaciones que 2.3.6., si ademds se verifica que,

(££)=(ff)= (L) =(£L)y,
( fr,fs ) =( fr,fs’ ) =( fr,fs’ ) =( fr ,fs ), para . 1,s€l;
r # s, se tiene que:

{ Vs v O } y { 1.):, s 1): } son equivalentes, si y sélo si,

S (fl,f;,...,fn,f;). = § (fo_(l),fo,zl),...,f O'(n)’fO';n))

para alguna permutacién G € L{l' .

Demostracién
La condicién suficiente es 2.3.6.
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La condicién necesaria, gracias a las condiciones de la
proposicion, estard probada de forma andloga a la reciproca del teorema
2.2.13. Esto tambien prueba que, la eleccién de distintas familias
generales con la condicién dada no afecta al semigrupo completado.
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b) Sir ¢ E,
b) g <p. Sea seE p<g vy (fslha)>(fs|fr)’
entonces, ( frlhe ) =( fﬁ]fr ), para todo hB y, ( frlhB ) =( fr|h}’3 ).
Como hB y hé son equisingulares, aplicando 2.4.3.1. se tiene,

v, () = v, ()

bz) P<g; Sea s € E, existen fs y f; generales de v, tales

— — 8§ " — 1.2\ — QS
que, v, ( hE ) =( fs’ha ) = Bp+1’ Y, (ha) - (fs’he) - Bpﬂ'

( salvo constante que depende de la normalizacién, y no influye en los
calculos ). Aplicando 2.4.3.1.,

( fs,hE ) <( fs,f; )y, ( f;,hE ) < ( fs,f; ). Lo que prueba que si

(f|h ) 2méx (f|h ), se deduce que, existe una curva hg de

s€E
contacto maximal de género p asociada a E con,

0
(hg|h)) 2 mdx (£ |h_)
sEE

Y se tiene, v_( hg )= B;l y ademds r ¢ E, lo que es imposible.

Por tanto,
(frlhE) < Té: (fs|hB)
Si s, € E, tal que, ( fsolhz ) = 1:12: ( fslha ), se tiene,

( frlha ) < ( f$0|hE ), y si f;o cumple que,
(f;o|hé) = Té: €©Mh) y ()< (f;0|h;3).
Como (h b)) < (f |f )y,
0 0
(ylf,) = G315 = Byl) = Byl
se tiene, (f|h )= (f|h), y por lo tanto,

v, (h) =, ()
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2.4. El contacto maximal para familias finitas de valoraciones
divisoriales.

24.1.
Sea v una valoracién divisorial. Recordar que una familia
[ Qi ]i - de elementos de m, se dice que es una sucesién generatriz de
v, si para cada f € R, se tiene,
v(f)=mix. { a/fe P, }
donde Poc’ es el ideal de R generado por:

{5 o/ zyoiq)za)
€1 JE1

Los exponentes de Puiseux asociados a v, pueden calcularse sin
realizar transformaciones cuadréticas. Ver 1.8.

Se llama género de una valoracién divisorial, v, a un nimero
natural go, tal que, gD + ¢ es el mimero de elementos de una sucesién
generatriz minimal de v. La definicién es correcta, pues todas las
sucesiones minimales tienen el mismo nimero de elementos. En otras
palabras, go es el género de las curvas dadas por elementos genéricos
para V, 0 es uno menos, segin que, el dltimo divisor en el grafo dual
( es decir el que define la valoracién ) tenga valencia | o 2en el
grafo dual.

En lo que sigue, salvo que se advierta lo contrario, supondremos
que las valoraciones estdn normalizadas con v ( m ) = 1.

2.4.2. Definicién
Sean { DV, Vs e U }, una familia de valoraciones divisoriales

LY
distintas, y g =8 ', re ], los géneros de estas. Definimos para

peZ,pZ-l,é’={reI/gr2p }v.TPc &( &), asi,A e T,

A
si y sélo si, existe hA € R, curva de género p, analiticamente

irreducible, tal que, v(h, )= B;l, para todo i€ A( B;ll es el
p+1-exponente de Puiseux de v, ).
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Si A= { E;, . E': }, es el conjunto de maximales de T® para
la inclusién y & = { h;, s h': }, una familia de curvas h:;, tales

que, h:; es uno de los elementos h i jE€ { I, ..., m } El conjunto &8
E
P

se llama ramillete de curvas algebroides con contacto maximal de género

p con la familia { V0, v }

2.4.3. Proposicién

A
Sea { V5V, e O } la familia anterior. Para cada h € F,
escribiremos v(h)=(v(h)yv(h), .,v(h))e Q" Si

peZ p2-1, Ee Ay h, h son dos posibles elementos de .4
asociados a E, entonces,

v(h) = o(hy).

Demostracién
Primero probaremos el siguiente,

Lema 2.4.3.1.
A
Sean fl, f » hl, hz, curvas dadas por elementos algebroides de R

A
( como habitualmente, fi representa el elemento de R y la curva
algebroide asociada ). Supongamos que, fi es equisingular a hi para
i = 1, 2. Entonces:

) Si (f|f,)S(h]h)), se tiene, (f.f,)2(h.h ) >
es el orden lexicografico en 7%, lo representaremos 2 ).

ii) Si ( fl|f2 ) = ( hxlhz ), se tiene, ( fl,f2 ) =( hl,h2 ).

Demostracién 2.4.3.1.

A
Si { X,y } es un sistema regular de pardmetros de R, el desarrollo

H-N de fi( hi ), i =1, 2, por ser equisingulares, serd:
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i ;
n
(1) (i) 2 (i) o (i)
y=a - x+a02x+ +a0hox +x z

.
1

SR
x=gi) 1 ,0)

1 2

h;i h;i
z(;)=a(;) iz(;)+' (1) (f) l+z(f)lz(f)
l 1 1 1 1
-1 k
sl sl' A sl lhs sl s1 sl+l

1

ki
.8
zW =g 4
1 1 1 1
s -1 k s
8. g. 8. 8

Escribimos l; =h' -k con 0<;< g Supongamos,

(h|h )=

i) Si cos

iy Si
)Slco

qoco )-

, 2 WY %% Y
= l;) +1; i=1, 2 P, es el indice de separabilidad de
0

h LY h2 entonces,

Ademds,

0<c<

[D] cap1

= £ 1
() = min { e By oo Bpi )

si (qc) es un par, tal que, 0Sq<p y

1,2 R 1.2
min { lq,lq } y £§(qc)= eq_qu +cee. (Ver 226. y

). Se tiene:

124



i) &(qc)<&(q,c’), si y sblo si, (qc)<(q’,c’) para
el orden lexicogriéfico.

i) & qe) <& p,) =min { ¢
Bz =‘-1 =oo).

+1
32 g l+l

22 2 al .
. Po+l’eP0BPO+l } ( Escribimos

Pongase, ( fl|f2 ) = ( q,c ), se tiene,
A) Si (hl,h2)=§(q0,c0); OSqOSp0=p ( indice de

- . . 1 32
separabilidad de fl y f2 ); 0 < < < min { lqo,l‘1 }

142 0
Al) ¢ € min { lq,lq ], entonces,

(€.f) =8Cac) y (que )< (qe)

por tanto, (h,h ) =& (quc ) <& (qc)=(f.f)

A2) Sic = lp +1= lpo + 1, donde,
1 g2

Py lpey } se tiene,

lp‘Po’ =min { 1

(h;,h) = € ( qyC, ) < € ( Py ) = (fl,fz)-
B) Si ( hl,h2 ) =& ( P, ), estd claro que,

(hh )= (p, min { 1;)0+1, 1;°+1 by y (£1£) 2 (h|h )

p=p, indica que, (f1f,)=( hl|h2 ) y, en consecuencia,
(fl,f2 ) =( hl,h2 ). Esto prueba i), y el apartado ii) es trivial de
i).

2.4.3 Demostracién
Si h,=h’ el resultado es obvio. Sea, pues h_#h  y f un
elemento general de v, probaremos que, v (hE) =0 (hé), re L

a) Si r € E, entonces,

Dr(ha)zur(hé)=ﬂ;-1’
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2.4.4. Definicién
Llamaremos valor de contacto maximal de género p € Z, p 2 -1,

asociado a la familia de valoraciones { Vs Vg oo O } a,
—_ —_ 1 m
2 = H V0, e O ) = { p(hp), e (07 }
donde, @ = { h;, s h': }, es el ramillete asociado a

{ D, Vs ooy U } con contacto maximal de género p.

Y llamaremos valor de contacto maximal, asociado a la anterior
familia a,
suplg)

’1 m r€1
v= | V0, e D } =B;, - B UF;J 2.

2.4.5. Definicién
Dada una familia { Dl, Vs ey ’l)n } de valoraciones divisoriales,

se dice que la valoracién v, I, € I, es especial, si existe otra
0

valoracién v, re L r# I, tal que, todo elemento general, h, de Ch

0

es una curva de contacto maximal de algin género con V.

Se suele decir que v es especial respecto a V. Puede ocurrir
0
que existan varias  valoraciones especiales entre si, entonces, se

elige una al azar y el resto serdn especiales respecto a ella.

2.4.6.
Las anteriores definiciones de contacto maximal, dan buenos
resultados para familias de valoraciones cuyo grafo tenga todas sus

marcas nulas, como luego se indicar.
Para el caso general, modificaremos las definiciones en la forma
siguiente, siempre para una familia de valoraciones divisoriales

{ Ve O }.
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*

L3 : *
A) HP = { E;, s E';' }.DondeE]') € £ &)1<i<m yestd

formado por los conjuntos de . y otros E;, m 2t>m, E:) ={1},
donde V, es una valoracién, tal que, g=PYVY indica una marca en el
grafo del conjunto de valoraciones. Es trivial que si no existe
ninguna de estas valoraciones AP = A,

* * .
B) #4?= [ h;, ,h': }, h;, 1<i< m, son las curvas
algebroides irreducibles de @. Para cada E; = { 1 }, h; es un elemento
general de v, tal que, su multiplicidad con el resto de los elmentos

%k
de 9B® es minima. Adem4s, los elementos de este conjunto se tomaran

distintos entre si.
1))

* * *
PP = 2(v 0, .0 )= { @), ..., o@™) }
12 n =S p -t p
y se denomina, valor marcado de género p de contacto maximal asociado a

la familia { V5 V5 v VO }
D. El valor marcado de contacto maximal asociado a la anterior

suplg }
. x % r€1 4
familia sers: ¥ = ¢ { v 0, .. v} =@, .. BHU U PP,
p=0

2.4.7. Teorema

Sea { V5 Vs e U }, una familia de valoraciones divisoriales,
tz:cles que, v, V,, .., U, son especiales, k < n. Entonces, a partir de
2( VD s VO ) se puede determinar G ( V5 0y v O ).

Demostracién
Empezaremos demostrando el siguiente resultado.
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[\

4.7.1. Lema
Sea { VU e O } una familia de valoraciones, tales que,

ninguna es especial, ni indica marcas. Entonces,

*

? ( Vs Vg vy O )= Y( Vs Vs ey U ) permite determinar
G ( V5 Vs e O ).

Demostracién 2.4.7.1.

Si fr es un elemento general bien elegido de v, necesitaremos
sélo:

a) Los valores B;', 1=0, .., g + 1, asociados a cada V.

b) Los nimeros ( fr,fs parar,s€ L, r #s.

Los nimeros B;' nos dan el grafo de cada v Y, el nimero de
interseccién  ( fr,fs ), indica el nimero de puntos infinitamente
préximos comunes entre los asociados a vy,

Podemos suponer que el conjunto de valores de v esZ, siendo aqui
la normalizacién con grupo de valores Z.

Para cada indice r € I, sea f; un elemento general de v, tal que,

129 - ] :
[33;l = ( fr,fr ).SiJcly,
pr, " —— 7
es la proyeccion J-ésima usual, pondremos,
Pr,(‘f(‘l)l,vz, Un)) = { pr(p)/ p € YO0, . V) }
Entonces:
o __ 2.
[30 = min { prm( 1(1)‘,1)2, e Un) ) Y,

B =min { ye prm( AV, 0, ) )/ m.c.d.(‘y,e‘;_l) < e';.l }

En [ C ], 4.3.10., se hace la prueba de los resultados anteriores
para curvas algebroides irreducibles analiticamente, pero,

pr(r](‘i(‘ol,l)z, )= Pm) c v(R{0})cS(f)
y, By € %v),

la igualdad es, entonces, cierta.
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Los valores e'; son los descritos en 1.5.B y C.1 para la curva f y

pueden deducirse de B‘;'. ( Ver 2.1.1.).
Los valores anteriores, se iran obteniendo  mientras
med. (B, ...B")>1LY g serd el indice que cumpla,
m.cd. ( B, B;', vy B: y=1.
r

Parar,s € I, r # s, definimos,

T, = mix { p<min {g‘,gs}/ (B"):l,ﬁ";l) € prh's}(i(‘ul,oz, - un))

a) Supongase que g #*8. Tomaremos 8 <8 (si g <8, se
obtiene analoga conclusién ).
< .
m <8, por lo tanto, m, S8 <8 Consideremos,

@ B ,)=(Eh, Eh)

para h, curva de contacto maximal de género Tt 1 con V.
1 1 = = i <
i) Si, T+ 1 gy m+ 2 g, se tiene, ( frlh ) < ( fs|h ).

Entonces, (f |f ) < (f|h), y en conclusi6n,

e dn
r.s— eS es
L g [ D ]33.5.

ii) Si i) no se verifica, considérese,
= ’8 - ’ ’
G, 8" = ( &b, )

siendo h’ una curva de contacto maximal de género gs-l con V.

T+ 2 < g, nos indica que, ( h’|fr ) <( h’|fs ) y entonces,
( ft|fs ) <( h’|fs ), luego,

(f_.f)

g -1
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b) Si 8 =8, pongamos g = g = g.
i) Si m+ 1 < g, |utlizaremos el método a).

Resumiendo, hemos obtenido ( fr,fs ), a excepcion del caso en que
no+ 1= g =8 Ademds, en este momento no conocemos atin los valores

B;'+ p T € L Esto lo haremos en c).
r
c) Definimos sobre I, la siguiente relacién de equivalencia,
r,se€ I; r R s, siy sélo, sinm+1=gr=gs.

Considérese, I1/R = { f'l, fz, - fm } P={r,r

Despues de aplicar a) y b), obtenemos (fr ,fr ), para

k,qe { 1, 2, .., m }, k # q. Entonces,

r T T
io={r=theh .., tu]: } = {tl,tz,...,t“}
k

tl<t2<...<t .
(Utilizaremos esta notacién si no estamos interesados en k)

Sea,
B = { v(h)e 1(‘01,1)2, vevs Un)/ h no es general

de ninguna valoracién v, r € I }

Podemos obtener #- B, porque sus elementos son n-uplas de %
tales que, no contienen ninguno de los valores B’", 0 < p < g, en la
proyeccion de indice r, r € I. #tiene sélo un elemento con esta
condicién para cada r € 1. Entonces %- B, tiene exactamente n,
n-uplas, estas son,

r—
{g-1_)(hr)/hresgeneralde1)r }rGI
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Escribiremos #/- @ cOmo una matriz n x n,

all a12 aln
321 a22 azn
A=
a a
L nl n2 annj

— ,00
(a’a,-":am)_é

3, para C € L{“,reI.

A continuacién, consideremos la submatriz de A,

siguiente:
] a, a .. a |
1 2
a a .. a
% 2 2
ll t2 t
e . . .
a a .. a
- 1 2 M- nxL
donde,

(a,a_,ona )=((Eh) (£h) . (f h)),
1 2 7 1 2 n

para h elemento general de v o0
Conocemos estos datos si r ¢ i'k, entonces, en A’ omitimos estos

mimeros. Si existen dos o més filas que coinciden con una, omitiremos

una cualquiera.
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Tomaremos,
( (f‘l,h l) (f'l’h l) (f:l’h l)
(le’h 2) (fll,h 2) (ftl,h 2)

A’, =

h ,
LAY ¢, )

hp es un elemento general de Uo(p)’ p e { th by v tu }
Sean h’ y h elementos generales de VoYY,
1 1
le { 1,2, .., p }, 11, probaremos que, v (h’)>v (h).
1 1
t R t, entonces, g = |+ 1= g =8 - Tambien,
11 1 1

t t t t t t
h' k' +1=h' -k'+1,y( |f)2(glh' -k'+1).
s g -l s g-1 t !t s g-1

g1 gl 11 g1

Puesto que, ( ft [’ ) =(gc’ ) >( ft If: )Y,
1 1t

t 1 t t
. 1ol 1y 1
a) min {e e
) min {e! B e !B ')
v ) =( f)=1
1 11 too bt bt
b) e +ce e =¢ >+
) g-1" 8 g 8 g-IBs
t t
+cele !
g 8

Se tiene en ambos casos que, l)l( h’)> Du( h ). Por lo tanto,
1 1

t
’ — > 1 —
U‘l(h )-Bgm_méx { a"‘l/pe { L S tu } }
1

Ademds, si a, = ‘Ut( h’ ), entonces, al,p = ( ftl,fp ), para

1 1
pe{t,t, .. b bLp#t.
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Repitiendo el procedimiento para Ly v tIl y para cada clase de
equivalencia i‘k, completamos todos los datos precisos para obtener el
grafo dual G ( Vs V5 vy U ).

2.4.7.2. Nota

En el lema anterior, se ha supuesto que las valoraciones estan
normalizadas sobre Z. Si consideramos para definir el conjunto %
normalizaciones de v, con v ( m ) = 1, siempre podemos poner [3(’)’ = 1;
Y

By = min {ve Pr,)

p-1
(%1’02, evey Dn))/‘y E Z z_,_ B:lr }
q=0
para 1 < p < g, rel ( ver [ C ],4.3.10. )

Si ademds, e; se define como el vnico mimero natural, tal que,
e(; BF’; €z,0<p<g ymcd (e; B(;', v e; B;’ ) = 1. Obtendremos
la normalizacién sobre z, e(') v, que utilizabamos en el lema anterior.

[N

4.7.3. Lema
Sea { V5,V ey U }, una familia de valoraciones divisoriales,
tales que, v, 1 <r <k, son especiales ( k < n ). Supongamos que
ninguna indica una marca en el grafo asociado. Entonces, el conjunto
‘f/k( Vs Uy e U ) = /¢ V), 0y e U ) permite  determinar el

grafo.

2.4.7.3. Demostracién
Sea J = { k+1, k+2, ... , n } c L. Ninguna de las valoraciones
[ Ve O } es especia,, ni da marcas. Considérese

pr, /¢ VsV, e V) = o,

se obtiene G( Ve O ). Para obtener G( V), Vs e vn), basta
con completar el grafo anterior con la informacién que dan las

ey 1)n) y aplicando 2.4.7.1.

valoraciones especiales.
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Supongase que hl, k + 1 £1 < n, es una curva de contacto maximal
de género r con v, Tomense los valores Ds( h: ), para 1 < s <k, ( Por
2.4.7.1. los exponentes B’ asociados a V_son conocidos ) que muestran
los valores (h:,fs ), donde fs es un elemento general de v, lo que

permite obtener n:l = #B ( h:fs ). ( Aplicar 1.5.B y C.1.).
Para cada V,, tomaremos su desarrollo H-N como en el capitulo 1 y

su grafo dual, si H(j)=X h " el mimero de divisores de la estrella
d<j

i, serd, H( si) + 1. Escribiremos n: este nimero y si ";1 > n:,
entonces, V_ es especial respecto a vy tendremos que afiadir al
divisor de peso H( s, )+ 1 de v, otros divisores libres con pesos

H( s, )+ 2, ..., H( s, )+ 1+ nil - n:. Este método completa el
grafo.

2.4.7. Demostracién

Las mismas técnicas de 2.4.7.1. y 2.4.7.2. prueban el teorema,
pues la eleccién de curvas en & de manera que tomamos diferentes
elementos, garantiza el resultado.

La prueba se ha realizado de esta forma, en lugar de directamente,
porque si ® es una sucesién de transformaciones multicuadriticas,
tendrd asociada una unica familia de valoraciones como las de 2.4.7.2.
( cuya sucesién asociada es ) y de este modo, se ha probado que
2( V5V, e O ) determina el grafo de 7.

2.4.8. Notacién
Sean € N, n > 0, tomese el conjunto,

W={@k/Acaike Nk<n }

y en €l la siguiente relacién:

135



i) k =k
(Ak)S (Bk') & -
ii) Existe o€ Jy 1€ J;_k tales que

={(oGr, @tler,, )/
/a € A}

la accién de las permutaciones es
sobre los fndices.

U denotard el conjunto cociente Uﬁ/S.

2.4.9. Teorema

Sea { V, 0, e VO } una familia de valoraciones divisoriales.
La clase de equlvalenma X 7/(\) 70,50 ) K ) € U es un invariante
(numérico) completo de la clase de eqmvalenc:la discreta de
{ Vi, Vs ey O }.

Demostracién
Si { Vs Vs oo O } y { Vs Vg5 oo U } son dos conjuntos de
valoraciones divisoriales, tales que,

(20,0, v ) k)S(F (0,0 . 0K ),

entonces, k = k’, esto es, el mimero de valoraciones especiales es el
mismo. Y podemos decir que, para una reordenacién de indices que no
modifican el grafo, se tiene,

* *
7/(1)1,02,...,1)") = 7/(01’,1);,...,1)’)

n

y las valoraciones de indice r < k son especiales. Por 2.4.7. los
grafos coinciden y las familias son discretamente equivalentes.
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Reciprocamente, sean { Dl, 1)2, vees 1)n } y { 0;, ‘0;, . ‘D; } dos
conjuntos de valoraciones discretamente equivalentes, para una buena
reordenacién de los indices, vy 1): tienen el mismo desarrollo H-N, a
excepciéon de los valores aij y z ( ver cap.l ). En la ordenacién,
colocaremos primero las especiales.

Sea E€ £ (v,v,.,0 ), E={r,r,..r } Sihes
un elemento asociado a E, h tendrd género p y el desarrollo H-N, para
la base { XY}, (Z, =X+ =x Z =Y+ (M) =y € Rih))
siguiente,

h h
2 0,0
= coot
y=a, x+a X'+ aOhox +X 'z,

h
X=Z 1Z
1 2

[2.49.A.]

Este desarrollo, coincide con el de v, 1 <£j <1, al menos hasta

K +c-1 ]

el término a z ’ para diferentes Z ( ver [ S-1I ]
sk +c-1 s ’ i ’
PP P

6.8.).

%
— P
Sea E = { r } € M(V,0, ., V) - WA V, V) e V)
Entonces, h asociado a E, serd un elemento general de vy
q
tendremos para h, un desarrollo como [ 249.A. ] ( con diferentes z,

-1<j< s ) salvo que el iltimo término coincidente con
ke vo1
[2.4.9.A.] puede ser, 8, .o %, para ¢’ <c, y los términos

P
restantes indican minima multiplicidad con los elementos de
*
P
M V5,0, e ).
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* *
Puesto que, MY V, 0, V)= MY v, v, ., V),
podemos encontrar, h’ asociado a
*
E = { LIS RRERE 4 } e M¥ 'o;, 1);, ves 1); ), con desarrollo H-N,

h h

2 0,.0
=a’ x+a’ Xx+...+a’ ?
y=a  x+a +a0h0x +X Z)

h _,
=z’
X 1 122

k kp+c-l
z’ =a’ Z’ +...4a’° z’ + ..
s -1 s k s s k +c¢c-1 s
P PP

[ 24.9B. ]

Este desarrollo es ( para una buena base { XY } ,
Z’l = X+(h’) = x; Z(’) =Y + (') =y e R/(h’) ) el mismo que el de

kp+c-l
v,V , .. vV hasta, al menos, el término a’ z .
rl r2 rl spkp+c-l sp

Por lo tanto h y h’ son equisingulares. Y para r € E,
- ’ ’ — [ptl
v (h)=v.(h )—[5r

De forma parecida, si,
%
E={ r } e £°00..0)-B0)0},..0),

existe h’ con desarrollo como [ 2.4.9.B. ] pero, con \ltimo término

kro1
coincidente a; f ver1 z; ; ¢’ <c¢, y minima multiplicidad con los
PP P

elementos de Qﬁ*p( v, V), ., V).
- 5K
Entonces, h asociada a E = { T } e MY Vs Uy e VO )Yy b’

- * - -
asociado a E = { r } e MY V!, V), .., V') son equisingulares y
parar € E,

v (h)=v.(h)
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. Supongase, ahora, que se¢ E ( maximal de
%
M V, 0, e V)= WAL v, V), ., V) ). Existe T€ E, r#s

con ( fr|f s) = ( f;|f; ) ( donde f;, fl denotan elementos generales

cualesquiera de Vv, yv,parale { 1,2, .,n } ).
Si h y h’ son como se indicé anteriormente, se tiene,

Gf) = €If) ¥ ®|F) = €|F)
y entonces,
v (h)s= (hf) = 243.1) = (h’,f;) =v (h’)

( salvo la misma constante para las igualdades interiores ), y podemos

decir;

(0l(h),02(h), ...,un(h))= .
=( u]’( h’), u;( h’), .., o;( h>’))e 7/”(1);,1);,...,0"‘),

para cada p < sup. { 88,8, } ( = sup. { g;,g;,...g"l } ), como
conclusién,
o0 0,00) € P00y
(01,1)2,..., ) e (ol,nz,...,on))

Por simetria, se prueba la contencién contraria y tras

reordenacién,

( 200,00k ) § (2P0, )k )
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2.5. Equivalencia discreta de familias finitas de valoraciones A,D
y E.

2.5.1.
La relacién entre valoraciones A,D con las curvas algebroides,

permite un desarrollo similar al descrito en este capitulo, para
conjuntos finitos de valoraciones de los tipos A, D y E.

Sea { V), V5 e VO }, una familia finita de valoraciones como
las anteriores, ‘en la cual las valoraciones de tipo A y de tipo D son
distintas entre si, por el sistema descrito en 2.3.3, de explotar en
centros puntuales de alguna de las valoraciones, podemos obtener una
sucesién de transformaciones cuadriticas,

(Tt):...XN+———>XN——>... > X —s X > X

nN+l 1!2 ﬂil

1

donde, cada transformacién T es como la descrita en 22.1.,
verificando ademds para i » O: ‘
a) Los puntos Pi_l‘i son libres ( No son corte de dos componentes
i

del divisor excepcional ).

b) La componente Li'j tiene un dunico punto P 1j centro de
i i

explosién de 7.

El mismo método de 2.3.3., asocia a la familia { v, v, .., v_}
un grafo con cotas y marcas, pero con un conjunto de vértices infinito
si aparece alguna valoracion A 6 D, que denotaremos
G( 1)1, 02, e O ).

Ademds, si T es una sucesién de transformaciones cuadrdticas como
la descrita, se llamard asociada a valoraciones A,D y E y poseerd un
mimero finito de subsucesiones simples, bien finitas como las definidas
en 223, o bien, infinitas que se definiran como subsucesiones
simples 7’,
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@ ... x™1L__,x™M, _ ,x® ,x0) ,x

nM+l nZ T 1

de centros, Po’ P, .., P.., taes que, Pi = Pi'ji+l e L.

2.5.2. Definicién
3 ’ ’ ’
D?S conjuntos { V5 V5 ey O }, { VL0, s V) } de
valoraciones A, D y E se dice que son discretamente equivalentes ( o
simplemente, equivalentes ) si,

~ ’ ’ ]
G( Vs Vg ey U ) = G( v, v, . U ).

2.5.3. Definicién
Sea v una valoracién A 6 D, llamaremos género de v, a un nimero

natural, gu, tal que, gD+Z es el nimero minimal de generadores del
A
semigrupo de valores ¢', donde, v es la tnica extensién de la

A A
valoracién v a una valoracién de F que domine R. ( Para las notaciones,

y la constatacién de que dicho género estd bien definido, ver Cap.1 ).

2.54.

El semigrupo de valores de una valoracién divisorial estd
contenido en @. ( valoraciones v, con v(m) = 1 ). El semigrupo de
valores de una valoracién A 6 D estd incluido en Z @ @. Si se considera

la inclusién,
i:0—zZ®a

i(a)=(0,a), a e @, pueden considerarse ambos semigrupos incluidos
en Z @ Q, dotado del orden lexicogrifico.
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Cualquier valoracién v, A 6 D verifica ( Cap.1 ) que, existe un

A
elemento de F , fo’ asociado a v cuyo desarrollo de H-N es el de v,
A

salvo las excepciones de los z, obvias, que ademds, permite definir v,
y por lo tanto v, a partir de los pares de contacto con é€l, y,
A

V( f) = ( 1,0 ). Por definicién, a este elemento le llamaremos general
de v.

El resultado 2.3.5., se verifica y prueba de forma similar a la ya
expuesta, no siendo necesario para cada valoracién v no divisorial, mds
que su elemento general que habrd que incluir en la familia.

Las definiciones y apartados 2.4.3 a 2.4.6 se tendran de forma
inmediata para las familias ahora estudiadas.

Y tambien, como invariante numérico de la equivalencia discreta de
familias de valoraciones tendremos la clase de equivalencia de
( ?'j( Vs Vs s O ), k ) € Un, siendo la prueba de este hecho
2.4.9.

2.5.5. Teorema

Sea 7 una sucesién de transformaciones multicuadraticas finita o
una sucesién de transformaciones multicuadrticas asociada a
valoraciones A, D y E. Y sea, [ V, 0, e U } la familia de
valoraciones divisoriales (o, AD y E ) que son biyectivas a las
subsucesiones simples de 7. Si las k primeras son especiales, la clase
de equivalencia, respecto a la relacién S, de
( 75( V50, e D ), k) € Un es un invariante  numérico
completo de la clase de equivalencia discreta de 7.

La demostracién se sigue de las observaciones anteriores.
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Capitulo 3 Valoraciones asociadas a un germen
de foliacion plano.

3.1. Introduccion.

3.1.0. Sea ( X, ¢ ) una variedad analitica compleja no singular
de dimensién dos. Sean Q el haz de germenes de K-formas diferenciales

holomorfas sobre X, Q el haz de dl-élgebras graduadas:
*

P 1 2

Qx = Qx ® Qx @ Qx

con la multiplicacién dada por el producto exterior de formas

diferenciales. La diferencial exterior da lugar a una C antiderivacién
E3

de grado 1, d: Q* Q.

Definicién Una foliacién singular sobre X ( de codimensién
uno,para que tenga sentido no trivial ) es un (%( -submédulo localmente
libre de rango uno, g}[, de Q = Q}l{ que satisface la condicién de
integrabilidad, 3 A d J = 0. Esta condici6n, equivale a decir que para
todo punto P de X, la fibra gf[P estd generada por una forma diferencial,
® que es integrable porque, obviamente, satisface ® A dw = 0.

La anterior foliacion se dice saturada si coincide con su doble
ortogonal para el acoplamiento natural:

onx(-)x——> a.

Dicho de otra manera, si para cada P € X los coeficientes de un
generador de ;ﬂ]P en una base de QX.P no tienen factores comunes.

Definicién Se llama distribucién de dimensién uno sobre X a

cualquier 6;-{ -submédulo localmente libre de rango uno, EB, del espacio
tangente G)x.
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Si @{ es una foliacién singular de codimensién uno sobre X,
saturada, se le puede asociar una distribucion B ( & ), que es el
submédulo ortogonal de J respecto al acoplamiento <,>.

En este capitulo, foliacion significard foliacién singular de
codimensién uno, saturada.

Definiciones Si J es una foliacién sobre X, Pe Xy @ € Q p UN
generador local de & en P.

l- Un germen fe & p €S una integral primera de ¥ en P si
o Adf =0.

2.- f es una integral primera fuerte si df = u ® para alguna
unidad u € 6?: P

3.- Un germen f € dlxy que se anula en P es una separatriz de ¥
en P, si existe una dos-forma diferencial | € Q; p cON oAndf=1nf.

Las anteriores definiciones serdn de integrales convergentes. Si

A
se modifica (95( p Por (%( P completado m, ( maximal de 6}( » ) -ddico

serdn formales.
A
Una separatriz formal es un dato f € (%( p CON @ A d = nnf para

ne 32 =Q ® /(\Il .
X ,P X, P X,P

Un resultado debido a Camacho, Lins y Sad [ CLS ] y redemostrado
recientemente por J. Cano [ Cj ], por un método constructivo, afirma
que si ¥ es una foliacién, para cada P € X existe una separatriz
( local ) de ¥.

Un subespacio Y de X es un invariante para 3 en P € Y, por
definicién, si D ( IP ) IP , siendo D € ®xy un generador de @P e IP
el ideal de Y en el anillo & = Tambien puede decirse que J es
tangente a Y en P. Nos interesari el caso de curvas invariantes
analiticamente reducidas.

144



Defmicién Un subespacio Y € X esuna rama formalenP € Y si

A A
dim, m . (%(’P/ I = 1, siendo IP es el ideal de Y en %,P. SiY es

invariante para 3 en P, la rama se dice integral.

Proposicién Si J es una foliacién sobre X y P e X, ramas
integrables y separatrices formales son una misma cosa.

Demostracién Sea { x , y } un sistema regular de pardmetros de

‘%c.?’

© = a (x,y) dx + b(x,y) dy

un generador local de ¥ en P, a(xy),b(xy)e (%( =
Un generador de B( J )P sera:

D = b(x,y) —‘;T - axy) -——
Sea I el ideal de la rama formal Y, serd principal y generado por
A
fe 6}( >
_ af
o A df =( b(x,y) —— 2y + a(x,y) —=— ) dx A dy.

Que Y es rama integral significa,
af af
D(f) = b(xy) 55~ + alxy) 53—c< @
A
luego, D(f)=gfconge 6%(.? . Y deducimos,
A
(o/\df=f[g [dXAdy] ] =fnine @,
por lo tanto, f es una separatriz formal.
Reciprocamente, si f es una separatriz, se tiene,

fn=0Adf = [b(x,y) —g)t;— + a(x,y) g—i—] dx A dy.
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A
Por ser dx A dy generador de Q;'P, es trivial que,

b(x,y) —25— + a(x,y) —%— =gf

A
con g € 6;( P luego ( f ) estd asociado a una rama integral.

3.1.1. Evolucién por transformaciones cuadréticas

desingularizacién.

Sea ¥ una foliacién de X y m: X’ ———— X la transformacion
cuadritica centrada en P. Si m* es el funtor imagen inversa de
(%( -médulos, la primera sucesién exacta asociada al haz Qx proporciona
un morfismo canénico:

vt Q —— QO
tal que, si Q € X’ cumple ©t ( Q ) = P, y se tiene,

n*Q] _
[ X Q"Qx.P® 05('.Q
&x

Ademds o € QX,P , implica que, y (0 ® 1) € Qx'Q’
Sea g&]& la imagen de la composicién de morfismos siguiente:

W ———* Q —————— Q

Es claro que gl{& es una foliacién de X’ (no saturada).

Definicién

El doble ortogonal para el acoplamiento <,> de & se denota J ’ y
es el transformado estricto de ¥ por 7.

Si © genera ¥ en P, el germen de imagen inversa de ® por % en Q,
genera é]{& en Q.

Definicién

Un punto P € X, se dice singular de la foliacién F, si gI{P estd
generado por una forma diferencial que se anula en P.
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La singularidad P, se dice no dicritica si el divisor excepcional
obtenido al explotar en P es invariante para J ’. Si no lo es serd
dicritica.

El valor:

o (F,P)=mix {t/F cm Q]

se denomina multiplicidad de ¥ en P, y si 3{? estd generado por la forma
diferencial,

o=a(x,y)+b(x,y)

para [ X,y } sistema regular de pardmetros de d}u’, se tiene:
v (F,P)=min { va xy), v,0xy) }
donde, v (a(xy))=v(a) [Dp(b(x,y))=1)P(b)] es la

multiplicidad de a( x,y ) [ b(xy ) ] € &, ., relativa al maximal.

Siv(F.P)=ry,
r mp'
er( &p) =

cer (g, .

m r+l
P

Este tltimo anillo es el anillo graduado natural de (%( P
Para r 2 1, puede definirse la aplicacién lineal:
1 1

L(D,P):GT(C%(,P)———) 031'((%(’P

)

1 1
definida, L(D,P) (In(f) )=In( D(f ) ), para D generador de
&. Que se llama parte lineal de J en P.

Definiciones

Sea P e X.

1) P es un punto regular de ¥, siv(  , P) = 0.

2) P es un punto simple de ¥, si cumple las condiciones siguientes

2i)v (F,P)=1

24ii ) L ( D, P ) tiene dos autovalores A y p distintos, al menos
uno no nulo, tales que, A / |1 € @* ( estrictamente positivos )
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Si F se ha obtenido tras wuna sucesién finita de
transformaciones cuadriticas ( centradas en puntos de divisores ya
obtenidos ), en el espacio X existe un divisor:

E=EluE2u...uEi
donde, Ei es la iltima componente irreducible de E obtenida.

SiPe E n Ej, parai # j, y P es simple, a P se le conoce con el
nombre de esquina simple. En nuestro lenguaje, puntos simples serdn los
que lo son segin la anterior definicién pero no son esquinas simples.

Los puntos singulares, que no son simples ni esquinas simples, se
llaman puntos singulares fuertes de J.

Dada una foliacién 3 de X, desingularizar el conjunto de
separatrices formales es obtener una foliacion ¥ ( k), tras una
sucesién de transformaciones cuadriticas:

S={1t(i): [ XG),3G) ] — [ X(@i-1), FG-1) ]

centradas en P(i-l)} i=1..k

donde, - F(i)=(F(i1))
- (X, F)=(X(0),F(0));P(O)=P;y
- m(1)m(2)..m(i)(P(i))=P ,paraic<k

De modo, que las separatrices cumplen :

a) Son lisas y disjuntas.

b) Ninguna incide en el corte de dos componentes irreducibles del
divisor.

c) Todas son transversales al divisor al que cortan.

Y desingularizar completamente la foliacién J es obtener una
foliacién J( k ), tras una sucesién § de transformaciones cuadréticas
como la anterior, tal que, g{( k ) no posea singularidades fuertes y sus
separatrices formales esten desingularizadas.
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Teorema 3.1.1.
Si ¥ es una foliacién, ¥ puede desingularizarse completamente
(Ver [ CLS ] pag. 169 ).

Si F(k) es la foliacion transformada de J y desingularizada
completamente, los divisores no dicriticos poseen un mimero finito,
posiblemente nulo, de puntos simples. El corte entre dos divisores no
dicriticos es esquina simple, y esta es corte de dos separatrices, que
son las componentes del divisor que definen el punto. Ademds, los
divisores dicriticos estan formados exclusivamente por puntos
regulares, incluso en los cortes con otros divisores. Por ser dichos
divisores no invariantes y para que en ellos haya un punto simple,
tendrian que pasar por €l dos separatrices formales, pero al estar
desingularizadas esto no es posible.
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3.2. Equirreduccion de foliaciones.

Con la notaci6n y condiciones de 3.1. Sea 3 una foliacién sobre X
con P € X un punto singular fuerte.

3.2.1.Fl grafo dual finito

Sea § 1la sucesion de transformaciones cuadriticas que
desingulariza J completamente en el entorno de P. Podemos asociar a J
un grafo dual con cotas y marcas ( Ver cap. II para definiciones y
notacién ) del modo siguiente:

Tras la explosién m( i ), aparece el divisor E = E(i) cuya
descomposicién en componentes irreducibles es:

E(@) = El(i) VE@u.. v Ei(i)
Ej( i) es el transformado estricto de E,-( i-1) para j<i, por la
transformacién n( i) y,
E(@)=n(i)” [P(i-l)] .
El grafo dual GEPI viene dado de la forma siguiente:

a) Véttices V={1,2,..,k }.

b)Arcos { ab } € Ba, b e V,siy sélosi,
Ea(k)nEb(k);éQ). |

c) Cotas o Pesos h( 1) =1; Si e(E(j-1),P(j1))=e es
el nimero de componentes irreducibles de E( j-1 ) que pasan por
P( j-1 ), podemos poner,

e=1y P(G-1) e Ea(i-l), entonces, h(j) = h(a)+1

e=2 yPGl)e Ea(j-l) N Eb(i-l), entonces,

h(j)=mix { h(a), h(b) } + L.

”

En otras palabras, h ( j ) representa la " edad " o momento de
aparicién de la componente j.

d) Marcas m (j ) = cardinal { P € E( k), tales que, existe una
separatriz formal distinta del divisor que pasa: por P }

En consecuencia, el grafo anterior se denomina grafo dual finito

asociado a la foliacion ¥.

150




3.2.2. El grafo dual infinito

Construimos en este apartado una aplicacién 7y, que inyecta el
conjunto de grafos duales con cotas y marcas finitos en el conjunto de
dichos grafos infinitos.

Sea G = Gy el grafo finito considerado anteriormente.

El grafo y( G) = ( V,B,h, m’ ) se obtendrd como sigue:

El conjunto de vértices y arcos V’, B’ es el de G, pero con la
salvedad de que a cada vértice de marca m # 0, m # e y cota p de G se
le adjuntardin m grafos de tipo bambi cuyas cotas son,
p+1,p+2, .. (infinitos). En el nuevo grafo, los vértices
tendrdn marca 0, salvo los que poseian marca no nula en G que tendrén,
ahora, marca 1 ( incluso aquellos cuya marca era o ). Naturalmente, las
cotas de Y ( G ) son las descritas para los bambues y las de G para el
resto de los vértices.

De esta construccién, se sigue, que la aplicacién Yy es inyectiva
como aplicacién entre conjuntos de grafos con cotas y marcas
abstractos.

El grédfico que aparece en el apartado siguiente ilustra la
aplicacién Y.

3.2.3.
La definicién de grafo dual finito e infinito debe considerarse,

como se ha dicho, en el contexto de grafos abstractos, de ahi que, en
una representacion grifica sea suficiente con poner cada vértice con un
circulo, las cotas con un nimero en el vértice y las marcas con una
flecha y un niimero que indique su valor, en el caso del grafo finito, o
un aspa que indique si la marca es 1 en el caso del infinito.

A continuacién, se muestra una rama de un grafo finito G y la rama
correspondiente en la representacién grifica de Yy ( G ). ( Notacién en
Cap.1 ).
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(1) (2) 3) (4 (5 (6) (7) (8)
0—0— .—0—0—0_ .. , 0. O
, .

ult imo
b1loque 1 b1loque 3

' bloque
0w |
(l) (10)

0an |

O (12) bloque

d) (13) |
(14) T

o0 » (15) bloque

(16)

Los valores entre parentesis aparecen en 1.3.1.2. siguiendo la
notacién de ese capitulo.
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302 aOl

m)

.
.

+2

+1 o= (6)

0—0
302 aol

(1) (2) 3) 4 (5 6) (7 (8)
0—O0— .—0-—-0—0— .. xz»20-.. 0
| ] | J .
b1loque 1 b loque 3 :::::lu:

0 (9

(5 (10)

0 1) |
0 (12) bloque

(13) |
(14) ]

X ( 15) bloque

(16)

Dada una foliacién gﬂ, al grafo infinito asociado a ella mediante
A
Y Y ( Ggﬂ ), se le llama grafo infinito de gﬂ y se denota Gg]{ .

La asignacién Y no es arbitraria sino que responde a un criterio
geométrico, que se describe asi:
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Si T es la sucesion de k transformaciones cuadrdticas que
desingulariza J completamente, a traves de ella, se obtiene una
superficie X( k ), una foliacién J( k ) y un divisor E( k ), existiendo
en él dos tipos de componentes irreducibles, las dicriticas y las no
dicriticas. De estas ultimas distiguiremos algunas llamandolas simples,
pues poseen algin punto simple de F( k ).

Si explotamos el par [X( k), (k) ], en un punto simple,
aparece otro par [ X(k+l), H(k+1) ],completamente desingularizado

tambien, pero con un nuevo punto simple en el divisor estricto
obtenido, conservandose la misma situacién en el resto ( Ver [ Ca ] )
Este procedimiento reiterado en cada punto simple y, posteriormente, en
los puntos simples obtenidos de las transformaciones cuadréticas, da
sobre X( k ) una sucesién infinita de transformaciones cuadriticas que
denotaremos . Si a n2° T se le asigna un grafo dual con las cotas

habitvales y marcas 1, s6lo en los divisores dicriticos y en los
A
simples de T, obtenemos como grafo total Gg’I .

Definicién 3.2.4.

Dos foliaciones & y 3 ’ de dicen equirreducidas si los grafos Gglf y
A A

G@I’ coinciden. O, equivalentemente, si coinciden Ggﬂ y Ggﬁ"

3.2.5. Valoraciones asociadas a J
Sea 3 una foliacién de X y P € X su tinico punto singular fuerte. A
continuacién asociamos a g[, de manera Unica, una familia finita de

valoraciones del cuerpo de cocientes del anillo local R = 6;-( p que

dominan a R de tipo "A", "D" o "E", tales que, el grafo dual de esta
A
familia es Gg. Esto permite considerar, como invariante nimerico del

grafo dual de una foliacién, el mismo invariante descrito en el
capitulo II para familias de valoraciones.
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Nota 3.2.5.1.

Aunque las explosiones en puntos las hemos de entender en el
contexto analitico complejo, puesto que, R = c%( p 8 local noetheriano
y regular con cuerpo de coeficientes €, existe una sucesién paralela de
explosiones de Spec R, en el contexto algebraico, obteniendo esquemas
integros y lisos sobre € con el mismo cuerpo de cocientes que R, cuyas
complexificaciones son las variedades analiticas explotadas. ( Esto es
asi, porque los centros de explosién se han elegido exactamente en los
divisores excepcionales ya creados ). Asi, para trabajar en un contexto
algebraico con las valoraciones asociadas, estas, las consideraremos en
el cuerpo de fracciones de R y tienen la correspondencia geémetrica con
las sucesiones simples de explosiones del proceso paralelo algebréico
Yy, por lo anterior, tambien lo tendrdn en el analitico.

Sea n2° nl, la sucesién de transformaciones cuadrdticas descrita
en 3.2.3. Esta, determinard una familia de valoraciones { LUPI UPIR

v }, como se indic6 en el Cap II. El grafo dual de esta familia es
A
exactamente Gq, sin hacer constar sus marcas.

Si ademds, consideramos las valoraciones divisoriales asociadas a
aquellas sucesiones simples de transformaciones cuadriticas que
comienzan en P, que llegan a crear un divisor simple o dicritico

( siempre subsucesiones de 7 ) y las demotamos v_ ., ..V, la

+1°
familia de valoraciones { VeV } serd la asociada a J y, es
A

obvio, por costruccién, que su grafo dual serd tambien G@i .

Teorema 3.2.5.
Sean & y 3 ’ dos foliaciones de X con P € X su unico punto
singular. Sean { Ve 0 } y { LSRR N } las valoraciones de

F = Fr[ (%(’P] que tienen asociadas por 3.2.4. Si k y kK’ son dos

naturales que indican que las anteriores familias
poseen, respectivamente, k y k’ valoraciones especiales y que son las
primeras, entonces:
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J es equirreducida a J ’ , 81 y sélo si,

v * ’
[ (01,02,...,0n),k]S[V(01,02,...,vn),k]
S es la relacién descrita en el cap.Il.

Demostracién
Es inmediata de ( 2.5.) y de 3.2.4.

Nota 3.2.6.
La asignacién de una familia de valoraciones a una foliacién,

puede realizarse de otras formas, pero la que se ha expuesto es la
que nos parece la mds natural, geométricamente.
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3.3. Interseccion entre curvas y foliaciones.

33.1.
Consideremos un punto singular P de una foliacién ¥, sobre una

superficie lisa X, dada localmente por la forma,
wo=a(xy)dx+ b (xy)dy

respecto de un sistema regular de pardmetros de GJI( p = R.
Si Y es una curva algebroide en P, dada por
flxy)eK [[ X,y ]], su anillo local @=K [[ X,y ]]/ (f)ysu

cierre integro @= K [[ t ]], se tiene una representacién paramétrica
deyasi, x =x(t);y=y(t).

Definicién
Se lama multiplicidad de interseccién entre el germen ® y la
curva Y en P, al entero:

(o), =y [a[ x030 | 0 + b x0¥0 | yo

Siendo v, la valoracién natural normalizada de K(( t)) = Fr( &), es
decir el orden relativo a t.

Nota

La multiplicidad ( ®,y )P no depende del sistema de pardmetros.

De la definicién, se sigue que, ( ®©,Y )P =0, si y sélo si, @ es
regular en P, v lisa en P y transversal a .

En efecto, si ® es regular o si ¥ es lisa, es obvio que, ( ®,Y )P
es el orden de una serie de potencias sin término independiente. Si
ambas son regulares, entonces, dicha serie de potencias tiene término
independiente

a(0,0)x(0)+b(00)y(0)

término que es igual a cero, exactamente cuando la direccién de ® es la
tangente a Y.
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3.3.2. Multiplicidad, transformaciones cuadriticas y dicriticidad.

Proposicién I

Se considera un par ® , Y, como antes. Sea T: X «— Xu), la
explosién de X con centro en P y Pl € L1 =m' (P), el punto del
divisor excepcional correspondiente a la tangente a y. Entonces:

a) Si P es singular no dicritico, o regular para ,

(0,7),=v(o)eq)+(a®,¥),
1

b) Si P es singular dicritico de ®,

((D,Y)P=[V((0)+1]8(7)+(03(l),7(1))1,
1

Siendo v( @ ) = v( J.P ); e( v ), la multiplicidad de y en P; ¥
, @ los transformados estrictos de Yy ® por T en Pl.

Demostracién
Si v( ® ) = v, entonces,

o= [a,o(x,y) + a,oﬂ(x,y) + ] dx + [bo(x,y)+b0+l(x,y)+...] dy

Eligiendo adecuadamente el sistema de pardmetros, podemos suponer
que { x®, y® } es un sistema regular de pardmetros de &), , con
"1
x =z y = x1) y®,

Asi el transformado total de ® en Pl serd:
n*(n = [ao( 1, y“))+ y“)b,o (1, y(l)) +x (... )] dx®+
2
+ [ xPV b (1, y?) +x (..) ] dy ™.

Y el transformado estricto de Yy viene dado por, x® = x(t),

¥V = y@) / x(®).
a) Si P es regular o singular no dicritico, entonces:

(1) (1) (1)
au(l,y )+y bu(l,y )z 0

)
* )

por tanto, T ® = x o®, y de aqui,
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(0,7),="vord MONN ( co(l),'y“))P =ve(y)+( m(l),Y(l))P .
1 1

Debiendose la tltima igualdad al hecho de que, x = 0 es una curva
transversal para Y, en las coordenadas elegidas.

b) Si P es singular dicritico, entonces:

My, M ay _
au(l,y Hy bo(l,y)—O

)

*
y por tanto, ® ® = x® @, El mismo razonamiento muestra ahora:

@,7)=(v+1)ord xV + @,y =

1
=(v+1)e (y)+ @), .
1

Proposicién 1I

(1)

. o s )
a) Si P es no dicritico de ®, @’ es regular en Pl y Y una curva

plana regular y transversal a Ll, se tiene,

(@ ), =0, pero ( o, L ), >0.
1 1

b) Si P es dicritico de ® y o regular en P1 , implica que,
(o, ¥ )P = 0, para todas las curvas lisas transversales a L,
1

salvo las que llevan la direccién de @ en P. Dicha direccién puede
ser la de Ll, circunstancia que equivale a la condicién

(o, L), >0
1

. . . )
c) En cualquier caso, si existe una curva Yy regular y transversal
a Ll en P1 con (0)(1) ,Yu) )P =0, o si ((o“) , Ll )P =0, se
: 1 1
tiene que, P es un punto regular de o®.

Demostracién

La demostracién de esta proposicién se sigue de la nota de 3.3.1.
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3.4 Interseccion entre valoraciones y foliaciones.

En este pardgrafo, damos una descripcion completa de una
" multiplicidad de interseccién " entre valoraciones y foliaciones,
que permitird describir el grafo de la foliacién, a priori, esto es,
sin efectuar transformaciones cuadriticas.

Conservemos las mismas notaciones de este capitulo, ® es un germen
de 1la foliacién ¥ en P y v una valoracién del cuerpo de cocientes F de
R=@ que domina a R. Sea m la sucesién de transformaciones

Xp
cuadrdticas simple asociada a v,

(M) : Xe— XVeu XP . —X®— ...
nl nZ nn+l
donde, Li es el divisor excepcional de ni en X(i), Pi el centro de
T, (P= Po ),y m, el maximal de (%((i)'Pi( i=1,2,..).
Pongamos e? =061, segin que, Pi sea un punto no dicritico o

(PN 6))

dicritico, para el transformado estricto de ® = ®, ®, en x® por

la composicién 7t ) de los morfismos:

X — XW X® . — X

Definicién
Se llama valor de interseccion entre el anillo de valoracién de v,
R’D y el germen ® a:

Ry @) = 5 (v, (@ ) " ()

donde v’ es cualquier normalizacién de v, y dividir entre v’(m) se hace
para que el valor de intersecciéon no dependa de la normalizacién
elegida para la valoracién.

Estudiamos este valor para cada tipo de valoracién descrita en el
capitulo I.
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3.4.E. Valoraciones divisoriales.

En primer lugar, ( RU,(D ) tiene sentido en @, pues la serie suma
sélo un niimero de valores finito.

Si v es la normalizacién de v, tal que, 0(0)( m ) = 1, estd
claro que:

[R , ] (v(m"’)+e"’)0‘°’(m)

l
por tanto, [ Rn,m ] es un elemento no negativo del grupo de valores.

Denotaremos por:
Xe— XV XP — .. — xtV

la sucesiéon de explosiones en puntos cerrados P, Pl, s Pn, tales
que, en X™D ] centro es un divisor.

Definicién E.1.

Sea v™1a normalizacién de v verificando V™ ( m )= 1 Se
tiene, n=v™ (m), es decir, n=e(f), donde fe R es un
elemento general de v y el grupo de valores de VW =n1v@esz.
Llamaremos niimero de interseccion entre el anillo de valoracién Ru

y el germen o al entero :

N(Ru,co)=n(RD,m)e[N.

X(n+ 1)

Considérese como esquema y { un punto genérico del centro

de ( v ). Entonces, Ru = 0X(nm-§'

Si U es una de las n + 2 cartas afines que recubren Xt se
tiene,

[I"(U,(%((ml))] =[./{,(U)]q

g

donde g es el ideal primo asociado a { = L NU en la carta
U = Spec A4 U).
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Nétese que si Pn+l € Ln+1 M U es un punto cerrado y si n . es el
n
punto genérico de LM1 en Spec[ (PX(nn)P ], entonces:

" n+l

[ aeme ]nL ~ Ry,

n+l
n+l
Y siendo m el ideal maximal en £ U ) de P podemos escribir:
R0=[/6(U)m] <—[/6(U)]<—/,(U)
3 (AOU), ) m

n+l

n+l

Consideraremos, en lo que sigue, el morfismo natural,

j: Spec R‘o _— XD

A nivel de diferenciales tenemos inducido,

;s © -
U 'QX,Pl —Q
K R,
1>|K

Ahora bien, se tiene,

V|, B
donde,
B = 63((““),P yn=mn
n+l n+l
De aqui, QR es un Rn-médulo libre de rango dos y una base se

V|
podr4 localizar como‘i dz®1,dw® 1 }, siendo { z,w } un sistema
regular de pédrametros para B. El punto P puede ser elegido

arbitrariamente entre los puntos de Lm. Siwe QR ,a, b e Ru son
V|
K
sus coordenadas en una base de QR , entonces, el valor,
V|
K

min { v™ (a),v™ (b ) }

no depende de la base elegida y puede ser denotado por o® (®).
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% *
En particular, si © € Q, .. » entonces, ‘0(")( j °rn(w®) ) serd
|k
denotado, simplemente, por V™( ® ).

Teorema 3.4.E.

Sea ® un germen de foliacién en P, v una valoracién divisorial
centradaen Py D [ cap I ] el desarrollo Hamburger-Noether de v en un
sistema de pardmetros { X,y } de R. Los siguientes niimeros son los
mismos:

i) min { (®,f ) /f es la rama dada por un elemento
P

general de v } = ( OV )P.
ii) N ( Rv’ o).

iii) o™ (©).
iv) o ( x(tw), y(t,u) ) =

= ord [ a( x(tu) , y(t,u) )%X (t,u) +
+b( x(t,w , y(t,w) 0y () ]Fd o 2
1 2

Siendo x=x(tu), y=y(tu) la parametrizacién que en

K [ tu ] da el desarrollo, D, de Hamburger-Noether de v para z =t

* 2 . . 8
z ,,=u=sot+ort siendo o yoao, variables.

Demostracién
Si el desarrollo de Hamburger-Noether de v es el del enunciado,

para una base { X,y ], el de v serd:
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*
z =a z8%.+2" +2z"% z
s -1 s k s s g s g. s +l
8 g8 8 8 8 g
En la base { X,y } cony’=y-a01x/x.
Esto permite establecer una biyeccién entre elementos generales f
devy 0 de v,
Teniendo en cuenta que, e( f) =v™(m ) ( Ver [ C ], 332.),
para f general de v, se deduce la expresién,

min{( o, f )p/ f esgeneral parav en (%( P }=
0’0

+(v@) + ) v™(m)+

+ min {(m“),f( D )p /f“) es general para v en (%(,P}'
1 1" 1

El nimero N(Rw®)=v"(m) (R ), satisface la misma
relacién inductiva:

NR,0)=(v(0)+e?)v® (m)+N(R,0".

En efecto, para mostrarlo basta tomar la normalizacién 1)(“), en la
definicién de valor de interseccién entre R\) y O.

Para los nimeros restantes iii) y iv) se sigue teniendo la misma
relacién de recurrencia.
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Para el valor 1)(“)( ® ) basta tener en cuenta lo siguiente: Si
elegimos el sistema regular de pardmetros { X,y }, tal que, x = 0 no

lleve la direccién determinada por Pl, entonces,

Vi (D)+8(0)

* o) .
no((o)=x ®"’, de aqui,

* * ) *
j °n (m)=(x"(m)+e )71:(1) (0)(1) ).

Siendo, = 1l:l° 1t2° e ° . Como,

©)
.o(ﬂ) ( xV(m)+8 ) = ( v(®) + E(O) ) ,D(ﬂ) (x)

y 09(x)=v"(m), ya que, v™(x ) <0v® ( y ).
Debido a la hipétesis sobre el sistema regular de pardmetros, se
sigue:

W (o)== (v(o)+e2)v™ (m)+0™ (o)

Finalmente, si se utiliza el desarrollo de Hamburger-Noether y se
escribe (D, ) y ( DY oW ), para los comrespondientes valores iv),
la relacién entre los desarrollos D y DY, para v, en 6}(’1, y 6)1( P

11
respectivamente, muestra ficilmente que ( Ver 3.3.2. Prop. 1 ):

(D,(c)):(v(0))+8(°))ordlx(t,u)+(D(l),(om)

Ahora basta tener en cuenta que ordt x( tu) cuando
u=ot+ao t* es, obviamente, igual al valor e( f ). Para f genérico,
se sigue la relacién:

(D,o)=(v(®)+e?)v” m)x DY, o?)

El teorema se demuestra por induccién, siendo la etapa inductiva
consecuencia de las férmulas anteriores.

En la etapa inicial debemos considerar el caso n = 0, en el cual,
la valoracién es el orden relativo al ideal maximal de (%( p (o al

divisor resultado de explotar P ). En este caso se tiene, \)(0)( m)=1
y los cuatro ndmeros i) ii) iii) y iv) son todos iguales a

v(wo)+ &9
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En el primer caso, es obvio porque los elementos generales son las
curvas lisas por P y debido a las proposiciones 1 y 2 de 3.3.2. se

sigue que, el minimo ( ®,f )P esigualav (®) + e?.

Que N( Ru’m )=v(®) + e® se sigue de la definicién, ya que,
n=0.
El valor v™( @ ), se calculard evaluando,

j* ° TC: ® = J* ( x\'(m)'fe(O) (D(l) ).

Si tomamos por ejemplo Pl = Pn+1’ el punto de Ll correspondiente a
la direccién del eje de las x. Por la definicién de transformada
estricta de ® en Pl resulta obvio que v ( j* a® ) =0 ( yaqueenla
transformada estricta se ha eliminado el mdximo mimero de copias de
divisor excepcional ), por tanto, tambien 1)(")( 0)=v(n)+ e®

Finalmente, el desarrollo de Hamburger-Noether en esta situacién
es y =Xxu, que proporciona las ecuaciones paramétricas: X = t;
y=ut

Haciendo, u = at + a2t2 con o , Q variables, se estd
considerando la curva lisa por P que lleva tangente genérica y, tal
que, su transformado estricto en X" lleva tangente genérica. Por las

proposiciones I y II de 3.2.2. se sigue que, ( D0 ) = v( ® ) + e?.

Nota E.3.

El resultado iv) del teorema, no es cierto si escribimos z =ty
* &,
z =0 t=ucono variable, para demostrarlo, basta con considerar

8
el ejemplo:
Desarrollo de Hamburger-Noetherdev:y = u x; ® = 2 y dx - x dy.
La parametrizacién serd x = t; y =u tconu = oty

o (x(tu)y(tu))=od (2o -t2a t) =

Lo que es absurdo.
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Nota E4.

Nuestro préximo objetivo es generalizar los resultados expuestos
para valoraciones divisoriales, a otros tipos de valoraciones. A
continuacién, explicaremos porqué el resultado 3.4.E.iii) no puede
extenderse a valoraciones no divisoriales.

Para ello, se requiere que QRusea un R-médulo de tipo finito, pues

esto implica que, /m,_ Q. esunR _/ m_ -espacio vectorial y si
plica q v *R v

v
{ m, m, .., m } es un sistema minimal de generadores de QR , Se
t V
tiene que, ® € Qp verifica, ® = 2a m; a € R_; y podriamos
- opd 43 v
. 3 J_
escribir,

Probamos ahora que, si V no es divisorial, QR no es un Ru-médulo
0 .
de tipo finito.

Sea R =RyR = 6}( B K( R ) = F el cuerpo de fracciones de
i

Ri. Se sabe: R0 cR c.c Ri c .. Y por  tanto:
c c.cQ, ..
O S Or R

De RD = it:Jo Ri, se puede escribir:
QRs| ® F=QF|Kz {adx +bay, } . =
K

= { adx  + bdy, ]a,beF’

Isomorfismos de F- espacios vectoriales ( Con { X, } sistema regular
de pardmetros de Ri ) ( Cap I ). Ademads,

RQ R € Q
B méx( i )
o0
Luego, QR = .Y, QRi es un RD-médulo. Ahora si,

L)
@, =R, Q= { adx + bdy/ab € R, },

se tiene, Q’. < Q’ .
i i+l
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Pero son distintos, pues si { X,y } es un sistema regular de
pardmetros de Ri, entonces,

y
= _y L R
R R,[ y, @ = { adx + bd— /ab e R }

8 ](x-i—>

y y 1
y,d (—)=- —; dx + — dy ¢ Q' Puesenotrocaso,1 /x € R,..

X X X
oo

En resumen, QR = .Y Q’R y no es de tipo finito, pues si lo fuera,
LV - i

Q’i = Q’iﬂ para i » 0.

34.A.-D.

Sea v una valoracién A o D, su grupo de valores ( en cualquier
normalizacién ) estard incluido en Z @ @. Considérese el cociente entre
dos elementos de 0 ® @ como el cociente entre elementos de Q,
permaneciendo nula la primera coordenada. Esto, permite dar una
normalizacién v® de v, tal que, Y (m)=(01)=1¢€ a.

La férmula de 3.4.1. tiene ahora sentido, y

oo . .
(Ro m] =3 (v, 0% 3+ &) v (m,).
i=0 i

Establecemos el convenio de que la serie anterior vale ( 1,0 ) si

es divergente.

Definicién
Se llama niimero de interseccion entre el anillo de valoracién RD y
el germen ® ,al valor de z ® Q :
n*(R ,0)si(R, ,0)e 00
N(R, K ,0)=
(1,0) en otrocaso
Siendo, f la curva asociada a v biyectivamente (Cap. 1 ), n = e ( f )
y *, el producto

¥:Z2xZ®Q ——5>7Z®Q
n*(a,b) (a’nb)
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0

. * -
Siv =n * V" se tiene:

o0

N[Ru,w] =2 (v, 0% + %) v (m,)

Teorema 3.4.A-D.1
*
Sea v =V una valoracién A-D, normalizada como antes. Sea D
[ Cap. 1 ] su desarrollo de Hamburger-Noether. Entonces los mimeros :

) (of),
i) o (x),y®) ) =

= ord, [a( x(t) L ¥(1)) 5o x ) + b( x®) , y(1) ) 5=y (© ]
(0) como en 3.3.1.)

donde, x =x(t), y=y(t) es la parametrizacién obtenida del

desarrollo Hamburger-Noether de v con z =t

g
iii) N ( R, ).

Tienen la misma informacién.

Son identificados ( 1,0 ) con « y los elementos ( 0,b ) con los
nimeros racionales b.

Demostracién
La parametrizacion dada por el desarrollo Hamburger-Noether de v y
la de f coinciden en sistemas de pardmetros adecuados, luego:

(of), =0 (x(t)y(t))

Si Vv es una valoracién divisorial, normalizada como en la
definicibn 3.4.E.1., asociada a una familia de puntos de v
suficientemente grande, se tiene V(m)=v(m)=e(f) y por
3.3.2,

(of), =0 (m ) (v©@+e?+(a® )
1

Iterando el proceso, se concluye,

(@f),=N(R,0)
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Nota 3.4.A-D.2
El hecho determinante de que la primera proyeccién de ( Ru,m ) ( o
de N ( Ru,o) ) ) sea nula, es que f no sea separatriz de ®. Si f no es

separatriz para i » O, vP( o® ) + e = 0, pues por el teorema de
i ,

desingularizacién, P, no serd singular fuerte de «?, tampoco corte de
dos divisores, ya que, v es de tipo A-D y los P. son libres para i » O,
y Pi no es simple, pues si lo fueran todos, deberia f de ser una
separatriz. En suma, la serie:

o 9 o

2 v, (0% +e?) v m)

P 2 i

i=0 i
es finita, pues es una suma finita de valores en 0 © Q.

Si f es separatriz, todos los P. son libres y simples de o? para

oo
i»0, luego, A (o®) + eV =1, y como X @ ( m, ) es
i j=0
divergente, pues es 1)(0)( mj ) constante para j » 0. En conclusién, la

serie anterior vale ( 1,0 ), ya que es divergente.

Teorema 3.4.A-D. 2.

En las condiciones anteriores, supongamos que f no es una
separatriz, luego, @ A df = y 11 con M base de Q;’P. Si y representa
tambien la curva asociada a \, y c es el grado del conductor del cierre

integro de f, se tiene:
(w,f)=N(R,D,(o)+c.

Siendo ( y.f ) la multiplicidad de interseccién de las curvas y =0 y
f=0.

Demostracién

El valor ( y,f ) no depende de los representantes de la curva y
foliacién elegidos, pues si cambiamos la ecuacién de f por otra u f,
siendo u una unidad de R, se tiene,

oAnd@f)=voAadf+foAndu=uwyn.
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Luego, ¢’ = uf y légicamente, ( Y',f ) = ( y.f ).
Analogamente, si el representante del germen ®, lo cambiamos por
otro representante reducido ®’, estd claro que,

=00 yoadf=yn;, o Adf =uyn

Fijemos { X,y } un sistema de pardmetros de R y veamos la
evolucién de ( y.f ) por transformaciones cuadréticas. Con la notacién
habitual, { x"y’ } serd el sistema regular de pardmetros de Rl Y,
X = x’;y = X’ y’ el cambio de coordenadas. En el sistema de pardmetros
anterior, ® A df = y 1 = v ( dx A dy ).

Y, 7 (ordf)=mo Adm f=

vp<m(°’)+ e®

X (l)(l)( x,,y, ) A x,e(ﬂdf(l) + f(l)e(f) x’e(f)-l dx’ =

=X

0, .0
= xVp{@ W E ey A gfD 4 (D

mo(wdkady)=m (y)dE A (yde + X dy ) =
=xm (y)dx Ady.
Si @ A dfP = ¢ dx’ A dy’, se tiene,
(0), )
RT (@Aadf)= x"p(@ W& OyWap A dy'+
+ fm( w ) dx’ A dy’.

0), O

0). (0 *
Luego, x*'p(®@ W& 7+ 4 (D 1y = n ()X,

Si consideramos parametrizaciones, x =x (t); y=y(t) v,
X=x(t)=x(t);y=y(t)=y(t)/x(t), para f y £,
sustituyendo en la anterior igualdad se obtiene:

e®)(v @ e s e(f))+( Y , £ =

=e(D)+ord [y(x (nx0y'®) )]=e®+w.0
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Es decir:
(wf), = (W) + (v @) + €9 e®) + e®( ed-1).
1

Continuando este procedimiento a lo largo de los puntos
infinitamente préximos de v:

(wf), = zm(vp( o)+ e? ) e (@) +
i=0 i

+ Ee ) (ed®-1).
i =0
'~ Esta férmula y [ C 4.45. ] dan el resultado.

Finalizar, observando que en ambas series s6lo un nimero finito de
términos es representativo. Pues para i » O con P no simple ( f no es
separatriz ), podemos escribir x = 0, ecuacién de 9 y o? = dy,
para un sistema regular de pardmetros de R, con lo que

(Y219 ) = 0. Pues y? = -1.

34.B.

Teorema 3.4.B.

La serie ( Ru’m ) de 3.4.1. es convergente si ¥V es una valoracién
de tipo B, luego tiene sentido hablar de valor de interseccion, que
serd un mimero real.

Demostracién
Considérese el grafo siguiente:
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0—O0— .—0-—-0—0— . 0-0-.

e =

= = =L =R

o-o- -

formado por puntos satélites, del ﬁltimci subgrafo I‘g, del grafo dual de
v ( Ver Cap. 1. Valoraciones B ). Sea P un punto infinitamente préximo
de v, tal que, el transformado de ® en él esté ya desingularizado y que
el grafo correspondiente a puntos infinitamente préximos a partir de P*
sea el descrito anteriormente.

Péngase v? la normalizacién de v, tal que, v? ( mj ) =1 con

%
Pj = P . Ahora bien, sea { X,y } un sistema regular de pardmetros de mj

con 1)‘”( x)=1y vm( y)=o0o. Y, o es el desarrollo en fraccién

o0

continua de { c, } i =0°
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o= [co Cpp ++:Cprne ]=c + € R\

Por lo tanto,
(>z0=co1+0Ll para0<ocl<l
1=cloc-i-oc2 para0<ocl<0tl

o =c O + 0 prad<o <o,
i-l i i i+l i+l i

. . . . . .

Lo que implica ‘l)(j)( mj )=1, c, veces, o sea,

()] — 0 — — 4@ =
v (mj)-‘o (mj“)—...—u (mj+c0_l)—1.
Analogamente,
) — 0 NN ) _
VY ( mj”o ) =0 ( mj+c0+l )= ...=0" ( mijwl.l ) Q.

Y asi sucesivamente, llegandose a la igualdad,

T (m)=c

+te o+
i2j

0
La sucesién de sumas parciales,
c +c O +..+co=0a+1-0 -o. Y la serie convergerd
0 1 1 i i i+l i

hacia o0 + 1, si lim o = 0. Probemos esto.
oo

Si no fuera cierto, existiria un valor € > 0 con . 2 g, para todo

Por otra parte, seal € Ncon 1 &> o, se tiene,

> >
ozl_l 2c ()Ll + ocm > 2¢
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1-2 I-1 I-1 1

Siguiendo este proceso, se concluye o 21&>a Lo quees

imposible, ya que, 0> 1y, o < 1. Luego, T v®(m. ) = 1 + 0.
i2j !

34.C.

Teorema 3.4.C.

La serie ( RD,m ) de 3.4.1. es convergente, si V es una valoracién
de tipo C. Tiene sentido, en este caso, hablar de valor de interseccién
y serd un ndmero racional.

Demostracién

* 3 3 . .

Sea P = Pj* un punto infinitamente préximo de v, tal que, si

% o
i>j, (o(l)

o,

estd desingularizado y los puntos Pi no son simples de

(&) @

Luego los valores vp( ®’ ) + €’ se anulan, salvo para

1
aquellos indices i, tales que, Pi sea corte de dos divisores, y
*

entonces su valor es 1. Es posible encontrar el indice j  anterior,
pues si todos los Pi fueran simples, tendriamos una separatriz cuyo
grafo seria el de v, lo que es imposible por hipétesis.
La serie ( RD,(o ) serd convergente si lo es,
v(m)
Picone de dos d}visores

*
i>j

Bastard con probar que, z @ ( m )  converge.

Pioorte de dos d i visores
Sea { X,y } un sistema regular de pardmetros de m, con
1)(0)( x)=1y 1)(0)( y)=p>1( v? es la normalizacién de v, tal

que, 1)(0)( m ) = 1 ). En virtud del desarrollo de Hamburger-Noether de
v ( Cap.I val. C, y con la misma notacién ), puede escribirse :
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p=1h0+oc1 0<oz1<1

1= o hl + 0, 0< a, <o Del desarrollo
o =0, h2 + o, 0< o <o correspondiente
aT, [34.c1]

o =0 + O O<a <o Del
s s +1 s +1 s +2 s +2 s +1
1 1 1 1 1 1
desa-
rrollo
as 4= ocs k2 de I‘2
2
[3.42.]
o =0 h + 0 0 < o o
s s, +1 s, +1 s, +2 s, +2 s, +1
i-1 i-1 i 1 i- 1 i i- 1

Los valores de la llave se obtienen del desarrollo correspondiente a I‘i
[3.4.ci].

La suma correspondiente a Fl ( Pj € 1"l significa que el divisor
obtenido de Pj estd en I‘l )
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8

0 —
}:u (mj)-(hl-l)ocl+h20c2+...+kslocl.

j/ P _es corte de 2 divisores, P, € I‘l
J J

( Recordar que son puntos libres los ho de multiplicidad 1 y el primero
de multiplicidad o ). ( Ver [ C ], 3.3.5.)
s

1
Por [3..4.c.1.],iZl ho=1-a - o, (hsl =k ). Lo que
implica:
0) =1 .
Yo (m)=1 o
il P.i es corte de 2 divisores, P.i € Fl

Utilizando [3.4.C.2.],

Zuw)( m ) = o, -0 .

1 %
il Pj es corte de 2 divisores, Pj € I‘2
Y, Jo@(m)=1-a.
) 32

i/ Pj es corte de 2 divisores, Pj € I‘lu F2

Este proceso y las igualdades [ 34.C.i. ] indican:

Y 2O (m ) =1-a .

J si
j/ P, es corte de 2 divisores, P, € ruor. .. F,
j j 1 2 i

Y, z 1)(0)( m, ) converge, ya que, se tiene lim o = 0.
il P.i es corte de 2 divisores e

Por reduccién al absurdo, si lim ocs # 0, existe € > 0 con ocs 2 E,
iDoo i i
para todo i. Ademds, por [ 34.C.i ] se deduce o« 2 2 o . Y si
i1 i
ne Ncon2'e>p= o se concluye,

2 n 2
=q > > >..2 > =
] oco_2as_2 as_..._2 as_2 €>p=0

0 2 n
lo que es imposible.
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Los calculos anteriores se pueden unificar, todos ellos, con ayuda
de ecuaciones paramétricas. En efecto, supongamos que ® es un germen de
foliacién en P y v una valoracién centrada en P dada por ecuaciones
paramétricas ( ver 1.7.),

x=x(te K <t>

y=y) e K <t>
Para una serie z = ¥ a_ t € K’ <t > pondremos,

tr-l

zZ =) ra € K’ <t >, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.4.
El valor ( R,D,(D ) ( respectivamente P, ( Ru’m ) si v es de tipo
A ) viene dado por:

ordt[a( x (1), y(£)x’ (£)+b(x(1),y())y’ ()]

min {ordtx,ordty}

(Ro,m)=

( respectivamente p 2( R\)’m ) ).
En el caso de ser separatriz la curva que define la valoracién de tipo
A, entonces el segundo miembro es infinito.

Demostracién

El resultado es obvio, ya que, el cociente del segundo miembro de
la férmula evoluciona por explosiones como el valor ( Rn,(o ).
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3.5. El proceso de resolucion de una foliacion en términos
valorativos

El propésito de esta seccién es obtener informacién sobre el
proceso de resolucién de un germen de foliacién ®, a partir de sus
multiplicidades de interseccién con valoraciones.

3.5.1.
Consideraremos para ello, pares de valoraciones divsoriales

" consecutivas " es decir correspondientes a sucesiones simples
finitas Po’“'Pm y Po”"Pm’Pm+1’
exactamente en el ultimo punto. Asi, si v es la valoracién divisorial

respectivamente, que difieren

asociada a Po""Pm y v’ la valoracién divisorial asociada a
Po""Pm’Pm+1’ diremos entonces, que ¥’ es una valoracién consecutiva
anv.

Las posibilidades que tenemos para los invariantes discretos
asociados a U y U’ se expresan con comodidad, en términos del diagrama
de Enriques y son las siguientes:

3.5.1.1.

Si P es un punto libre, entonces para v’ tenemos dos
posibilidades a y b, segin que Pm+l sea libre o satélite.
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h+1

h -k +1
. sl 1
Tl
P
S m
| .
i
h
h+1 . |;h2
|
h -k +1
cos 1
._|_
' ' . .(a
— @)
, ~(b)
| .
Para el desarrollo de H-N, si
k
_ 2 k +4
z =a  Z t.+ U zg
8 g8 8 g

es la iltima fila del desarrollo H-N para v, entonces, esta debe
sustituirse en v’ por,
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k
_ 2 k + k441

Z =a _ Z°%.+
s -1 sk s Uozsg +Uz?®
g 88 8 8 5

en el caso a) y por

k
k+
z =a z8%.+ z'g z
8 -1 sk s s s +1
4 g8g 8 8 8

2
zZ = ¥ A
8 s +1

g

en el caso b).
Notemos que si m = 0 sélo se dispondria de P,y entonces la
posibilidad b) no se daria.

3.5.12,
Si P es un punto satélite, entonces para vV’ hay tres

m
posibilidades a, b y c¢ segiin que Pm+l sea libre, satélite sobre el
divisor excepcional creado por Pm-l o satélite fuera de dicho divisor.
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En términos del desarrollo H-N, si
k
z =Uz?%
s -1 s
g g

es la tltima fila para el desarrollo de v, entonces para obtener el de
v’ debemos sustituirla por,

kg k +1
= z
zs -1 UO s +U zs &
1 8 8
en el caso a, por,
k +1
z = z
s -1 U s 8
g 8
en el caso ¢, y por
k
z = 2%z
s -1 s s +1
g g 8
z = z
s s +1
8 g

en el caso b.
Comparemos, ahora, las multiplicidades de interseccién ( Ru’m )y
( Rn ,® ), donde ® es un gérmen de foliacién y v, Vv’ son valoraciones

consecutivas.
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3.5.2.
En las situaciones a y b las relaciones entre los nimeros de

interseccién ( RU’(D) y (RD’,(O ), para dos valoraciones divisoriales
consecutivas es sencilla de establecer, ya que se tiene,
1

(35.2.1) ( Ru”m ) - ( Ru’w ) = ) (ordp,(o))+ep,).

Estas propiedades se derivan ficilmente de las expresiones de
Hamburger-Noether, ya que, en el caso a se tiene vV (m ) =V’ ( m ),
mientras que en el caso bes vV’ (m ) =2 v ( m ). En el caso c es, sin
embargo, més complicado y no hay una relacién tan cémoda como las
anteriores. La razén estd en que cuando se tenga un bloque del estilo,

X=Zz VA
1 2
(3.522) )
Zl-— Z2 Z3
k
z =2 U

s-1 s
para terminar el desarrollo H-N de v, entonces, el bloque final en el
desarrollo H-N de v’ es

X = Zl 22
(3.5.2.3) L= z"z ,
1 3
k+l
z =z U

Ahora los valores v ( m, )y v ( m, ) se conocen unos en
i i
funcién de otros, pero no es cémoda la expresién. Lo que si se tiene es

que para los puntos Pi representados en bloques anteriores ( es decir,
no satélites de la Wultima escalera en el diagrama de Enriques ) se
tendr4,
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'o(mp.) 1)’(mp')

V(m) v’(m)
sin embargo no ocurre asi, como muestran las expresiones 3.5.2.2.,
3.5.2.3. anteriores para los puntos Pi de la ultima escalera.

Las relaciones 3.52.1. muestran como los valores
ordp( o)+ € se pueden determinar en funcién de las multiplicidades
de interseccién consecutivas en las situaciones a y b. En el caso c son
necesarias mas que pares de valoraciones consecutivas, las valoraciones
de una sucesién ol, ,'oq, tales que, ‘l)i y DM son consecutivas. En

general, llamaremos camino de valoraciones divisoriales a wuna tal
sucesion y rama a un camino para el cual v, es la valoracién
correspondiente al divisor excepcional de la explosién del punto
cerrado de Spec R. Es obvio que un camino ( respectivamente rama ) es
un dato equivalente a una sucesiéon simple finita de puntos
infinitamente préximos que comienza en un cierto punto infinitamente
préximo ( respectivamente que comienza en el punto cerrado de Spec R ).

Proposicién 3.5.2.4.
Sea P.P, .. Pq una sucesién simple finita de puntos

infinitamente préximos que comienza en el punto infinitamente préximo

() un

Pl, V- ,uq el camino de valoraciones asociado y sea ®
germen de foliacién en Pl de la superficie que contiene a Pl. Entonces

las sucesiones,
@ @) o
[ vpi( ©7 ) + e }lsig,, y [ (R R ) }1<.< son datos

1

equivalentes.

Demostracién
Es obvio que la primera sucesién determina la segunda, ya que los

datos v ( m, ) son nimeros asociados al camino considerado.
i

184



El reciproco se obtiene a partir de la férmula,

v (m, )

(R, ,0”) = (R, ,07) —2—+(v(a") +¢,)

P
q q v (m,) 1
15
'Oq(mp )

Es claro que los valores — dependen sélo del camino de
v (m;)
P
valoraciones, por tanto el resultado se sigue f4cilmente.

3.5.2.5. Nota

Si se toman sucesiones asociadas a los bloques de puntos
infinitamente préximos satélites, se observa la posibilidad de manejar
el caso ¢ como se queria en 3.5.2.3.

3.5.3.
Es posible utilizar los resultados anteriores para caracterizar

los divisores dicriticos y no dicriticos. En efecto, supongamos que ®

es un gérmen de foliacién en Spec R. Tomemos un punto P2 general en el

divisor excepcional L, resultado de explotar P . Entonces P, serd un

punto regular y de aqui vp( o® ) + e® = 0. Ahora, sea P3 el punto
2

del divisor excepcional de la explosién en P2 en la direccién de L.

Entonces el divisor L1 serd dicritico ( respectivamente no dicritico )
segin que P3 sea ( respectivamente no sea ) un punto regular ( en el
caso no dicritico serd, de hecho, esquina simple ). Asi,
L , ©s dicritico  ( respectivamente no dicritico ) segin que

(3)
v, (o

3

) + e =0 ( respectivamente = 1 ).
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Por otro lado, es claro que conocida una rama que termine en el
punto cerrado Pl, entonces los puntos singulares de Ll se

caracterizardn por la propiedad vp( ©? ) + €? 21. La cuestién ests
2

en el caso en que Ll sea no dicritico, caracterizar los puntos simples
de Ll. Dichos puntos son aquellos que, siendo singulares pasan por
ellos, exactamente, dos separatrices, una el divisor excepcional y otra
una separatriz ( formal, en general ) que es lisa y transversal al
divisor excepcional. Para estos puntos, se tiene ademds
@ ) =1, e? = 0, por tanto bastard caracterizar los puntos

@ ) + e? =1 ( esto es

simples entre los puntos de L1 con vP( ®

equivalente a vpz( o® ) =1, e? = 0. i
Sea Ll no dicritico y P2 € L1’ si se tiene VP2( o? )=1,

entonces para que P2 sea simple en el divisor L2, resultado de explotar

Pz, se tendrdn 2 puntos simples, uno de ellos la esquina LN La' Si

denotamos P3 al otro punto simple, en P3 se repite la situacién y se
continna la linea formando Pl,...,Pn,... Si P2 no fuese simple,

entonces la condicién vP( o®
2

de los autovalores de la parte lineal estd en @' indica que alguno de

) = 1 mds el hecho de que el cociente

los Pn tiene que ser dicritico. Asi se tendrd que P2 es simple, si y

sélo si, v (0?) +e? =1, ademds L2 no es dicritico y en L2 hay
2
un vnico P3 distinto de la esquina Ll N L, conv, ( ®
3
asi sucesivamente. Alternativamente, para los puntos no simples con

)+eP =1y

vP( o® ) + €? =1 se encontrarAi un camino Pl,P2,...,Pn con
2
Pndicritico.
Todo lo anterior se resume en en siguiente resultado.
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3.5.3.1. Teorema

Sea ® un germen de foliacién sobre Spec R. Entonces la resolucién
completa de la foliacién de ® se puede determinar algoritmicamente a
partir de las asignaciones ( Ro,o) ) a todas las valoraciones
divisoriales.

3.5.3.2. Nota
Un algoritmo para encontrar el proceso de resolucion de una
foliacién ( es decir la combinatoria dada por el 4rbol de puntos
@

infinitamente préximos con pesos dados por ( vP( o?),e?) puede

1
darse sin necesidad de explotar. La idea es la siguiente: Para

determinar una rama de valoraciones que intervenga en el proceso de
resolucién se utilizan desarrollos de Puiseux ( tambien seria posible
desarrollos H-N en la misma forma ). Las observaciones 3.5.1. muestran
las posibilidades para una valoracién consecutiva a una ya construida
de entre ellas hay que elegir las que sugiere el teorema anterior. La
relacién entre la forma del desarrollo H-N y del desarrollo de Puiseux
( ver [ C ] ) y la facilidad para calcular ( Ro,(:) ) cuando Ru esta
dado por paramétricas ( ver 1.7.8. y 3.4. ),

x =t
S N+1
y=Xat+Ut"
i=n !
nos posibilitard ir calculando sucesivamente las ramas del proceso de
resolucién. El algoritmo serd infinito en el proceso de determinar los
puntos simples. Valorativamente, ello se corresponde a las valoraciones
A-D que estdn asociadas a ® en 3.3.
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3.5.3.3. Nota

Las valoraciones asignadas en 3.3. a ® se pueden determinar
algoritmicamente sin necesidad de explotar. De aqui que la clase de
equivalencia discreta de las valoraciones asignadas se podria calcular
por un tal algoritmo.

Lo que parece un problema mis complicado es caracterizar, en el
caso analitico, cudles de las valoraciones que proceden de puntos
simples son de tipo A y cuidles son de tipo D, es decir cudles dan lugar
a separatrices convergentes y cudles dan lugar a separatrices formales.
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