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INTRODUCCION

El lenguaje de valoraciones es, en la geometría, una buena técnica

para tratar los problemas relacionados con la resolución de

singularidades. De hecho, durante los años SO, Zariski trató de probar

la existencia de resoluciones trabajando en la llamada superficie de

Riemann-Zariski, o espacio que parametriza a todas las valoraciones

sobre el cuerpo de funciones de la variedad singular de partida y las

obtuvo para dimensiones bajas. Aunque en su teorema de resolución

Hironaka no usa técnicas valorativas, en algunos trabajos actuales

sobre el tema, se ha recuperado el espiritu de Zariski. Esto sucede,

por ejemplo, con el teorema de resolución constructiva de O. Villamayor

[ V] Y el teorema de resolución por transformaciones, de Nash,

normalizadas sucesivas de M. Spivakovsky [ S-1 ].

Otros problemas de resolución de actualidad y que han motivado

nuestro trabajo son los resultados sobre resolución de foliaciones y

ecuaciones diferenciales debidos a F. Cano [Ca-2 ], F. Cano y D.

Cerveau [ CC ] y a J. Cano [ Cj ]. Estos tabajos siguen mas bien la

linea de Hironaka y la literatura no está adaptada para el uso

del lenguaje valorativo.

Nuestro objetivo inicial, en este trabajo, es describir las

valoraciones que aparecen de forma natural en el proceso de resolución

de un gérmen de foliación algebraica u holomorfa en un punto de una

superficie lisa. En lineas generales, las ramas del árbol de

resolución, las separatrices formales o convergentes que pasan por

puntos simples del proceso y los divisores dicríticos sugieren la

consideración de ciertas valoraciones asociadas a estos objetos. En el

trabajo consideramos tales valoraciones y damos, por tanto ,un punto de

vista valorativo para la resolución de dichas foliaciones.
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Siendo posible clasificar en 5 tipos, que llamaremos A, B, C, D, y

E, las valoraciones que dominan a un anillo local regular de dimensión

dos, R, nuestro planteamiento ha sido efectuar, en primer lugar, una

presentación autocontenida de los 5 tipos de valoraciones explicitando

los principales invariantes de naturaleza discreta que utilizaremos

para su estudio ( grafo dual, diagrama de Enriques, exponentes de

Puiseux, etc...). Esta presentación, que hacemos en el capítulo 1,

tiene un hilo conductor original que es el uso de desarrollos de

Hamburger-Noether para las valoraciones. Los desarrollos

Hamburger-Noether existen para todas las valoraciones y se comportan

exactamente como en el caso de curvas tratado por Campillo [ C ],

teniendo, por consiguiente, las mismas ventajas. En particular,

permiten tratar cómodamente las ecuaciones paramétricas asociadas a una

valoración y si una valoración dada está defmida por ecuaciones

paramétricas, entonces el algoritmo Hamburger-Noether ( es decir, el

algoritmo de calculo del desarrollo Hamburger-Noether) permite

determinar en la practica el tipo de valoración. ( ver 1.7. ).

La clasificación de valoraciones en tipos debe afmarse, pues las

valoraciones de un tipo dado pueden tener un comportamiento númerico

completamente particular. Así, estudiamos la equivalencia discreta de

valoraciones, entendiendo por ello, que dos valoraciones son

discretamente equivalentes cuando sus grafos duales (infmitos en

general) coinciden. La equivalencia discreta se caracteriza por medio

del semigrupo de valores (de R respecto a la valoración), los

exponentes de contacto maximal ( equivalentes a los exponentes de

Puiseux de Zariski ), la forma del desarrollo Hamburger-Noether o el

diagrama de Enriques. Cuando las valoraciones están asociadas a curvas

algebroides ( tipos A y D ) la equivalencia discreta no es más que la

equisingularidad.

Como apéndice o parágrafo complementario al capítulo 1, hemos

incluido el calculo de la serie de Poincaré del graduado de R respecto

de la filtración dada por una valoración divisorial ( tipo E ).
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Dicha serie de Poincaré resultará otro dato equivalente a la clase

de equivalencia discreta de la valoraci6n. En la prueba, usamos de

forma central el desarrollo Hamburger-Noether de la valoraci6n,

ilustrando así la utilidad de estos desarrollos.

En el capítulo segundo consideramos conjuntos fmitos de

valoraciones y estudiamos numéricamente la equivalencia discreta entre

dos de tales conjuntos. La equivalencia discreta está dada, como antes,

por el grafo dual ( en general infmito ) y la caracterizaci6n numérica

es ahora no trivial. De hecho, si las valoraciones fuesen del tipo A-D,

entonces, la equivalencia discreta es la equisingularidad de la curva

que tiene por componentes las asociadas a las valoraciones, y la

caracterizaci6n de la equisingularidad por el semigrupo y la estructura

de éste en funci6n del contacto maximal está dada por Delgado en [ D ].

Nosotros extenderemos el resultado de Delgado para conjuntos de

valoraciones de los tipos A, D Y E, mostrando como se tiene el contacto

maximal, en este caso. Y los valores del contacto maximal son un dato

equivalente a la equivalencia discreta. Tambien se puede sustituir cada

valoraci6n E por un par de curvas transversales al divisor en un punto

general y caracterizar así la equivalencia discreta por el semigrupo de

la curva formado por todas las ramas consideradas.

En el capítulo tercero, describimos las valoraciones asociadas a

un germen de foliaci6n en un punto del plano. Por cada divisor

dicrítico consideramos la valoraci6n divisorial correspondiente a ese

divisor y por cada divisor no dicrítico, que en la desingularizaci6n

completa tenga 1 puntos simples ( no esquinas ), añadimos 1 veces la

correspondiente valoraci6n divisorial. Además, por cada uno de estos

puntos simples pasa una separatriz formal lisa y transversal al

divisor que da lugar a una valoración A-D. Ahora, nuestro resultado es

que la equivalencia discreta de los conjuntos asociados a dos

foliaciones es equivalente a que las foliaciones sean equirreducidas

( es decir, que tengan procesos de resoluci6n idénticos ).
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Tambien en este capítulo, mostramos como un germen de foliación y

una valoración tienen un número de intersección, que estudiamos de

forma unificada en 3.4. para los cinco tipos de valoraciones,

detallando los aspectos particulares en cada caso y el calculo en

función de ecuaciones paramétricas para la valoración. Como aplicación,

vemos como seria posible dar un algoritmo que determinase la

combinatoria del proceso de resolución de una foliación ro sin necesidad

de efectuar explosiones. El resultado exacto, puede enunciarse diciendo

que conocer el proceso de resolución es equivalente a conocer los

números de intersección ( R'l) , ro ) para todos los anillos de valoración

divisorial R'l) que dominan al anillo R.
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Capitulo 1. Valoraciones
y sus desarrollos Hamburger-Noether

1.0 Introducción y preliminares.

A lo largo de este trabajo, (R,m,K) será un anillo local y regular

con dim R = 2, m es el ideal maximal de R, K el cuerpo residual y F el

cuerpo de cocientes. Supondremos que K es algebraicamente cerrado y que

R contiene el cuerpo de coeficientes K.
*Sea K un cuerpo y K su grupo multiplicativo. Sea r un grupo

aditivo abeliano totalmente ordenado; una valoración de K es una

*aplicación suprayectiva u: K~ r, tal que verifica:

a) u(xy)= u(x) + u(y)

b) u(x+y)~ mío {U(x) , u(y) }.

Un subgrupo !1 e r se dice que es aislado, si es un segmento en el

orden de r ( Es decir si a,b E r, a E Il Y-a ~ b ~ a entonces, b E Il).

Los subgrupos aislados de r forman un conjunto totalmente ordenado para

la inclusión. Se llama rango de u, al número de subgrupos aislados de

r y se representa por rg u.

Se llama rango racional de u, al máximo número de elementos

racionalmente independientes de r y se representa por rg. rac. u.

Notas 1.0.1.

i) Si u es una valoración, el anillo de valoración de u se defme

como l» = {x E K*/ u(x) ~ O } U {O} que es local, con ideal maximal,
mu = t x E K* / u(x) >0 }.

Consideramos situaciones K e R e Ru ' donde R es local regular, K

un cuerpo de coeficientes y Ru domina a R.
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~ X(n) ~ •••

1t
n+l

ii) Existe una biyecci6n entre los subgrupos aislados de r y los

ideales primos de Ru ' dada por F~ u( Ru\ F), por tanto,

rg U = rg r = dimKrou Ru '

iii) De las definiciones, es obvio que, rg U ~ rg rac u.

Pondremos ahora, gr. trasck. U = gr. trasck.(Ru/mu)' Se tiene:

iv)( Abhyankar [ A ]). Si (R,m) es local noetheriano y si

R e Ru con mu ti R = m, entonces :

rg U + gr. trasck.u ~ dim R,

y si se da la igualdad, u es discreta, es decir, r = In con el orden

lexicográfico, para algún n. Además, si R es regular

rg. rac. U + gr. trasck.u ~ dim R.

v) Una valoraci6n U como en iv), se dice que es divisorial, si

gr. trasck.u = dim R - 1. En el caso que nos interesa, R local y de

dimensión dos, se tiene que U es divisorial si gr. trasck.u = 1.

vi) Si U es una valoraci6n sobre un dominio integro R, no negativa

sobre él, y si u es un ideal de R, son equivalentes:

a) u es un u-ideal, es decir, es la traza con R de un ideal de Ru '

b) Si a, b E R, a E u y u(b) > u(a), entonces, b E U.

c) Ruu ti R = u .

1.0.2.

Se considera un anillo local regular de dimensi6n dos (R,m,K), con

un cuerpo de coeficientes algebraicamente cerrado K, U una valoraci6n

con R e Ru y m = m'\) ti R. Sea F el cuerpo de cocientes de R.

Definición

Una sucesión de sucesivas transformaciones cuadráticas

( explosiones de puntos cerrados ), con superficie de partida el

esquema X = Spec R,

(1t) : X ~ X<1)~ X(2)~

1t
1

1t
2

donde L. es el divisor excepcional de 1t. en X<i) y p., el centro de
1 1 1

1t. , se dice simple, si se verifican:
1+1
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i) p. E L.. Para todo índice i.
1 1

ii) Si la sucesi6n de explosiones es inímita, para cada i E IN,

existe N E IN, tal que, cuando j ~ N , p. no está en el transformado
estricto de L. en X (j). J

1

Existe una biyecci6n entre las valoraciones de F que dominan a R y

las sucesiones simples de transformaciones cuadráticas cuyo primer

objeto es Spec R. En efecto, dada la valoración, se comienza explotando

su centro en Spec R y tomando el centro P, en dicho explotado, se
1

continua explotando P siempre que sea un punto cerrado y se repite el
1

proceso hasta encontrar ( si existe ) un centro de dimensi6n 1

( existirá exactamente en el caso divisorial ). Recíprocamente, si se

tiene la sucesi6n simple ( 1t ), entonces, Ru = u (!) (i) es el anillox ~.
1

de valoraci6n correspondiente.

Tambien hay correspondencia biunívoca, entre sucesiones simples

fmitas ( y por lo tanto valoraciones divisoriales ) e ideales

completos simples [Z-S ] .
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1.1. Expresión Hamburger-Noether asociada a una valoración.

Sea R un anillo en las condiciones 1.0, 'O una valoración que

domina a R, ( 1t ) la sucesión de transformaciones cuadráticas que lleva

asociada 'O y { x, y } un par de generadores de m. Unos generadores del

ideal maximal del anillo local R = (J! (1) se obtienen por una de la
1 x.P

1

dos igualdades siguientes:

x ' = x

o bien,

x'(y'+~)=y

x'y'=x

~ E K

y , = y

De este modo, eligiendo x , y, con 'O ( X ) S; 'O ( Y ), se puede

suponer que en el punto PI corresponde el primer tipo de cambio.

Escribiremos a =~, y unos generadores del ideal maximal de R serán
01 1

{ X , y(l) = Y - a x / x }. Si la sucesión sigue con puntos
01

correspondientes al primer tipo de cambio, entonces, o bien, durante hoh.

pasos más se obtienen generadores de R = ti ho) dados por
h
O

x P
h
o

{x , y(h-l)-a x / x}. (lo que indica tambien, que cada una de las
Oh

O
transformaciones cuadráticas 1t

1
,1t

2
, •••,1t

hO
se hace sobre un punto

del divisor excepcional, que no está sobre el corte de dos componentes

irreducibles del divisor total), o bien, el proceso es infmito.

En el primer caso ponemos,
z = y(h-l)_a x / x

1 Oh
O

y la siguiente explosión, se corresponde a un cambio del segundo tipo

( la explosión se realiza en un punto de corte entre dos divisores, y

unos generadores del ideal maximal de (j1. ( h
O
+ 1) serán,

x 'ph +1
o
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Se continua en esta linea, siguiendo el procedimiento utilizado

por Campillo en [C, capIl], para el caso de curvas algebroides

aparece, entonces, una sucesión de números enteros

ho ,h
1

' ••• (fmita o infmita ), un conjun~o de subíndices

So = 0, s ,s ,... s , ...( fmito o infmito ), naturales
1 2 g

k ,k
2

, ••• ,k ,... con 2 S k. S h Y una colección de
1 g 1 ~

1

expresiones, llamadas desarrollo de Hamburger-Noether, o H-N, como

sigue:

2 hO hOy=a x+a
02

x +... +a x +x z
01 oh o 1

h
X=ZI 1 Z2

k 1 \ hs
1 1

Z =a z + ... +a z +z z +
s -1 s k s s h SI SI s 1

1 l. 1 lis
1

k
g h

Z =a z +...+ z s
s -1 s k s t s g

g g g g a. k g
; s~

Donde el proceso puede ser fmito o infmito. Más tarde, se

indicarán los diferentes casos que se pueden presentar en el caso

infmito. Siguiendo el proceso que permite, a partir de la sucesión de

transformaciones cuadráticas, obtener su expresión H-N, es fácil darse

cuenta que, tanto los enteros h., como los subíndices s. y los números
1 J

naturales k
1

(i, j, 1, en los conjuntos de índices adecuados),

dependen exclusivamente, de la sucesión de transformaciones

cuadráticas, es decir, de la situación en el divisor excepcional de los

puntos en que se efectua cada transformación y, por lo tanto, no

dependen de la base { x, y } elegida.
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1.1.1

Dada una suceSlon simple de transformaciones cuadráticas (1t),

como antes, se tendrá ( ver [ e ] ):
a) Son puntos libres, los siguientes:

Po , ..., p ,y, P +k '
h

O
h +h + h

o 1 s 1
1-1

puntos satélites terminales, exactamente, los

h +k -1 para 1 = 1 , ... , g , ...
s 1

1-1

P
hO+h +•••+h +k +h -1, •••para 1=1,...,g,...

1 s 1 s
1-1 1

b) Son puntos satélites, todos aquellos p. que no son libres.
I

c) Son puntos libres iniciales, exactamente, los puntos

P , l = 1, ... , g , ...
h +h + ..• h +k

o 1 s 1
1-1

d) Por fm, son

puntos P
h +h +

o 1
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1.2. Valoraciones y grafos duales asociados.

Introducimos, el grafo dual asociado a cualquier valoración ( ver,

[ S-1 ] )

Defmición 1.2.1.

Sea r, un grafo pesado en los vértices, con peso wr ( - ). Una

modificación elemental de r de tipo A ( análogamente de tipo B ) es un

grafo pesado r' al que se le ha añadido un nuevo vértice, que verifica

una de las tres condiciones siguientes:

i) Existe un vértice It x It E r, tal que, r' se obtiene a partir de

r, añadiendo un nuevo vértice It y It Y un arco que conecte x con y, de

manera que, para el tipo A, wr ' ( y)= wr ( x ) + 1 ;

wr ' ( Z ) = wr ( Z ) para todo z vértice de r, y por lo tanto, de r'. y
para el tipo B, wr ' ( y ) = 1 ; wr ,( x ) = W

f
(x ) + 1 y

wr ' ( z ) = wr ( z ), para todo z vértice de r - {x .

ii) Existen dos vértices adyacentes x, y E r, tales que, r' se

obtiene de r reemplazando el subgrafo o o por el subgrafo
x y

o o o, donde z es el único vértice de r' - r de modo que, para
x z y

el tipo A,

wr ' ( z ) = máx { wr ( x ) , wr ( y ) } + 1 y, wr ( t ) = wr ' ( t )

para cualquier vértice tEr ( y por lo tanto a r' ); y para el tipo B,

wr ' ( z ) = 1, wr ' ( x ) = wr ( x ) + 1, wr ' ( y ) = wr ( y ) + 1,

wr ' ( t ) = wr ( t ) para cualquier vértice tEr - { x , y }.

iii) r = 0 y r' = { x }, con wr ' ( x ) = 1, en ambos casos.

Una modificación elemental i), se denota por e(x), y se dice de

primera clase. Si es ii) se denotará por e(x,y), y se dice de segunda

clase. En el caso de que sea iii), se denota e(0) y es, también, de

primera clase. El contexto indicará si es de tipo A o de tipo B.
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Defmición 1.2.2.

Tomando el grafo r = 0, se llama sucesión elemental de grafos de

tipo A ( respectivamente de tipo B ), a una sucesion,

yoJl) (i)r e ) l' e e ) r oo.

1 2 i

de modificaciones elementales de tipo A ( de tipo B ).

Defmición 1.2.3.

Considérese una sucesión elemental 1.2..2. ( de tipo A o de tipo

B ) de grafos, y sea x., el único vértice de r(i) - pi-l). S., el
I I

conjunto de vértices de r(i-l) con e. = e(S,) ( cardo S. = 1 ó 2 ),
J I I

entonces, esta sucesión es simple si se verifican las dos condiciones

siguientes:

i) x. E S.
I 1+1

ti) Si la sucesión de 1.2.2. es infmita, para cada i y J

suficientemente grande relativo a i, x. ~ S..
J J

Defmición 1.2.4.
*Sea una sucesión simple 1.2.2., el límite, r , de una sucesión

elemental { pi),e. } de tipo A ( respectivamente de tipo B ), que se
I

denota r* = lim pi>, se defme del modo siguiente:
i~oo

* 00 • *El conjunto de vértices es r = .u pI) y, dos vértices de r ,
1=1

son adyacentes, si lo son en r(i) para i » O.
*Además, si x E r es un vértice, entonces, Wr * = lím W:r<i) (x).

. * i~oo

Como { rCI>, e. } es simple, r esta bien defmida y, wr * ( x ) < 00,

I *
para cada vértice x E r .
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Sea X una superficie no singular, ~ E X un punto, tal que,

una sucesi6n de transformaciones cuadráticas 1.0.2,dim. (J. ~ = 2, Y
X.~

tal que, 1tio 01t1 induce un isomorfismo,

1t
i
o 01t

1
: XCi) \ (1tio...01tlrl( ~ ) ) X \ { ~ }.

Si rei) es el grafo dual de (1t,° 01t r 1
( ~), de tipo A

1 1

(respectivamente de tipo B) (es decir, los vértices son las

componentes del divisor excepcional, y dos vértices se unen si las

componentes se cortan; los pesos siguiendo las relaciones A o B según

el caso ), entonces, r(i)y r(i+l), se relacionan por una modificaci6n

elemental e,. Además, si { 1t, } es simple tambien ( ri) , e, } lo es.
1 1 1

Defmici6n 1.2.6.

En las condiciones 1.0., sea u una valoraci6n de F que domina R ,

( 1t ) ( 1.0.2. ) la sucesi6n simple de transformaciones cuadráticas que

lleva asociada, y r (i) la sucesi6n simple de grafos pesados de tipo A
A(B)

(respectivamente B ) elemental que lleva asociada. Entonces, se defme

el grafo dual de tipo A ( tipo B ) asociado a u ( o a 1t ) como:

r = lim rei)
i-7CO

Proposici6n 1.2.7.

Considerense los siguientes conjuntos:

AA = ( límites de sucesiones elementales simples de tipo A que empiezan

en r = (2) ).

A
B

= ( límites de sucesiones elementales simples de tipo B que empiezan

en r = (2) ).

Existe una biyecci6n natural entre los conjuntos AA Y A
B

, 'V, tal

que, si u es una valoraci6n como en 1.2.6., y, r E A ; r E A son
A A B B

las dadas en 1.2.6., se tiene que, '1'( r ) = r .
A B
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Lema 1.2.8.--*--
Si r E A (respectivamente A ), entonces, existe una única

A B

sucesión r(i), tal que, lim pi) = r * (El sentido de la unicidad se
i~oo , *

precisa teniendo en cuenta r(l) e r ).

Demostración 1.2.8. ( Identica para el caso A y B )

Supongamos, por reducción al absurdo, que existen r(i) y
P(i)distintos, tales que, lím pi) = Um r,(i) = r* Como

i~oo i 00

pO) = r'(O) = 0, existirá un j E IN, tal que, rO) = r,(j) y

rO+1) :1: r,(j+l) ( tanto pi) como p(i) se pueden considerar subgrafos

*de r ), puesto que la asignación de pesos depende de la situación de

cada vértice nuevo, en el caso B, y en el caso A, se hace sumando uno

al peso del anterior vértice, y también, porque la sucesión es simple,
la diferencia entre r(j+l) y r,(j+l) debe de estar en que, si

x E rO+1) \ rO) y x' E r,(j+l) \ r,(j), los vértices adyacentes a x,

y los adyacentes a x', deben ser diferentes, propiedad que se transmite
*a lo largo de las siguientes modificaciones, puesto que x = x' E r , en

el límite deberá ser adyacente a un mismo vértice, lo que es absurdo.

Demostración 1.2.7.
*Se sigue del lema anterior, sea r E A, existe por el lema

1.2.8. una única sucesión r'í), tal que, lim reÍ) = r*. Puesto que
i~oo ,

pO)= 0 , podemos ir creando los B-pesos de pI) a partir de los

A-pesos, y viceversa, siendo r(i)en ambos casos el mismo grafo,

observando la situación en que aparecen los nuevos vértices, pesándolos

como se ha indicado en 1.2.1. La construcción de '1' y el resultado es

ahora evidente.

Además, si u es una valoración, lleva asociada una única sucesión

de explosiones simples 1t, y una única sucesión elemental simple de tipo

A ( respectivamente B ) con el mismo soporte r(i). Denotando r(i) y

r~i) los correspondientes grafos pesados, entonces los grafos A-du~ y
* (') * (') * *B-dual r = lím r I , y, r = lím r I . Es trivial que, '1' (r ) = r .
A A B, B A B

i~oo I~OO
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1.3. Grafos duales y desarrollos H-N de las valoraciones
divisoriales.

1.3.1. El grafo dual de tipo A.

En este apartado, sea'\) una valoración divisorial que domina a R

sobre F, sea (1t) la sucesión de transformaciones cuadráticas que

lleva asociada y que sabemos que es fmita:

() X X (I) X( 2) X(N) -.rriN+l)
1t: ~ ~ ~ ••• ~ ~ ••• .A:

1 2 N+l

Si { x , y} es una base de m, la expresión Hamburger-Noether

para '\) ( o para 1t ) será de la forma:

2 ho hOy=a
01

x+a
02

x +...+a
oho

x +x ZI

h
X=ZI 1 Z2

k 1 h h
SI SI

Z =a z + ... +a z + z z +
S -1 S k SI 8

1
h 8 S S 1

1 1, 1 sIl 1
1

k

Z =a k z g+ ...+ z h 8
s -1 S s s g

g g g g g

*z
S + 1

g

Con a
ij

E K, Y para ciertos valores ho ' ... ,h
s

' ciertos
g

subíndices s = 0, s ,s ,... ,s y ciertos números naturaleso 1 2 g
k ,k

2
...,k con 2 ~ k. ~ h ( i = 1, ... ,g) que no dependen de la

1 g 1 8.
1

base { x , y } de m, elegida, además * significa que es el último

elemento que puede someterse al algoritmo de crear el desarrollo H-N y,
*se escribe para completar la igualdad. El elemento U = z es un
S +1

g

uniformizante para el anillo de valoración divisorial, que en este caso

es discreta.

11



Sea ahora,

o e r
( 1) , r(N) r(N+l)

) A -e-=---~) "·-e~~~ A e ) A
1\

2 N N+l

la sucesi6n elemental simple de tipo A, que lleva asociada la sucesi6n
*( 1t ), Y por lo tanto el grafo dual asociado r A será:

r* =lim r(i) = r(N+l)
A. A A

l~OO

Es interesante indicar que si a cada componente del divisor y a

sus transformados estrictos, se les denota por L., donde i indica que
1

aparece tras la explosi6n 1t., entonces el A-peso del vértice del grafo
1

dual será i. Por otro lado, la geometría del divisor excepcional se

conoce a partir del desarrollo H-N. Vamos a precisar cuales son los

A-pesos.

Lema 1.3.1.1.

Si,

H ( j ) = \ h. ; para O S j S s .¿ J g

iS j

Para cada n con N ~ n ~ 1, existe un único m(n) > n, tal que, L y
o

L se cortan. Además, m(n) =1: n+1, si y s610 si, existe un valor
meo)

r E { O, 1 , ... , s -1 }, tal que, n = H ( r ).
g

Finalmente, si n = H ( r ) entonces:

m( n ) = H ( r+1 ) + 1, si, r =1: s -1; V t E { 1, ... ,g }
t

m( n ) = n + k si 3 t con r = s-l.
t t

( Ver [ D ] pag.199 ).

A partir de este resultado es fácil mostrar la siguiente,

Proposici6n 1.3.1.2.

El grafo dual_ de tipo A, asociado a la valoración divisorial 'O,

con el desarrollo H-N de 1.3.1. tiene la forma siguiente,

12



0,-0-..,6-0- "'6- ... -0-6- ... or g+1

.
6

.
6

.
6
r

g

Viene dado por el desarrollo H-N y cada" rama 11 del grafo r.,
J

O ~ j ~ g , será como se muestra en el dibujo:

( 1) (2)' (3) (4) (5)

0-0- ...-0-0-0-
(6) (7)

0-0-...
(8)

O
L..-- ---II L..-I ----1

bloque 1

13

bloque 3

0(9)

6(10)

O(11)

O(12)

6(13)

6(14)

O(15)

6(16)

último
bloque

bloque

4

bloque
2



Los pesos serán los siguientes:

( 1 ) = H ( s. - 1 ) + k. ;
J - 1 J-l

( 2 ) = H ( s. -1) + k. + 1;
J -1 J-l

( 3 ) = H ( s. 1 );
J-

( 4 ) =H (S. +1) + 1;
J -1

( 5 ) =H ( s. +1 ) + 2;
J - 1

( 6 ) =H (s. +2);
J -1

( 7 ) =H ( s. +2) + 1;
J -1

( 8 ) = H ( s. -1 ) + k.;
J J

( 9 ) = H ( s. -1 ) + 2;
J

( 10 ) = H ( s. -1 ) + 1;
J

( 11 ) = H ( s. +3);
J - 1

( 12 ) =H (s. +2) + 2;
J - 1

( 13 ) = H ( s. +2) + 1;
J - 1

( 14 ) = H ( s. +1 );
J -1

( 15 ) =H (S. )+ 2;
J -1

( 16 ) = H (s. ) + 1.
J - 1

La rama r será:
8+1

H (s -1 )+k +1
8 8

Or----,O- ... --O
H(s -1)+k H(s)

8 g 8

Demostración

Apliquemos el lema anterior:

a) La secuencia de divisores, de pesos,

H ( r ) + 1,..., ..., H ( r+1 ), aparece siempre en el grafo r A de la

forma,
H (r)+2

O 0- ... --0
H(r)+1 H(r+l)

14



b) Por cada número entero n > 1, existe un único k(n) < n, de

manera que L y L se cortan, excepto en los casos siguientes:
n k(n)

b-1) Si n = H ( s ) + 1, para t E E { O, 1,..., g-l }, estamos
t

en el lema 1.3.1. .b Y no existe k(n).

b-2) Si n = H ( s - 1 ) + k, nos encontramos en el caso del
t t

dibujo:

L
H(s -1)

t

L
H(s -1)+k-l

t t

L
H(s -l)+k

t t
-I-x-I-

p

Y, por lo tanto, el divisor n corta otros tres, dos de ellos con

menor peso, y otro, con peso mayor, por lo tanto, los únicos extremos

del grafo son: H ( s ) + 1; t E { S , S , ••• , s } Y H (s ),
t o 1 8-1 8

( So = O ).

Todo esto indica, junto con el lema, que el grafo es el indicado

en el texto de la proposici6n.

1.3.2. El grafo dual B

Sea u una valoraci6n divisoria! sobre F que domina a R y sea

1t = 11. ( U ), la sucesión de transformaciones cuadráticas,

(1t) : X (-- X(l)~ X( 2) (--

1t1 1t2

donde X = Spec R.

15



y sea,

O r (1) r(N) r(N+l)
) --4) ... e ) Be ) B

el B e 2 N N+l

la sucesión elemental simple que lleva asociada 1t. Sabemos que cada

r( i)coincide con r (i) en la construcción gráfica, aunque no en los
B A

pesos, y el grafo dual de tipo B, asociado a 1t será:

r
B

= lim r~i) = r~N+l), y por 1.2. 7., será \11 (r
A

) = r
B

•

i~oo

Además, [ ver Spivakovsk.y [ S-l ] ], existe una colección de

enteros no negativos:

g E lNo;

m. E IN, para 1 ~ i ~ g+l, donde m. ~ 2 para i ~ g, y, m =1;
1 1 8+1

a~i) E lN.para 1~ ~ g+1, 1~ j~ m..
J 1

tales que, el grafo dual de t> (o de 1t) de tipo B es el

siguiente:

0,--0-... 0-0- ...0-
O 6

-0-0- ... Or6 g+1

.
O
r

1

16
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Donde cada r., O < i ~ g, será:
1

(
• ) • ) ( 1(' »2 2 2 821 +2 2 2 2 2 a ( 1 +2 amI +2

0-0-0 ...0-0-0-0-0 ..~0_0_20-... 6-02
L

ú 1 timo
b 1 oqu e 1 b 1 oqu e 3

bloque

( i) (i) 02
( i)

8 1 8
3

62
8

vértices v é r tic es
m.

vér ti ces

(i) 2
OaS + ( i)

8 +2
4

vé r tic es

02 bloque

62
4

(i)

68
3
+2

( i)
8 +2
v~rtices

02 bloque

62
2

Y, r ,
g+1

0--0- ... -0-0
2 2 2

(g + 1) .
8 vért 1 ces

1

17



La prueba de este resultado es también elemental. y se puede hacer

por inducción sobre la construcción, o utilizando la matriz de

proximidad P, para describir la matriz de intersección como lp P. En lo

que sigue. precisaremos quienes son los números anteriores, en términos

del desarrollo de Hamburger-Noether. De hecho, esto nos dará una

descripción explicita de la biyección 'V.

Proposición 1.3.2.1.

En las condiciones anteriores, se tiene ( los parámetros dados por

el desarrollo H-N ):

- g = número de ramas en forma de " 1 " del grafo.

- Si u. = número de bloques que aparecen en la rama r., entonces,
1 1

U = s- s + 1i i i-l •

ko = 1;

h - k. + 1 = a(i).
s. 1-1 1

1 -1
h + 1 = a(i)

s·A 2 •
i-l

h + 2 = a(i)s; 3 •
1-1

h /+mY). 2 = a (i)
s. 1 m.-l.
~1 1

k. - 1 = a (i).
1 m.

1

Demostración

Nuestra prueba se basa en el hecho siguiente: r B y r A son

gráficamente iguales, porque la sucesión elemental que conduce a cada

uno de ellos es la misma, geométricamente. El orden en que aparecen los

divisores, está indicado por el grafo A y es obvio que, en cada rama

r" van apareciendo los puntos del primer bloque, de izquierda a
1

derecha, luego, los del segundo de abajo arriba, a continuación, el

tercero de izquierda a derecha ...

18



De modo que, si el número de divisores de cada bloque coincide,

para los grafos de tipo A y B respectivamente, ( en todas la ramas ),

el número de bloques, tambien, así como el orden de ellos y el número

de ramas, en cada grafo. Será claro que los dos grafos son los que se

corresponden por la biyección V. Así, se tendrá:

g = número de ramas.

u. = m. en el grafo B, y el número de bloques u., en el grafo B, será
1 1 1

s. -1 - (s. ) + 1 = s. - s. + 1, pues los primeros pesos de cada
1 1-1 1 1-1

bloque son H(si_l= 1 1 ± ki_1; H(si_l1 ± 1; H(si_l± 1 1 ± 1; ~ ;
H(s.:. 1 1± 1.

1

Por 10 tanto:

m=s-s +1i i i-l

Respecto al número de divisores en cada bloque,

H (s ) - [H (s - 1 ) + k ] + 1 = h - k + 1 = a(i).i-l i-l i-l S. i-l 1
1-1

H ( s. + 1 ) - [H (s. ) + 1 ] + 1 = h ,.,+ 1 = a(2i).
~1 ~1 ~

1-1

k - 1 = a (i~
i m.

1

=H (s.-1 ) + k, - [H (s.- 1 ) + 1 ]
1 1 1

Con esto fmaliza la prueba de la proposición.
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Nota 1.3.2.2.

Tambien, asociados a una valoración divisorial se pueden

considerar los datos de Puiseux de \) (según la terminología de

Zarlski ) P ,PI' ... ,~ , y el semigrupo de valores

«1>+ =\) ( R \ ~ O } ) e ~ (donde \) se ha normalizado para que

\) ( m ) = 1 ).

Los datos de Puiseux vienen dados por :

Po = 1; Y para 1 S i S g

1P = a(i)T+ _

i 1

1
'+--------

a(i) + 1
m.

1

p.
Si ponemos p. =-nI con (p.,n.) = 1 Y e. = n ... n.;

1, 11 1 1 1
1

eo =no = 1, entonces «1>+ está generado de manera minimal por los

números racionales P' , ... , P' dados por,o g

e.
1- 1

p,- 1
1

A' = 1 A' = A Y A' =__Po 'PI PI' Pi + P' ni-l i-l'

La demostración de este hecho, puede encontrarse en, [ S-l ] o en

[ e ], si se tiene en cuenta, que el semigrupo eo «1>+ e IN, no es otra

cosa que el semigrupo de una curva algebroide plana irreducible, cuyo

desarrollo de H-N, se obtiene por especialización del desarrollo de \)
*(sustituir "U" por un elemento de F ). Según la terminología de

[ e ] se tiene,

eop: = ~..
1 1

20



El conjunto de las ecuaciones implícitas, para estas curvas

especializadas, generan el ideal completo simple p asociado a 'U. Las

características de este ideal estarán recogidas, de alguna manera, en

el desarrollo Hamburger-Noether. En particular, 'U ( P ) =~' . Así
8+1

tenemos el siguiente resultado resumen.

Corolario 1.3.2.3.

Sea 'U una valoración divisorial de F que domina a R, tal que,

'U ( m ) = 1. A partir de su desarrollo de Hamburger-Noether, puede

obtenerse:

1) Su grafo dual A y también B.

2) Una sucesión minimal { P~ }de generadores del semigrupo de
1

la valoración.

3)

A -1
....8+ 1

El valor 'U ( P ) = P' =--- + 13' n .
8+1 e 8 8

8

1.3.3. La "forma" del desarrollo de Hamburger-Noether y el

diagrama de Enrigues.

Además del grafo dual, hay otras dos representaciones gráficas

equivalentes que, en ocasiones, pueden representar comodidad para el

trabajo con valoraciones. Ambas, tienen una relación inmediata con el

desarrollo H-N y la discusión sobre puntos libres y satélites.
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En primer lugar, entenderemos por 11 forma 11 del desarrollo H-N de

la valoración u, la colección de segmentos siguientes:

h
o

k h - k = 1
sil

1-1-1---­
h + 1

s 1

k
g

h - k = 1
s g g

g

El diagrama de Enriques, consiste en considerar la sucesión simple

Po' P1"" , Pn asociada a la valoración, estructurada de la forma

siguiente:

1°) La colección de puntos infmitamente próximos libres

consecutivos P ,P ,..., P .
o 1 h

2°) La colección de puntos infinitamente próximos satélites

consecutivos,

Ph+1, Ph+2, ••• Ph+h ; Ph+h +1' ••• , Ph+h +h ; ••• , Ph+h +...+k .1"
1 1 1 2 1 1

Estando separada, dicha colección, por paquetes de puntos ligados

entre si por la propiedad de permanecer o no, sobre la ( transformada

estricta ) del mismo divisor.

3°) La colección correspondiente de puntos libres siguientes.

4°) Nueva colección de paquetes de puntos satélites.

y así, sucesivamente, hasta la última colección de puntos, a la

fuerza, libres.

22



La información anterior, se organiza gráficamente en el diagrama

de Enriques, en la forma siguiente. Las colecciones de puntos libres se

describen por un diagrama lineal curvilineo con el número de puntos de

la colección:

h + 1

~as colecciones de puntos satélites, se representan por un

diagrama en escalera, con sucesivos peldaños y contrapeldaños, que son

diagramas rectilineos, con respectivos números iguales a los números de

puntos de los paquetes:

k - 1
1

23



La forma final del diagrama de Enriques será la siguiente:

h+l h· I 1 h2

-l.
-1_

1
• h - k + 1

• sI 1

24

-1
.
l.
h -k + 1

s g
g



1.4. Grafos duales y desarrollos U-N de valoraciones no
divisoriales.

En este parágrafo, precisaremos las propiedades de los distintos tipos

de valoraciones, que dominan a un anillo local regular de dimensión 2.

La discusión que sigue se puede encontrar en el trabajo de

Spivakovsky [ S-1 ], en el que se da tambien información adicional.

1.4.0. Preliminares

Sea U una valoración de F que domina R. Y sea ep =U ( F - { O } )
A A

su grupo de valores. Sea R el completado m-ádico de R y F su cuerpo de
A A A

fracciones, existe una única valoración U de F, dominando a R, tal que,

su restricción sobre F es 'O. Dicha valoración puede obtenerse del modo

siguiente:
A A A

a = { f E R I Existe una sucesión (f ) de Cauchy; f E R, con U( f )
A n n A n

no acotada en ep y, tal que, f ~ f }, es un ideal primo de R. Si
n

a =U ( m ), podemos distiguir dos situaciones:

1) Para cada b E ep, existe n E IN, tal que, na > b. En este caso es

rg U = 1.

2) Existe b E ep con, na < b, para todo n E IN. Se tiene, rg U = 2,

* *U es discreta y a =( O, a ) con a E IN.

Si se tiene 1) podemos distiguir, a su vez, dos casos.
A A A

a) a = ( O ). Entonces, se tendrá que el grupo de valores ep de U
A

es igual a ep, y para cualquier sucesi6n f ~ f,
n

A A
U ( f ) = lim U (f )

n
n~OO

A A A A A

b) a :1: ( O). Entonces, se tiene $ =Z E9 ep. Si f E R - a para
A

cualquier sucesi6n f ~ f se tiene,
n

A A
'O ( f ) = lim U (f )

n
n~OO
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/\

t E

/\ /\m /\ /\

Si f E a, con f = t + 'm E !N - { O }; a, b E R - a, siendo
/\ /\

R un parámetro regular de R/\ , entonces,
a

/\ /\ /\

'O ( f ) = ( m,O ) + 'O ( a ) - 'O ( b ).

/\ /\

IN - { O }; a, b E R - h,con
/\

Si f E h,

/\

Si se tiene 2), podemos considerar el ideal primo de R siguiente:
/\ /\ /\

h = { f E R / Existe una sucesión (f ) de Cauchy; f E R con
n n

'O( f ) no acotada en ep y, tal que, f -7 f }, donde ep es el único
n 1 n 1

subgrupo propio aislado de ep.
/\ /\

Si tER es un parámetro regular del anillo local Rh, se tiene:
/\ /\ /\ /\

Si f E R - h, siendo f -7 f como antes, entonces,
n

/\ /\

'O ( f ) = lim 'O (f )
n

n~OO

m a
f=t D,mE

entonces,
/\ /\ /\

'O ( f ) = m 'O(t) + 'O ( a ) - 'O ( b ).

1.4.1. Clasificación de valoraciones de E Que dominan ª R.

Según la fórmula de Abhyankar, ( l.O.l.iv ) se puede construir el

siguiente cuadro, que da todas las posibilidades para una valoración 'O

de F que domina a R.

Tipo Rango Rango Grado Disc reta Grupo
racional trascendencia valores

e o n t en ido
en

A 2 2 O S 1 l Ea lO
con ten ido

en

B 1 2 O NO IR no,n «)
contenido
en

C 1 1 O NO lO, n o en 7L

D 1 1 O S 1 7L

E 1 1 1 S 1 l
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En lo que sigue y en coherencia con la notación anterior, ep es el

grupo de valores de 'U, ep+ el semigrupo de valores, <1> el subgrupo
A X

aislado minimal no nulo de ep+, el> + = el> t1 el>+ y <1>, ep+ el grupo y
1 1

A A
semigrupo de valores de la extensión 'U a R. Salvo que se indique lo

contrario, tomaremos para 'U normalizaciones con 'U ( m ) = 1, con lo

cual los grupos de valores serán semigrupos del grupo aditivo de los

números reales, en los casos B, C, D , E. En el caso A, se identificará

lD con O Ea lD, la normalización de u cumplirá u( m ) =( 0,1 ) = 1 Y en

ocasiones, podremos pensar en la división entre elementos de O Ea lD, que

vendrá inducida por la división en lD.

1.4.2. Grafo dual y desarrollo H-N de los distintos tipos de

valoraciones.

Para detallar más las propiedades de los tipos de valoraciones

anteriores, usaremos el concepto de sucesión generatriz y sucesión

generatriz minimal. Excluiremos el caso E, pues son las valoraciones

divisoriales ya tratadas.

- Una familia { Qi } iE 1 de elementos de m, se dice que es una

sucesión generatriz de u, si para cada f E R se tiene,

u ( f ) = máx. { a E IR (ZE9lO)/ f E Pa }

( Entre parentesis, para el caso A, y orden lexicográfico ), donde Pa'

es el ideal de R generado por:

{ n Q.~ / L 'Y. u ( Q. ) ~ a }
jE 1 J jE 1 J . J

'Y. E IN
J

Y se dice que es una sucesión generatriz minimal, si la supresión

de cualquiera de sus elementos, evita el que generen la valoración u.
Tenemos la casuistica siquiente. (Los detalles, pueden

encontrarse en [ S-1 ] ).
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A-l

Es el caso A (rg 'O =2), en el que se tiene una sucesi6n

generatriz minimal { Q¡ }O~8+1 ' su rango racional es dos y se tiene

ep+ =< ~¿, ~;, ... '~;+1 >, con 'O ( Q¡ ) = ~; , eo ~; E O €e l ( eo es

un entero) y~' = (1,0), siendo dicho sistema generador minimal
8+1

para el semigrupo.

El grafo dual tiene la forma genérica siguiente:

0--0-... 0-0- ...0-
O 6

-0-0- ... O...r
C> g+1

6
.
6

.
6
r

g

Los pesos son los descritos para las ramas r., O S; i S; g en
1

1.3.1.2. Y para r ,se han de proseguir los pesos alli descritos, de
8+1

uno en uno, indefmidamente.

y las ramas r. pueden obtenerse de { ~', ~', . . ., ~' } mediante
1 o 1 8

las igualdades:

~. =e. 1 ( ~.' - n. 1 ~1'-1') + 1;
1 1- 1 1-

i

m.c.d.(p. , n. ) = 1; e. =n n· e =n = ~ = 1·
1 1 1 j' o o o '

j=1
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1

1

P. = (h - k + 1 ) + ---------
1 Si_l i-l

h +-------­
Si_l+1

h +
s + 2
i-l 1

.+--
k.

1

para 1 ~ i ~ g.

En consecuencia, el desarrollo de Hamburger-Noether para un

sistema regular de parámetros { x,y } de m, será,

2 hO hOy=a
Ol

x+a
02

x +... +a h x +x Z
o o 1

hx=z lZ
1 2

k
l

h h
s 1 sI

Z =a Z + ...+a z + Z Z
s -1 s k s 1 s h s s s +1

1 1, lIs 1 1 1
1

k k +1
Z =a z g+ a z g +

s -1 s k s s k- +1 sg gg g gg g

29



h+l

La lIfonnalt del desarrollo H-N será, en este caso,

h
o

h__1_1
h

2---1

k h - k = 1
sIl

I---¿-ll 1 I
s

I 1

k
g

y el diagrama de Enriques será:

h
· I 1 h2

-l.
-1_

1
• h - k + 1

• sI 1

k
g
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B.
En este caso, rg 'O = 1, rg rac 'O = 2. Se tiene una suceSlon

generatriz minimal { Q. } <.<' con J}~ = 'O ( Q. ) e GJ O ~ i ~ g-l,
1 O_~g +1 1

J}' = 'O (Q ) e IR - GJ y, se verifica ep = < J}', J}', ... , J}' >, siendo
8 8 o 1 + g

estos valores un sistema generador minimal de ep • Las ramas r.,
1

1 ~ i ~ g-l, pueden obtenerse de los valores P~ como se indica en A.l.,
1

mientras que r se obtendrá de P' de las fórmulas:
g 8

J} = e (J}' - n P') + 1;
g 8-1 g 8-1 8-1

1

J}=(h -k +1)+----------
g s 8-1

~1 1
h +-------­s +1

g-1

h +
s + 2
g-1

El grafo dual quedará así:

0--,0-... 0-0- ...0-
O 6

-o....
O

.
6 6 6
r r

2
r

1 8

Los pesos de las ramas r
1
, ..., r son los indicados con

8-1

anterioridad.
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La rama r ,
g

(1) (2) (3) (4) (5)

0-0- ...-0-0-0-
(6)
0-0-...

L- --J1 L..! ---l

bloque l bloque 3

o
6

o(11)

o(12)

6(13)

6(14)

o(15)

6(16)

bloque

4

bloque

2

y los pesos (1),... ,(6), (11), ... ,(16) son los indicados en

1.3.1.2. para j = g. Naturalmente, el número de bloques es infmito.

y el desarrollo H-N,
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2 hO h
y=a x+a X +...+a h x +x °z

01 02 O O 1

x=z h 1Z
1 2

k h h
g-1 s s

Z =a
s

k Zs + ...+ a Z g-1 + Z g-l Z
s - 1 s h s s s +1

g-1 g - 1 g - 1 g - 1 g -1 s g-1 g-1 g-1
g -1

h +2
Z =zs -1

s + ¡ s g +2
g-l g - 1

Z
s + 3
g - 1

prosiguiendo con filas como la última, de forma indefInida.

La "forma" del desarrollo H-N será, en este caso,

h
o

h¡
---1

h
2---1

k h - k =1
s g - 1 g-1

I~1--g
;:;....--1--1

h + 1
s

g - 1
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h+l

y el diagrama de Enriques, será:

h
· I 1 h2

-1
.
-1_,

h - k + 1
• sI 1

. h + 1
-, sg-1

-1-

C

Se tiene una sucesión generatriz {Q¡} o~oo' con

P: = t> ( Q. ) E ((), ahora, rg t> = rg rac t> = 1 Y
1 1

th+ - A' A' . d 'ó·'1' - < "'0' ... ... ,.,i' ... >, slen o esta una sucesl n generatnz

mínima! del semigrupo. Cada rama r, del grafo, vendrá expresada por las
1

fórmulas de A.l, y el desarrollo H-N se escribirá para un sistema de

parámetros { x,y } de m ,
2 hO hOy=a

01
x+a

02
x +... +a h x +x z

o o 1

k
l

h h
s 1 SI

Z =a z + ...+a z + Z z +
s -1 s k s s h s 1 sI sil

1 1, 1 lis 1

k h h
Z =a z 1+ 1 +'" + a z s 1+1 + z sI+1 Z

s - 1 s k s s h s s s +1
1+1 1+1 1+ 1 1+1 1+1 s 1+1 1+1 1+1

1+1

Prosiguiendo con bloques como B indefmidamente.
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El grafo dual,

0--0-... 0-0- ...0-
O O

-0...0
O

. . .
6 O 6
r r

2
r

1 g

Los pesos son los ya indicados y se proseguirá con ramas

indefmidamente.

La "forma" del desarrollo H-N será, en este caso,

h
o

1-1--
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h+1

y el diagrama de Enriques será:

h
• , 1 h2

-l.

-1_,
• h - k + 1

• sI 1

-1

Donde el fmal, en ambos casos, son alternancias de segmentos de

puntos libres y satélites indefmidamente.

Los dos casos restantes, A-2 y D, que discutimos a continuación
A A

son, tales que, la valoración '\) extensión de '\) al completado R de R es
A

de tipo A-l. Dicha extensión tendrá una sucesión generatriz mínimal Q ,
A o

..., Q 1; pero es obvio que, de hecho, Q, ..., Q se pueden tomar en
~ o ~ A

R. Así, elegiremos una sucesión Q , ..., Q E R, Q E R - R, que son
A o g g+1

generadores minimales para '\).

A

Supongamos que existe Q E R, tal que, Q I Q . Como
A 8+1 g+1 g+1

rg '\) = 2 se tiene rg '\) =2. Esto indica que el desarrollo H-N y el

grafo dual, así como la forma del desarrollo H-N y el diagrama de

Enriques, son los indicados en A-l. La valoración '\) se corresponde al
A A

caso 2 de 1.4.0. <P = <p, pero ep+ no está incluido en el> + , pues
A A

'\) (Q 1) e: eI>+.
g+
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/\

No existe Q E R, tal que, Q I Q . Nos encontramos en el
g+1 g+1 g+1

/\ /\ /\

caso Lb. de 1.4.0., el ideal a t:. O Y Q E a, luego,
A gA1

rg u =rag rac \) = l, \) es discreta, u IF =U Y $ = 71. E9 (j>. En

conclusión, el grafo dual y el desarrollo H-N se corresponden a los de

tipo A.l, así como la "forma" del desarrollo H-N y el diagrama de

Enriques. En 10 sucesivo, nos referiremos a los grafos de tipo A-D para

indicar los de la figura A.l.
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Defmición ~

Sea A un anillo local, un par (Á,i), donde Á es un anillo local

henseliano e i : A -----7 Á es un morfismo local de anillos, es el

henselianizado de A, si para cada anillo local henseliano B y para

cada morfismo local u: A -----7 B, existe un único morfismo local

u: A -----7 B, tal que, u = u o i

Los anillos locales henselianos que son G-anillos (de

Grothendrieck) tienen una importante propiedad, propiedad conocida

como el teorema de aproximación de Artin. Dicho resultado ha sido

conjetural hasta la actualidad, conociendose en los casos

geométricamente importantes. Rothanss lo ha probado para el caso en que

el anillo contiene a ([.), y Spivakovsky ha anunciado el teorema general.

Podemos enunciarlo en la forma siguiente:

3.
Sea A un G-anillo local noetheriano y henseliano , m su ideal

maximal. Si 1 es un ideal del anillo A [ x , x , ... ,x ] existe un
120

número r E IN, tal que, si t, t , ... ,t E A Y l E IN verifican
. 1 2 o

1 e ( x - t ,x - t, ..., x - t ) + mrl ,se tiene que, existen
1 1 2 2 o o

t', t
2
', ••• , t' E A que cumplen, 1 e ( x - t' ,x -t' ,..., x -t') y

1 o 1122 00

t.-t~ E mi, para 1 S; i S; n.
1 1

y,antescomoy

Corolario ~

Sean A A [ x , x , ... ,x ]
120

f
1
( Xl' X

2
' ••• ,X ),••• ,f ( x , X

2
, ••• ,X ) E A[ x , x , ... ,x ].

o r 1 o 12 o

paraSi f ( t , t , ... ,t ) = ... = f ( t , t, ... ,t ) = O,
112 o r 12 o
A

t , t
2

, •.. ,t E A (completado m-ádico de A), se tiene que, para
1 o

cada 1 E IN, existen t', t', ... ,t' E A verificando,
1 2 o

f ( t', t', ... ,t' ) = ... = f ( t', t
2
', ••• ,t' ) = O

112 o r 1 o

y t. - f E mi, para 1 S; i S; n.
1 1
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1.S. Descripción de las valoraciones que dominan a R

1.S.E.

Sea u una valoraci6n de tipo E ( o divisorial ), u corresponde a

una sucesión fmita 1t de transformaciones cuadráticas como se indica en

1.3. y tambien a un ideal simple m-primario, p, de R.

Definici6n

Llamaremos elemento general de u, a cualquier elemento g E p,

analíticamente irreducible, tal que, su transformado estricto a través

de la sucesi6n 1t en X<D+l) es regular y transversal a L
D+l

( notación 1.3. ). Los elementos generales son, de hecho, un sistema de

generadores del ideal p, siendo p, la compleción en el sentido de

Zariski del ideal generado por dos de ellos que se separan en L .
n+l

( Ver [ Z-S ] ).

La valoraci6n u (normalizada sobre l), está descrita

completamente por la f6rmula: f E R,

u ( f ) = min ( (f,g) / g es general de u }

donde ( f,g ) indica la multiplicidad de la intersecci6n en m E Spec R,

entre las curvas f = O Y g = O.

1.S.A.D.

Recordamos la noción de henselianizado para proceder a la

discusión.

Defmici6n 1
Un anillo local A es henseliano, SI todo A-álgebra fmita es

producto de anillos locales.
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Nuestro interés se centra en el resultado siguiente:

Teorema ~

A

Sea R un O-anillo local en las condiciones anteriores. Si R es el

completado m-ádico de R , 2R el henselizado de este anillo y 2R1 el

conjunto de elementos de 2R analíticamente irreducibles y los que se
A

obtienen a partir de ellos multiplicando por una unidad de R. Entonces,

se tiene:
A A

2&1 = { f E R analíticamente irreducible / 3 h E R, h~, con f h E R }

Para la demostración, serán precisos algunos resultados que

indicamos:

Proposición 5.1.
A

Sea R un G- anillo local henseliano en las condiciones 1.0., f E R
A

analíticamente irreducible, supongamos que existe h E R, h:tO, tal que,
A

g = f h E R, entonces, fu E R, donde u es una unidad en R.

Demostración

Consideremos el anillo de polinomios R [ U,V ], en las variables

U, V , Y g - UV E R [ U,V ], puesto que g - fu = O, por 4, existen f'
I IY h' E R con, g = f'h' Y f - f' E m, para cada I E IN; h - h' E m.

Si h Yf no tienen componentes comunes, entonces ,tienen un número

fmito p de puntos infmitamente próximos comunes ( aqui f y h

indican tambien las curvas que tienen asociadas).

Sea I » O, para que el número de puntos infinitamente próximos

comunes de f y f' supere p. (Esto es posible, pues existe una

constante 1 ( f), tal que, si 1 ~ 1 ( f) Y f - f' E mi, el número de

puntos infmitamente próximos comunes entre f y f' es

c + 1 - I( f ) = '1' ( I ), con c constante y 1 -? 00 implica, '1' ( 1 ) -? 00

( Ver [ e ] , cap IV ) ).
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El árbol de puntos infinitamente próximos de g = f h será

esquematicamente:

f

1­
~-

y el de g' = h f' , si f *' f',

f

[5.1.1.]

h

Los puntos infinitamente próximos de f' forman parte del árbol de

puntos infinitamente próximos de g, pero no estan todos en el de h,

pues tiene alguno en común con f que no lo es con h, en conclusión,
1\

uf = f' y fu E R, con u unidad en R.

Si f I h entonces g = fl h con f ~ h. Como antes se encuentran

f', ... , f', h' E R, con g = f' ... f' h', cada f'
1 q 1 q 1\ i

analíticamente irreducible y f = u. f, u. una unidad en R. La
1 1 1

conclusión se sigue de este hecho.

Proposición 5.2.

Sean R y ~ un anillo loa! y su henselianizado. Sea,
1\ 1\

Jt= { f E R / existe g E R, g *' O, con f g E R }

entonces, 2R e ./t
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Demostración

Por [R] cap.! y VID, se tiene ~ = 1i m A
i
, donde

RW ~I
A

i
= [ ]; R [ t] es el anillo de polinomios en la

p(t) q

indeterminada t; p ( t ) e R [ t ], m6nieo y q es un ideal primo de

R[t]
--- que se contrae en m. ( Los valores exactos de p ( t ) Y de q

p(t)
no son relevantes ).

En primer lugar, si h = h + ( p(t) ) e existen
R[t] p (t)

h' e y r e R, tales que, h h' - r e ( p(t». En efecto,
p(t)

podemos suponer que gr p( t ) ~ gr h, Y puesto que, F [ t] es un

dominio euelideo, existen g ,e e F [ t ], con p ( t ) = h g + e .
1 1 1 1

Si gr c
I

= O, se tiene c
I

e F y existe u e R con

gl u = g e R [ t] Y c = C1 u e R, luego, u p ( t ) = h g + c.

Renombrando, h' = g y tomando m6dulo p ( t ), h h' = -e + ( p (t) ).

Si gr e > O, sea veR con v e = e e R[t], v g = g e R[t] y
1 1 1

V p( t ) = h g + e , tomando módulo p(t), Ji g = - e( t ) + ( p( t ) ).

Un método similar, indica que existe c' ( t ) e R [ t] con,

gr C' ( t ) < gr c( t ) Y e g' + c' e ( p( t ) ). Despues de un número

fmito de pasos, existe h'( t ) e R [ t] Y el e R con

h h' = el + ( p(t) ).

Esta propiedad, se traslada faeilmente al conjunto A. para
J

cualquier índice, y en consecuencia, si f e 2R existe un representante

de f en A., para i » O, luego, tambien g e A. representante de un
J J

elemento de ~, tal que, f g e R.

Demostración del teorema ~

Por 5.2. y la defmici6n de ~I, puede escribirse,

~I = { f e ~ irreducible analíticamente ( I.A.) / 3 g e ~ con f g e R }.

y se tiene la cadena,
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A A
~l e { f E R, l. A. I 3 g E R, g *- O, con f g E R } e

{
A ~Q A }

e f E R, l. A. I 3 g E R con f g E 2R e ( por 5.1. ) ¿al.

Nota º
La condición de irreducibilidad analítica, no es precisa y puede

decirse que el conjunto,
A A

{ f E R I 3 g E R. g *- O, con f g E R }
A

consiste en los elementos del tipo uf con f E ¿a Y u unidad de R.

Teorema 1
Toda valoración A ó D, 'O, que domina a un O-anillo R ( condiciones

1.0. ), puede obtenerse, como se indica en la demostración, de las
A

ecuaciones paramétricas de una curva f = O, f E R analíticamente

irreducible, de manera que:

i) Si f E R, la valoración es de tipo A-l.
A A

ii) Si f E R - R Yuf E ~ para alguna unidad en R, la valoración es

A-2.
A A

iii) Si f E R - R Y uf E ~ para toda unidad en R , la valoración

es D.

Demostración

Valoraciones A
A

Sea 'O una valoración de este tipo, rg 'O = 2. Sea h el ideal
A A

descrito en 1.4.0., ht h = 1, Rh es de valoración discreta y
A A A A A

h Rh = ( f ) Rh,f puede tomarse en R, y h = ( f ) en R.
A

Se tiene una sucesión generatriz mínimal (en R o en R)
A A A

() , ..., Q ,Q donde, Qo' ..., Q E R y, Q E R Y los valores
~ g g+1 g A8+1

J3~ = 'O ( Q. ) E O e ID, O S i S g, 13' = 'O (Q ) E leO. Además,
1 1 g~ VI

'O(f)=máx {alfE Pa }
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Donde Pa tiene el significado indicado en 1.4.2. Si no hay ambiguedad,
A

escribiremos Q en vez de Q ,en lo que -sigue.
A8+1 A g+1

Si f E (Q ) en R,
g+1

f = \ cL y ,...,y
o 8+1

8+1 y.n Q.l
i=O 1

pero en algún sumando y = O. Como p~ < P' ,i = O, ..., g, se tiene
A A 8+1 1 8+1

que, '\) ( f )A E ~1 Y '\) ( f ) E ct> - ct>1' lo que es imposible, pues por

defmici6n, '\) ( f ) = '\) ( f), Y no está acotado, luego no está en ct>1.

A A

En consecuencia, se tendrá que f E (Q ) R.
8+1 A

Supongamos f analíticamente irreducible. Salvo unidad de R,
A A

f = Q y estamos en el caso A.1. Entonces, la valoración '\) induce
~1 A A

una valoración Ü en el cuerpo de cocientes, F, de R / ( f). Dicha

valoraci6n es discreta y su anillo de valoración lo denotamos Rü.
A

Por otra parte, (9..= R / ( f ) es un dominio local noetheriano de

dimensi6n 1, y O-anillo ( por ser completo ), luego el cierre integro (9..
A

de (9.. en F es un anillo de valoración discreta y dicha valoración es la

única que domina a (9.. Como Ü domina tambien a (!)..por construcci6n, se

sigue que, ü es la valoración normalizada que corresponde al anillo de

valoración discreta (9..
A

En el caso que consideramos en esta memoria, R y por tanto R,

tienen un cuerpo de coeficientes K, algebraicamente cerrado, y de aqui

(9..es una curva algebroide irreducible sobre K y (9.. = K [[ t ]], siendo t

un uniformizante para u. Si { x,y } es un sistema de generadores del

ideal maximal de R (y de aqui sus clases módulo ( f ) un sistema de

generadores del ideal maximal de (9..), sus imagenes { x(t),y(t) } en (!)..

proporcionan una parametrizaci6n para la curva algebroide.
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Así, si g E R g ~ (f), entonces, el i> - valor de su clase g en

(!). es ord g ( x(t),y(t», es decir, la multiplicidad de intersección
t A

( f,g) entre las curvas algebroides en Spec R, dadas por f = ° y

g = O. En conclusión se tiene, para tales g,

'l> ( g ) = ( 0, (f,g) )

Si g E R, g E ( f), g :1: 0, entonces, g = fP h para algún p y
A

h ~ ( f ). Como u ( f ) = u (Q ) = ( 1,0 ), es claro que,
g+1

U ( g ) = ( p, (h,t) )

La extensión al cuerpo F es inmediata. Un elemento de F no nulo se
a

escribe como fP -, p E l. Y a, b E R con a, b ~ (f). Así:
b

a
u ( fP - ) = ( p , (a,t) - (b,t) )

b

Supongamos que f no es analíticamente irreducible.

Valoraciones Ao2.
A p p

En este caso f E R Y su descomposición en R será, f = f 1 o.. f r
1 r

1\ A
con los f. irreducibles en R y distintos dos a dos, Q tambien es

1 g+1
irreducible y es divisor de f, luego, existe un índice

1\

i E { 1, 2, "0' r } con f. = Q ~ R. Como f es irreducible en R y
1 g+1

A A

R / ( f ) = ( R / ( f », en el caso en que R / ( f) sea O-anillo
A

(por ejemplo en las situaciones geométricas), entonces, R / ( f )

será tambien reducido y de aqui, p = p = '0' =p = 1. Es obvio que,
1 2 r

como R es O-anillo, tambien lo es R / ( f) Y así podemos hacer la

afrrmación anterior.
A

Como en el caso de valoraciones A.1., u se puede obtener a partir

de la valoración de la curva algebroide dada por f.,
1
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A. f A
Ahora, f. E R Y SI g = -r- E R se tiene, g f. = f E R, luego por

1 1¡ 1

el teorema 5, f¡ E ~.

Si se toman x =x ( t ) ; y =y( t ), unas ecuaciones paramétricas

de f. = O, se puede escribir como antes, 'U ( g ) = ( O, (f. g) ), si
1 ~

g E ( f. ), ó equivalentemente, g E ( f ). Por otro lado,

'Il <f ) '= ( 1 • <-f . f¡ ), luego si h e F, con h =~ + entonces,
1

'U ( h ) = ( p , (a,f,) - (b,f,) )
1 1

Valoraciones D
A A A

En este caso, por 1.4.0., el ideal de R, a, es no nulo, RA es de
A a

valoración discreta, a de altura 1 y tomaremos un parámetro regular
A A A

f E R - R que genera a. Nuevamente, Q es divisor de f y si
8+1

PI P A A
f =f ... f r, existe f. = Q . La defmición de 'U y 'U son las

I r 1 8+1

anteriores. Aunque, en este caso, no existe h E R, tal que, f. I h
1

( ver 1.4.2.D. ), por lo tanto, f¡ E ~, Y el grupo de valores es 7/..

(Las expresiones indicadas son para una normalización de 'U, no

necesariamente 'U( m ) = 1 ).

Corolario 'ª
Si R es un G-anillo henseliano en las condiciones 1.0., no existen

valoraciones de F que dominan a R de tipo A.2.

Demostración

R henseliano implica R = ~ y no existe f analíticamente

irreducible, tal que, f E R Y f E ~.

Ejemplos 2
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, K [ X,Y ] el anillo de

polinomios en dos variables y coeficientes en K. Sea
A A

R = K [ X,Y ] (X,Y)' R = K [[ X,Y ]] y F = K « X,Y ».
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/\ /\ /\

A.l. Definase sobre F una valoracion '\}, tal que, '\} ( A ) = O si
/\ /\

A e K, '\} ( X ) = ( 0,1 ) Y '\} ( y ) = ( 1,0 ). Nuestro elemento f, será

Y, de ecuaciones paramétricas, Y = y( t ) = O; X = x( t ) = t Y para
/\ . .

g e R, g = L c.. X1yJ:
lJ

/\

'\} ( g ) = mío { (j,i) / c.. :1= O }
o rdeD lexicográfico lJ

/\

La restricción de '\} a F = Frac. ( R ), será una valoración'\} de

tipo A.l.

/\ /\ 00

D.Pongamos '\} ( X ) = ( 0,1 ); '\} ( X + L yi ) = ( 1,0 ). Las
i = 1

00

/\

'\} IR = '\} IRse tiene:

ecuaciones paramétricas serán y ( t ) = t; x ( t ) = - L ti. Y
i = 1

'\} ( X ) = ( 0,1); '\} ( X + Y ) = ( 0,2 );

t> ( X + Y + ... + yO ) = ( O,n+1 ); ...

El grupo de valores de '\} es 7l., y,

[ X X+Y X+y+y2 ]
R'\} = K X, Y, --V-' 2 ' 3' •••y y

m'\} = Y R'\}. Esta será una valoración de tipo D.

como

A.2. El elemento que dará la valoración será, f = X2 _ y 3 _ y2,
A

cuya descomposición en R será,

r
f = ( X _ / y2 + y3 )

1 + Y

00

= y g (Y), con
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En resumen,

00 00

f = ( X - ~ (1i> yi+
1

) ( X + ~ (1;) yi+
1

)

Considerando las ecuaciones paramétricas:
00

1\

X =x ( t ) = ~ (1;) ti+1
; Y = y(t) = t ,obtendremos una valoración '\l,

que da '\) como restricción, tal que,
00 00

~ ( X - ~ (1;) t1+1 ) =( 1,0 ); ~ ( X + ~ (1;) ti+1) =( 0,1).

Y por lo tanto, '\) ( f ) =( 1,1 ).

1.5. Valoraciones B y. C

1:. Preliminares y. notaciones sobre curvas.

Recordando 1.5.A-D.7.A.l, sea R un anillo local en las condiciones
1\

1.0. R su completado m-ádico y { x,y } un sistema regular de
1\

parámetros. Si f E R, puede considerarse el álgebra local
1\

q = R / ( f ) = K [[ x,y ]] / ( f ), que es una curva algebroide que

tambien representaremos por f. El cierre integro q. de 6f es un anillo

de valoración discreta, cuya valoración asociada pondremos '\)r" Unas

ecuaciones paramétricas de f permiten conocer 'Or"
1\

Si ahora f, f, ... , f E R irreducibles e 1 = { 1, 2,
1 2 n

... , n }, pueden considerarse las curvas q = K [[ x(r) , y(r) ]],
r

x(r) = x + ( f ), y(r) = y + ( f ); r E 1, cuyo desarrollo H-N será:
r r

r
h, hr

( D ) = ( z. =,J a~. z~ + z. j / OS jS d; z = x(r); z = y(r) }
r J-l i~O JI J J +1 r o -1
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Si { s, S2' ... , s } = { j > O / 3 i con a~. :#: O }, entonces,
1 8 P

r

gr es el género de la curva y cada fila sp-ésima 1 S P S gr' se

escribe,
kr hr hr

r p r s s
Z = a ,ler z +... + a r z p + z P z

s -1 s s s,h s s s +1
P P P P P Sp P P P

ar r :#: O. La fila s - ésima es infmita y los ar restantes valen
8 ,le 8

r
ji

p P
cero.

Usaremos la notación siguiente, para cada r E 1,
r r r

1 =h -k ;lSpSg.
p sp p r

n~ = Uf ( z. ) ; O S j S s .
J J 8r r

re.
e r = nr • N~ = J - 1

j s. J r
J e.

J

} son los valores de contacto maximal de f .
r

{ Po~ Pl~ ... , Pr
8r

Las propiedades y relaciones

encontrarse en [ e ], 3.3.2. Y 4.3.5.

entre estos valores, puede

Dermiciones

Se consideran dos curvas dadas por f y f como antes, se llama
1 2

índice de separación del tipo de equisingularidad de f
1

y f2, al entero

p S mín { gl,g2 }, dado por,

p = máx { n / h~ = h~ para todo j < s y k~ = k~ TI i S n }
J J nI]

Se llama par de contacto (f
1

I f2 ) entre f
1

y f2 al par de

enteros ( q,c ) dados por,

i) k
1 = k2

; h~ = h~ ; a~. = a~. si j < s; 1 S i S h.. Y
q q J J JI JI' J

a
1

,le = a
2

k para O S P < c.s +p s, +p
q q q q

ii) ( q,c ) es el mayor par de enteros que verifican i), para el orden

lexicográfico de 71.:.
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En términos del desarrollo del par, (f
l

I f2 ) indica la fila

libre y el lugar de ella, hasta los cuales los desarrollo H-N de ambas

curvas coinciden.
/\.

Si se tienen curvas dadas por f, f, ... , f E R irreducibles,
1 2 o

se llama par de contacto entre f , f2, ... , f al par de enteros,
1 o

( f I f21 ... I f ) = mín { (f. I f. )/ 1 S i< jS n }
1 o 1 J

el mínimo tomado respecto del orden lexicográfico en·Z~.

( Z+ = { X E 71. / x ~ O } ).

Sea U una valoración de tipo B ó C y sea 1t,

(1t) : X ~ X(l)~ X(2)~

1t
1

1t
2

X (o)
~ ~ ...

1t
0+1

la sucesión simple de transformaciones cuadráticas que tiene asociada.

En 10 que sigue, w. es la valoración divisorial ,normalizada con
J

W. ( m ) = 1, asociada a la 11 subsucesión" fmita de 1t
J

(ni) : X ~ X(l)~ X(2)~

1t
1

1t
2

1t.
J

Teorema ~

Sea U una valoración de tipo C. Para cada f E F existe un número

natural M( f ) » O, tal que, si i > M(f) entonces,

U ( f ) = w. ( f )
1

Demostración

Será suficiente probar las tres afIrmaciones que enunciamos:

a) Si f E F existe M( f ) » O, natural, tal que, si i ~ M( f ),

lim w. ( f ) = w. ( f ).
j~oo J 1

b) U' =lim w. ( f) es una valoración de F.
j~OO J

c) U y t)' son equivalentes.
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a) Teniendo en cuenta la posibilidad de extender valoraciones al

completado, bastará probar la afrrmación para f E R analíticamente

irreducible, pues automáticamente, se extenderá el resultado a F.

Sea, gf el género de la curva dada por f y M( f) el número de

divisores que aparecen en el grafo de u , en las gf primeras

ramas.( Ver 1.3.1.3. ).

Si k, 1 E IN; k :F- 1; k, 1 ~ M( f) Y f , f elementos generales de
k I

Wk' w¡" Se tiene,

En consecuencia,

Los exponentes P' asociados a las valoraciones w y w coinciden
k I

hasta el índice gf + 1, y como ( f
l
I f) = ( fk I f) < ( gr'-)' por

un calculo sencillo ( ver [ D ] 1.1.7. ), se deduce si k > 1,

( f l ' f ) = ( fk ' f )

Y, por lo tanto,

valores que coinciden.

b) Probaremos, en primer lugar, que para f, f' E F,

u' ( ff' ) =u' ( f ) + u' ( f' ). Esta cuestión es sencilla, aplicando

a) pues, si M' > máx { M(O, M(f'), M(ff') }, se tiene para i > M',

u'( ff' ) =w. ( ff' ); w. ( f ) =u' ( f ) Y w. ( f' ) =u' ( f' ).
1 1 1

Tambien es cierto,

u' ( f + f' ) ~ mín { u ( f ) , u ( f' ) }

pues para i > máx { M(f), M(f'), M(f + f') }, se tienen las igualdades

con la valoración w. y el resultado.
1
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c) Bastará comprobar que los anillos de valoración R'O y R'O,

coinciden.

En primer lugar,
00

R\} = lim & (j) = u & (j) (notación 1.0.)
~ X'pj j = 1 X ,Pj

Si 11. es el punto genérico del divisor excepcional L., el anillo
J J

de valoración de w. será (J, (j)" •
J X "1.

J
Podemos establecer el diagrama de homomorfismos inyectivos de

anillos locales, homomorfismos naturales, a la vista de la situación

geométrica,

65c(j) p t9x(j)." .. .

1
J

"
J

~

(J, (j +1~ 6i(j+ 1 )"
X " J+l • J+i

1 "
" " ":llI

6i(j+2~ & (j+2)"x.. 2• j+2 J+

1

Ahora se tiene que, f E m'O, equivale a 'O' ( f ) > O y que existe

jo »0, tal que, si j ~ jo' entonces, w
j

( f ) > O. f se anula en L
j
,

si y sólo si, f (p. ) = O, o equivalentemente, f E m. (J, (j-l) ,
J-l J-l X • p.

J-l
para j ~ jo ( el ideal maximal de este anillo ). La última condición

para cierto j equivale a f E ffi'O. Luego,
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Ahora, si f E R'\) Y f E R'\) " entonces, '\) , ( f ) < 0, luego,

'\)' ( 1/ f ) > °y, por tanto, 1 / f E m'\) , = m'\) , luego, f ~ R'\), lo cual

es contradictorio. Lo mismo sucede cambiando '\) por '\)', por lo tanto, se

concluye R'\) = R'\)" como se queria.

Teorema J.
Manteniendo las notaciones anteriores, sea '\) una valoraci6n de

tipo B. Entonces, para cada f analíticamente irreducible, puede ocurrir

una de las dos posibilidades siguientes:

1) '\) ( f ) = ef p' .6
g-1 g

2) Existe M » 0, tal que, si i ~ M, '\) ( f ) = w. ( f ).
1

Demostración

Bastará con probar las tres afrrmaciones siguientes:

a) lim w.( f ) = '\)' ( f ), existe, y es igual a ef~" 6,
i-7

00
1 g-1 g

W. ( f ) para i » O.
1

b) '\)' da lugar a una valoración de F.

c) '\)' y '\) son valoraciones equivalentes.

a) Supongamos que el desarrollo H-N de '\) relativo al sistema

regular de parámetros { x,y } es el de 1.4.2.B. ( f. denota un elemento
J

general de w.; j = 1, ... ). Puede ocurrir:
J

1) Que exista M'( f ) E IN, tal que, si i, j ~ M'( f ), entonces,

( f. I f) = ( f. I f) ~ (g-l,h - k 1 )
1 J s 1 g-

g-

En este caso, escribiremos (f. I f) = ( f. I f) = ( q,C) y
1 J

como los valores ~' asociados a w. y a w. coinciden hasta el índice q,
1 J

pondremos para i, j » 0,

1 ~ g-1
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h
s +1g-1

Por [ e ] 4.3.6., se tendrá,

m.c.d. ( p~ p~ , .... p: p~ ) = e: p~ =

= m.c.d. ( p~ p~ , ...• ~ p~ ) = ~ p~ .

y los calculos en [ D ] 1.1.7. implican, 'O( f ) = '0'( f ) = w.( f )
1

para i » O.

11) Que ( fi I f) =( ~ I f) = ( g-1 ,hs - kg-1+ 1 ).
g-1

Si { p~i }gi son los generadores del semigrupo de w. y
J • 1 1

J=
- g

{ p.f } f los valores de contacto maximal de f, se tiene por [ D ]
J j=1

1.1.7. que,

( f. , f ) = mín { ef e i R,i ,ei Rf}
1 g-1 o fJ g g-1 fJg

Ahora,

1

P =(h -k +1)+----------
g s g-1

~1 1
h +--------

s +1g-1
h +

s + 2
g-1

Podemos encontrar índices i < i < i < ..., tales que, el valoro 1· 2
i i

Po de w. será h - k + 1 , el valor de pIde w. será,gIs g-1 g 1o ~ 1

1

(h -k +1)+---
s g-1
g-1
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i

El valor de p 2 de w. será,
8 )2

1

1

h
s + 2
g-1

+-------h
s +1
8- 1

(h - k + 1 ) + -----------
s 8-1
8-1

Las sucesiones,
iO i

2
i

P ,p ,p4, ....
8 8 g
i i i

pl,p3,pS, ...
g 8 g

son monótonas contiguas y defmen un número real p . Un hecho análogo
i i 8

se produce para B', con valores p,O , p,1 , ... defmidos en forma
8 i 8 8

similar. Los valores P' estaran en los intervalos encajados que defmen
8

los índices i < i < i para p = 1, 2, ...
2p-l 2p

Y '\)' estará defmida en la forma siguiente:
-

Si ef P' < pf , por lo indicado anteriomente, para i» 0,
0_ 8 g

e
o
f p,i < pf y se tiene,

8 8

ef p,i < ef (pf / ef )
8-1 8 8-1 8 o

Esta desigualdad y, ( e~ [ D ], permiten

l · f R' i (i / i) Rf lconc Utr, e p < e e p, por o tanto,
8-1 8 8-1 o 8

(f,f.)
w. ( f ) = )

)

eO
i

= ef p,i y de aqui,
8-1 8

'\)' ( f ) = e f P'
8-1 8

55



Si e~ ~'8 > ~~ , por 10 indicado anteriomente, para i» 0,

ef e i ~,i > ei ~f
8-1 o 8 8-1 8

(f,f,)
Y w. ( f ) = 1 = e i pf / e i = e f pf / e f. En

1 i 8-1 8 o 8-1 8 oeo
U' ( f ) = w. ( f ) para i » 0, como se queria probar. Si ~01I

1

b) Probaremos que si f, f' E F, entonces,

u' ( f f' ) = u' ( f ) + u' ( f' )

u' ( f + f' ) ~ mín { u' ( f ) , u' ( f' ) }

resumen,

La primera es consecuencia de la defmici6n de u' y de las

propiedades del límite.

Para mostrar la segunda, tengamos en cuenta que la funci6n

IR
2

) IR dada por, ( x,y )~ mín { x,y } es continua, por tanto

como w. ( f ), w.( f' ) convergen, tambien 10 hará
J J

mín ( w. ( f ) , w. ( f' ) ) y como,
J J

mín ( w. (f) , w.(f) ) ~ w. ( f + f' ), pasando al límite se tendrá,
J J J

mín ( u' (f) , u'(f') ) ~ 'o' (f + f')

El apartado c se prueba como en el teorema 2.

4.Ejemplos

a) Como en 1.5.A-D.9, sea R =K [ X,Y l(x,y) y F = K ( X,Y ).

Denotemos por K < t > el anillo de series de potencias con coeficientes

en K cuyos exponentes forman un subconjunto bien ordenado y no acotado

de los racionales positivos. Si J.1o: K < t >~ al, a cada serie le

envia el menor de sus exponentes, puede extenderse de forma trivial al

cuerpo de cocientes de K < t >, obteniendose una valoraci6n. Si esta se

compone con la extensi6n a K ( X,Y ) de O : K [ X,Y ] ) K < t >;
00 1

O ( X ) = t, O ( Y ) = Lt°+--¡¡, obtenemos una valoraci6n que
1

denotaremos 'U y que por construcción domina a R.
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Utilizando [ z-s ], cap VI y considerando J.Lo sobre

K ( t , O( y », el grupo de valores está generado por 1 y los

exponentes de O( Y ), es por lo tanto «}. Esta valoración es de tipo e y
coincide, para cada elemento, con valoraciones divisoriales u

1
de

elementos generales:
2

n +1 ,
, 1 -1

x( t ) = ti ; y( t ) =Lt n para l' =m.c.m.( 1, 2,...,1 ).
1

b) Si el anillo R es el de a), consideramos el subgrupo aditivo de

IR engendrado por 1 y 1t y, defmimos una valoración u de modo que,

u( A ) =O si A E K; u ( X ) = 1; u ( Y ) =1t, es decir, si

f = Lc.. Xi yi,

lJ U ( f ) = mío { i + 1t j / c.. :#: O }
lJ

la valoración obtenida es de tipo B y si f es analíticamente

irreducible, su valoración es, o un entero menor que 1t o el número 1t.
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1.6. Expresión explícita de una valoración a partir de su
desarrollo H-N.

1.6.E. Valoraciones divisoriales

Sea u una valoración divisorial en las condiciones y con las

notaciones 1.0.2. A continuación, explicitaremos el valor u ( f) para

f E R.

Sea D el desarrollo H-N 1.3. de u, para el sistema regular de

parámetros { x,y } de m, por 1.5.E. se tiene,

u ( f ) = mín { (f,g) / g es general de u }

Sustituyamos en D, z por un parámetro t, que da una expresi6n
s

* * g *x =x ( t,U); Y = Y ( t,U). Consideremos x ( t,U ) =x ( t,tU );

Y ( t,U ) = Y*( t,tU) De la defmici6n de elemento general, las

expresiones anteriores dan ecuaciones paramétricas para cada general de

'U. Si U se hace variar en el conjunto

{ a
o

+ alt + a2t
2

+ ... } a.E K;i=O,I,.•• aplicando [ e ], 2.3., implica:
1

u ( f ) = mín ord [f ( x(t,U),y(t,U) ) ]
t

donde U E { a + a t + a t2 + ...} .
o 1 2 a,E K;l=O,l,...

1\ 1

Más concretamente, f E R Y entonces,

f ( x*(t,U) , y*(t,U) ) = L A. ( U ) ti
i~a 1

y si A, ( U ) = L A.. Uj se tiene:
1 p

j=O

U ( f ) =a, si y sólo si, Aoa t= O; Y u ( f ) =a + p, si y s610 si, se

tiene A, rv = 0, para j,. k E { O, ... , p-l } Y j ~ k y además,
J-k,u.+k

alguno de los valores AA rv para k E { O, ... , ~-1 } es no nulo. En
p-k,u.+k

resumen,

'U ( f ) = ord [f ( x(t,U),y(t,U) ) ]
t
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1.6. Valoraciones A-D

Sea D el desarrollo H-N de una valoración U de tipo A o D. Sea
1\

h E R, analíticamente irreducible, que sirve para calcular u como se

indicó en 1.5.A.D.7. De la defmición de h se observa que su desarrollo

de H-N coincide con el de u, a excepción de los valores z. que
1

estan, naturalmente, en otro anillo y en consecuencia a partir de este

desarrollo si hacemos z = t, se obtienen unas ecuaciones paramétricas
s
g

de h, x = x( t ); Y = y( t ). Por tanto, f E R,

'l) (O

( 0, ord
t

f(x(t),y(t»

( p, ord
t

g(x(t),y(t) )
1\ 1\

Y g E (h ) R , g E R.

1\

si f E (h)R

1\

si f = hP g ( en R )

en el caso D, el grupo de valores es "1., luego la primera componente es

siempre P =°y el valor se identifica con la segunda componente.

1.6. Valoraciones C.

Sea D ( ver 1.4.C. ) el desarrollo H-N, relativo a un sistema de

parámetros {x,y}, de una valoración U de tipo C. Sean w.,
J

j = 1, 2, ... las valoraciones divisoriales descritas en 1.5.C. y B. Y

considérese la subfamilia de estas { w' } 00 ,formada por aquellas cuyo
p p=O

desarrollo H-N en el sistema { x,y } es:

2 hO hOy =ao1x+a
02

x +...+aoh x +X z
o 1

h
X =Z lZ

1 2

k
P

Z = a z +...+ a
s -1 s k s s h
P p, P P s

P

para p = 0, 1, ...
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Naturalmente, para cada f E R, u ( f ) = lim w' ( f ).
p700 p

Quedando el valor w' ( f) descrito por 1.6.E. Además, en este
p

caso para p » O se tiene, '\) ( f ) = w' ( f ).
p

1.6. ValaTaciones B

Sea u una valoración de tipo B, D su desarrollo de H-N relativo a

un sistema regular de parámetros de m, { x,y }, como se indica en

1.4.B.

En forma similar a 1.6.C., si { w' } 00 es la subsucesión de la
p p=O

familia { w' } 0:0 descrita en 1.5.C.B. cuyo desarrollo H-N es,
j J =O

z
s

g-1

h +1
s= Z g-1

s +1
g-1

z
s + 2

g-1

b +p+l
s

g -1
Z =Z Z

s + p s +p+1 s + p +2
g-1 g-1 g-1

Se tiene para f E R,

'\) ( f ) = lim w' ( f )
p700 p

y los valores w' ( f ) pueden obtenerse por 1.6.E del desarrollo H-N.
p

( Tomando la normalización sobre 1. adecuada de w' ).
p
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(1.7.1.)

1.7. Ecuaciones paramétricas asociadas a una valoración. El algoritmo

Hamburger-Noetber.

El desarrollo Hamburger-Noether para una valoración divisorial

proporciona unas ecuaciones paramétricas,

x = x ( t,U) e K [[ t,U ]]

y = y ( t,U ) e K [[ t,U ]]

siendo { x,y } un sistema regular de parámetros para el anillo regular

R. La valoración entonces viene dada por,

(1.7.2.) u( h ) = ord h ( x ( t,U ) , y ( t,U ) )
t

1\

para g E R, g :F- O. Propiamente hablando, se tiene R s K [[ x,y ]] ( la

selección del cuerpo de coeficientes para R y del sistema regular de

paramétros determina este isomorfismo) y cada h e R se puede

identificar con el desarrollo de Taylor (es decir su imagen en
1\

R s K [[ x,y ]] ) y u( h ) es el orden en t del resultado se sustituir

x por x(t,U) e y por y(t,U) en dicho desarrollo.

Las expresiones de 1.7.1. se pueden entender como unas ecuaciones

paramétricas con coeficientes en K [[ U ]] e K « U )) y parámetro t,

para la valoración divisorial. Se tiene un homomorfismo inyectivo, al

que llamaremos de parametrización,

p: K [[ x,y ]]~ K « U ))[[ t ]]

dado por 1.7.1. que es obviamente inyectivo, ya que, en caso contrarlo

Ker p seria un ideal primo de K [[ x,y ]] generado por un elemento f

cuyo desarrollo de H-N defmido sobre K darla lugar a 1.7.1. en el que

U aparece explícitamente. La valoración divisorial se entiende como la

restricción al cuerpo de fracciones de R del t-orden en

K « U ))[[ t ]].
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1\

Asimismo, la única extensi6n de 'O a R es la restricción al cuerpo
1\

de fracciones de R ~ K [[ x,y ]] del t-orden de K « U ))[[ t ]].

A continuación extendemos las nociones anteriores para los otros

tipos de valoraciones.

1.7.3.

Las valoraciones de tipo A-D tienen cono desarrollo H-N el

desarrollo de una curva algebroide irreducible sobre K. Así, las

ecuaciones paramétricas asociadas al desarrollo H-N de esta curva

algebroide determinan un homomorfismo de parametrizaci6n,

(1.7.3.1.) p:K [[ x,y ]] --7 [[ t ]]; P ( x ) = x(t),p ( y ) = y(t).

cuyo nucleo es el ideal principal generado por una ecuación f para la

curva. Ahora si p se restinge a R ( a través de la identificación
1\

R = K [[ x,y ]] ), se tiene el morfismo:

PI
R

: R __ K [[ t ]]

cuyo nucleo es un ideal primo de R distinto del maximal y por tanto, es

de la forma g R con g = O o g :#: O un elemento irreducible de R. El

teorema 7 de 1.S. clarifica cuál es el tipo de valoraci6n: Si g = O el
1\ 1\ 1\ 1\

tipo es D, si g R :#: f R, g -:1= O el tipo es A-2 y si g R = f R el tipo es

A-1.

Para el tipo D, p es inyectiva y podemos decir que x = x(t),

y = y(t) son unas ecuaciones paramétricas para D, en el sentido de que

'O está dada por,

(1.7.3.2.) 'O( h ) = ord h ( x (1, ), y ( t, . ) ). h E R
t

Para el tipo A, p no es inyectiva y la valoración que es de rango

dos no será meramente la restricci6n del t-orden. Como R es un D.F.U. y

g E R es irreducible, 'O ( h ) será el par dado por el orden g-ádico de

h y el t-orden de h, es decir,
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u ( h )

( ord h, ~~cl~~ ) si gfit
g hE R

( O,ordt( x(t),y(t) ) si gkh

Tambien, en este caso A, a x(t), y(t) se les puede llamar

ecuaciones paramétricas para la valoración. La siguiente proposición

muestra como el orden g-ádico se puede determinar tambien en términos

de las ecuaciones paramétricas, al menos si la caracteristica del

cuerpo base es O.

1.7.3.3. Proposición

En las condiciones 1.7.3. si K tiene caracteristica 0, entonces el

orden g-ádico de h E R, h :F- 0, viene dado por,

ordfh
ordh = -----

g ord~

A
donde para cada serie de potencias tER,

ordf t= máx { m E IN I ( Da t)(x(t),y(t» = 0, para todo a = (al ,(
2

)

con I a I = al + a
2

< m }
siendo Da la derivada parcial relativa al multiíndice a.

Demostración
A

Viendo h como elemento de R se tendrá h = :r h', con f k h'. Si

I a I < n, entonces se tiene,

( D~ )(x(t),y(t» = 0,

puesto que, f I D~. Si I a I = n, entonces,

a a
( D~ )(x(t),y(t) = n!«f (x(t),y(t» l(f (x(t),y(t») 2h'(X(t),y(t»).

x y

Ahora bien, como o bien f :F- ° o bien f :F- 0, se tiene que para
x y

a = ( n,O ) o para a = ( O,n ), (D~ )(x(t),y(t»:F- O.
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(1.7.4.1.)

Esto muestra que, el orden f-ádico de h está dado por el máximo orden

hasta el cual las derivadas anteriores se anulan sobre la curva. Ahora

está claro que ordgh ord,g = ord}t, de donde se sigue la proposición.

1.7.4.

Para discutir las parametrizaciones correspondientes a los tipos B

y e necesitamos introducir series de potencias con exponentes, en

general, números reales. Consideramos expresiones formales con

coeficientes en el cuerpo K del tipo,

La{
rElR

r

donde a E K para todo r y a = O excepto para una cantidad fmita de
r r

índices r
l
< ... < r

N
, O S r

l
, o infmita r

l
< ... < r

n
<..., O S r

l
, con

lim r = oo. Tales series forman una K-álgebra con las operaciones de
n

n700

anillo dadas en la forma obvia, que se denotará por K < t >. Las

series con ao :1: O son exactamente las no unidades de forma que se trata

de un anillo local no noetheriano. El cuerpo de cocientes de K < t >
consiste en las series de Laurent de este tipo, es decir, expresiones

1.7.4.1. con soporte r < ... < r <... fmito o infmito tendiendo a
1 n

infmito pero sin la limitación r ~ O. El orden respecto de tes,
1

obviamente, una valoración sobre este cuerpo.

En el caso de valoraciones del tipo B, tenemos unas ecuaciones

paramétricas asociadas a un sistema regular de parámetros de R del

tipo,

x = x(t) E K < t >
(1.7.4.2.)

y = y(t) E K < t >

de tal forma que 1.> ( h ) = ord ( h( x(t),y(t) ») ( la sustitución en
t

h es posible porque x(t),y(t) no son unidades de K < t ». El

homomorfismo de parametrización,
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(1.7.4.3.)
A.

p: R = K [[ x,y ]] ----7 K < t >

h +-­
s +1
g

dado por 1.7.4.2. es inyectivo y una cierta normalización para u se

obtiene por restricción del t-orden via pi.
R

La construcción de las ecuaciones 1.7.4.2. se puede conseguir a

partir del desarrollo de Hamburger-Noether. En efecto, los elementos z.
J

que aparecen en el desarrollo son elementos del cuerpo de fracciones de

R y a partir de la aparición de z los valores u( z.), j ~ s ,
s +1 J g
g

defmen una fracción continua infmita,

1
h +-------

s
g

fracción que define un número real irracional 1 con ['Y] = h . Si
s
g

escribimos z = t1, z = t, entonces, efectuando por recurrencia
s s +1
g g

inversa las sustituciones indicadas en las primeras fuas del

desarrollo se obtienen las series x = x(t), y = y(t) E K < t >, que dan

lugar a las ecuaciones paramétricas. Está claro que p IR determina la

valoración de partida, pues la sucesión simple de puntos infmitamente

próximos que defme dicha restricción es la misma que la de u.

1.7.4.4.

Finalmente, tambien las valoraciones de tipo e tienen unas

ecuaciones paramétricas en K < t > con homomorfismo de parametrización

inyectivo e idéntico comportamiento que los casos anteriores. Haremos

la discusión en el caso en que la caracteristica del cuerpo es cero.

Si en el desarrollo H-N de una valoración de tipo C separamos para

cada r todas las filas hasta la s -ésima incluida, y si eliminamos el
h r

s
término z r Z ,nos queda el desarrollo H-N de una curva algebroide

s s +1
r r

irreducible de género r, a ,la que podemos llamar curva C
r

de contacto

maximal de género r con la valoración, en analogía con el caso de

curvas.
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Así tendremos contacto maximal de género r para O ~ r <oo. Los

desarrollos de Puiseux para las curvas e serán del tipo,
r

i
00

y =L a. x °r
r i=O JI'

donde siguiendo la terminología de [ e ] en la expresión anterior los

exponentes caractesisticos son exactamente r+l n, po(r), P (r), ...,
r 1

P(r).
r

Teniendo en cuenta la relación entre un desarrollo de Puiseux y el

correspondiente de H-N, se tiene que, los números racionales p.(r) / n
1 r

i Si S r no dependen de r y pueden ser denotados por P.. Así tenemos la
1

sucesión de números racionales Po<Pt<...<P
i
<... Más aún, los

coeficientes a. se pueden ir tomando sucesivamente, tal que, son
JI'

independientes de r y asi queda defmida una serie en K < t > que

reajustando la notación la escribiremos como

L atr

rEAr

donde A = { r
1
<r

2
<...}, ro E ID, lim ro = 00 y la sucesión de

o~oo

denominadores de los r, en su expresión como cociente de elementos
o

primos entre si, no acotada. Las ecuaciones paramétricas son en este

caso,

J x = t

1y = L a t
r

E K < t >
rEA r

1.7.5.

Las ecuaciones paramétricas representan la forma en la que en la

practica aparecen las valoraciones. Así, en general, si K' es un cuerpo

extensión de K, y si se tiene,

(1.7.5.1)
x = x(t) E K' < t >

y = y(t) E K' < t >
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con x(t) e y(t) no unidades en K' < t > y alguna de ellas no nula,

entonces se tiene el homomorfismo de parametrizaci6n,

p: K [[ x,y ]]~ K' < t >

y i> ( h ) = ord h( x(t),y(t) ) determina una valoraci6n sobre el cuerpo
t

de fracciones de K [[ x,y ]] salvo el caso en que Ker p ::1: O. En este

caso si f es un generador de Ker p, se tiene que,

U ( h ) = ( ordfh,i>(h) ) es una valoración de tipo A sobre K [[ x,y ]].

La restricci6n de i> y U a R da lugar, obviamente, a una valoración

sobre el cuerpo de fracciones de R, aunque en el caso en que u f ~ ~

( henselianizado ) para toda unidad u, i> IR es, de hecho, una valoración

sobre R.

1.7.6. El algoritmo de Hamburger-Noether

Si se tiene una valoraci6n dada por 1.7.5.1., entonces, por

divisiones sucesivas es posible encontrar el desarrollo H-N de la

valoración siguiendo el mismo planteamiento que en [ e ], cap.U.

El algoritmo ( con infmitos pasos ) para encontrar el desarrollo

consiste en los siguientes pasos:

1) Una vez seleccionado uno de los dos parámetros x o y, sea por

ejemplo x, con orden menor o igual que el otro, se divide y entre x

extrayendo el término independiente al que se denomina a
OI

y se escribe

y
x = aOI + YI '

Si a
01

~ K, entonces la valoración es divisorial (E) Y poniendo

Y
I

= U, se ha obtenido el desarrollo. Si a E K se continua con el par
01

de ecuaciones { x(t),yl(t) } existiendo dos posibilidades,

1.1) ord y ~ ord x, en cuyo caso se continua dividiendo por x.
t 1 t

1.2) ord y < ord x, entonces se escribe z = y , se deja
t 1 t 1 1

Y = a01 x + x ZI

como primera fila en el desarrollo y se divide, para buscar la segunda

fila, entre z .
1
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1.3) Por iteración de 1.1, o bien se llega a 1.2, o bien se

continua indefmidamente. En el segundo caso se obtiene un desarrollo

del tipo,
2 ny = a

01
x + a

02
x + ... + a

On
x + ...

Si se llega a 1.2, entonces, se tiene una primera fila,

2 h I'lY = a
01

x + a
02

x + ... + a
Oh

x + x ZI am E K

Si algún coeficiente am no pertenece a K entonces se trata se una

valoración divisorial y se pone U = y. para el correspondiente índice.
I

2) Con el par { x(t),z (t) }; ord z < ord x se continua en la
1 t 1 t

misma linea. Si ord x / ord z ~ al, entonces la reiteración del
1 t 1

algoritmo consiste, esencialmente, en encontrar el desarrollo infmito

en fracción continua del número irracional en cuestión. En este caso la

valoración es de tipo B.

Si ord x lord z E ~, el proceso 1) aplicado a esta situación
t t 1

nos llevará a las alternativas 1.3. Si algún coeficiente no está ~ K

la valoración es divisorial, si el proceso es infmito entonces la

valoración es de tipo A y si es fmito se obtiene z2 y se continua.

3) Con el par { Zl(t),z2(t) } se itera el proceso. Si nunca

aparece el fm del algoritmo que da lugar a una valoración de tipos A,

B o E, entonces es que la valoración es de tipo C y se obtendrían así

infmitas filas con coeficientes en K en el desarrollo y una sucesión

infmita de índices s <s <...con a *' O para algún k.o 1 s.k. j
J J

1.7.7. Teorema

El algoritmo anterior proporciona, en efecto, el desarrollo

Hamburger-Noether de la valoración i> o \) asociada a las ecuaciones

paramétricas.
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Demostración

Es obvia si se va paso a paso en el algoritmo y en el desarrollo

de la valoración. En el primer paso la condición ord x S; ord y
t t

equivale, a que x = O es tranversal a la dirección que indica el centro

de la valoración en el primer entorno infmitesimal y que, de hecho,

{ x,y-aO¡x } son un sistema regular de parámetros para l%c¡.p¡ en dicho

centro. En los demás pasos la situación es análoga y el teorema se

sigue por recurrencia.

1.7.8. Nota

De una manera unificada podemos decir que toda valoración tiene

unas ecuaciones paramétricas de " Puiseux "

y = L a xr
E F < t > F =K( a / re IR )

r rre IR, DO

donde si S = sop ( y ) = { r / a > O }, se tiene,
r

Tipos A y D, F = K, S e ID y 3 n E IN con nS e IN.

Tipo B, F =K, S no in c 1uido en ID.

Tipo C, F =K, S e ID y 'V n E IN, nS no incluido en IN.

Tipo E, F :#: K, S e ID y 3 n E IN con nS e IN •

En el caso E, el desarrollo de Puiseux se puede conseguir a partir

del desarrollo H-N mediante las relaciones existentes entre ambos tipos

de desarrollos ( ver [ C ] ). Con precisión, si se tiene un desarrollo

H-N con la forma que sigue,
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h = l
o

k h - k = l
sIl

1-1-1---­
h + 1

s
I 1

1.7.8.1.

k
g

h - k = l
s gg g X-----

entonces para el correspondiente desarrollo de Puiseux,

(1.7.8.2.)

se tiene.

00 i

Y =L c. x'ln
i =n J

g-l *
{P1,...,p } e sop (y) = 5 e u {p.,p.+e.,...,p.+1.e.} u {p,p 1'••• } =5

g i =o J J J J J J g g+

verificandose además p.+1.e. < PJ+'1. Entonces, existe una
J J J

correspondencia biunívoca entre los puntos en 1.7.8.1. cubiertos por un

*doble trazo y los elementos de 5 , respetando el orden natural en ambos

casos. Así el punto marcado X corresponderá a P + l . En cuanto a los
g g

coeficientes del desarrollo H-N y los c. se verifica que el coeficiente
* J

c. que ocupa el lugar q-ésimo en 5 es función solamente de los q
J

primeros coeficientes cubiertos con doble trazo y viceversa.

En particular, si el desarrollo H-N de una valoración divisorial

tiene forma 1.7.8.1. y termina en el punto marcado con X, entonces, el

desarrollo de Puiseux para la valoración asociada es,
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1.S. La serie de Poincaré asociada a valoraciones divisoriales.

En este parágrafo, calcularemos la serie de Poincaré del graduado

asociado a una valoración divisorial que domina a R, mostrando que la

información en la serie de Poincaré contiene exactamente, la

información sobre los invariantes de dicha valoración, a saber, los

valores Po', ... , P' . Este resultado puede ser generalizado al caso
g+1

de conjuntos fmitos de valoraciones divisoriales ( que seria de

utilidad en el cap. 11 para dar otras caracterizaciones numéricas de la

que llamaremos equivalencia discreta ), pero omitimos la construcción

por ser complicada la discusión del análogo a 11 serie de Poincaré 11

para familias de valoraciones, complicada en relación con el objetivo

de caracterizar la equivalencia discreta por medio de invariantes

"discretos". El caso de una sola valoración, sin embargo, es, a nuestro

juicio, ilustrativo de la situación y una aportación, en si, al álgebra

conmutativa.

1.8.1. Definición

Sea 'O una valoración divisorial en las condiciones 1.0., se

consideran los ideales de R,

Pa = {fe R/'O (f)~a)

Pa+ = { f e R I 'O ( f ) > a }

para cada a e <1>+•

Se llamará álgebra asociada a la valoración 'O, a la K-álgebra

graduada siguiente:

1.8.2. Proposición.

Sea 'O divisorial y { Q, } 'E ' 1 familia de índices numerable o
1 1 1

fmita, una sucesión de elementos de m. Y sea P~ el ideal generado por,

{rr Q~ I "(. E !No y L y, U ( Q. ) ~ IX )
'E 1 el J J 'e 1 J JJ 0- J

lO fin ita
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{ Qi }iE 1 es una sucesión generatriz de u, si y sólo si, verifica

cualquiera de las dos condiciones equivalentes siguientes:

i) Cada u-ideal de R ( ideales de R contracción de ideales del

anillo Ru ), tt, está generado por el conjunto,

{ r }rr Q.J / y. E 1N
0

Y L y. u ( Q. ) ~ u ( tt )
jE J CI J J jE J J J

JOf' .° In no

siendo u ( tt ) = mío { u (x) / x E tt }.

ii) Para cada a E cI>+, P~ = Pa.

Demostraci6n

Es suficiente demostrar que todo u-ideal tt de R es de la forma Pa

para algún a E cI>+. Como R es noetheriano, tt = < h, ..., h > y sea
1 r

a =u ( tt ) =mío ( u(h) } E «1>+, vamos a demostrar que tt =Pa.

1) tt ePa' pues si a E tt, u( a ) ~ a, luego, a EPa.

2) Pa e tt, si x EPa u ( x ) ~ u ( tt), es decir, existe

jo E { 1, ... , r }, tal que, u (h. ) ~ U ( x), como tt es un
Jo

u-ideal, tt = h ti R, con h ideal de Ro, ahora,
x x

x = h. --, pues - E Ru y h. E h, luego si h es un ideal, x E h,
Jo h h Jo

jo jo

X E R, por tanto, x E tt.

1.8.3. Proposición

Sea U una valoraci6n divisorial normalizada sobre 71. (si u' es la

normalizaci6n habitual con u'(m) = 1, aqui U = u'eo y Pi = P; . eo)'

{ Q. }'E es una sucesi6n generatriz, si y s610 si, las imágenes de Q.
I I J 1

en gruR generan dicha K-álgebra.

Demostración

Supongamos que {Q.} 'E es una sucesi6n generatriz de u.
I I 1
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f E Pa = P~ se tiene,

Q. E gr,,\R es un elemento homogéneo y Q. = Q. + Pf.t+, probamos a
1 VII ... ¡

continuaci6n que dichos elementos generan la K-álgebra gr\)R y bastará

con probar que lo hacen con sus elementos homogéneos.

Seaf+Pa+E gr\)R, con fe Payf~ Pa+,porser {Q¡}
k -

generatriz Pa = Pa' y si M = { (1. ,•••;Y, ) / k E IN, L 'Y. P. ~ a } como
o k . oJ J

J =

r
f=L AynQ,l

YEMOCM 1

r
ahora, f + Pa + = L Ay n Q. 1 + Pa + y mediante esta operaci6n

YEMoCM 1

'Y. -
desaparecen los n Q 1 con L 'Y. P. > a, y como en gr,,\R,

1 1 v

( Q¡ + Pp: ) ( Qj + Pp: ) = Q¡ Qj + p(~.+~,)+ y
1 J 1 J

'Y. y.
( Q¡ + PA+ ) 1 = Q¡ 1 + PN Á +, se tiene que:

.... \ ,~",,>
1 1 1

'Y. { k }
f + Pa + = L Ay nQ. 1 con M' = Y E Mo / L 'Y. p. = a .

YEM'CM 1 j =0 J J

Recíprocamente, supongase que Q. = Q. + PÁ+ Yque estos elementos
1 1 p.

1

generan gr\)R. Probamos que si a E «1>+, Pa = P~.

Es trivial que, P~ C Pa.

Probamos a continuación que Pa C P~. Anotar que si a, P E «1>+ y

a < P, entonces, PpC P~ y Pp ePa.

Sea f E Pa y\)( f ) = Po ~ a, luego f E PP y f + PP+ E gr\)R,
o o

r
homogéneo, por hipótesis f + Pp+ = L Ay n Q. 1 para cierto M' y

'Y. o YE M'CM 1

f - L Ay n Q. 1 E PR+, Y obviamente, f EPA + PR+, pudiendose
YE M'CM 1 "'0 "'0 "'0

escribir para cierto f E PA , f + fo E PR+, por el mismo razonamiento
0"'0 "'0

para PI > Po' f + foE Ppo + P
PI

+·

74



Iterando este procedimiento, existen Po < PI < ... < Pi < ..., con

P. E «1»+, tales que, f E Pil +P(.l + para cada i, luego
1 1-'0 I-'i

00

f E (1 (Pp + Pp + )
i =0 o i

00 00

Enprimerlugar,probemosque¡Qo( Ppo + Pf3;+) = iQO( Ppo + mi ),

porque como U es divisorial, posee una sucesión generatriz [mita

{ 0i }iE 1 Y si f E PP ( P E «1»+, cualquiera ) entonces,

y.
f=L AynG:

YEMOCM I

k -
con M = { (Yo,...,Y

k
) / k E IN, L y. P. ~ P }.

j = o J J

Si 1113 = mín {}/¡ / (Yo,...,Y) E M }, se tiene que, f E m
l1f3

y

además si P' > P, JlP' > JlP. Luego,
00 00

;Qo( Ppo + Pf3;+) e ¡Qo( Ppo + m; )

La otra contención es simple, pues R es noetheriano y PJ3 es

m-primario para cualquier p.
R

Para acabar, sea y m + Pil = m, pondremos en este anillo
P' ""0
~o

00 00

i0
0

( PP + mi ) = j ido mi = o = pp, por ser noetheriano, luego,
o o

00
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1.8.4. Proposici6n

Sea u divisorial normalizada como en 1.8.3., entonces se tiene:

a) gruR = E9 Pa / Pa+.
aEIN

b) dim Pa / Pa+ < 00 • V a E IN.

c) Si r + 1 es el número de elementos de una sucesi6n generatriz

para u, entonces, a S = K [ Xo' ... , X
r

] (el anillo de polin6mios

con coeficientes en K y r+1 variables), se le puede dotar de una

estructura de K-álgebra graduada, tal que, existe un epimorfismo de

K-álgebras graduadas de grado cero entre S y gruR.

Demostraci6n

a) Es suficiente demostrar que si a E IN, a E ep+, Pa / Pa+ = O. Si

a E ep+, no existe f E R con u ( f ) = a, luego, si h E Pa se tiene

u ( h ) > a y h E Pa +, es decir P(X, e Pa+, luego, Pa / P(X,+ = O.

Tambien es cierto el recíproco, pues si Pa / Pa+ = O, se tiene,

Pa e Pa+ y si a E <1>+ esto indica que existe f E R con u( f ) = a, por

lo tanto, f E P(X, y f E Pa +, absurdo.

b) Por ser R noetheriano, Pa es fmitamente generado como R-m6dulo

y como la valoraci6n u está centrada en el ideal maximal m de R, se

tiene, mPa e Pa+' Se tiene un epimorfismo de K-espacios vectoriales,

y dimK Pa / mPa < 00, de donde, dimK Pa / Pa+ < oo.

c) Sea { Q¡ }O<j<r una sucesi6n generatriz de u. Está claro que

grl,R = K [Q , ... , Q ], siendo Q. = Q. + Pf.l+ E grl,R, puesto que,
u o r 1 1 p. u

1

u( Q. ) = P. E 71..
1 1
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Considérese el anillo K [ X, ... , X ], graduado del modoo r

siguiente, S = Ea Sa siendo Sa el subespacio vectorial de S generado por
aelN

el conjunto,

{~
i=O

u. r

X. 1 / L U. P. = a }
1 1 1

i=O

Esto permite establecer un epimorfismo '11 de K-álgebras graduadas de

grado cero,

'11: S~ gruR

dado por '11 ( X. ) = Q., O S i Sr. Si J = Ker '11 , J es un ideal de S
1 1

homogeneo, J = a~1N Ja' Sa y Ja para a ~ 1 son K-espacios vectoriales

ligados por la sucesión exacta:

1.8.5. Definición

Dada una valoración divisorial u normalizada como antes,

llamaremos serie de Poincaré de gruR, a la serie de potencias en una

variable t con coeficientes en l, siguiente:
00

H R ( t ) = L dim (PN / PN + ) ta
gru a = o K Uf Uf

Para cada valor real r e IN, tal que, exista una sucesión

generatriz de u con r + 1 elementos, en particular, para el mínimo

posible ro podemos establecer con las notaciones 1.8.4. la sucesión

exacta de graduados,

'11
O~J~S )gruR~O

que permite expresar la serie de Poincaré de gruR en función de las de

los graduados J y S,
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En la siguiente proposición, evaluamos la serie de Poincaré de S,

lo que convierte el calculo de H R ( t) en la evaluación de
gru

Proposición 1.8.6.

Si ro es como en 1.8.5., se tiene que,

1
Hs ( t ) = ------

~o( 1 - t~i )
i=O

Demostración

En primer lugar, todas las series de Poincaré mencionadas arriba

son funciones racionales en t y tienen la forma

s n,
f(t) / n ( 1 - tI) .n., s E IN; n"s ~ 1, con f(t) E 71. [ t ].

i =1 1 1

Sea S = K [ Xo, ...,X ] Y sean Yo' ... ,Y nuevas variables
~ ~

independientes entre si e independientes de X, ... X. Sea B elo f
O

~ ~
anillo graduado B = K [ Y ?... ,Y f o ] con la graduación inducida poro f

O
la natural de K [ Y , ... ,Y ], entonces:o f

O cp
S >B
X, ) y,~i

1 1

es un isomorfismo de anillos graduados, y la serie de Poincaré de B y

por lo tanto la de S es,

1
Hs ( t ) = ------

~O( 1 - t~i )
i=O
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1.8.7. Proposición

Sea u una valoración como antes, y con las mismas notaciones,
e. 1

ei =m.c.d.( 13
0

, •••, (3); i = 0, ... , g+1 y Ni = _1_-. Sea 1.3.1,
i e.

I

el desarrollo H-N de TI. Entonces:

Si h -k :1: 0,
s 8
8

1

Si h -k = 0,
s g.
8

1

-
1 g-1 1_tN¡J3i 1

Hgr R (t) = - TI -
u 1-tJ30 i=1 1-tJ3¡ 1-tJ3g

Demostración

Establezcamos el homomorfismo de K-espacios vectoriales siguiente,

para cada a e eJ>+,

'Ya: Pa -----7 K [ U ]

pondremos,

defInido así, si fePa y f ( ¡(t,U) , y{t,U) ) = L A. ( U ) t¡
.>A I
1_....

Ya ( f ) = L Aji U
j

i+j=a
A . .:1:0

JI

Recordando 1.6.E si TI ( f ) = a, entonces, Ya ( f ) '* ° y si

u ( f ) > a, Ya ( f ) = O. Luego, Ker Ya = Pa+ y podemos construir,

Ya : Pa / Pa+ ----4 K [ U ]

que es un monomorfismo de espacios vectoriales.
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Sea { Q. }0<'< una sucesión generatriz de u, que será minimal
1 ~g+1

cuando h -k = O ( ver [ S-1 ] ). Sea,
s g
g.

'Y13. ( Qi ) = Ai( U ) E K [ U ] Y Qi = Qi + P~: E gruR.
1 1

Para cada a E IN, Po. / P0.+ es la componente homogénea de grado a de

K [ Qo ' ... ,Q ] = gr",R, luego estará generada como K-espacio
8+1 u

vectorial por,

g+1
g+1 U.

{ TI Q 1. / Lu. P. = a }
i =0 1 i =0 1 1

y por ser Po. / P0.+ isomorfo como espacio vectorial a, Ya ( Po. / Pa+ ),

este último espacio vectorial estará generado por,

8+ 1
8+1 U.

{ TI A. ( U ) 1 / r u. P. = a }
1 L 1 1i=O i=O

y por supuesto, dim
K

( Pa / Pa+ ) = dim
K

Ya ( Pa / P0.+ ).

Sea i E IN, con O ~ i ~ g. En el calculo de u ( Q. ), el valor de U
1

es indiferente y si g, g' son elementos generales de u, se tiene,

( Q.,g ) = ( Q.,g') (ver [ e], 2.3.2.v.), por lo tanto 'tri ( Q. )
1 1 ..... 1

1

es constante, luego, A. ( U ) = A. E K para O ~ i ~ g y
1 1

A (U) E K [ U ], Yentonces, dim (PIV / PIV+ ) es la dimensión del
g+1 K ~ ~

espacio vectorial generado por los productos,

[1.S.7.1.]
u U 8+ 1

{g A. i A g+1(U) / ~ u. ~. = a }TI 1 g+1 J 1
i=O

SO



Defmase Ha := { U* e IN /, existe al menos una g+1-upla de números
g

naturales (u ,..., u), tales que, } U. P. + u*P := a }. Por lo tanto,
o g ~ 1 1 g+1 .

como el espacio vectorial generado por [ 1.8.7.1. ] es el mismo que el

generado por,

U g+1

{ A g+l( U )/ } u. P. := a }
g+1 ~ 1 1

su dimensión es igual al cardinal, ha' de Ha y, por lo tanto,

Para un calculo explícito de H R ( t ), póngase,gru

entonces,

~
O si a E Ha

h :=

a,a 1 si a e Ha
y

H ( t ) := L h ta := L (L ha a) ta := L L ha a tOo.
gruR ae IN a ae IN aeIN' ae IN ae IN '

Pues para cada a, hl'Y son casi todos nulos.U.,a
Puede escribirse, en este caso,

a ~ aH R ( t ):= L ha t + ~ ha t + ...
gru aelN'o aEIN,1

y como { p, ... , p }es un sistema de generadores del semigrupo deo g
valores ep+, se tiene que,

h - J
0.,0 1

O si a E 4»+

1 si a e 4»+
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O si a-ap E ep+
g+1

1 si a- ap E ep+
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Haciendo el cambio p =a - ( a-l ) p ,en el sumando que depende
g+1

de a, se obtiene,

H R ( t) = L tP + L t P+P8+1 +...+ L tP+(a-1)~8+1 +...
gru pe ep+ pe ep+ Pe ep+

sumand o la s U ma n do 2 o s U mando a O

p ~ (a - l)P 1
= ( L t ) ( 1 + t g + 1 + ...+ t g+ 1 +... ) = Hep+ ( t) .

pe ep + 1- tPg +1

Pues la primera serie es la de Poincaré asociada a cualquier

elemento general de u y la segunda es geométrica.

Sea g un elemento general de u, cuyo semigrupo de valores es <1>+, y

cuyos valores de contacto maximal son { ~i } ~ ( ver 2.1 de esta memoria

para mayor concreción), por [e], 4.3.9, si a e <1>+, existe una

expresión única de a, a =i ~o + ... + i p' con las condiciones,o g g

# = { io ~ O, i. < N. , i S j S g }
J J

luego,

=
{ i o t • •• t 1g t ver ifi can # }

N P N P
1 l-t 1 1 l-t g g

=
1 - t Po l-tP1 l-tPg
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h -k
s g
g.

de todo esto, esta claro que, si:

1 g l_tN ¡P¡
:F: O, H R = n---

grt) R ¡=1 f.t
l-t"'o l-t"'¡

1

N P
l-t g g 1

=
1-tPg l-tPg+1

Si h -k = O, podemos simplificar la fórmula pues
s g
g

P = N J3 ( ver [ S-2 ], 8.13. ) y,
g+1 g g

1 g-1 l_tN¡P¡

Hgru
R = l-t/3o i~l l-t/3¡

1 g-1 1 tN.P. 1- 1 1

= n
l-tPo i=1 l-tPi 1-tPg

Nota 1.8.8.

Despues de 1.8.7., podemos tambien escribir H~ro) ( t ) así:

Si h - k :F: O, r = g + 1 y,
s g o
g.

g -

1-( n 1-tN ¡ Pi)
i=1

H
J

( t ) = ------,_".....-- por 1.8.6.
g+1 P

(n 1-t ¡)
i=O

Si h - k
s 8
g

= O, r = g y,o

8- 1 -

1-( n 1-tN i Pi)
i=1

H
J

( t ) =--~_".....-- por 1.8.6.
(8n1-t p¡)

i=O
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Capitulo 2 Equivalenciadiscreta de familias
finitas de valoraciones.

Este capítulo, está dedicado al estudio de invariantes discretos

asociados a los conjuntos fmitos de valoraciones de los tipos A, D Y

E, mostrando la relación de dichas familias con la geometría de los

puntos del árbol de puntos infmitamente próximos, cuyas ramas son las

sucesiones simples asociadas a las valoraciones consideradas. Como idea

general, las valoraciones de los tipos A, D Y E se pueden describir con

ayuda de curvas algebroides analíticamente irreducibles, de tal manera

que, los invariantes considerados son similares a los que se utilizan

para las curvas (ver [C], [ D ] ). De esta manera, mostraremos como

la equivalencia de dos conjuntos fmitos de tales valoraciones se puede

caracterizar por medio de un semigrupo de valores adecuado.

2.1. Equivalencia de sucesiones finitas simples de

transformaciones cuadráticas .

2.1.0. Notación

Usaremos la notación del capítulo anterior. Consideraremos ahora,

una sucesión simple fmita 1t de transformaciones cuadráticas y sea 'U la

valoración divisorial de F asociada a ella.

2.1.1. Proposición

Si U está normalizada, tal que, su grupo de valores sea 7L y f un

elemento general para 'U, los semigrupos de valores de U, ep~' Y de la

curva f = O, S ( f), coinciden. (Recordar que la curva f = 0, la

expresaremos tambien por f, si no hay ambigüedad ).
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Lema 2.1.1.1.

Si f, f defmen dos curvas algebroides planas irreducibles en
A 1 2

Spec R, entonces se tiene,

A) Conocidas las clases de equisingularidad de f y f, los
1 2

siguientes datos son equivalentes, ( es decir, de uno se deducen los

otros ).

i) El par de contacto ( fll f2 ). ( Ver 1.5.A-D.1. )

ü) La multiplicidad de la intersección ( f ,f ).
1 2

iii) El número de puntos infmitamente próximos en común de ambas

curvas, que denotaremos, # B ( f/2 ).

B) Si fl,f2 son equisingulares entre si, y h defme otra curva

analíticamente irreducible, y además ( fll h ) = (f21 h ), entonces se

tiene, ( f ,h ) = ( f ,h ).
1 2

Demostración

El apartado A se sigue por inducción sobre el número de puntos

infmitamente próximos en común ( ver [ D ], 1.1.8. Y 1.1.9. ). Para B,

usando la notación de 1.5.B. y C 1. Los valores e~, e~ y p~ , p~, donde
1 1 1 1

i varia desde 1 hasta el valor del género común de fly f2, coinciden.

Entonces, es fácil deducir B ( ver 1.1.7. [ D ] ).

Demostración de la proposición

Empezamos indicando que todos los elementos generales de u poseen

el mismo semigrupo de valores ( ver [ C ] ,4.3.11. ), alternativamente,

teniendo en cuenta que su grafo dual es el mismo.

Veamos que ~~ e S( f ). Si s E ~~, existe h E R con 'O( h ) = s,

esto es, mío ( h.f' ) = s. luego existe f, general, con
f •general de U

( h,f ) = S, es decir, s E S ( f ) = S ( f ).
Para el recíproco, bastará ver que los generadores del semigrupo

S( f) están en ~~. Por [C], 4.3.8., estos generadores son los

valores de contacto maximal de f.
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Sea, para cada i, 1 ~ i ~ g, g = género de f, Vi-I una curva de

género i-1 y contacto maximal de ese género con f. Si el desarrollo H-N

de fes,
h. h

(D) = {z = ,Jb Zi + z j z / O < J' < d' z = x+(f)' Z = y+(f) }
j-l .L ji j j j+l - - 'O '-1

1=0
( ver 1.5.B y C.1 ), el de V. será,1-1

2 h O hO
y=bOlx+bo2x +...+bOhox +x ZI

X=Zlh1Z 2

z
s. 2-1

1-

= b
s. k1-1,i-l

Además, la multiplicidad (f,V. ) = P.,1-1 1

De 10 anterior, si h, h', son elementos generales de 'U,

( h IVi_1 ) = ( h' IVi_1 ), aplicando el lema, (h,Vi_1 ) = (h' ,Vi_1 )

y en consecuencia, 'U (V. ) = P., esto es, P. E <I>,,~.
~1 1 1 v

Defmición 2.1.2.
*Dos sucesiones 1t y 1t de transformaciones cuadráticas, simples y

fmitas, son discretamente equivalentes si sus grafos duales coinciden.

En 10 sucesivo, diremos simplemente que son equivalentes, pues la

noción no entrará en conflicto con ninguna otra noción.
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Proposición 2.1.3.
*Dos sucesiones 1t y 1t de transformaciones cuadráticas,

simples y fmitas son equivalentes, si y sólo, si ct> + o = ct> + o* y
u( ~ u( ~

u(O)( JI ) = u(O)* ( JI*), donde u(O) y u (0)* son las valoraciones

*divisoriales de F asociadas a 1t y 1t , normalizadas de modo que,
u (O) ( m ) = U (0)* ( m ) = 1.( JI Y P* son los ideales simples asociados

*a 1t y 1t, respectivamente, descritos en el capítulo 1 ).
*Alternativamente, 1t y 1t son equivalentes, si y sólo si, las series de

Poincaré de las valoraciones divisoriales correspondientes son iguales.

Demostración
g+1

Sea u r. el grafo dual de 1t. Los valores { 1,~', ... P' }
i = 1 1 1 g+1

determinan y son determinados por el grafo (ver, 1.3.).

{ 1, JJ', ..., P' } son generadores de ct> + y u(O) ( JI ) = P' . En
1 g u(O) g+1

consecuencia, se tiene el resultado. El resultado para las series de

Poincaré se sigue de 1.8.7. ( incluyendo las expresiones de la

demostración ).

Proposición 2.1.4.

La clase de equivalencia de 1t, para la relación 2.1.2., puede

conocerse a partir de un par de elementos generales de u, bien

elegidos.

Demostración

Es conocido que,

eou(O) ( JI ) = mín { ( f,f' ) / f,f' E JI, f -:1: f' ,f Y f' generales de

u } y en conclusión, existen f y f" generales de u, tales que,

u(O) ( ) = (f,f")= JJ' .
JI e

o
g+1

Por 2.1.1, los semigrupos S(f) y <1>+0 coinciden.
'1\ ( )
u eo
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Puesto que un sistema minimal de generadores de un semigrupo de 7L

es único, se tiene que, { Pi }~=O generadores de S ( f ) Y { eo ~; }~=o +

generadores de <1> + , ordenados de menor a mayor, coinciden.
'1\(0)
u eo

g g+1

Luego f da, u r., ( ver, 1.3.2.2. ) Y f junto con f", u r.,
i=1 1 i=1 1

luego la clase de equivalencia de 1t.

Proposición 2.1.5.

Usando las notaciones del capítulo 1, si f y f' son elementos

generales como los descritos en la proposición anterior, de género

común g, y si ( f I f' ) =( g,c ), entonces, se tiene:

c = a(g+l) = h - k+1= P -1
1 s g g+1

g

Las notaciones siendo correspondientes con las de 1.1. para el

desarrollo H-N de '\) y 1.3.

Demostración

Los exponentes de Puiseux { p. } <.< de '\)(0) vienen dados por,
) 1_~g

( 1.3.1.2. ),

1
=

1
a(i) +

2

A = a(i)++ _
J-'¡ 1

+-----
a(i) + 1

m.
1
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1

1

= (hs - k
i
_
1

+ 1 ) + ----------­
i-I

h +-------­s +1
i-I

h +
s + 2
i-I 1

.+--
k.

1

Escribiendo,

(h - k. + l)n + n = p., y puesto que se tiene,
s. 1 1-1 s. s. +1 1
1- 1-1 1-1

n = h n +n
s s +1 s +1 s +2
i-I i-I i-I i-I

1 ~ i ~ g

n = k n
8.-1 i s.

1 1

( ( Ver, [ e ] 3.3.3. ),

( Ya que, estos valores son comunes para los elementos generales y

para la valoración ). Y se tiene, P. = p. / n .
lIS.

1-1

De las igualdades anteriores, m.c.d. (p.,n ) = n . Así, se
1 s~1 Si

deduce,

(h - k
s i-I
i-l

+ 1 ) n
Si_1

+n
s +1
i-l

n
s.

1

p. = --------------
1

y tambien n =n/n . Luego, 13, = p. / n. con PI" nI' primos entre
i s. 1 s, 1 1 1

1- 1

si.
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De 1.3.2.,

a(g+l) i

13
8
'+1 - --l-e--- + n 13' y tambien, e. =TJ n. ( 1 ~ i ~ g )

g 8 8 1 j=l J

por 10 tanto, como n = 1 ( [ e ], 3.3.3. ), se deduce,
s
8

g no
e =TJ n =-­. n

8 j=l J s
1

-
y de P' = P / n se tiene,

8 8 o

n
8
g-l-- =nn o
8
g

,en conclusión
a(8+ 1 )

P' - __1 + n
~1 n s

o g-l

n 13 ' = a (g+1)
o 8+1 1

-
~
no

. + 13 n
g s

8- 1

Por otra parte,

P' = 'O(O) ( n ) = 'O ( n ) / n = (f f') / n
8~ T T o ' ~

permite obtener,

-
( f , f ' ) = a

1
(8+1) A [2 1 5 1 ]+ p n . . . .

8 8
g
_
1

( Se omiten los superíndices por ser f y f' equisingulares).

( f I f' ) = ( g,c ), aplicando [ D ],1.1.7, se tiene,

(f,f')=e P +ce e
8-1 8 8 g

y además,

e
g

= ns
g
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En defmitiva,

( f , f' ) = e J3 + c [2.1.5.2.]
8-1 8

Y de [2.1.5.1.] y [2.1.5.2.], se concluye, c = a(g+l)
1

Finalmente, aplicando 1.3.2. y a(g:l> = J3 se tiene,1 g+1

c = a(g+l)
1

=~ -l=h -k+1g+1 s g
g

Nota 2.1.6.

La anterior proposición tiene una cómoda interpretación

geométrica. Cada transformación cuadrática de 1t, tiene como centro, el

centro de '\} en cada X(i), mientras este sea puntual, y esto ocurre

cuando todos los elementos generales de '\} pasan por el mismo punto del

correspondiente divisor excepcional.

Si existen dos elementos generales que cortan a un divisor en

diferentes puntos, mientras que al divisor anterior le cortaban todos

en el mismo punto, la explosión que dió este último divisor es la

última de la sucesión de transformaciaones cuadráticas asociadas a \) y

además, el número de estas es, c veces más que el número de

transformaciones que son necesarias para desingularizar f. Este

número, es el de transformaciones que son precisas para que la curva

dada por el producto de dos elementos generales corten al nuevo divisor

en distintos puntos.

2.1.7.

Resumimos, a continuación una serie de resultados debidos a F.

Delgado ( [D ], [ De ] ), útiles para nosotros en lo que sigue. Las

notaciones son las de l.5.B Y C.1.

Sean, en particular f, f
2

, ••• , f, n elementos analíticamente
1 n

irreducibles, definiendo curvas algebroides distintas dos a dos.

Entonces, se tiene:
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2.1.7.a)

Si ( q I c ) = ( ( 1(2 1 ... I ( ).
1 n

i) Para cada i e IN, O~ < q, existe una curva C. de contacto
1

maximal ( [ C ] ,4.2.2. ) de género i, simultáneamente con ( , ( , ...,
1 2

f .
o

ü) Sea (').= K[[ X,Y ]]/(f/
2

,••il ~ el conjunto de no

divisores de (9.. Defmimos ~ : (J ) ( i+ )n, donde i + = 71.+ U { 00 }.

y si h e 19,- u ( h ) = ( Uf ( h ) ,..., u ( h ) ).( u es la valoración
- f f

1 n i

discreta asociada a la curva f. = O ).
1

Entonces, y( C. ) pertenece a la recta L que une el origen con el1 _ _

punto de coordenadas ( p~, ... , p~ ).
iii) q es el mayor entero que verifica i) y ii).

( [ D ],1.2.3. )

Defmiciones !
Se llama semigrupo de valores asociado a { ( ,..., f }, al

1 n
subconjunto de 7l.n, S = S ( f , ..., ( ) = u ( :lB). Y semigrupo de

+ 1 n - (:'
valores completado asociado a { (, ..., f }, al subconjunto de in,

1 o +
S ( ( , ..., ( ) = S = U ( t!), donde Uf ( O ) = oo.

1 n -
r

Si consideramos S = S n 71.
0

, el cierre integro de S en el espacio
+

topológico producto In es S, ver [ Cam ]. Donde sobre lO, se toma la
+ +

topologia producto, siendo esta topologia, aquella que tiene a los

elementos de 71. como puntos aislados y a 00 como punto límite de la
+

sucesión de naturales. En consecuencia, los datos S y S son

equivalentes.

Además, si ( q,c ) = (f11f21 ... If
o

), existe h E K [[ X,Y ]]

con (h I( ) = ( q,c), 'V r e 1 ( [ D ],1.2.4. ). Para cualquiera de
r

estos h, 1!( h ) es el mismo, denotándose f.
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201.70bl

Para cada y E S, póngase S( y ) = { a E S / a ~ y }, si L es la

recta indicada en a) y defmimos, A = { y E S I S e L u S ( y) } e So

Entonces, A es fmito y f = máx A (orden lexicográfico)o

[ D ],1.2060

Defmiciones 1 Notaciones II

Sea a = ( a ,a , 000 ,a ) E lO Y
I 2 o +

J = { i
l
, i

2
, 000 ,i

p
} e I = { 1, ..., n

l\l a ) = { P =( PI' P2, .00' Po) E l: I
si r e= J } o

}, escribimos,

o.=P sirEJyp>o.
r r r r

Tambien defmimos, l\( a ) =

Entonces diremos que,

ul\( a ) y A( a ) ="( a ) n So
rE 1 r

a E S, es un maximal de S, si 1\( a ) = 00 Que,

a E S, es un maximal absoluto de S si es un maximal y

Al a ) = l\( a ) n S = 0, para todo J e 1; J '# lo Y fmalmente que,

a E S, es un maximal relativo de S si es maximal y Al a ) '# 0, para

todo J e I; J :1: 1, tal que, el cardinal de J es mayor o igual que doso

201.70co

Sea f = TI f una serie que defme una curva algebroide plana
rE 1 r

reducida con n ramaso Denotaremos ~ = ( f ,f ), r '# s, r, s E 1;
r,s r s

o

~r = L ~ o Si c es el conductor del semigrupo S ( f ), y Q es el
r:l: a r,a r r

s=1

punto, Q = (c + ~1 -1, 000 ,c + ~o -1 ) E lO , se tiene:
1 o +

i) Q E S Y es un maximal relativo de So

ii) Q + ( 1, 1, 0.0 , 1 ) es el conductor de S.

iii) a E S es maximal de S, si y sólo si, Q - a E So

iv) a + P = Q; a, P E S, a es maximal relativo, si y sólo si, p es

maximal absoluto. ( [ D ], 3.20130 ).
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Defmiciones lIT

Para cada entero p ~ 0, considérese i! = { r E I / g ~ p } y
r

defínase TP e !íf. i! ) aSÍ, A E TP, si y sólo si, existe una curva de

género p y contacto maximal de ese género con f , para todo r E A. Sea
r

.JI! = { El, ... ,Es }, el conjunto de maximales de TP para la inclusión
P P

y rA = { hl
, ••• ,hs

}, una familia de curvas hi
E K [[ X,Y ]]

P P P

( irreducibles de género p ), tales que, uf ( hi ) = pipara r E Ei ;
P p+l P

r

i E { 1, ... ,s }. Si f = f
1

••• f
n

, {í8 se llama ramillete de curvas

algebroides con contacto maximal de género p con f
El subconjunto de S (f ... f ),

1 n

~ = tfI( f ... f ) = ( u(h1
), ••• ,u(hS

)} se llama valor de
1 n - P - P

contacto maximal de género p de f Además, poniendo

ttJ =( p~, ... ,P~), si todas las componentes de f tienen la misma

tangente y ttJ = (2) en otro caso, defmimos valor de contacto maximal de

s u p(g )
rE 1 r

f como el subconjunto de S ( f
1

••• f
o

), tf.f. f) = u tfI( f). Si,
p= - 1

V ( f ) = ( u( f ), ..., u( f ) },
00 - 1 - o

ere f) ti S = ere f ) - V ( f ) = 100,
00

por defmición.

2.1.7.d.

Sea p E 7l , E E .JI! y h la serie indicada anteriormente asociada a
+ E

E, entonces, el valor u (h ) no depende de la serie elegida, además:
- E

Si r E E, uf ( hE ) = P~I'
r ~r~

Si r e E, 3 s E E, tal que, u (h ) = - ( [ D ], 3.4.3. )
f E
r eS

p
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Defmici6n IV

Un elemento a E S es irreducible si a = a + a con a , a E S
1 2 1 2

implica a = 0, 6 a = O.
1 2

2.1.7.e.

a E S, es un maximal absoluto irreducible de S, si y s610 si, es

uno de los valores de contacto maximal finito de f ( [ D ],3.4.3. ).

2.1.7.f.

Sean {~l, ..., pm} el conjunto de maximales absolutos

irreducibles de S, F = { i: A.pi I A. E [N Y i: A.~i ~ Q } e S y sea
i=ll 1 i=l 1

F = { Q - y I Y E F }. Si Pcumple que la proyecci6n respecto a los

índices de J, prl ~ ) E pri S ), para cada J e I con cardinal n - 1,

entonces p E S, si y sólo si, PE "( a ) para todo a E F. ( [ D ],

3.4.14. ).

Proposici6n 2.1.8.

Sean 1t y 1t* como en 2.1.2., { f ,f } Y { r*,r* } elementos
1 2 1 2 *

generales para las valoraciones divisoriales asociadas a u y u,
*respectivamente, elegidos como se indica en 2.1.4. Entonces, 1t y 1t son

equivalentes, si y sólo si,

S ( f
1
,f

2
) = S ( f:,f; )

Además, el semigrupo S ( f
l
,f

2
) permite calcular el grafo de 1t. Y

recíprocamente.

Demostración

*Si 1t Y 1t son equivalentes, tienen asociado el mismo grafo. Está

claro, pues, que S ( f
l

) = S ( f:) y S ( f
2

) = S ( f;). Tambien
* *( f

l
,f

2
) = ( f

1
,f

2
).
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, * * * *Pongase f = f1 f
2

; f = f1 f
2

' por 2.1.7.d 1( f ) = 1( f ), Y

los maximales absolutos de S ( f ,f ) Y de S ( f*,r* ) coinciden por
1 2 1 2

2.1.7.e. Por 2.1.7.c, el valor Q es el mismo en ambos semigrupos y por

2.1.7.e,
* • .. • •

S ( f1,f2 ) = S ( f1,f2 ) que ImplIca S ( f1,f2 ) = S ( f1,f2 ).

Es muy interesante añadir que lo anterior prueba que la elección

de elementos generales diferentes pero verificando 2.1.4, no modifica

el semigrupo S.
Recíprocamente, si S ( f ,f ) = S ( r*,r* ),

1 2 1 2

pr (f)S ( f1,f2 ) = pr(f)S ( f:,f;), r E { 1,2} y, por 10 tanto,

S( f ) = S( f* ). Además, considerando en cada semigrupo el conjunto A
f f

de 2.1.7.b, se obtiene f = máx A.

Operando en el semigrupo S ( f1,f2 ), es conocido que,

( f11 f
2

) = ( g,c). Sea h una curva de género g equisingular a

f1, f
2

, con ( h If1 ) = ( h If
2

) = ( f11 f
2

), aplicando 2.1.1.B,

( h,f1 ) = ( h,f
2

) = ( f1,f2 ).

Puesto que. ( Uf~ h ) • uf~ h ) ) = ( ( f/2 ),( f/2 ) ) = f.
se deduce que, por ejemplo, pr f = ( f ,f ) . Este razonamiento,

(1) 1 2

• • • • • •aplicado al semIgrupo S ( f1,f2 ), conduce a ( f1,f2 ) = ( f1,f2 ) con

*lo que fmaliza la prueba, esto es, los grafos de 1t y 1t coinciden.

La última afrrmación es evidente despues de la descripción

explícita de la recíproca de la prueba.
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2.2. Equivalencia discreta de sucesiones finitas de
transformaciones multicuadráticas.

Dermición 2.2.l.

Como en el primer capítulo, considérese el anillo local regular

( R,m,K ) y Xo = X = Spec R. Una sucesión rmita de transformaciones

multicuadráticas es una sucesión de transformaciones,

(1t): XN+I--~) XN~ ... -----7 X
1
--7 Xl --7 X

1tN+I 1t1 ni

donde ni, es la transformación resultante de explotar un número finito

de puntos de los divisores excepcionales de ni
-
I
, es decir, se tendrán

sucesiones de transformaciones cuadráticas cuya compuesta es ni:

X= X -~)... ---7 X. ~1 X. ------7 X. =X'
I

=X' oi i,r. . 1,. 1, I . 1-1 1-,r. 1 1,
1 1t1 1 1 1-

r. n1 1t1
1

cuyos centros respectivos p. . E X.., 1 S i S N; 1 S j, S r. < oo.,
~l~ . ~. 1 1

1 1 .

estan en uno de los divisores excepcionales creados por 1t
1
-
1

•

El divisor excepcional de cada 1t~ se denotará L.. , y por lo
J. 1~.

1 1
r .

tanto, el divisor de 1t
i será L. = .u 1 L... El divisor excepcional

1 J. =1 1~.
1 1

total para 1t
i será E. = ~ L..

1. J
J =I

Se tendrán, pues, en particular, las condiciones siguientes:

i) 1t
1
, es la explosión de X con centro el maximal, que se denota

ü) Los puntos p.. deben pertenecer a L. para todo i.
1~ 1

i+l

Nota 2.2.2.

Dado el caracter local de las transformaciones cuadráticas, no es

necesario tener en cuenta el orden de los puntos en que se explotan

para construir 1t.
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Nota 2.2.3.

Sea 1t la sucesión fmita de 2.2.1., consideramos las subsucesiones

simples de transformaciones cuadráticas de 1t, es decir las sucesiones

simples

(1t): XM+_1~)_~) X(M~ ...~ X<2~ X(l~ X

1tM+1 1t2 1t2

de centros Po' PI' ... , PM' tales que:

i) p. = p.. E L..
1 1"i+1 1

ii) M = N, es decir que, la sucesión consuma todas las etapas de

2.2.1. Gráficamente, la sucesión 2.2.1. tiene una estructura de árbol,

siendo las subsucesiones simples sus ramas.

Defmici6n 2.2.4.

Sea 1t la sucesi6n de transformaciones multicuadráticas de 2.2.1.,

llamaremos grafo dual, G( 1t), asociado a 1t, al grafo dual pesado

obtenido del siguiente modo, cada divisor se corresponde a un vértice,

dos vértices se unen por un brazo, si y s610 si, se cortan los

divisores asociados. Todos los vértices tendrán un peso, este será i

para todos los vértices asociados a un divisor de L..
1

L. (1 L..
10 1

G( io'- ). Considérese P.. 1 con
1do+

considerar dos casos, para cada p.. :
1do+1

a) p. . E L. , exclusivamente.
1efO+1 10

b) Existe otro índice i < io' tal que, p. . E
1efO+1

Sea 1t la sucesión de transformaciones multicuadráticas anterior.

Supongamos que i es el primer índice i, tal que, r. > 1. El grafo deo al

nuestra sucesión hasta la obtención del divisor L. se denota
10

1 S j S r. . Podemos
i
O

+1 1
0

+1
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En el caso a), tomamos la sucesi6n de transformaciones

multicuadráticas obtenida a partir de la explosi6n en p.. y
ldo+1

sucesivos puntos de los divisores obtenidos, que sean de explosi6n de

1t, su grafo dual es como se describe en 2.2.4. pero añadiendo el valor

io a cada peso. Se denotará por G.. (+) a dicho grafo.
ldo+1

En el caso b), la misma notaci6n describirá un grafo obtenido como

se indic6 en el apartado a), con la salvedad de que, G.. (+)
ldo+1

incluye además un vértice de peso i unido al de peso io'

Utilizando la defmici6n de adjunci6n de grafos ( [ D ] 4.2.5. )

se puede decir que,

G ( 1t ) = G ( io'- ) 11 G. (+) 11 ... II G. (+).
~,1 1

0
ro+l

Repitiendo este proceso para cada G.. (+) y para los sucesivos
ldo+1

grafos G( + ) que se obtengan, se tiene una descomposici6n completa del

grafo G ( 1t ) en grafos G( i,- ), mediante la adjunci6n. Una elecci6n

adecuada de estos grafos, primero G ( io'-) luego G ( i
1
,- )

correspondiente a uno de los G.. , y asi sucesivamente, permite
1010+1

mediante la adjunci6n obtener los grafos de todas las subsucesiones

simples de 1t.

Defmici6n 2.2.6.

Dos sucesiones 1t y n' de transformaciones multicuadráticas fmitas

se dicen discretamente equivalentes si sus grafos coinciden. ( En 10

que sigue pondremos equivalentes, por simplicidad ).

Proposici6n 2.2.7.

Si P es un ideal simple m-primario de R y \) la valoraci6n

divisorial que tiene asociada, puesto que, todas las cu~as asociadas a

elementos generales de \) son equisingulares, a esta clase de

equisingularidad se le pued: llamar clase de equisingularidad asociada

a p.
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a) Si PI' P
2

son dos ideales simples m-primarios de R. Conocidas

las clases de equisingularidad de P y p, si f es un elemento general
I 2 I

de 'Op y f
2

de U • De ( f If
2

) puede obtenerse ( f,f ) Y viceversa.
I P2 I I 2

b) Sean f
l

E PI Y f
2

E P
2

generales, tales que,

( fll f
2

) = mín ( hll h
2

), hl E PI Y h
2

E P
2

' generales,

Entonces,

y recíprocamente.

c) Sea f general de P , tal que,
I 1

( fll f
2

) = mín ( hll f
2

), h
l

E PI general y f
2

E P2 fijo

Se tiene,

y t'e.c.

Demostración

a) Es inmediato. ( Vease [ D ], 1.1.9. para precisiones ).

b) Sea Po' el índice de separación del tipo de equisingularidad de

f
l

y f
2

• Puesto que s610 depende de la clase de equisingularidad de f
l

y f
2

, [D] 1.1.1, este, será el mismo para las curvas h
l

y h
2

•

Probaremos que,

( f
l
,f

2
) ~ ( h

1
,h

2
), si h

l
, h

2
son fijos y defmidos como antes.

Usaremos la notación de 1.S.B y C.I. Tanto para f como para h, r E 1
r r

( ahora n = 2 ).

En el desarrollo H-N, para h cambiaremos las a~. por b~., pero al
r JI JI

ser equisingulares estas curvas a f, todos los demás datos coinciden
r

salvo la última fila del desarrollo H-N, que no afecta a la

equisingularidad, que puede diferir.
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Sea, ( f11f2 ) = ('lo,co ) y ( h11h2) = ( q,c).

A) Supongamos ( f,f ) = ~ ( a .,c ) = el p2 + coe1 e2

1 2 &() o qO·1 qo qo qo

( ver [ D ], 1.1.7. Y 1.1.8. ) con O ~ q ~ Po y

~ c ~ mín { 11 ,e }. Por tener f y f menor par de contacto,
o CloClo 1 2

O ~ <lo ~ q ~ po·
Al) Sea c ~ mín { 11,e }, se tiene que,

q q
1 -2 1 2

( h,h ) = ~ ( q,c ) = e p + ce e
1 2 q-1 q q q

por [ D ], 1.1.8. Además, ( <lo,co ) ~ ( q,c ) implica,

( f
1
,f

2
) = ~ (<lo'co) ~ ~(q,c) = ( h

l
,h

2
)

. ro
A

2
) SI c = Ip +1. Para ro' tal que,

o
rO { 1 2

1 = mín lp ,lp
Po o o

Entonces,

( f
1
,f

2
) = ~ (qo'co) ~ ~ (po) = ( h

1
,h

2
)

. , { 1 -2 2 -1 }
B) SI, ( f1,f2 ) = ~ ( Po ) = mm ep Pp +1 ' ep Pp +1 .

o o o o

De (f11 f2 ) ~ ( h11 h2 ), como los tipos de equisingularidad

coinciden, está claro que, ( f If ) = ( h Ih), luego,
1 2 1 2

( f
1
,f

2
) = ( h

1
,h

2
), por [ D ] 1.1.7.

Nota. Es trivial que si gen f
1

= gen f
2

= g, Po < g.

Recíprocamente,
R

A) Supongamos que existe ('lo'co ); O ~ 'lo ~ Po y

O ~ Co ~ mín { l~,l~ }, tal que, ( f/
2

) = l; ( llo,co ).
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A~) Sean h1 E P Y h2 E p, tales que, existe ( q,c ), O ~q ~ Po y

O S c S mín { 11,¡2 }, verificando,
q q

(h
1
,h

2
) = ~( q,c ),

y aplicando [D], 1.1.8. (h 1 h ) = ( q , c ) y además,
1 2

( 'lo'co ) S ( q,c ), pues en caso contrario ( 'lo'co ) > ( q,c ) implica

; ( q,c ) < ; ( 'lo'co )

y en consecuencia, (h1,h2 ) < ( f1,f2 ), que no es cierto, por

hipótesis.

A~) Si ( h1,h2 ) = ~ ( Po ), aplicando [D ],1.1.8, se tiene que,

ro ro { }
( h11h2 ) = ( po,lp lo' ), con lp = mín Ip

1
,l~ para ro E l. Y

o o o o
por lo tanto,

r

( f11f2) = ('lo'co) < ( Po' Ipo~, ) = ( h11h2)
o

En ambos casos A, se tiene, ( f11 f2 ) ~ ( h11 h2 ).

BR
) Si resulta que, (f1,f2 ) = ~ ( po), se tiene entonces que,

ro
( f11 f2 ) = ( po,lp to')' en las condiciones anteriores para ro·

o
Supongamos que, ( h1,h2 ) = ~ ( q , c) con O ~ q ~ Po y

O { 1 2 }S C S mín lp ,lp . Como,
o o

( hl'h
2

) < ; ( Po ) = ( f
1
,f

2
).

Se llega a un absurdo y se tiene, (h1,h2 ) = ~ ( po), esto implica
r

( f 1f ) = ( p , lpo+ 1 ) = ( h Ih ) Y esto concluye la prueba de B.
1 2 o o 1 2

c) La misma prueba de b) puede aplicarse a este apartado, pues la

propiedad de P2 utilizada en la misma, es que todos los elementos

generales de ese ideal son equisingulares, si cambiamos dichos

elementos por uno fijo, conservaremos la propiedad.
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Proposición 2.2.8.

Sea 1t una sucesión fmita de transformaciones multicuadráticas,

que posee exactamente n subsucesiones simples, 1t, r e 1 = { 1, 2,...

,n }. Los grafos duales de 1t (respec. 1t ) r se denotan G( 1t )
r

( respec. G( 7t ) ). Supongamos que { f ,f' } son elementos generales
r r r

como los descritos en 2.1.4 para u valoración asociada a 1t. A partir
r r

de los tipos de equisigularidad y los pares de contacto de la familia

de elementos { f, f', f , f', ..., f , f' }, podemos obtener el grafo
1 1 2 2 n n

G( 7t ), esto es, la clase de equivalencia de 7t.

Demostración

Se hará la prueba por inducción sobre el valor de n.

Para n = 1 es el resultado de 2.1.4. Supongamos que es cierto para

cualquier valor m e IN, m < D, si f') designa f o f', se tiene que
r r r

para cualquier subconjunto { r, r
2
, ••• , r } de 1,

1 m

veamos esto.

En primer lugar, supongamos que m = 2 Y por simplicidad

consideremos r = 1, r = 2, probaremos que,
l 2

(f If) = (f If') = (f' If) = (f' If').
12 12 12 12

Para ello, es suficiente con ver que ( fll f
2

) = ( fll f;), pues al no

existir distinción previa entre f y f', la prueba será análoga.
r r

Reducción al absurdo, Si ( fll f
2

) :1: ( fll f; ), puede ocurrir:

a) ( fll f
2

) < ( fll f; ), esto indica que,

#B (f f
2
) < #B (f f')

l l 2

a) (f If' ) ~ ( f If' ), puesto que, los centros de explosión
1 1 1 1 2

de las transformaciones cuadráticas asociadas a 7t
2

coinciden con los

puntos infmitamente próximos de f
2

, hasta el de peso #B ( f
2
f; ) ( ver

2.1.6. ).
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Las hip6tesis a) y al) indican que, tras la última explosi6n de

1t2, se explotará nuevamente en un punto del divisor para obtener 1t1,

pues los desarrollos H-N de f1 y f: aún coinciden, esto es absurdo pues

va en contra de que 1t2 sea una subsucesi6n simple.

a2) ( f11 f: ) < ( fll f; ), podemos encontrar tres casos,

a2,1) (f: If2 ) < ( f21 t;), y todos los puntos inrmitamente pr6ximos

comunes de f y f' formaran parte de los comunes entre f y f2', lo que112
va en contra de que 1t sea una subsucesi6n simple.

I

a2,2) (r: If2 ) > ( f21 f;), Y todos los puntos inrmitamente pr6ximos

comunes de f2 y f; formaran parte de los comunes entre f1 y f:, lo que

va en contra de que 1t2 sea una subsucesi6n simple.

a ) (f' If ) = ( f If' ), y todos los puntos inrmitamente pr6ximos
2,3 1 2 2 2

comunes de f y f' son los comunes entre f y f', absurdo.
2 2 1 I

b) Si ( f If ) > ( f If' ), se tiene análogo razonamiento, pues
1 2 1 2

es un problema de notaci6n. Queda, pues, probada la proposici6n para

n =2.
Continuamos la prueba, si,

para alguno de estos últimos valores, que denotaremos igual, y

supongamos que,

( f If I ... If ) < ( f')lf')I···lf,) )
r r r r r r12m 12m

y para simplificar sea,

(f If ) = mín { ( f If ) } =(f If I ... I f ) Y
r r r r r r r12 j k 12m

j , k E ( 1. . mi

( fC ,) If C,) ) = mí n ( (fC,) If'» } .
r r r. r

k
P q j • k E ( 1. .m}J
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Acabamos de probar,

(r' >Ir' » = (f If ), Y en consecuencia,
r r r r
1 2 1 2

10 cual es absurdo, quedando probada nuestra afmnaci6n anterior.

El número de puntos infmitamente pr6ximos en común de las

sucesiones 1t, 1t , .•. , 1t será el mismo que los comunes a
r r f
12m

f , f , ... ,f , I B ( f , ..., f ), Y esto podrá obtenerse con
f
1

f
2

f
m

f
1

f
m

las mismas f6rmulas que da [ D ], en 1.2.1. y 1.2.2., a partir de los

valores que dan la clase de equisingularidad de f , j E { 1,2,...,m }
f.
J

Y de (f I ... If ). [El hecho de que los f puedan ser
f f ~
1 m J

equisingulares no afecta al razonamiento ].

La afmnaci6n de que los puntos infmitamente pr6ximos de

1t , 1t , ••• , 1t comunes coincide con lB ( f , ..., f ), merece
f
1

f
2

f
m

f
1

f
m

una pequeña explicaci6n. Los puntos infmitamente pr6ximos de 1t
f'
J

j E { 1, 2, ..., m } coinciden con los de f hasta el divisor de peso
f.
J

lB ( f f' ). Ahora, puesto que,
r. r.
J J

lB ( f , ... ,f ) < lB ( f ,f'), para todo índice J (en otro
f r r r.
1 m j J

caso el número de subsucesiones simples seria menor que n, en contra de

la hipótesis ), se tiene el resultado.

En conclusi6n, el calculo del número de puntos infmitamente

pr6ximos comunes a todas las 1t, Y la clase de equisingularidad de
f

cualquier f muestra G ( i ,- ), con i = #B (f ... f ).
r o o 1 n
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losde

considera

uno

se

es

conjunto de puntos descrito

índiceen 1. +1'10

p..
10'" +110

infmitamente próximos de 1t, j E { 1, 2, ... , m }.
r.
J

Consideremos los grafos G,. (+) que por inducci6n podrán obtenerse
10"i +1

o
de las familias { f , f' , ..., f ,f' } asociadas a cada familia der r r r

11m m

es evidente que de la elecci6n de i, r < n, eno m
índices 1. ,pues

J
iO

+1

cualquier caso.

Sean P" , 1 ~ j, ~ s, , el
10'" 1

0
+1 10+1

1
0

+1

2.2.5. Para cada

1. = { r, ... ,r } e 1, tales que,
J I m
i
O
+l

puntos

Nota 2.2.9.

La obtenci6n de los subconjuntos de 1, 1. es sencilla, pues son
JiO+1

las clases de equivalencia de la siguiente relaci6n:

Si (f¡1 f21 ... I f
n

) = ( CIo,co ); r, s E 1

j
(fr Ifa) > (CIo' co) si c ~ 1~

r RyJ s <=>

(frlfa> > (CIo+1,co) SI c = Ir + 1
~

Proposici6n 2.2.10.

*Si 1t Y 1t son dos sucesiones finitas de transformaciones
*multicuadráticas con n subsucesiones simples, tales que, 1t (1t ),* r r

r E 1, son dichas subsucesiones simples. Si ~ (~ ) r * s, es el
rs rs *

peso del último divisor común a 1t y 1t, entonces, 1t y 1t son
s r

equivalentes, si y s610 si, se verifica que:

Existe una permutaci6n de n elementos, 0', tal que,
*i) 1tres equivalente a 1tO'(r>"

*ii) Para cada pareja r,s E 1, #s, ~rs = ~O'(r)O'(s).
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Demostración
*Por ser 1t y 1t equivalentes, los grafos duales coinciden,

* *G( 1t ) =G( 1t ), eligiendo las subsucesiones de 1t, 1t , asociadas a

cada rama del grafo, se obtiene la biyección y E 1 que cumple las

condiciones i), ii).

Recíprocamente, podemos suponer para mayor sencillez del

razonamiento, que (J = id. Denotemos { f ,f' ) Y { f*,f*' ), elementos
r r r r

*generales como los descritos en 2.1.4., para u, u valoraciones
r r

asociadas a 1t, 1t*, r E I.
r r • * *

Puesto que, G ( 1t ) =G (1t ), las curvas f, f', f , f' son
r r r r r r

equisingulares y tambien se verifica (f If' ) = ( r*,r*' ), para todo
r r r r

r.

Como ~ indica el número de puntos infmitamente próximos comunes
rs

de 1t y 1t, por 2.1.1.1., este dato permite obtener (f If ), si se
r s r s

conocen las clases de equisingularidad de f y f Y recíprocamente,
r s *

como se indica en 2.2.8.. Y de las igualdades, ~rs = ~(J(r)(J(s)' se

* *deduce ( f If ) =( f If ), para r, s E 1, r :#: s.
r s r s

Si ahora ( r
l
, r

2
, ••• , r

m
) e 1, podemos decir a partir de la

defmici6n que, ( f I ... If ) =( r* I ... Ir* ).
r r r r
1 m I m *

Estos datos y las clases de equisingularidad de las f, f,
r r

permiten obtener, siguiendo la prueba de 2.2.8., el grafo de 1t y el de
* *1t • Al ser todos los valores iguales, es obvio que, G( 1t ) =G( 1t ), Y

son ambas sucesiones equivalentes.

2.2.11. Nota

Si en la anterior proposición se cambia ~ por ~ y ~* por ~. ,
rs rs rs rs

donde ~ =( f,í ) Y ~* =( t,t), podemos enunciar el mismo
rs rs rs rs

resultado despues de 2.1.1.1.
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2.2.12. Nota

Con las notaciones anteriores, escribiremos para cada r E 1,

* * * { }~ = ( f ,f' ) Y ~ = ( f ,f ' ). Supongamos además que, 'l> re 1;
rr r r rr r r r

{ 'l>: } re 1 son las valoraciones divisoriales asociadas a { 1t
r

} re 1;

{ 1t* } E ' respectivamente, normalizadas con grupo de valores l.
r r 1

Escribimos,

y : R - { O }~ lO,

dada por, v ( g ) = ( 'l> ( g ), ..., 'l> ( g ) ), para g E R - { O }.
- 1 °

y se considera para O' E J( grupo de permutaciones de n
°elementos ) y, A e lO,

0'( A ) = { 0'( ª )= ( aO'(l)' aO'(2)' •••, aO' (o) ) /

/ ª = ( al' a2, ••• , ao ) E A }.

Considérese la familia,

IA~ = ( (A,k) e ~( ID ) e ID / A es semigrupo aditivo de lO y k E ID }

donde puede escribirse la relación de equivalencia S, defmida :

(A,k) , (B,k') E lA ~ , (A,k) S (B,k'),

si y sólo si, existe una permutación O' E J, tal que:
°i) O' ( A ) e B ( de semigrupos ).

ü) O' ( k ) =k'.
El conjunto cociente lA ~ / S se denota lA, y de 2.2.10. podemos

*afIrnlar que 1t es equivalente a 1t , si y sólo si, los elementos de lA,

coi n ciden.( Es obvio que, y. se define como y para las

valoraciones 'l>:, r E I. Y, Y (R- (O}), y. ( R- {O}) con la

operación suma en en lO, son semigrupos ).
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2.2.13.

Continuamos con las notaciones anteriores y vamos a considerar el

semigrupo de 7l
2n

, S ( 1t ) = S ( f , f', ..., f , f'). Indicamos
1 1 n n

algunas igualdades que nos ser~ utiles, si I' = { 1, 2, ... , 2n }, se

tiene:

i) i E I' e i = 2r, r E 1, entonces, pr . S( 1t ) = S( f' ).
el) r

ii) i E I' e i = 2r - 1, r E 1, entonces, pr . S ( 1t ) = S (f ).
(1) r

iii) i j E I', i:;:: j, entonces,

pr(iJ)S ( 1t ) = S( pi],tuJ ) U ( 00,00 ).

Donde, pi] = f' si i = 2r, r E 1; pi] = f si i = 2r - 1, r E I.
r r

Lógicamente, pr
J

S ( 1t ) para J e I' indica la proyección referida a

los índices de J de S ( 1t ).

Teorema

*Dos sucesiones 1t y 1t fmitas de transformaciones

multicuadráticas, son equivalentes (en las mismas condiciones que

2.2.10, con n subsucesiones simples cada una), si y sólo si, existe

una permutación O' E J, tal que, los semigrupos del semigrupo aditivo
n

z2n (71 = { n E IN / n ~ O } ),
+ +

S ( fl' f:, o.., fn' f~ ). y S ( f~(l)' f~~l)' ..., f~(n)' f~~n) ), son

isomorfos.

Demostración

Supongamos que,

S ( f , f', o.., f , f' )0 = S ( f: )' fa·' , .0.' fa· ,fa·'».
1 1 n n v(l (1) (n) (n

Si i E I', i = 2r - 1, se tiene,

pr(i,i+l) S (fl,f~,o ..,fn,f~) = pr(i,i+l) S (f~(l),...,f~~n»

Es decir, por las igualdades anteriores, para todo r E 1,

S ( fr,f; ) = S ( f~(r),f~~r) ).
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Por 2.1.9. Y la elección de f, f', r*, t" se tiene que, 1t y 1t*
r r r r r r

son equivalentes.

Sean r, s E 1; r:l: s, considerense r', s' E I', r' =2r - 1;

s' = 2s - 1, se tiene,

Aplicando la igualdad iii), S ( f,f ) = S ( f: ,f: ),
r s ver) v (s)

de donde se deduce que, "f.o = "f.o * * y las primeras
s(f/s) S(fO(r/O(s»

proyecciones pr indican,
1

pr1 'Y~(f.,f) = pr "f.O * *
r s 1 S(fO(r/O(s»

de donde se tiene,

( f,f ) = (f~ ,fIT ).
r s ver) v (s)

Si aplicamos 2.2.10 y 2.2.11., como ~ = ~ , para* rs O(r)O(s)
r, s E 1, r :1: s. Y como 1t es equivalente a 1t~ , para todo r E 1, se* r ver)
deduce que 1t y 1t son equivalentes.

*Recíprocamente, supongamos que 1t y 1t son equivalentes y

recordemos que n es el número de subsucesiones simples que ambas

poseen. Si n = 1, por 2.1.9. se deduce, S(f ,f') =S(t,r*l').*1 1 1
Sea n E IN, n > 1, por ser 1t y 1t equivalentes, se tiene que,

*G ( 1t ) =G (1t ).

Para mayor sencillez en la prueba, podemos suponer que, mediante
*una permutación o E J hemos reordenado las subsucesiones de 1t , de

n

manera que, la rama del grafo que llamaremos "rama r tl y que se

obtendrá, de manera única, con la pareja f, f', será tambien la que se
* * r r

obtenga de forma única de f , f " para todo r E I. Será suficiente con
r r

probar que, S ( f , f', ..., f , f' ) =S ( t, f*', ..., t, t, ), y
11 n n 11 n n

por lo tanto, bastará con demostrar que,

110



S (f
1
,f',...,f ,f') = S (t,t', ...,t,t')

1 nn 11 nn

Modificando la notaci6n, por comodidad, escribiremos,

* * * *g =f; g =f'; g =f; g =f' , r E 1
2r-l r 2r r 2r-l r 2r r •

Se trata de probar,

S (g1,···,g2n) =S (g: ,···,g;n)·

Aplicamos los resultados descritos en 2.1.1.. y es, pues, trivial

que, S ( g , ... , g2 ) depende en exclusiva de tres factores:
1 n

a) La clase de equisingularidad de g., i E l' = { 1,..., 2n }.
1

b) Las multiplicidades ( g.,g. ); i, j El', i :1: j.
1 J

c) Las proyecciones pr
J

S ( g , ... , g ) = S (g,..., g )
1 2n J 1 20

para J el', con cardJ =2n - 1.

*Como 1t y 1t son equivalentes, tras la aplicaci6n a los índices de
*las subsucesiones 1t , r E 1, de la permutaci6n O' descrita para las
r *ramas, se tiene que 1t y 1t son equivalentes y como consecuencia, para
r r

cada i El', i =2r - 1; r E 1, puede escribirse que,

Esto permite establecer que,

1) g.y g ~ son equisingulares; i El'.
1 1

11) ( g.,g. 1 ) =( g~,g~ 1 ); i El', i =2r - 1; r E I.
1 1+ 1 1+

[ 2.2.13. ]

Observese que por 2.2.10, si r, s E 1, r :/; s

(f')t'» =(t (,)i* (,»
r s r s

con la notaci6n allí utilizada, y:
* *( g.,g. ) =( g.,g. ), para

1 J 1 J
consecutivos e i impar, caso descrito en

En consecuencia, para probar la
* *S ( g , ••. , g2 ) = S ( g , ..• , g2 ),

1 o 1 o

igualdades c) ( a) y b) coinciden ).
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Para ello será suficiente, por simetria, suponer

J = { 1, 2, ..., 2n-l }. En primer lugar, afirmamos que para que

SJ ( gl' ••., g20 ) = SJ ( g ), coincida con,

* * *SJ ( gl' ••• , g20 ) = Si g), es suficiente que,

* *S ( gl' •••, g20-1 ) = S ( gl' •••, g20-1 ). En efecto, vamos a

comprobar que si se cumple esta última igualdad, entonces,
*SJ ( g ) e SJ (g ). (La otra contenci6n se sigue de la simetria).

Sea pues Z E SJ ( g ), entonces, existe h E K[[ x,y ]], tal que, Ji

no es divisor de cero en K[[ X,Y ]]/( g , ..., g ), de modo que,
1 20

Z = (ug ( h ), ..., u ( h ) ), es pues obvio que,
1 g2n-l

* *Z E S ( g , .•., g2 ), en consecuencia, Z E S ( g , ..., g2 1) Y
1 n-l 1 n-

existe h* con Ji* no divisor de cero en K[[ X,Y ]]/( g;, ..., g;n-l ),

* * l l 'fi*tal que, Z = ( u *( h ), ..., u * (h». Con o cua, SI no
gl g2n-l

es divisor de cero en K[[ X,Y ]] / ( g*, ..., g2* ) está probada
1 o

nuestra aflrmaci6n. En caso contrario, si fi* es divisor de cero en este
* *último anillo, se deduce que h es multiplo de g2n' por ser gi

equisingular a g: para i El', existe h' E K[[ X,Y ]], tal que,
1

u * ( h* ) = u (h'), para cada i E 1', luego, h'es multiplo de g2 .
g¡ ~ o

y cumple que,

Z = (u (h'), ...,u (h'» E S (g)
g1 g2n-l J

10 que es absurdo.

En conclusi6n, el resultado es cierto si para todo i E l'

" * "* *S (g ,••.,g .,···,g2) = S (g ,...,g. ,···,g2 )
1 1 n 1 1 o

La iteraci6n de este procedimiento, nos conduce a que se tendrá el

resultado si, S ( g. ) = S ( g: ) para todo i El', cuestión obvia.
1 1
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Nota

Nos conviene aclarar que la elección de las f, f' para la* r r
sucesión 1t ( o r*, r*' para la 1t ), r E 1, no influye en el semigrupo

r( r * * )S ( f , ..., f) S ( f , ..., f
2

) • La prueba consiste en seguir
1 2n 1 n

exactamente la recíproca del teorema a partir de [ 2.2.13. J.
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2.3. Equivalencia discreta de familias finitas de valoraciones
divisoriales.

2.3.1. Defmición

Un grafo con cotas y marcas es una cuaterna G = (V, B, h, m ),

tal que:

a) V es un conjunto fmito o numerable, cuyos elementos se

denominan vértices.

b) B e ( V x V - A ) / 1-, donde A = { ( a,a ) / a E V } y, 1- es la

relación de equivalencia simetrizante, es decir,

(a,b) 1- (c,d) <=> (c,d) =(a,b) ó (c,d) = (b,a).

Los elmentos de B se llaman arcos.

c) h: V ------7 IN = { n E IN / n > O }, función denominada cota.
+

d) m: V ------7 IN U { 00 }, función denominada marca.

2.3.2. Defmición

DosgrafosG =( V, B, m, h ) yG' =( V', B', m', h' ), con cotas

y marcas, se diran isomorfos, y se escribirá G.c:: G', si existe una

biyección 'JI: V~ V', tal que, h'°'JI = h; m'°'JI = m y se tiene,

( a,b ) E B, si y sólo si, ( ( 'JI ( a ) , '11 ( b ) ) E B'.

2.3.3.

Sea U una valoración divisorial que domina al anillo local R, su

grafo dual puede ser visto como un grafo con cotas y marcas, donde los

vértices serán los del grafo dual; los arcos serán las parejas de

vértices unidos por el grafo dual; las cotas serán los pesos del grafo

dual y las marcas valdrán cero.

La noción de grafo con cotas y marcas, se ha introducido para

generalizar el grafo indicado a familias de valoraciones divisoriales,

al no ser posible hacer esto con un grafo pesado, como indicaremos.
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Sea pues, { u, u , ..., u } una familia finita de valoraciones
1 2 n

divisoriales, puede asociarsele una sucesión fmita de transformaciones

multicuadráticas del modo siguiente:

Supondremos que todas las valoraciones 'O. tienen el mismo centro
I

en X = Spec R, el punto cerrado P . Sea nI la explosión de centro Po,
1 o

n : Xl --7 X.

Consideremos los centros de las valoraciones U en X que sean
r 1

puntuales. Si el centro de alguna no es un punto cerrado ya no se

considera en el futuro. Explotando dichos puntos, se obtiene el esquema

X
2

y la transformación multicuadrática n2
,

n2
: X

2
= X

2
--~)•••~ X ----7 X2~ Xl

,r2 2,2,1

Repitiendo este proceso, de explotar en centros cerrados de las

valoraciones que permanecen, se obtiene una sucesión fmita de

transformaciones multicuadráticas n,

(n): XN+l--~) X
N
~ •••~ X

2
--7 Xl --7 X

nN+1 n2 nI

expresada con la notación de 2.2.1., que ha fmalizado en X ,pues en
N+l

él, ya no existe centro cerrado de ninguna valoración.

A la familia { u }n se le asocia un grafo G ( u , '0
2

' •••, U )
r r=l 1 n

con cotas y marcas, como sigue. Cada divisor obtenido es un vértice,

los arcos unen sólo vértices que se "cortan". La cota de los vértices

de L. es i. Y la marca vale cero salvo en los casos siguientes:
1

i) Los divisores que son centro de una valoración que se llega a

olvidar en alguno de los pasos anteriores y, tales que, algún punto de

ellos es centro de alguna explosión de n. La marca de ese divisor será

el número de valoraciones cuyo centro es ese divisor.

ii) Si un divisor es centro de p > 1 valoraciones y sobre él no se

vuelve a explotar, la marca que se le asigna es p - 1.
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Gráficamente, se puede indicar así, vertices por puntos, arcos por

segmentos que unen puntos, cotas por números sobre los vértices y,

marcas mediante un aspa y un número sobre ella, si es nula no se hace

constar.

Es conveniente indicar que es necesario incorporar las marcas

debido a la existencia de valoraciones, tales que, su centro es el

divisor excepcional en algún X.. , 1 S i S N; 1 S j. S r. (es decir,
~. 1 1

1

tales que, su grafo sea una parte del de alguna otra valoración de la

familia { '\)r } ;=1 ).

2.3.4. Defmición

Dos familias ('\) , '\) , ..., '\) }; {'\)', '\)', ..., '\)'} de
1 2 n 1 2 n

valoraciones divisoriales se dicen discretamente equivalentes ( o

simplemente, equivalentes ) si,

G ( '\) ''\)2' •••''\) ) ~ G ( '\)','\)',...,'\)' )
1 n 1 2 n

2.3.5. Proposición

Sea { '\), '\) , ..., '\) }, una familia de valoraciones divisoriales.
1 2 n

y sean { f ,f' }, elementos generales que cumplen las condiciones de
r r

2.1.4. para cada '\), r E I. El dato dado por los pares de contacto y
r

los tipos de equisingularidad, de los elementos de la familia

{ f, f " f , f " ..., f ,f' }, son suficientes para calcular el
1 1 2 2 n n

grafo con cotas y marcas G ( '\) , '\)2' •••, '\) ).
1 n

Demostraci6n

Por inducci6n sobre n. Si n = 1, es 2.1.4.

Si n = 2, podemos diferenciar dos casos, uno de los divisores que

aparecen en la desingularizaci6n de una de las valoraciones, es centro

( tras coincidir los centros de ambas hasta ese divisor) de la otra,

como primer caso, y como segundo, que esto no ocurra.
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En el segundo caso, la sucesión de transformaciones descrita en

2.3.3, tiene dos subsucesiones simples 1t y 1t Y el grafo G ( u,u )
• 2 • 2

coincide con G ( 1t,1t ), descrito con los datos conocidos en 2.1.8,
• 2

pues G ( u.'U2 ) no tiene marcas.

En el primero,

mín ( flg ) = mín { (f.lf
2
), (f.lf;), (f;lf

2
), (f.lf;) }

f genera l de u.
g general de U

2

Por simplicidad, sea (f.1 f
2

) este valor. En consecuencia, el

peso del último divisor común de las valoraciones u. y u
2

será

lB ( f
1
f
2

).

Si #B ( f/
2

) < lB ( f/;) y #B ( f/
2

) < #B ( f
2
f;), estamos

en el caso segundo, luego:

a) lB ( f/
2

) = #B ( f.f; ), Y el grafo será el de u
2

con una

marca 1 en el peso #B ( f/; ).
b) #B ( f/

2
) = #B ( f

2
f;), Y el grafo será el de u. con una

marca 1 en el peso #B ( f
2
f; ).

Supongamos que el resultado es cierto para cualquier k < n,

probemoslo para n.

En primer lugar, si consideramos s < n valoraciones U l' ..., Us'

por simplicidad, podemos encontrar el número de puntos infInitamente

próximos comunes a ellas y, será suficiente conocer,

. mín { ( fl If I ... If)} [2.3.5.]
l

f general de U .
• l
lE J={l. •. ,s)
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Y,

. mín
1

f general d e
{ ( f 1 I f2 1 I f s ) } =

'O .. iE J
J

= , mí n (. mín {(fi I~) } ) =
f1general de 'O. fJgeneral de'O,;i,jEJ.i:;éj

J J

=. mín { (fi If~'» } = ( f~')1 f~') ), i
1
,j 1 E J,

f1gener a l deU ., i E J J1 J 1 J1
J

i l:;é jI. ( L a n o t a ción ~') s e i nd i ca en 2. 2 .7. ).

Puesto que,

( t,) I t,) ) = mín {(f( ,) I f
2
( ,) l··.1 re'»}.

JI JI 1 s

Nuestros datos sirven para obtener [ 2.3.5. ] y, aplicando [ D ] 1.2.1.

Y 1.2.2., el número de puntos infmitamente próximos comunes a las

sucesiones de transformaciones cuadráticas de u, ..., u , que
1 s

representaremos, #B ( u , ..., 'O ).
1 s

1. = { r, ..., r } e 1 ( 1. :;é 1 ),
J. 1 m J.

J
O
+l J

O
+l

infmitamente próximos de la sucesión

G.. (+), marcados y obtenidos por
10"i +1

familias r f , f' , ..., f ,f' }, podremos
r r r r
11m ro

lasdeinducción

Sea io = #B ( 'O , ..., U ).
1 '"'

A) Si i < #B ( f f' ), para todo r E 1, obtendremos un grafoo r r

G(io'-) con todas sus marcas cero y como se describió en 2.2.3. Sean

p.. con 1 ~ j, ~ r. los puntos infinitamente próximos que
10'" J +1· Jo+l

1
0

+1 o

existen en el divisor L..
Jo

tales que, p.. son puntos
10"i

O
+l

'O con j E { 1, 2, ..., m }.
r.
J

Considerando los grafos

escribir,

G(u ,...,U ) = G(io'-) 11
1 n

observando que las marcas no afectan a la adjunción.
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B) Si ahora, i = lB ( ff' ), para r =r, ..., r E l. El grafoo r r 1 p
G(io'-) será el indicado en A) pero con una marca p en su último

divisor y cero en el resto, salvo que p = n, en cuyo caso será la

marca, p - 1.

Considerando las valoraciones,
A A

{ U
1
' •••, U , ..., U , ..., U }, aplicando inducción y suprimiendo

r r n
1 p

los n primeros vértices, obtenemos un grafo denotado G(io'+)' con sus

correspondientes marcas y por lo tanto,

dos familias de

{ f, f', ..., f ,f' };
1 1 n n

generales descritas

y

de elementos

{ t>*, ..., t>* },
1 n

2.3.6. Proposición

Sean {t>, •••, t> } Y
1 n

valoraciones divisoriales

{ t, t', ..., t, t'} familias
1 1 n n

como en 2.3.5., entonces si,

S (f f' f f') S (f* f * , f· f·')
l' 1, •••, n' n • Ql: 0'(1)' 0'(1)' ••• ' O'(n)' O'(n)

para alguna permutación O' E J, se tiene que, las familias de
n

valoraciones anteriores son equivalentes.

Demostración

Aplicando 2.2.13. y 2.1.8., a partir de cada semigrupo, pueden

tenerse en 2.3.5., los datos necesarios para obtener los grafos con

cotas y marcas. Al ser identicos, salvo el orden dado por 0', dichos

datos se tiene,

G(U ,...,U )
1 n

* *
Ql: G(u ,...,t> )

1 n
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2.3.7. Nota

La recíproca de la proposición anterior no es siempre cierta, aSÍ,

si 1> tiene como desarrollo H-N, y = x2 + x2z· ( { x,y } es cierto
I

sistema de parámetros de R ). Podemos tomar, f =: ( y = i 2 + i 3 + ... ;
I

r; =: ( y = i 2 + 2 i 3 + ... ) ( entre parentesis, los desarrollos H-N de

las curvas ).

Si ahora tomamos, f
2
=(y = i 2 + 3i3 ) ; f; =: ( y = i 2 + 4i3

),

asociadas tambien a 1>, y consideramos la familia { 1>,1> } se le podrán

asociar S ( f
l
, f~, f

2
, f;) Y S ( f

l
, f~, f

2
, f;), que no son

isomorfos, ya que f' está repetida en el segundo grupo de elementos. De
I

hecho, bastaria que los puntos que defmen f. y f: en los divisores
1 1

excepcionales a los que son transversales sean algunos de ellos

coincidentes, para que se tenga esa situación. ASÍ, se pueden precisar

las condiciones para que la noción de general sea la de

11 suficientemente general It, que se necesita para establecer el

resultado geométrico de que el semigrupo depende sólo de las

valoraciones.

2.3.8. Proposición

Con las mismas notaciones que 2.3.6., si además se verifica que,

( f ,f ) =( f' ,f ) = ( f ,f' ) =( f' ,f' ) y,
rs rs rs rs

( t,t ) =( t,r*' ) =( t,r*' ) =( r*',r*' ),
rs rs rs r s

para r, s E 1;

r :#. s, se tiene que:

{ 1>l' ..., 1>n } y ( 1>:, •••, 1): }son equivalentes, si y sólo si,

S (fl,r;,...,fn,f~). ~ S (f~(l),f~~I),· ..,f~(n),f~~n»

para alguna permutación a E J.
n

Demostración

La condición suficiente es 2.3.6.
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La condición necesaria, gracias a las condiciones de la

proposición, estará probada de forma análoga a la recíproca del teorema

2.2.13. Esto tambien prueba que, la elección de distintas familias

generales con la condición dada no afecta al semigrupo completado.
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b) Si r E E,

b
1
) g < p. Sea s e E, p ~ g y (f Ih ) > ( f If ),

r S S E s r
entonces, (f Ih ) = ( f If ), para todo h y, (f Ih ) = ( f Ih' ).r E sr E rE rE
Como hE y h~ son equisingulares, aplicando 2.4.3.1. se tiene,

u (h) = u (h')
r E r E

b
2
) p ~ g; Sea s e E, existen f y f' generales de u , tales

r s s s

que u (h ) =( f h ) = ~,s u (h') = (f' h') = ~,s •
's E s' E p+l' s E s' E p+l

( salvo constante que depende de la normalización, y no influye en los

calculos ). Aplicando 2.4.3.1.,

( f ,h ) S ( f ,f' ) y, ( f' ,h ) S ( f ,f' ). Lo que prueba que si
sE ss sE ss

( f Ih ) ~ máx (f Ih ), se deduce que, existe una curva hO de
r E e s E E

s E
contacto maximal de género p asociada a E con,

( h Iho ) ~ máx ( f Ih )
E E e s Es E

y se tiene, u (ho ) = ~,r y además r ~ E, lo que es imposible.
r E p+l

Por tanto,

(fr IhE) < meáx (fs IhE)
s E

Si So e E, tal que, (f Ih ) = m á x ( f Ih ), se tiene,
So E s e E s E

( f Ih ) < (f Ih ), y si f' cumple que,
r E So E So

(f' Ih') = máx (f' Ih ') y (f Ih') < (f' Ih ').
s E e s E r E So Eo s E

Como ( hElh~ ) ~ ( fso1f:
o

) y,

(hE I f
so

) = (h~ If:
o
) = (hE If;o) = (h~ Ifso)

se tiene, (frIhE ) = (frIh~), y por lo tanto,

u (h) = u (h')
r E r E
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2.4. El contacto maximal para familias finitas de valoraciones
divisoriales.

2.4.1.

Sea 'U una valoración divisorial. Recordar que una familia

{ Q¡ } ¡E 1 de elementos de m, se dice que es una sucesión generatriz de

'U, si para cada f E R, se tiene,

'U ( f ) = máx. { a. / f E Po. }

donde Po.' es el ideal de R generado por:

{ TT Q.~ / L 'Y. 'U ( Q. ) ~ a. }
jE 1 J j E 1 J J

Los exponentes de Puiseux asociados a 'U, pueden calcularse sin

realizar transformaciones cuadráticas. Ver 1.8.

Se llama género de una valoración divisorial, 'U, a un número

natural g'U, tal que, g'U + .( es el número de elementos de una sucesión

generatriz minimal de 'U. La definición es correcta, pues todas las

sucesiones minimales tienen el mismo número de elementos. En otras

palabras, g'\) es el género de las curvas dadas por elementos genéricos

para 'U, o es uno menos, según que, el último divisor en el grafo dual

( es decir el que defme la valoración ) tenga valencia j o .z en el

grafo dual.

En lo que sigue, salvo que se advierta lo contrario, supondremos

que las valoraciones están normalizadas con 'U ( m ) = 1.

2.4.2. Definición

Sean { 'U, '0
2

' ••• , 'U }, una familia de valoraciones divisoriales
1 n

'U
distintas, y g = g r, r E 1, los géneros de estas. Defmimos para

r

p E 71., P ~ -1, t! = { r E 1 / g ~ p } y, TP e ~( t!), así, A E TP,
r

si y s610
1\

SI, existe h E R, curva de género p, analíticamente
A

irreducible, tal que, 'O¡( hA ) = P~l' para todo i E A.( P~l es el

p+1-exponente de Puiseux de 'U. ).
1
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(como habitualmente, f. representa el
)

algebroide asociada). Supongamos que,

i = 1, 2. Entonces:

Si J11 = { El, ... , Em
}, es el conjunto de maximales de TP para

p P

la inclusión y fi8 = { h1
, ••• , hm

}, una familia de curvas hj
, tales

P p P

que, hj es uno de los elementos h ., j E { 1, ... , m }. El conjunto fi8
P EJ

P
se llama ramillete de curvas algebroides con contacto maximal de género

p con la familia { U, '0
2
' ... , U } •

1 o

2.4.3. Proposición
1\

Sea { U , '0
2

' •••, U } la familia anterior. Para cada h E F,
1 o

escribiremos U ( h ) = ( U ( h ),'0 ( h ), ..., U ( h ) ) E al°. Si
- 1 2 o

pez, p ~ -1, E e .A y hE' h~ son dos posibles elementos de riB
asociados a E, entonces,

Demostración

Primero probaremos el siguiente,

Lema 2.4.3.1.
1\

curvas dadas por elementos algebroides de R
1\

elemento de R y la curva

f. es equisingular a h. para
) )

* *i) Si ( f
1
If

2
) ~ ( h

1
Ih

2
), se tiene, (f

1
,f

2
) ~ (h

1
,h

2
).( ~

es el orden lexicográfico en Z2, 10 representaremos ~ ).

ii) Si ( f If ) = ( h Ih ), se tiene, ( f,f ) = ( h ,h
2

).
12 12 12 1

Demostración 2.4.3.1.
1\

Si { x,y } es un sistema regular de parámetros de R, el desarrollo

H-N de f.( h. ), i = 1, 2 , por ser equisingulares, será:
) )
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k
i

(i) (i)8 i
Z =a z +. '.

i i i i
s -1 s k s

8 i gi 8¡ 8 i

Escribimos con o ~ j ~ g..
1

Supongamos,

( h11h2) = ( 'Io,co )'

i) Si c ~ mín { 11 ,¡2 }; ( h ,h ) = el p2 + C el e2

o Clo qo 1 2 Clo-1 Clo o qo Clo
ib Si co = I~ +1; i = 1, 2; Po es el índice de separabilidad de

o
h

1
y h

2
entonces,

Además, si (q,c)

O ~ c ~ mín { 11,¡2} y
q q

[ D ], cap 1 ). Se tiene:

es un par, tal que, O ~ q ~ Po y

l: ( ) 1 f.t2 1 2 2 2 6'" q,c = e ... + ce e. (Ver ... y
q-l q q q
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i) ~(q,c) < ~( q' ,e'), si y sólo si, (q,c) < ( q',c') para

el orden lexicográfico.

{
1 -2 2 -1 }

ti) ~(q,c) < ~( Po ) = mín ep I3p +1,ep I3p +1 . (Escribimos
"'2 -1 o o o o
13

8
+1 = 13

8
+1 = 00 ).

2 1

Pongase, ( f11 f
2

) = ( q,c ), se tiene,

A) Si (h1,h2
) = ~ ( ~,co); OS ~ S Po = P (índice de

separabilidad de f y f ); O S c S mío { 11 ,f }.
1{ 1

2
2 } o Clo qo

A ) c S mío 1 ,1 , entonces,
1 q q

(f1,f2) = ~( q,c ) y ( ~,co ) S ( q,c )

por tanto, ( h1,h2
) = ~ ( ~,co ) S ~ ( q,c ) = ( f1,f2 ).

A
2

) Si c = lp + 1 = lp + 1, donde,
o

lp<po) = mín ( l~<p/~(Po) }, se tiene,

B) Si ( h1,h2
) = ~ ( Po ), está claro que,

(h¡,h
2

)=(po,mín (l~o+l,l~o+l}) y (f¡lf2 ) ;<: (h¡lh2 );

P = Po' indica que, ( f11f
2

) = ( h11 h
2

) y, en consecuencia,

( f1,f2 ) = ( h1,h2
). Esto prueba i), y el apartado ti) es trivial de

i).

2.4.3 Demostración

Si hE = h~ el resultado es obvio. Sea, pues hE t= h~ Y f
r

un

elemento general de \) , probaremos que, \) (h) = \) (hE')' r E l.
r r E r

a) Si r E E, entonces,

\) (h ) = u (h' ) = ~,r •
r E r E p+l
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2.4.4. Defmici6n

Llamaremos valor de contacto maximal de género p E 1, P ~ -1,

asociado a la familia de valoraciones { u , u , ..o, U } a,
1 2 n

1fI = cB'( U ,'0
2

, •••, U ) = { u(h1
), ••• , u(hm

) }
1 n - p - p

donde, ri8 = { h1
, •o. , hm

}, es el ramillete asociado a
p p

{ Ul' '0
2

' •••, Un } con contacto maximal de género p.

y llamaremos valor de contacto maximal, asociado a la anterior

familia a,
sup(g}
rE 1 r

'!J= '!J{ '0
1
,'0

2
, o •• , Un } =(f3~I, ••. ,f3~n) U U ti.

p=O

2.4.5. Defmici6n

Dada una familia { '0
1
' '0

2
' ••• , Un } de valoraciones divisoriales,

se dice que la valoración u , ro E 1, es especial, si existe otra
ro

valoración u, r E 1, r t: r, tal que, todo elemento general, h, de u
r o ro

es una curva de contacto maximal de algún género con u .
r

Se suele decir que u es especial respecto a u. Puede ocurrir
ro r

que existan varias valoraciones especiales entre si, entonces, se

elige una al azar y el resto serán especiales respecto a ella.

2.4.6.

Las anteriores definiciones de contacto maximal, dan buenos

resultados para familias de valoraciones cuyo grafo tenga todas sus

marcas nulas, como luego se indicará.

Para el caso general, modificaremos las defmiciones en la forma

siguiente, siempre para una familia de valoraciones divisoriales

{ u, u
2

' o •• , u } o

1 n
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*
A) gP = { El, ... , Em

} • Donde E i E~ t! ), 1 S iS m* y está
P P P

fonnado por los conjuntos de .JIl y otros El, m* ~ t > m, El = { 1 },
P P

donde u
1

es una valoración, tal que, g =p y u indica una marca en el
1 1

grafo del conjunto de valoraciones. Es trivial que si no existe
*ninguna de estas valoraciones .¡gP = A.

*
B) rJP - { hl hm

} h i 1 S i S m, son las curvas- p' ••• , P , p'

algebroides irreducibles deri8. Para cada El = { 1 }, hl es un elemento
P P

general de u
1
' tal que, su multiplicidad con el resto de los elmentos

*de (lJ P es mínima. Además, los elementos de este conjunto se tomaran

distintos entre si.

C)
**p _ *P( ) _ {I m}c¡I - c¡I U ,u

2
' ••• , U - u(h ), ... ,u(11 )

l n - P - P

y se denomina, valor marcado de género p de contacto maximal asociado a

la familia { u, u , ..., u }.
l 2 n

D. El valor marcado de contacto maximal asociado a la anterior
s u P (g )
rE 1 r

* * { } (A/I A/n) d~Pfamilia será: c¡I = c¡I U
1
,U

2
' •••, un ="'0 ' ..• ''''0 U U 7/ •

p=0

2.4.7. Teorema

Sea { u, u , ..., u }, una familia de valoraciones divisoriales,
l 2 n

tales que, u , u , ..., U son especiales, k < n. Entonces, a partir de* l 2 k
c¡I( U , U , •••, u ) se puede determinar G ( u , u , ..., u ).

l 2 n l 2 n

Demostración

Empezaremos demostrando el siguiente resultado.
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2.4.7.1. Lema

Sea { '0
1
' '0

2
' ••• , Un} una familia de valoraciones, tales que,

ninguna es especial, ni indica marcas. Entonces,
*c¡I ( '0

1
' '02' •••, Un ) = c¡I( '0

1
' '02' •••, Un ) permite determinar

G ( '01' '02' •••, Un ).

Demostraci6n 2.4.7.1.

Si f es un elemento general bien elegido de U, necesitaremos
r r

s6lo:

a) Los valores p,r, 1 = 0, ..., g + 1, asociados a cada U •
1 r r

b) Los números ( f ,f ) para r, s E 1; r :1: s.
r S

Los números p,r nos dan el grafo de cada U y, el número de
1 r

intersecci6n (f ,f), indica el número de puntos infmitamente
r s

pr6ximos comunes entre los asociados a U y U •
r s

Podemos suponer que el conjunto de valores de U es l, siendo aquí
r

la normalizaci6n con grupo de valores l.

Para cada índice r E 1, sea f' un elemento general de U, tal que,
r r

p,r = ( f f' ). Si J e 1 y
g +1 r' r '
r

pr : ln~ lcardJ
J

es la proyección J-ésima usual, pondremos,

pr
J
( ~l'U2' ••• , Un» = { pr/p)1 p E V(U1,U2, ••• , Un) }

Entonces:

~,r = mín ( pr( )( et(u ,U , ... , u ) ) y,o r 1 2 n

pp,r = mín { YE P r (V( '0
1

' U , •••, U ) ) / m.c.d.(y,ep
r

1) < ep
r

1 }
(r) 2 n _.

En [ e ], 4.3.10., se hace la prueba de los resultados anteriores

para curvas algebroides irreducibles analíticamente, pero,

pr( )(~1,U2' •••, U » = c¡I(u) e U ( R- {O} ) e S ( f )
r n r r r

A' r dl)'I\ )y, ""p E "'Ur ,

la igualdad es, entonces, cierta.
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Los valores e~ son los descritos en 1.5.B Y C.1 para la curva fr y

pueden deducirse de ppr. ( Ver 2.1.1. ).

Los valores anteriores, se iran obteniendo mientras

m.c.d. ( p¿r, ..., ppr ) > 1. Y gr' será el índice que cumpla,

m.c.d. ( po,r, p,r, ..., p,r ) = 1.
1 8

r

Para r, s e 1, r :1: s, defmimos,

1t = máx { p<mín {g ,g }/ (Pp'" ,Pp's ) e pr( )(1fo ;°
2

, •••, '\) »)
r,s r s +1 +1 r,s 1 n

a) Supongase que g :1: g. Tomaremos g < g (si g < g, ser s r s s r
obtiene analoga conclusión ).

1t < g, por lo tanto, 1t ~ g < g . Consideremos,r,s r r,s r s

(u 'P1t'S 2 ) = ( (f ,h), (f ,h) )
rs + r sr,s

para h, curva de contacto maximal de género 1t + 1 con U .r,s s

i) Si, 1t + 1 = g y 1t + 2 = g, se tiene, (f Ih ) ~ ( f Ih ).
r,S r r,s s r s

Entonces, ( f If ) ~ ( f Ih ), Y en conclusión,
r s s

(f ,f)
r s

U =---=r,s eS
1t +1

r,s

(f ,f)
r s

[ D ],3.3.5.

ü) Si i) no se verifica, considérese,

(ü ,p ,s ) = ( (f ,h'), (f ,h') )
r,S 8

s
r s

siendo h' una curva de contacto maximal de género g -1 con U •
s s

1t + 2 < g nos indica que, (h' If ) ~ ( h' If ) y entonces,
rs s r s

( f
r
If

s
) ~ ( h' If

s
), luego,

-
u =r,s

130

(f ,f)
r S



b) Si g = g , pongamos g = g = g .
r s r s

i) Si 1t + 1 < g, utilizaremos el método a).
rs

Resumiendo, hemos obtenido ( f,f ), a excepción del caso en que
r s

1t + 1 =g = g . Además, en este momento no conocemos aún los valores
rs r s

p,r l' r E l. Esto lo haremos en c).
g+
r

c) Defmimos sobre 1, la siguiente relación de equivalencia,

r, s E 1; r R s, si y sólo, si 1t +1 = g = g .
rs r s

Considérese, I / R = { r, r , ..., r }. I' = { r, r
2
, •••, r } e I.

12m 1 m

Despues de aplicar a) y b), obtenemos (f,f ), para
r r
k q

k, q E { 1, 2, ..., m }, k :1: q. Entonces,

ti < t2 < ... < tJ.l.
(Utilizaremos esta notación si no estamos interesados en k)

Sea,

'41 = { '\) ( h ) E 1eO;u, ..., '\) )/ h no es general
~ - 1 2 n

de ninguna valoración 'U, r El}.
r

Podemos obtener t:¡)- ~, porque sus elementos son n-uplas de 1(

tales que, no contienen ninguno de los valores ppr, O ~ P ~ gr' en la

proyección de índice r, r E I. t:¡) tiene sólo un elemento con esta

condición para cada r E I. Entonces V-~, tiene exactamente n,

n-uplas, estas son,

{ ªr = ~ ( hr ) / hr es general de 'Ur } re 1
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Escribiremos 1/- lB como una matriz n x n,

a
lo

A=

a
no

( ) - O'(r) r 1a , a
r2

, •••, a - a para O' E u, rE.
rl ro - o

A continuación, consideremos la submatriz de A,

siguiente:

a a a
11

1
It

2 ltJl

a a
2

a
2t

l
t
2 2tJl

A'=

a
otJl oxJl

donde,

(a ,a , ..., a ) = ( ( f ,h ), ( f ,h ), ..., (f ,h) ),
rtl rt2 rtJl ti t2 tJl

para h elemento general de 1.>O'(r)'

Conocemos estos datos si r e r, entonces, en A' omitimos estos
k

números. Si existen dos o más filas que coinciden con una, omitiremos

una cualquiera.
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Tomaremos,

A" =

(f ,h
ll

)
tI ,....

(f ,hu)
tI ,....

hp es un elemento general de \)a(p)' p e { tI' t
2

, ••• , tJ.l }

Sean h' Y h elementos generales de \) y\),
tI 11

le {1,2, ...,J.l},l:1=l,probaremosque, u(h'»\)(h).
t 1
1 1

t R t, entonces, g = 1t + 1 = g = g . Tambien,
1 1 tt t t

11 1 1

t t 1 1 1 1

h 1 _ k 1 +1 = h 1 _ k 1 +1 ,y (f If ) ~ ( g-l,h 1 _ k 1 + 1 ).
s 8 -1 s 8-1 t 1 s 8- 1

8-1 g-1 1 1 g-1

Puesto que, ( f Ih' ) = ( g,c' ) > ( f If ) y,
tI ti 11

\) (h) = (f ,f) =
1 t t
1 1 1

1 1 1 1

a) mín {e 1 P' l,e 1 P' 1}
g-1 g g-1 g

t 1 t 1 t t
b) e 1 P' 1+c e 1 e 1 = e 1 P' 1+

g.1 g g g g-1 g

Se tiene en ambos casos que, \) ( h' ) > \) ( h ). Por lo tanto,
1
1

1
1

1

\) ( h' ) = P' 1 = máx {a / p E
11 8t +1 p1l

1

Además, si a = \) ( h' ),
1'1 1

1 1

P e { tI' t2, •••, tJ.l }, p *' tI'
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Repitiendo el procedimiento para t, ..., t Y para cada clase de
. al - 2 1.1

equlv encia r
k

, completamos todos los datos precisos para obtener el

grafo dual G ( U , U , •••, U ).
1 2 n

2.4.7.2. Nota

En el lema anterior, se ha supuesto que las valoraciones estan

normalizadas sobre 71.. Si consideramos para defmir el conjunto f/(

normalizaciones de U , con U (m) = 1, siempre podemos poner J3,r = 1;
r r o

y,

p - 1

/3p' = mín ( YE pr",( '1('1>1''\)2' •••• '\)n»/ y E q~O Z+ /3;' )

para 1 ~ P ~ g, r e 1 ( ver [ C ],4.3.10. ).
r

Si además, e~ se defme como el único número natural, tal que,

e
o
r J3

p
,r E 71., O S P ~ g y m.c.d. (er J3,r, ..., e f J3,r ) = 1. Obtendremos

r o o o g
la normalizaci6n sobre 71., er

U, que utilizabamos en el lema anterior.o r

2.4.7.3. Lema

Sea { u, U , ••., U }, una familia de valoraciones divisoriales,
1 2 n

tales que, u, 1 ~ r ~ k, son especiales ( k < n). Supongamos que
r

ninguna indica una marca en el grafo asociado. Entonces, el conjunto

V( U , U , •••, U ) = '1( U , U , ••., U ) permite determinar el
1 2 n 1 2 n

grafo.

2.4.7.3. Demostración

Sea J = { k+l, k+2, ... ,n } e I. Ninguna de las valoraciones

{ 'Ot.. , •••, u} es especial, nI da marcas. Considérese
A.+l n

pr '1( U , u
2

' •••, U ) = '1( u
k

, ••• , u) Y aplicando 2.4.7.1.
J 1 n +1 n

se obtiene G( u , ..., U ). Para obtener G( u , U , •••, u), basta
k+l n 1 2 n

con completar el grafo anterior con la informaci6n que dan las

valoraciones especiales.
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Supongase que hl
, k + 1 ~ 1 ~ n, es una curva de contacto maximal

r

de género r con u. Tomense los valores u ( hl
), para 1 ~ s ~ k, ( Por

1 s r
2.4.7.1. los exponentes P' asociados a u son conocidos) que muestran

1 s
los valores ( h,f ), donde f es un elemento general de u, lo que

r s s s

permite obtener nr =#B ( hlf ). ( Aplicar 1.5.B y C.1. ).
sI r s

Para cada u
1
' tomaremos su desarrollo H-N como en el capítulo 1 y

su grafo dual, si H( j ) = I, hd' el número de divisores de la estrella
d~j

i, será, H( s. ) + 1. Escribiremos n~ este número y si ni> n~,
1 1 sI 1

entonces, u es especial respecto a U y tendremos que añadir al
s 1

divisor de peso H( Si ) + 1 de u
l
' otros divisores libres con pesos

. 1
H( s. ) + 2, ... , H( s. ) + 1 + nI - n. Este método completa el
lId i

grafo.

2.4.7. Demostración

Las mismas técnicas de 2.4.7.1. y 2.4.7.2. prueban el teorema,

pues la elección de curvas en rJ de manera que tomamos diferentes

elementos, garantiza el resultado.

La prueba se ha realizado de esta forma, en lugar de directamente,

porque si 1t es una sucesión de transformaciones multicuadráticas,

tendrá asociada una única familia de valoraciones como las de 2.4.7.2.

( cuya sucesión asociada es 1t ) Y de este modo, se ha probado que

V( u , u , ..., u ) determina el grafo de 1t.
1 2 o

2.4.8. Notación

Sea n E IN, n > O, tomese el conjunto,

lf = { (A,k) / A e IDO; k E IN, k < n }
o

y en él la siguiente relación:
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i) k = k'

( A,k ) S ( B,k' ) ~

i i) Existe OE J' Y'tE J tales que
k o-k

B ={ (o(pr{l ... klª)' 't (pr{k+l ...ol!»1 }
/! E A

1 a accióo d e las p e rmutacioocs e s
s o b re los r odi ees .

U denotará el conjunto cociente l//S.
o o

2.4.9. Teorema

Sea { u, U , ..., U }, una familia de valoraciones divisoriales.
1 2 o *

La clase de equivalencia ,( V(u ,U ,•••,U ),k ) E U es un invariante
1 2 o o

(numérico) completo de la clase de equivalencia discreta de

{ u, u
2

' •••, U } •
1 o

Demostración

Si { u
1
' u

2
' ••• , U

o
} y { U;, U;, •••, u~ } son dos conjuntos de

valoraciones divisoriales, tales que,

( V( U , U , •••, U ), k ) S ( V (u', u
2
', •••, u' ), k' ),

1 2 o 1 o

entonces, k = k', esto es, el número de valoraciones especiales es el

mismo. Y podemos decir que, para una reordenación de índices que no

modifican el grafo, se tiene,

*V(u ;02""'U ) =1 o
*V(u',u',...,u')

1 2 o

y las valoraciones de índice r ~ k son especiales. Por 2.4.7. los

grafos coinciden y las familias son discretamente equivalentes.
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Recíprocamente, sean { u, u , ..., u } y { u', u', ..., u' } dos
1 2 n 1 2 n

conjuntos de valoraciones discretamente equivalentes, para una buena

reordenación de los índices, u y u' tienen el mismo desarrollo H-N, a
r r

excepción de los valores a.. y z. ( ver cap.1). En la ordenación,
)J )

colocaremos primero las especiales.

Sea E E .A ( u , '\)2' ..., U ), E = { r, r , ..., r }. Si h es
1 n 1 2 1

un elemento asociado a E, h tendrá género p y el desarrollo H-N, para

la base { X,Y }, (Z = X+(h) = x; Z = y + (h) = y; E R/(h»
-1 o

siguiente,

2 ho hO
y=a01x+a02x +... +aOh ox +X ZI

h
X=ZI 1Z2

k k +c- 1
P P

Z =a z +...+a z
s -1 s k s s k +c-l s

P p. P P P P P

+

[2.4.9.A.]

[ S-II ],( ver~
)

para diferentes

k +c-l
p

Z
s
p

a
s k +c - 1
PP

Este desarrollo, coincide con el de U , 1 ~ j ~ 1, al menos hasta
r.
J

términoel

para c' ~ C, y los términos

con los elementos de

quesalvo
k +c··1

P
[ 2.4.9.A.] puede ser, a z

sk+c'-1 s
P P P

restantes indican mínima multiplicidad
*p

.Jlt ( '\)1' '0
2

' •••, Un ).

-1 ~ j S s ),
1

6.8. ).

Sea E = {r } E .HP( u , u , ..., u ) - .111( u , '\)2' ..., U ).
q 1 2 n 1 n

Entonces, h asociado a E, será un elemento general de '\) y
r
q

tendremos para h, un desarrollo como [ 2.4.9.A. ] ( con diferentes z.,
J

el último término coincidente con
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* *Puesto que, gP( '01' U2' ..., Un ) = gP( U~, U~, •••, U~ ),

podemos encontrar, h' asociado a

E = { r
1
, r

2
, ••• , r

1
} E .JI1P( U~, U~, •••, U~ ), con desarrollo H-N,

2 hO hOy=ao' x+a' x +... +ao' x +x Z'
1 02 h

O
1

X=Z,h 1Z '
1 2

k k +c-l
P P

z' =a' z' + ...+a' z' +
s -1 s k s s k +c-l s

P p, P P P P P

[ 2.4.9.B. ]

Este desarrollo es (para una buena base {X,Y }

Z:1 = X+(h') = x; Z¿ = y + (h') = Y E R/(h'» el mismo que el de
k +c-l
P

'O' , u' , ..., u' hasta, al menos, el término a' z' .
r r

2
r s k +0 - 1 s

1 1 P P P

Por lo tanto h y h' son equisingulares. Y para r E E,

u (h) = '0'.( h' ) = ~,p+l
r r r

De forma parecida, si,

E = { r } E
q

*gP('O' ,u' ,...,'O')-A(u' ,'0
2
' , •••,u'),

1 2 n 1 n

c' S c, y mínima multiplicidad con loscoincidente a'
sk+o'·1
PP

elementos de

existe h' con desarrollo como [2.4.9.B. ] pero, con último término
k +c'-1
P

z'
s
P

*p " ,{jlJ ( U , U , •.•, U ).
1 2 n

Entonces, h asociada a E = { r } E .JI1P( U , '0
2

' •••, U ) Y h'
q 1 n

asociado a E = {r } E .JI1P( u', u', ..., 'O' ) son equisingulares y
q 1 2 n

para r E E,

\) (h) = \)'.( h' )
r r
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Supongase, ahora, que s ~ E ( maximal de
* *gp( u

1
' u

2
' •••, un ) = gp( U;, u;, ..., u~) ). Existe r E E, r:#: s

con (f
r
If ) = ( f; If:) (donde f;, f

t
denotan elementos generales

cualesquiera de u; y u
t
' para 1 E { 1, 2, ..., n } ).

Si h Y h' son como se indicó anteriormente, se tiene,

(h If) = (f If) Y (h' If') = (f' If')
s r s S r S

y entonces,

u (h) =(h,f) =(2.4.3.1.) = (h' ,f') =u' ( h' )
s s s s

( salvo la misma constante para las igualdades interiores ), y podemos

decir:

( u ( h ), 'O 2 ( h ), ... , u ( h ) ) =
1 n *

P " ,=( U'( h' ), '0'( h' ), ..., u'( h' ) ) E V ('O ,'O , •••,U ),
1 2 n 1 2 n

para cada p S supo { g ,g2,...g } (= supo { g',g',...g' } ), como
1 n 1 2 n

conclusión,

* *epp(u ,'0 ,...,'0 ) e epp(u,,'0
2
' , ••• ,'0 ') )

1 2 n 1 n

Por simetria, se prueba la contención contraria y tras

reordenación,

( ~P(U ,'O , •••,U ),k ) S ( cPP(U' ,'0
2
' ,•••,'0') ),k' )

1 2 n 1 n
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2.5. Equivalencia discreta de familias finitas de valoraciones A,D

y E.

2.5.1.

La relaci6n entre valoraciones A,D con las curvas algebroides,

permite un desarrollo similar al descrito en este capítulo, para

conjuntos fmitos de valoraciones de los tipos A, D Y E.

Sea { u, u , ..., u }, una familia fmita de valoraciones como
1 2 n

las anteriores, 'en la cual las valoraciones de tipo A y de tipo D son

distintas entre si, por el sistema descrito en 2.3.3, de explotar en

centros puntuales de alguna de las valoraciones, podemos obtener una

sucesi6n de transformaciones cuadráticas,

(n): . . . XN+I--~) XN ---7 •••~ X
2
~ Xl~ X

nN+I n2 ni

donde, cada transformaci6n ni es como la descrita en 2.2.1.,

verificando además para i » O:

a) Los puntos p. . son libres ( No son corte de dos componentes
l-IJ.

1

del divisor excepcional ).

b) La componente L.. tiene un único punto P centro de
lJ. i-lJ.

I I

explosi6n de n.
El mismo método de 2.3.3., asocia a la familia { u, u

2
, ••• , U }

1 n

un grafo con cotas y marcas, pero con un conjunto de vértices infmito

si aparece alguna valoraci6n A 6 D, que denotaremos

G( u , u
2

, •.•, U ).
1 n

Además, si n es una sucesi6n de transformaciones cuadráticas como

la descrita, se llamará asociada a valoraciones A,D y E Y poseerá un

número fmito de subsucesiones simples, bien finitas como las defmidas

en 2.2.3., o bien, infinitas que se defmiran como subsucesiones

simples n',
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(1t'): . . . X(M+ 1 ) ) X(M~ ...~ X(2~ X(l~ X

1tM+1 1t2 1t1

de centros, Po' PI' ... , PM'···' tales que, Pi = PiJ E L
j
•

j+l

2.5.2. Defmición

Dos conjuntos {u
1
, u

2
' •••, un }, {U;, U;, ..., u~} de

valoraciones A, D Y E se dice que son discretamente equivalentes ( o

simplemente, equivalentes ) si,

G( U , u
2

' ••• , U ) ~ G( u', u', ..., u' ).
1 n 1 2 n

2.5.3. Definición

Sea u una valoraci6n A 6 D, llamaremos género de u, a un número

natural, gu, tal que, gu+ 1. es el número minimal de generadores del
A

semigrupo de valores ~+, donde, u es la única extensión de la
\) A A

valoración U a una valoración de F que domine R. ( Para las notaciones,

y la constataci6n de que dicho género está bien defIDido, ver Cap.l ).

2.5.4.

El semigrupo de valores de una valoración divisorial está

contenido en al. ( valoraciones u, con u(m) = 1 ). El semigrupo de

valores de una valoraci6n A ó D está incluido en 7L EB al. Si se considera

la inclusión,

i( a ) = ( O,a ), a E al, pueden considerarse ambos semigrupos incluidos

en 7L EB al, dotado del orden lexicográfico.
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Cualquier valoración u, A ó D verifica ( Cap.l ) que, existe un
A

elemento de F , fu' asociado a u cuyo desarrollo de H-N es el de u,
A

salvo las excepciones de los z., obvias, que además, permite defmir u,
1

y por lo tanto u, a partir de los pares de contacto con él, y,
A

u( f ) = ( 1,0 ). Por defmición, a este elemento le llamaremos general

de u.
El resultado 2.3.5., se verifica y prueba de forma similar a la ya

expuesta, no siendo necesario para cada valoración U no divisorial, más

que su elemento general que habrá que incluir en la familia.

Las defmiciones y apartados 2.4.3 a 2.4.6 se tendrán de forma

inmediata para las familias ahora estudiadas.

y tambien, como invariante numérico de la equivalencia discreta de

familias de valoraciones tendremos la clase de equivalencia de

( V(u , u , ..., u ), k ) E U, siendo la prueba de este hecho
1 2 n n

2.4.9.

2.5.5. Teorema

Sea 1t una sucesión de transformaciones multicuadráticas fmita o

una sucesión de transformaciones multicuadráticas asociada a

valoraciones A, D Y E. Y sea, { u, U , •••, u } la familia de
1 2 n

valoraciones divisoriales (o, A,D Y E) que son biyectivas a las

subsucesiones simples de 1t. Si las k primeras son especiales, la clase

de equivalencia, respecto a la relación S, de

( eP( u , u , ..., U ), k ) E U es un invariante numérico
1 2 n n

completo de la clase de equivalencia discreta de 1t.

La demostración se sigue de las observaciones anteriores.
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Capitulo 3 Valoraciones asociadas a un germen
de foliacion plano.

3.1. Introducción.

3.1.0. Sea ( x'6i ) una variedad analítica compleja no singular

de dimensi6n dos. Sean, nk el haz de germenes de K-formas diferenciales
* x

holomorfas sobre X, nx el haz de 6i-álgebras graduadas:

0.* = n° E9 0.1 E9 0.2
X X X x

con la multiplicación dada por el producto exterior de formas

diferenciales. La diferencial exterior da lugar a una le antiderivación
* *de grado 1, d: o. ) o. .

Defmici6n Una foliaci6n singular sobre X (de codimensión

uno,para que tenga sentido no trivial) es un (!). -submódulo localmentex
libre de rango uno, ':lIT, de o. = 0.1 que satisface la condici6n dec:'1 x x
integrabilidad, ~ A d ~ = O. Esta condici6n, equivale a decir que para

todo punto P de X, la fibra ~p está generada por una forma diferencial,

ro que es integrable porque, obviamente, satisface ro A dro = O.

La anterior foliación se dice saturada si coincide con su doble

ortogonal para el acoplamiento natural:

<> o.x x ex ) 6i.
Dicho de otra manera, si para cada P E X los coeficientes de un

generador de ':lIT en una base de o. no tienen factores comunes.c:'lp x~

Defmición Se llama distribuci6n de dimensión uno sobre X a

cualquier 6i -submódulo localmente libre de rango uno, ¿El, del espacio

tangente ex.
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Si 2Jf es una foliaci6n singular de codimensi6n uno sobre X,

saturada, se le puede asociar una distribuci6n ~ ( ¿Jf), que es el

subm6dulo ortogonal de 2Jf respecto al acoplamiento <,>.
En este capitulo, foliaci6n significará foliación singular de

codimensión uno, saturada.

Defmiciones Si W es una foliaci6n sobre X, P E X Y ro E n unc:'J X,P

generador local de 2Jf en P.

1.- Un germen f e 19x,P es una integral primera de ¿Jf en P si

ro A dí = O.

~.- f es una integral primera fuerte si df = u ro para alguna
*unidad u E (!) •
x,P

3.- Un germen f E (!) que se anula en P es una separatrlz de W
- x,P c:'J

en P, si existe una dos-forma diferencial" E 0 2
, con ro A df = " f.

X,P

Las anteriores defmiciones serán de integrales convergentes. Si
A

se modifica (!) por (!) , completado mp ( maximal de (!)x,P) -ádico
X,P X,P

serán formales.
A

Una separatriz formal es un dato f E 19x,P con ro A d = "f para
A A

" e 0
2

= n ® (!) •x,p x,p x,p

Un resultado debido a Camacho, Lins y Sad [ CLS ] y redemostrado

recientemente por J. Cano [ Cj ], por un método constructivo, afrrma

que si ¿If es una foliaci6n, para cada P E X existe una separatrlz

( local ) de 2Jf.

Un subespacio Y de X es un invariante para 2Jf en P E Y, por

defmici6n, si D (1 ) el, siendo D E e un generador de m e 1p - p X,P ep p

el ideal de Y en el anillo 19x,P. Tambien puede decirse que 2Jf es

tangente a Y en P. Nos interesará el caso de curvas invariantes

analíticamente reducidas.
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Defmici6n Un subespacio Y e X es una rama formal en P E Y si
A A A A

dimKron 19x,P / Ip = 1, siendo Ip es el ideal de Y en 19x,P. Si Y es

invariante para ¿Jf en P, la rama se dice integral.

Proposici6n Si ¿JI' es una foliaci6n sobre X y P E X, ramas

integrables y separatrices formales son una misma cosa.

Demostraci6n Sea ~ x , y ~ un sistema regular de parámetros de

19x'p'
ro = a (x,y) dx + b(x,y) dy

un generador local de ¿Jf en P, a( x,y ) , b( x,y ) E 19x,P.
Un generador de ~( ¿ij' )p será:

D = b(x,y) :x - a(x,y) :y .

Sea 1 el ideal de la rama formal Y, será principal y generado por
A

f E 19x,P.
af afro A df =( b(x,y) ay + a(x,y) --ax- ) dx A dy.

Que y es rama integral significa,

af afD(f) = b(x,y) ay + a(x,y) --ax- e (f)

A

luego, D( f ) = g f con g E 19x,P. y deducimos,

A

ro A df =f [ g ( dx A dy ) ] = f 11 ; 11 e n~'p

por 10 tanto, f es una separatriz formal.

Recíprocamente, si f es una separatriz, se tiene,

f 11 = ro A df = (b(X,Y) :~ + a(x,y) :~ ] dx A dy.
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1\

Por ser dx 1\ dy generador de 0 2
, es trivial que,

X,P

af af
b(x,y) ay + a(x,y) 8X = g f

1\

con g E 19x,P' luego ( f ) está asociado a una rama integral.

3.1.1. Evolución por transformaciones cuadráticas.

desingularización.

Sea ~ una foliación de X y 1t: X' ) X la transformación

cuadrática centrada en P. Si 1t* es el funtor imagen inversa de

&x-módulos, la primera sucesión exacta asociada al haz ax proporciona

un morfismo canónico:

'V : 1t* 0x ) ax'

tal que, si Q E X' cumple 1t ( Q ) = P, y se tiene,

° X,P @ 19x'.Q
6tx ,P

Además ro E a , implica que, 'V ( ro@l)EOx'
Q

'
X,P ,

Sea ~& la imagen de la composición de morfismos siguiente:

1t*~ )11:* 0x ) ax.

Es claro que ~& es una foliación de X' (no saturada).

Defmición

El doble ortogonal para el acoplamiento <,> de ~& se denota ¿ij' , y

es el transformado estricto de ~ por 1t.

Si ro genera ~ en P, el germen de imagen inversa de ro por 1t en Q,

genera ~& en Q.

Defmición

Un punto P E X, se dice singular de la foliación ¿if, si ~p está

generado por una forma diferencial que se anula en P.
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La singularidad P, se dice no dicrítica si el divisor excepcional

obtenido al explotar en P es invariante para ~ '. Si no lo es será

dicrítica.

El valor:

U ( W , P ) = máx { t / ~ e mi n }
é'1 é'lp - p x.1'

se denomina multiplicidad de ¿Jf en P, y si ¿Jfp está generado por la forma

diferencial,

ro = a (x ,y ) + b ( x , y )

para { x , y } sistema regular de parámetros de 67x,P' se tiene:

U ( ¿Jf , P ) = min { up(a (x,y» ,up(b(x,y» }

donde, up( a ( x,y ) ) = up( a) [up( b(x,y ) ) = Up( b») es la

multiplicidad de a( x,y ) [ b( x,y ) ] e e. ,relativa al maximal.x.1'
Si U ( ¿Jf , P ) = r, y,

r
r m

p
lGr ( 67x.1' ) = e lGr (6i,P) .

m r+l
p

Este último anillo es el anillo graduado natural de 1.1'.
Para r ~ 1, puede defmirse la aplicación lineal:

1 1

L ( D , P ): lGr ( 67x.1' ) ----+) lGr ( 1.1' )

1 1

defmida, L ( D , P ) ( In( f ) ) = In( D( f ) ), para D generador de

~. Que se llama parte lineal de ¿Jf en P.

Defmiciones

Sea P e X.

1) P es un punto regular de ~, si u( ¿Jf , P ) = o.
2) P es un punto simple de Jij', si cumple las condiciones siguientes

2-i ) u ( ¿Jf , P ) = 1.

2-ii ) L ( D , P ) tiene dos autovalores A y ~ distintos, al menos

uno no nulo, tales que, A / ~ ~ Q)+ ( estrictamente positivos)
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Si ~ se ha obtenido tras una sucesión fmita de

transformaciones cuadráticas (centradas en puntos de divisores ya

obtenidos ), en el espacio X existe un divisor:

E =El U E
2

U ... U E
j

donde, E. es la última componente irreducible de E obtenida.
1

Si P E E. í'\ E., para i :1:= j, Y P es simple, a P se le conoce con el
1 J

nombre de esquina simple. En nuestro lenguaje, puntos simples serán los

que lo son según la anterior defmición pero no son esquinas simples.

Los puntos singulares, que no son simples ni esquinas simples, se

llaman puntos singulares fuertes de ¿Jf.

Dada una foliación ¿Jf de X, desingularizar el conjunto de

separatrices formales es obtener una foliación ¿Jf ( k), tras una

sucesión de transformaciones cuadráticas:

s ={ 1t (i): [ X(i),¿Jf(i) J -----4) [ X(i-l),¿Jf(i-l) J,

centradas en P(i-l) } i = l,...,k

donde, - ¿Jf( i ) = ( ¿Jf( i-1 ) ),

- (X, ~ ) =( X( O ) , ¿Jf ( O ) ); P( O ) =P; y

1t( 1 ) 1t( 2 ) ... 1t( i ) ( P( i ) ) =P ,para i < k.

De modo, que las separatrices cumplen :

a) Son lisas y disjuntas.

b) Ninguna incide en el corte de dos componentes irreducibles del

divisor.

c) Todas son transversales al divisor al que cortan.

y desingularizar completamente la foliación ¿Jf es obtener una

foliación ¿Jf( k), tras una sucesión S de transformaciones cuadráticas

como la anterior, tal que, ¿Jf( k ) no posea singularidades fuertes y sus

separatrices formales esten desingularizadas.
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Teorema 3.1.1.

Si ¿Jf es una foliación, ~ puede desingularizarse completamente

( Ver [ CLS] pago 169 ).

Si ~( k) es la foliación transformada de ~ y desingularizada

completamente, los divisores no dicríticos poseen un número fmito,

posiblemente nulo, de puntos simples. El corte entre dos divisores no

dicríticos es esquina simple, y esta es corte de dos separatrices, que

son las componentes del divisor que defmen el punto. Además, los

divisores dicríticos estan formados exclusivamente por puntos

regulares, incluso en los cortes con otros divisores. Por ser dichos

divisores no invariantes y para que en ellos haya un punto simple,

tendrian que pasar por él dos separatrices formales, pero al estar

desingularizadas esto no es posible.
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3.2. Equirreducción de foliaciones.

Con la notación y condiciones de 3.1. Sea ~ una foliación sobre X

con P E X un punto singular fuerte.

3.2.1.EI grafo dual fmito

Sea S la sucesión de transformaciones cuadráticas que

desingulariza ¿If completamente en el entorno de P. Podemos asociar a ~

un grafo dual con cotas y marcas ( Ver cap. JI para defmiciones y

notación ) del modo siguiente:

Tras la explosión 1t( i), aparece el divisor E = E( i) cuya

descomposición en componentes irreducibles es:

E(i) = E1(i) u E
2
(i) u ... u E¡(i)

E.( i) es el transformado estricto de E.( i-l ) para j < i, por la
J J

transformación 1t( i ) y,

E/i)=1t(irl (P(i-l)).
El grafo dual G~ viene dado de la forma siguiente:

a) Vértices V = { 1 , 2 , ... , k }.

b) Arcos { a,b } E B a, b E V, si y sólo si,

Ea( k ) f1 E
b

( k ) * 0.
c) Cotas Q Pesos h( 1 ) = 1; Si e( E( j-l ) , P( j-1 ) ) = e es

el número de componentes irreducibles de E( j-l ) que pasan por

P( j-l ), podemos poner,

e = 1 Y PO-1) E E (j-1), entonces, hO) =h(a)+1
a

e = 2 Y PO-1) E EaO-l) f1 E
b
(j-1), entonces,

h ( j ) = máx { h(a) , h(b) } + 1.

En otras palabras, h ( j ) representa la " edad" o momento de

aparición de la componente j.

d) Marcas m ( j ) = cardinal { P E E.( k ), tales que, existe una
J

separatriz formal distinta del divisor que pasa por P }.

En consecuencia, el grafo anterior se denomina grafo dual finito

asociado a la foliación ~.
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3.2.2. El grafo dual infmito

Construimos en este apartado una aplicación y, que inyecta el

conjunto de grafos duales con cotas y marcas fmitos en el conjunto de

dichos grafos infmitos.

Sea G = GJlf. el grafo fmito considerado anteriormente.

El grafo y ( G ) = (V', B', h', m') se obtendrá como sigue:

El conjunto de vértices y arcos V', B' es el de G, pero con la

salvedad de que a cada vértice de marca m :#: O, m :#: 00 Ycota p de G se

le adjuntarán m grafos de tipo bambú cuyas cotas son,

p + 1, P + 2, ... (infmitos). En el nuevo grafo, los vértices

tendrán marca O, salvo los que poseian marca no nula en G que tendrán,

ahora, marca! ( incluso aquellos cuya marca era 00 ). Naturalmente, las

cotas de y ( G ) son las descritas para los bambues y las de G para el

resto de los vértices.

De esta construcción, se sigue, que la aplicación y es inyectiva

como aplicación entre conjuntos de grafos con cotas y marcas

abstractos.

El gráfico que aparece en el apartado siguiente ilustra la

aplicación y.

3.2.3.

La defmición de grafo dual fmito e infmito debe considerarse,

como se ha dicho, en el contexto de grafos abstractos, de ahí que, en

una representación gráfica sea suficiente con poner cada vértice con un

circulo, las cotas con un número en el vértice y las marcas con una

flecha y un número que indique su valor, en el caso del grafo fmito, o

un aspa que indique si la marca es 1 en el caso del infmito.

A continuación, se muestra una rama de un grafo fmito G y la rama

correspondiente en la representación gráfica de y ( G ). ( Notación en

Cap.! ).
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( 1) (2) (3) ( 4) ( 5)

0-0- ...-0-0-0-
último

bloque

0(9)

6(10)

(8)

O

bloque 3bloque 1

(6) (7)

fu-O-...
'-- -----1',L- ---1'

o(11)

0(12)

6(13)

6(14)

bloque

4

00 " (15)

6(16)

bloque

2

Los valores entre parentesis aparecen en 1.3.1.2. siguiendo la

notación de ese capitulo.
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a
Ó

2 a
Ó

l

- ----
m )

6 +2 6+1
- ----

a
Ó

2 a
Ó

l

- ----

a = (6)

( 1) (2)

0-0-
(3) (4) (5)

...-0-0-0-
(6) (7)

X-O-...
( 8)

O
L..- --"'! !L..- --'"

bloque 1 bloque 3

o(9)

6(10)

o(11)

o(12)

6(13)

6(14)

x (15)

6(16)

último

bloque

bloque

4

bloque

2

Dada una foliación ~, al grafo infmito asociado a ella mediante
A

'Y, 'Y ( G~ ), se le llama grafo infmito de ~ y se denota G~ .

La asignación 'Y no es arbitraria sino que responde a un criterio

geométrico, que se describe así:
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Si 1t
I

es la sucesión de k transformaciones cuadráticas que

desingu1ariza ¿ij' completamente, a traves de ella, se obtiene una

superficie X( k ), una foliación JIr( k ) Y un divisor E( k ), existiendo

en él dos tipos de componentes irreducibles, las dicríticas y las no

dicríticas. De estas últimas distiguiremos algunas llamandolas simples,

pues poseen algún punto simple de JIr( k ).

Si explotamos el par [X( k ) , ¿Jf( k ) ), en un punto simple,

aparece otro par [ X( k+1 ) , ¿Jf( k+1 ) ) ,completamente desingularlzado

tambien, pero con un nuevo punto simple en el divisor estricto

obtenido, conservandose la misma situación en el resto ( Ver [ Ca ] ).

Este procedimiento reiterado en cada punto simple y, posteriormente, en

los puntos simples obtenidos de las transformaciones cuadráticas, da

sobre X( k ) una sucesión infmita de transformaciones cuadráticas que

denotaremos 1t
2

• Si a 1t
2

o 1t
I

se le asigna un grafo dual con las cotas

habituales y marcas 1, sólo en los divisores dicríticos y en los
A

simples de 1t
I
, obtenemos como grafo total G¿Jf .

Defmición 3.2.4.

Dos foliaciones ~ y ¿Jf , de dicen equirreducidas si los grafos Gc:pr y
A A é'l

G¿Jf' coinciden. 0, equivalentemente, si coinciden G~ y G¿Jf'.

3.2.5. Valoraciones asociadas ª ¿Jf

Sea ~ una foliación de X y P E X su único punto singular fuerte. A

continuación asociamos a ¿Jf, de manera única, una familia fmita de

valoraciones del cuerpo de cocientes del anillo local R = 19x.p que

dominan a R de tipo "A", "D" o "E", tales que, el grafo dual de esta
A

familia es G]f. Esto permite considerar, como invariante númerico del

grafo dual (fe una foliación, el mismo invariante descrito en el

capitulo n para familias de valoraciones.
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Nota 3.2.5.1.

Aunque las explosiones en puntos las hemos de entender en el

contexto analítico complejo, puesto que, R = f.!). es local noetheriano
X,P

y regular con cuerpo de coeficientes ~, existe una sucesi6n paralela de

explosiones de Spec R, en el contexto algebraico, obteniendo esquemas

integros y lisos sobre ~ con el mismo cuerpo de cocientes que R, cuyas

complexificaciones son las variedades analíticas explotadas. ( Esto es

asi, porque los centros de explosi6n se han elegido exactamente en los

divisores excepcionales ya creados ). Así, para trabajar en un contexto

algebraico con las valoraciones asociadas, estas, las consideraremos en

el cuerpo de fracciones de R y tienen la correspondencia ge6metrica con

las sucesiones simples de explosiones del proceso paralelo algebráico

y, por 10 anterior, tambien lo tendrán en el analítico.

Sea 1t o 1t, la sucesi6n de transformaciones cuadráticas descrita
2 1

en 3.2.3. Esta, determinará una familia de valoraciones { u
1
' u

2
' ••• ,

U }, como se indic6 en el Cap II. El grafo dual de esta familia es
m A.

exactamente G~ sin hacer constar sus marcas.

Si además, consideramos las valoraciones divisoriales asociadas a

aquellas sucesiones simples de transformaciones cuadráticas que

comienzan en P, que llegan a crear un divisor simple o dicrítico

(siempre subsucesiones de 1t ) Y las denotamos u l' ..., u, la
1 m+ n

familia de valoraciones { u, ... ,u } será la asociada a ~ y, es
1 n A.

obvio, por costrucci6n, que su grafo dual será tambien G~ .

Teorema 3.2.5.

Sean ~ y ~ , dos foliaciones de X con P E X su único punto

singular. Sean { u , ... ;u } y { u " ... ,u' } las valoraciones de
1 n 1 n

F = Fr[ l%c,P] que tienen asociadas por 3.2.4. Si k Y k' son dos

naturales que indican que las anteriores familias

poseen, respectivamente, k y k' valoraciones especiales y que son las

primeras, entonces:
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~ es equirreducida a ~ , , si y sólo si,

[ V* ( U 1 ' U2 ' ••• , un ) , k ) S [ V* ( U 1 ' U2 ' ••• , Un ) , k' )

S es la relación descrita en el cap.II.

Demostración

Es inmediata de ( 2.5.) Y de 3.2.4.

Nota 3.2.6.

La asignación de una familia de valoraciones a una foliación,

puede realizarse de otras formas, pero la que se ha expuesto es la

que nos parece la más natural, geométricamente.
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3.3. Intersección entre curvas y foliaciones.

3.3.1.

Consideremos un punto singular P de una foliación ~, sobre una

superficie lisa X, dada localmente por la forma,

ro = a ( x,y ) dx + b (x,y) dy

respecto de un sistema regular de parámetros de t!J- = R.
X,P

Si y es una curva algebroide en P, dada por

f( x,y ) E K [[ x,y ]], su anillo local t!J-= K [[ x,y ]]/ ( f ) Y su

cierre integro t!J-= K [[ t ]], se tiene una representaci6n paramétrica

de y así, x = x( t ) ; y = y( t ).

Defmici6n

Se llama multiplicidad de intersección entre el germen ro y la

curva y en P, al entero:

( m,y )p = y [ a( x(t),y(t) ] x'(t) + b ( x(t),y(t) ] y'(t) ]

Siendo y, la valoración natural normalizada de K« t » = Fr( t!J-), es

decir el orden relativo a 1.

Nota

La multiplicidad ( ro,1 )p no depende del sistema de parámetros.

De la defmici6n, se sigue que, ( 00,1) = O, si y s6lo si, m esp

regular en P, y lisa en P y transversal a m.
En efecto, si ro es regular o si y es lisa, es obvio que, ( ro,y )p

es el orden de una serie de potencias sin término independiente. Si

ambas son regulares, entonces, dicha serie de potencias tiene término

independiente

a( 0,0 ) x'( O ) + b( 0,0 ) y'( O )

término que es igual a cero, exactamente cuando la direcci6n de mes la

tangente a y.
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3.3.2. Multiplicidad, transformaciones cuadráticas Y.. dicriticidad.

Proposición 1
Se considera un par m , 1, como antes. Sea 1t: X~ X(I), la

explosión de X con centro en P y P e L = 1t-
1

( P ), el punto del
1 1

divisor excepcional correspondiente a la tangente a 1. Entonces:

a) Si P es singular no dicrítico, o regular para m,

( (O , 1 )p = v ( m ) e (1 ) + ( m(l) , 11
) )p

1

b) Si P es singular dicrítico de m,

( ro , y )p = [v (ro )+ 1 ) e(y ) + ( ro(l) , yl) \

Siendo v( m ) =u( ~,P ); e( 1 ), la multiplicidad de 1 en P; 11
)

, 00(1) los transformados estrictos de 1 y m por 1t en PI'

Demostración

Si v( m ) = u, entonces,

Eligiendo adecuadamente el sistema de parámetros, podemos suponer

que ( x(l) , y(l) } es un sistema regular de parámetros de (!) (l)p , con
x , 1

X = x(l); y = x(l) y(I).

Así el transformado total de m en P será:
1

1t*ro = [a
u

( 1 , y(l» + y(l)~U (1, y(l» +x(l) ( ••• ») dx(I)+

+ [ x(1) bu ( 1, y(I» + X(I) ( ••• ») dy(l).

Y el transformado estricto de 1 viene dado por, X(I) = x( t ),

y(l) = y(t) / x(t).

a) Si P es regular o singular no dicrítico, entonces:

a
U

( 1 , y(n ) + y(l) bu ( 1, y(I» ;t: O

* U 1)por tanto, 1t m = x(l) 00(, Y de aqui,
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( 00 , 'Y )p = U ord
t

x(l) + ( 00(1),yl»p = U e ( 'Y ) + ( 00(1),yl»p .
1 1

Debiendose la última igualdad al hecho de que, x = O es una curva

transversal para 'Y, en las coordenadas elegidas.

b) Si P es singular dicrítico, entonces:

a
U

( 1 , y(l) )+y(l) bu ( 1, y(I» == O

Y por tanto, 1t* 00 = X(I) oo(l). El mismo razonamiento muestra ahora:

Proposici6n JI

a) Si P es no dicrítico de 00, oo(l) es regular en PI Y 'Y(~na curva

plana regular y transversal aL, se tiene,
1

( oo(l),yl»p = O, pero ( 00(1) , L)p > O.
1 1

b) Si P es dicrítico de 00 y 00(1) regular en P ,implica que,
1

( 00(1) , 1'1» = O, para todas las curvas lisas transversales aL,
PI 1

salvo las que llevan la direcci6n de 00(1) en P . Dicha dirección puede
1

ser la de Ll' circunstancia que equivale a la condición

( oo(l) L) > O.
, 1 P

1

) E al · .. (1) 1 1c n cu qUler caso, SI eXIste una curva 'Y regu ar y transversa
a L en P con (00(1) Al1» = O o si (00(1) L) = O se

1 1 ' ·Y p' , 1 P ,
1 1

tiene que, P es un punto regular de ro(l).
1

Demostración

La demostración de esta proposición se sigue de la nota de 3.3.1.
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3.4 Intersección entre valoraciones y foliaciones.

En este parágrafo, damos una descripción completa de una

"multiplicidad de intersección " entre valoraciones y foliaciones,

que permitirá describir el grafo de la foliación, a priori, esto es,

sin efectuar transformaciones cuadráticas.

3.4.1.

Conservemos las mismas notaciones de este capitulo, mes un germen

de la foliación ¿¡r en P y U una valoración del cuerpo de cocientes F de

R = 65c.p que domina a R. Sea 1t la sucesión de transformaciones

cuadráticas simple asociada a u,

(1t) : X ~ X(I)~ X(2) ~

1t
1

1t
2

X (D)
~ ~ ...

1t
D+l

donde, L. es el divisor excepcional de 1t. en X<i), p. el centro de
1 1 1

1t. (P = P ), y m. el maximal de (!).(i) (i = 1,2, ... ).
1+1 o 1 X .P.

• 1

Pongamos eY) = O ó 1, según que, p. sea un punto no dicrítico o

dicrítico, para el transformado estricto d~ m = 00(0), m(i), en XCi) por

la composición 1t( i) de los morfismos:

X( i)
~ .

Defmición

Se llama valor de intersección entre el anillo de valoración de u,

Ru y el germen m a:

00

= 1 ~ (v ( m(i»+ e(i) ) u' (m)
'\) '(m) ¿. P i

i=O i

donde u' es cualquier normalización de u, y dividir entre u'(m) se hace

para que el valor de intersección no dependa de la normalización

elegida para la valoración.

Estudiamos este valor para cada tipo de valoración descrita en el

capitulo I.
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3.4.E. Valoraciones divisoriales.

En primer lugar, ( R'O,oo ) tiene sentido en al, pues la serie suma

sólo un número de valores fmito.

Si '0(0) es la normalización de u, tal que, u(O)( m ) = 1, está

claro que:

por tanto, [ R,¡,ro ) es un elemento no negativo del grupo de valores.

Denotaremos por:

la sucesión de explosiones en puntos cerrados P, P , ..., P, tales
1 o

que, en X(o+l) el centro es un divisor.

Defmici6n E.l.

Sea u(o)la normalización de u verificando u(o) (m ) = 1. Se
o

tiene, n = u(o) ( m), es decir, n = e( f), donde f e R es un

elemento general de u y el grupo de valores de u (o) = n U (O) es l .

Llamaremos número de intersección entre el anillo de valoración Ru
y el germen 00 al entero :

Considérese X(O+l) como esquema y ~ un punto genérico del centro

de ( u ). Entonces, Ru ~ l!X(O+l),~.

Si U es una de las n + 2 cartas armes que recubren X(o+l), se

tiene,

donde JI es el ideal primo asociado a ~ = L (1 U, en la carta
0+1

U = Spec J( U ).
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Nótese que si P E L n U es un punto cerrado y si 11 es el

punto genérico de L::: en ~;ec[ iX(O+I).p ], entonces: L

n
+

1

0+1

[ 6X(0+1)'p ]11 ~ R .
0+1 L \)

0+1

y siendo m el ideal maximal en ...1( U ) de P podemos escribir:
0+1 0+1

Consideraremos, en lo que sigue, el morfismo natural,

j: Spec R
u

~) X(o+l)

A nivel de diferenciales tenemos inducido,

Ahora bien, se tiene,

~'\lIK = [ no ]'1') = no ~ B'I')

donde,

B = iX(O+I)'p y 11 = 11
L

0+1 0+1

De aqui, ~ es un Ru-módulo libre de rango dos y una base se
\)1

podrá localizar como{ dz @ 1 , dw @ 1 }, siendo { z, w } un sistema

regular de párametros para B. El punto P puede ser elegido
0+1

arbitrariamente entre los puntos de L . Si ro E 0R ' a, b E R\) son
0+1 \) IK

sus coordenadas en una base de ~ ,entonces, el valor,
\)I

K

min { U(o) ( a ) , U(o) (b ) }

no depende de la base elegida y puede ser denotado por u(o) ( ro ).
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En particular, si m E no 11 , entonces, U(D)( j* o 1C*( m ») será
~~r IK

denotado, simplemente, por U(D)( m ).

Teorema 3.4.E.

Sea m un germen de foliación en P, u una valoración divisorial

centrada en P y D [ cap 1 ] el desarrollo Hamburger-Noether de u en un

sistema de parámetros { x , y } de R. Los siguientes números son los

mismos:

i) min { ( ro,r )p / r es la rama dada por un elemento

general de '1> } = ( ro,'I> )p.

ü) N ( R'O, m ).

iü) 'O(D) ( m ).

iv) m( x(t,u), y(t,u) ) =

= ord, [ a(x(t,u) , y(t,u) )a~ x (t,u) +

+ b( x( t ,u) , y(t, u) ) a~ y (t,u) ] u=a t+a ?
1 2

Siendo x =x( t,u), y =y( t,u) la parametrización que en

K [ t,u ] da el desarrollo, D, de Hamburger-Noether de u para z = t.
s

* 2 g
Z s +1 =U =alt + a

2
t , siendo al y 0.,2 variables.

g

Demostración

Si el desarrollo de Hamburger-Noether de 'O es el del enunciado,

para una base { x,y }, el de '0(1) será:
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h -1 h-l

y'=a02x +...+ a
Oh

X O +x O ZI
O

X=ZIh 1z2

k h h
1 s 1 SI

Z =a z +... +a z + z z +
s -1 s k s s h s s s 1

1 1.1 lis 1 1 1
1

k h *
Z =a k z g+ ...+ Zh s + Z s Z

s -1 s s s g s g. s +1g gg g g g g

En la base { x ,y' } con y' = y - a x/x.
01

Esto permite establecer una biyecci6n entre elementos generales f
de u y ti) de U(I).

Teniendo en cuenta que, e( f ) = u(O)( m ) ( Ver [ e ], 3.3.2. ),

para f general de u, se deduce la expresi6n,

min {( 00, f )p/ f es general para u en t!) }-
xo·po

+ ( v (00) + eCO») U(O)( m ) +

+ min {(00 (1) ,r( 1) ) p / f(1) es general para u(l) en 19x.p}.
111

El número N( R,oo ) = U(O)( m ) ( R,oo) satisface la misma
p

relaci6n inductiva:

N (Ru'oo ) = ( v ( ro ) + eCO) ) u(o) ( m ) + N ( R
U

,ro(I».

En efecto, para mostrarlo basta tomar la normalización U(O), en la

defmici6n de valor de intersecci6n entre Ru y oo.

Para los números restantes iii) y iv) se sigue teniendo la misma

relación de recurrencia.
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Para el valor u(o)( m) basta tener en cuenta lo siguiente: Si

elegimos el sistema regular de parámetros { x,y }, tal que, x = O no

lleve la dirección determinada por PI' entonces,
* (O)

1t (m) = xv(m)+E 00(1), de aqui,
o

* * .~(O) *j o 1t (m) = (xV(m),-c;, ) 1t(1) (00(1».

Siendo, 1t(l) = 1t o 1t
2
° ... o 1t . Como,

1 o

(O)
u(o) (xV(m)+E ) = ( v(m) + eCO) ) u(o) ( x )

y u(o)( x ) = u(O)( m), ya que, u (0)( x ) ::; '0(0) ( Y ).

Debido a la hipótesis sobre el sistema regular de parámetros, se

sigue:

'0(0) ( 00 ) = (v ( m ) + eCO) ) u(o) ( m) + '0(0) ( 00(1) )

Finalmente, si se utiliza el desarrollo de Hamburger-Noether y se

escribe ( D,m) y ( D(1),oo(l) ), para los correspondientes valores iv),

la relación entre los desarrollos D y D(1), para U, en 19x,P y ~'p
1 1

respectivamente, muestra fácilmente que ( Ver 3.3.2. Prop. 1 ):

( D , m ) = ( v ( 00 ) + eCO) ) ord
t

x ( t,u )+( D(l) , 00(1) )

Ahora basta tener en cuenta que ord x( t,u ) cuando
t

u = alt + a2 t2 es, obviamente, igual al valor e( f ). Para f genérico,

se sigue la relación:

( D , O) ) = ( v ( O) ) + eCO) ) U (0)( m )+( D(l) , 00(1) )

El teorema se demuestra por inducción, siendo la etapa inductiva

consecuencia de las fórmulas anteriores.

En la etapa inicial debemos considerar el caso n = O, en el cual,

la valoración es el orden relativo al ideal maximal de 67x,P (o al

divisor resultado de explotar P ). En este caso se tiene, '0(0)( m ) = 1

Y los cuatro números i) ii) iii) Y iv) son todos iguales a
v ( m ) + eCO).
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En el primer caso, es obvio porque los elementos generales son las

curvas lisas por P y debido a las proposiciones 1 y 2 de 3.3.2. se

sigue que, el mínimo ( ro,f )p es igual a v ( ro ) + eCO).

Que N( Ru'ro ) = v( ro ) + eCO) se sigue de la defmición, ya que,

n = O.
El valor U(D)( ro ), se calculará evaluando,

* * * (O)j o 1t
0

ro = j (XV(ro)+€ ro(l».

Si tomamos por ejemplo P = P ,el punto de L correspondiente a
1 D+l 1

la dirección del eje de las x. Por la defmición de transformada

estricta de ro en PI resulta obvio que U ( j* 00(1) ) = O ( ya que en la

transformada estricta se ha eliminado el máximo número de copias de

divisor excepcional ), por tanto, tambien U(D)( m ) = v( ro ) + eCO).

Finalmente, el desarrollo de Hamburger-Noether en esta situación

es y = x u, que proporciona las ecuaciones paramétricas: x = t;

y.=ut.

Haciendo, u = a t + a t2 con a , a
2

variables, se está
121

considerando la curva lisa por P que lleva tangente genérica y, tal

que, su transformado estricto en :X<1) lleva tangente genérica. Por las

proposiciones 1 y 11 de 3.2.2. se sigue que, ( D,ro ) = v( m ) + eCO).

Nota E.3.

El resultado iv) del teorema, no es cierto si escribimos z = t Y
s

* g
z = a t = u, con a variable, para demostrarlo, basta con considerar
sIl

g
el ejemplo:

Desarrollo de Hamburger-Noether de u: y =u x; ro = 2 Y dx - x dy.

La parametrización será x = t; Y = u t con u = a t, y,
1

ro ( x( t,u ),y( t,u ) ) = ord ( 2 a t2 - t 2 a t) = oo.
t 1 1

Lo que es absurdo.
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Nota E.4.

Nuestro pr6ximo objetivo es generalizar los resultados expuestos

para valoraciones divisoriales, a otros tipos de valoraciones. A

continuaci6n, explicaremos porqué el resultado 3.4.E.iii) no puede

extenderse a valoraciones no divisoriales.

Para ello, se requiere que~ sea un R-m6dulo de tipo fmito, pues
'U

esto implica que,~ / m'\) ílR ,es un R'\) / m'\) -espacio vectorial y si
u u

{ mi' m , ..., m } es un sistema minimal de generadores de 0R ' se
2 t t '\)

tiene que, (O E ~ verifica, (O = L a, m,; a, E R'\) ; Y podríamos
U j=oJ J J

escribir,

'\) ( (O ) = rp!?, 2 JO •• t ( '\)(aj ) }.

tanto:por

Probamos ahora que, si '\) no es divisorial, ílR no es un R'\)-m6dulo
U .

de tipo fmito.

Sea Ro = R Y R, = (!). (¡) . K( R, ) = F el cuerpo de fracciones de
l x~, l

l

Se sabe: Ro c R
1

C ...c R¡ c... YR,.
l

Isomorfismos de F- espacios vectoriales ( Con

de parámetros de R, ). ( Cap 1 ). Además,
1

R¡ílRCO R .
j máx( iJ

~c~c ... cOR···
o 1 ¡

De R"I\ = ,ü
O

R" se puede escribir:
v ] = l

íL ® F = íl ~ { adx. + bdy, }
--R¡ IK F IK ] ) 8,b E F

{ adxo + bdyo }8,b E F·

{ x"y, } sistema regular
l l

00

Luego, ~ = ¡Yo ~ es un R'\)-m6dulo. Ahora si,
U ¡

O' = R 0R= { adx. + bdyja,b E R"I\ },
¡ U, l l U

]

se tiene, O'. c O', l'
l 1+
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Pero son distintos, pues si { x,y } es un sistema regular de

parámetros de Ro' entonces,
1

Ri+¡ = R¡ [ ~ J(x,L) y. Q'i+¡= ( adx + bd ~ /a,b E ~ )

x

y y 1
y,d (-) = - - dx + - dy E (l' .. Pues en otro caso, l/x E R'f

X x2 x 1
00

En resumen, ~ = o,-:! (l'R Y no es de tipo fmito, pues si lo fuera,
\) 1-0 i

(l' = (l' para i » O.
i i+l

3.4.A.-D.

Sea \) una valoraci6n A o D, su grupo de valores ( en cualquier

normalización) estará incluido en 1. E9 o. Considérese el cociente entre

dos elementos de O E9 o como el cociente entre elementos de o,
permaneciendo nula la primera coordenada. Esto, permite dar una

normalizaci6n u(O) de u, tal que, u(O)( m ) = ( 0,1 ) = 1 E O.

La f6rmula de 3.4.1. tiene ahora sentido, y

[ R , ro) = ~ ( v ( ro(i) )+ e(i) ) u(O) ( m
o

).

\) o=O Po 1
1 - 1

Establecemos el convenio de que la serie anterior vale ( 1,0 ) si

es divergente.

Defmici6n

Se llama número de intersección entre el anillo de valoración Ru y

el germen ro ,al valor de 1. EB O :

{

n * ( Ru ' ro ) si ( Ru ' ro ) E O E9 O
N(R ,ro)=

\) ( 1,0 ) en o t ro c a so

Siendo, f la curva asociada a u biyectivamente (Cap. 1 ), n = e ( f )

Y *, el producto

*:lxZ®a:J---~)I®lD

n * (a, b) (a , nb)
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Si 'U* = n * 'U(O) se tiene:

00

N [ Rn , ro] = ~ ( v ( ro(i» + e(i) ) 'U*( m. )
v . =O p. 1

1 1

Teorema 3.4.A-D.l

*Sea 'U = U una valoración A-D, normalizada como antes. Sea D

[ Cap. 1 ] su desarrollo de Hamburger-Noether. Entonces los números:

i) ( ro,f )p

ii) ro (x(t) ,y(t) ) =

= oro, [ a( x(t) • y(t) ) 8~ x (t) + b( x(t) • y(t) ) 8 ~ Y (t) ]

(ro como en 3.3.1.)

donde, x = x( t), Y = y( t) es la parametrización obtenida del

desarrollo Hamburger-Noether de 'U con z = t.
s
g

iii) N ( R'U,ro ).

Tienen la misma información.

Son identificados ( 1,0 ) con 00 y los elementos ( O,b ) con los

números racionales b.

Demostración

La parametrización dada por el desarrollo Hamburger-Noether de 'U y

la de f coinciden en sistemas de parámetros adecuados, luego:

( ro,f )p = ro ( x( t ),y( t ) )

Si i> es una valoración divisoria!, normalizada como en la

defInición 3.4.E.l., asociada a una familia de puntos de t>

suficientemente grande, se tiene 1> ( m ) = 'U ( m ) = e( f) Y por

3.3.2.,

( ro,f)p = 'U ( m
o

) ( v (ro) + e(O» + ( ro(1), rI) )p
1

Iterando el proceso, se concluye,
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Nota 3.4.A-O.2

El hecho determinante de que la primera proyección de ( R'O,m ) ( o

de N ( R'O,co ) ) sea nula, es que f no sea separatriz de m. Si f no es

separatriz para i » O, v ( mO) ) + e(i) = O, pues por el teorema de
P,

1 •

desingularlzaci6n, p. no será singular fuerte de co(J), tampoco corte de
1

dos divisores, ya que, u es de tipo A-O y los p. son libres para i » O,
1

Y p. no es simple, pues si lo fueran todos, deberia f de ser una
1

separatriz. En suma, la serie:

es fmita, pues es una suma fmita de valores en O El:> Q.

Si f es separatriz, todos los p. son libres y simples de CO(i) para
1

ce

i »0, luego, v
p

( m(i) ) + e(i) = 1, Y como L '0(0) ( m
j

) es
. i j =0

divergente, pues es '0(0)( m. ) constante para j » O. En conclusi6n, la
J

serie anterior vale ( 1,0 ), ya que es divergente.

Teorema 3.4.A-D. 2.

En las condiciones anteriores, supongamos que f no es una

separatriz, luego, m /\ df = 'JI" con" base de n~'p' Si 'JI representa

tambien la curva asociada a 'JI, y c es el grado del conductor del cierre

integro de f, se tiene:

( 'JI,f ) = N ( R'O,m ) + c.

Siendo ( 'JI,f ) la multiplicidad de intersección de las curvas 'JI = O Y

f = O.

Demostración

El valor ( 'JI,f) no depende de los representantes de la curva y

foliación elegidos, pues si cambiamos la ecuación de f por otra u f,

siendo u una unidad de R, se tiene,

m /\ d (u f ) = u m /\ df + fm /\ du = u 'JI ".
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Luego, 'V' = uf y lógicamente, ( 'V' ,f ) = ( \jI,f ).

Analogamente, si el representante del germen ro, lo cambiamos por

otro representante reducido ro', está claro que,

ro' = u ro y ro A df = 'V " ; ro' A df = u 'V "

Fijemos { x,y } un sistema de parámetros de R y veamos la

evolución de ( \jI,f ) por transformaciones cuadráticas. Con la notación

habitual, { x' ,y' } será el sistema regular de parámetros de RI y,

X = x'; y = x' y' el cambio de coordenadas. En el sistema de parámetros

anterior, ro A df = 'V " = 'V ( dx A dy ).

* * *Y, 1t1 ( ro A df ) =1t1ro A d 1t1 f =
(O) (O)

= x~p(ro )+ E ro(1)( x',y' ) A x,C(f)drl) + il)e(f) X,C(f)-1 dx' =

_ ,y (ro(O»+ e(O\ e(f)ro(l) ~ ",(1) + ",(1)
-x P Aar r ...

* *1t I ( 'V dx A dy ) = 1t I ( 'JI ) dx' A ( y'dx' + x' dy' ) =

*= x' 1t ('V) dx' A dy'.
I

Si ro(l) A drl) = V<I) dx' A dy', se tiene,

* ~ ~
1t

1
( ro A df ) = x,yp(ro )+ E + C(f)V<l)dx' A dy'+

+ rl)( ... ) dx' A dy'.

~) ~) *
Luego, x,yp(ro )+E +C(f)\jI(l) + r l)( ... ) = 1t (\ji) x'.

I

Si consideramos parametrizaciones, x = x ( t); Y = y( t) y,

x' = x'( t ) =x( t ); y' =y'( t ) = y( t ) / x( t), para f y r
l
),

sustituyendo en la anterior igualdad se obtiene:

e(f)(vp(co(O»+E(O)+ e(f) )+( \jI(l) , f(l) ) =

= e (f) + ord [\jI(x' (t),x'(t)y'(t) )]=e(f)+('V,f)
t
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Es decir:

( ""f )p = ( ",(1),r1»p + ( vp(co(O» + ECO»~ e(t) + e(t)( e(t)-l ).
1

Continuando este procedimiento a lo largo de los puntos

infInitamente próximos de u:

00

+ r e (ri) ( e (ri» - 1 ) .
i =0

Esta fórmula y [ C ,4.4.5. ] dan el resultado.

Finalizar, observando que en ambas series sólo un número fmito de

términos es representativo. Pues para i » O con p. no simple ( f no es

separatriz), podemos escribir x =O, ecuación I de r i
) y CO(i) = dy,

para un sistema regular de parámetros de R, con lo que

( 'Ifi),ri
) ) = O. Pues W<i) = -1.

Teorema 3.4.B.

La serie ( Ru'CO ) de 3.4.1. es convergente si U es una valoración

de tipo B, luego tiene sentido hablar de valor de intersección, que

será un número real.

Demostración

Considérese el grafo siguiente:
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0-0- ...-0-0-0- 0-0-...
L-- -l1 1-1 -'

o
6

o

o
6
6

o
6

formado por puntos satélites, del último subgrafo r , del grafo dual de
* g

U ( Ver Cap. I. Valoraciones B ). Sea P un punto infInitamente próximo

de U, tal que, el transformado de ro en él esté ya desingularizado y que
*el grafo correspondiente a puntos infmitamente próximos a partir de P

sea el descrito anteriormente.

Póngase u(j} la normalización de U, tal que, u(j) ( m. ) = 1 con
J

p. = P*. Ahora bien, sea { x,y } un sistema regular de parámetros de m.
J J

con u(j)( x ) = 1 Y u(j)( Y ) = Cl. Y, Cl es el desarrollo en fracción
00

continua de { c. }. :
1 1 =O
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a=
1

[co ,c
l
' •••ci '··· ] = Co + --------- E lR\Q)

1c
l

+ -------
1

c
2

+----
.c + _1_

i

Por lo tanto,

a o = Co 1 + al
l=c a+a

1 2

a. = c. a. + a.
1-1 1 1 1+1

para O < a < 1
1

para O < a < a
1 1

para O < a < a
i+l i

Lo que implica uG>( m
j

) = 1 , Co veces, o sea,

U(j) ( m. ) =UG> (m. ) = ... = U(j) ( m. ) = 1.
J J+l J+c

O
-1

Analogamente,

U(j) (m. ) =UG> ( m. ) = ... =U(j) ( m. ) = a •
J+Co J+Co+1 J+eo+el-l 1

Y así sucesivamente, llegandose a la igualdad,

L u(j) ( m. ) = c + c al + ...
.>. 1 o 1
I_J

La sucesión de sumas parciales,

co + c a + ... + c a = a + 1 - a - a. Y la serie convergerá
1 1 i i i+l i

hacia a + 1, si lim a. = O. Probemos esto.
• 1
1'700

Si no fuera cierto, existiria un valor E > O con a. ~ E, para todo
1

i .

Por otra parte, sea 1 E IN con 1 e > a , se tiene,

a ~ c a + a ~ 2e
1-1 1 1 1+1
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y tambien:

a
l
_
2
~ C

I
_
1

a
l
_
1

+ al ~ 3e

Siguiendo este proceso, se concluye a ~ 1 e > a. Lo que es
1

imposible, ya que, a > 1 y, a < 1. Luego, L 'O(j)( m. ) = 1 + a.
1 . >. 1I_J

Teorema 3.4.C.

La serie ( R'O,ro ) de 3.4.1. es convergente, si u es una valoración

de tipo C. Tiene sentido, en este caso, hablar de valor de intersección

y será un número racional.

Demostración

*Sea P = p.* un punto infmitamente próximo de u, tal que, si
J

i > j *, ro(i) está desingularizado y los puntos p. no son simples de
1

ro(i). Luego los valores v ( ro(i) + e(i) se anulan, salvo para
p.

1

aquellos índices i, tales que, p. sea corte de dos divisores, y
1 *

entonces su valor es 1. Es posible encontrar el índice j anterior,

pues si todos los p. fueran simples, tendriamos una separatriz cuyo.
1

grafo sería el de u, lo que es imposible por hipótesis.

La serie ( R'O,ro ) será convergente si lo es,

L u ( m. )
P . corte de dos d Iv isores

1 •
i>j

Bastará con probar que, '0(0) ( m. )
1

converge.

P.cort e d e dos d i visores
1

Sea { x,y} un sistema regular de parámetros de m, con

'0(0)( x ) = 1 y U(O)( y ) = p > 1 ( U(O) es la normalización de u, tal

que, '0(0)( m ) = 1 ). En virtud del desarrollo de Hamburger-Noether de

u ( Cap.! val. C, y con la misma notación ), puede escribirse:
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p = 1 ho + al

1=a h +a
1 1 2

al = a2 h2 + a3

[3.4.2.]

Del desarrollo

o< a
3

< a
2

correspondiente

... a r
l

[3.4.C.1.]

O<a <a Del
s +2 s +1
1 1

desa­

rrollo

de r
2

a =a k
s - 1 s. i
i 1

o < a < a
s +2 s +1
j·l i- 1

Los valores de la llave se obtienen del desarrollo correspondiente a r.
1

[3.4.C.i.].

La suma correspondiente a r
l

( P
j

E r
l

significa que el divisor

obtenido de p. está en r )
J 1
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\ '\) (0)( m, ) = (h -1 ) a + h a + ... + k a.
L J I I 22 s s
j I P, es corl e de 2 di v i s o re S. P, E r I I

J J I

( Recordar que son puntos libres los ho de multiplicidad 1 y el primero

de multiplicidad al ). ( Ver [ C ], 3.3.5. )

SI

Por [3.4.C.1.], L h, a, = 1 - a - a (h =k). Lo que
i=l 1 1 I SI sIl

implica:

L'\) (O) ( m
J
, ) = 1 - a

SI

jI P, es corte de 2 divisores. p. E r
J J I

Utilizando [3.4.C.2.],

L'\)(O)( m, ) = a -a .
J SI s2

jI p. es corte de 2 divisores. P, E r
J J 2

Y, L'\) (0)( m, ) = 1 - a .
J s2

ji P
j

es corte de 2 divisores. P
j

E rlU r
2

Este proceso y las igualdades [ 3.4.C.i. ] indican:

\ '\)(0) ( m,) = 1- a .
L J s,

1

j/P es corte de2divisores.P,E rur ... r.
j J 1 2 1

y, L '\)(0)( m
J
, ) converge, ya que, se tiene lim as. = O.

i~oo 1
j I P, es c or te d e 2 d iv i s o r e s

J

Por reducción al absurdo, si lim a :#: O, existe e > O con a ~ e,
i~oo Si si

para todo i. Además, por [ 3.4.C.i. ] se deduce a ~ 2 a . Y si
si_1 Si

n E IN, con 2° e > p = ao, se concluye,

p = a ~ 2 a ~ 22 a ~ ... ~ 2° a ~ 22 e > p = aoo ~ ~ ~

10 que es imposible.
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Los calculos anteriores se pueden unificar, todos ellos, con ayuda

de ecuaciones paramétricas. En efecto, supongamos que CJ) es un germen de

foliación en P y U una valoración centrada en P dada por ecuaciones

paramétricas (ver 1.7.),

x = x(t) e K' < t >

y = y(t) e K' < t >

Para una serie z = L a {e K' < t > pondremos,
r

z' = L ra tr-1 E K' < t >, se tiene el siguiente resultado:
r

Teorema 3.4.

El valor ( Ru'CJ) ) ( respectivamente P2 ( Ru'CJ) ) si u es de tipo

A ) viene dado por:

ord [a( x (t), y( t»x' (t)+b(x(t),y(t»y' (t)]
( Ru'CJ) ) =__1 _

mín (ord x,ord y}
1 1

( respectivamente P2( Ru'co ) ).
En el caso de ser separatriz la curva que defme la valoración de tipo

A, entonces el segundo miembro es infmito.

Demostración

El resultado es obvio, ya que, el cociente del segundo miembro de

la fórmula evoluciona por explosiones como el valor ( Ru'CJ) ).
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3.5. El proceso de resolución de una foliación en términos
valorativos

El propósito de esta sección es obtener información sobre el

proceso de resolución de un germen de foliación ro, a partir de sus

multiplicidades de intersección con valoraciones.

3.5.1.

Consideraremos para ello, pares de valoraciones divsoriales

" consecutivas" es decir correspondientes a sucesiones simples

fmitas P ,...P y P ,...P ,P , respectivamente, que difiereno m O m m+l

exactamente en el último punto. ASÍ, si 1) es la valoración divisorial

asociada a P,...P y 1) , la valoración divisorial asociada ao m
P ,...P ,P , diremos entonces, que 1)' es una valoración consecutivao m m+l

a 1).

Las posibilidades que tenemos para los invariantes discretos

asociados a 1) y 1)' se expresan con comodidad, en términos del diagrama

de Enriques y son las siguientes:

3.5.1.1.

Si P es un punto libre, entonces para 1)' tenemos dos
m

posibilidades a y b, según que P sea libre o satélite.
m+l
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h
• , 1 h2

-l .
h+l

h+l

.-,-,
· h - k + 1

• sI 1

h
• 1 1 h2

-l.
-1_

1
· h - k + 1

• sI 1

-1

-1

P
m

.(a)

-(b)

Para el desarrollo de H-N, si

z =a zkg+...+ U Zkg+.e
s -1 s k s s
g g g g g

es la última fila del desarrollo H-N para 'O, entonces, esta debe

sustituirse en 'O' por,
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k
Z = a z 8+ + U k +1 k +1+1

s -1 s k s ••• o Zs 8 + U Z 8
8 88 8 8 s

8

en el caso a) y por

z
s -1
8

k
= a z 8+••.+ z k +1 Z

s k s s g s +1
8 8 8 g g

2
Z = U z

s s +1
g 8

en el caso b).

Notemos que si m = O s610 se dispondria de Po y entonces la

posibilidad b) no se darla.

3.5.1.2.

Si P es un punto satélite, entonces para '\) , hay tres
m

posibilidades a, b y c según que P sea libre, satélite sobre el
m+l

divisor excepcional creado por P o satélite fuera de dicho divisor.
m-l

h+l h
• I 1 h2

-l.
-1_

1
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h+1 h
· 1 1 h2

-l.

-1-1
h - k + 1

• sI 1

-t- b
• a

c

En términos del desarrollo H-N, si

k

Z = U z g
s -1 s
g g

es la última ftIa para el desarrollo de u, entonces para obtener el de

U' debemos sustituirla por,

k
Z = U z g + U z k +1

s -lOs s g
g g g

en el caso a, por,

U k +1
Z = Z g

s -1 s
g g

en el caso c, y por

k

Z = Z g Z
s -1 s s +1
g g g

z =
s
g

U Z2
s +1
g

en el caso b.

~omparemos, ahora, las multiplicidades de intersección ( Ru'ro ) y

( R
'O

,00 ), donde ro es un gérmen de foliación y U, u' son valoraciones

consecutivas.
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(3.5.2.2.)

3.5.2.

En las situaciones a y b las relaciones entre los números de

intersección ( Ru'ro) y ( Ru ' ,ro), para dos valoraciones divisoriales

consecutivas es sencilla de establecer, ya que se tiene,

1
(3.5.2.1.) (Ru ' ,ro ) - ( Ru'ro ) = u' (m) (ordp.(ro)+Ep).

Estas propiedades se derivan fácilmente de las expresiones de

Hamburger-Noether, ya que, en el caso a se tiene u ( m ) = u' ( m ),

mientras que en el caso b es u' ( m ) = 2 u ( m ). En el caso c es, sin

embargo, más complicado y no hay una relación tan cómoda como las

anteriores. La razón está en que cuando se tenga un bloque del estilo,

h
1x=z z

1 2

h
2z=z Z

1 2 3

k

z = Z U
s - 1 s

para terminar el desarrollo H-N de u, entonces, el bloque fmal en el

desarrollo H-N de u' es

(3.5.2.3.)

h
1x=z Z

1 2
h

2z=z Z
1 2 3

k+l

z = Z U
s-1 s

Ahora los valores U (m ) y u' (m ) se conocen unos en
p. p.

1 1

función de otros, pero no es cómoda la expresión. Lo que si se tiene es

que para los puntos p. representados en bloques anteriores ( es decir,
1

no satélites de la última escalera en el diagrama de Enriques) se

tendrá,
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u(m )
p.

1

u(m)
=

u'(m)

{ (Ru ,ro(l) } 1<¡<n son datos
i

sin embargo no ocurre así, como muestran las expresiones 3.5.2.2.,

3.5.2.3. anteriores para los puntos p. de la última escalera.
1

Las relaciones 3.5.2.1. muestran como los valores

ordp( ro ) + ep,se pueden determinar en función de las multiplicidades

de intersección consecutivas en las situaciones a y b. En el caso c son

necesarias mas que pares de valoraciones consecutivas, las valoraciones

de una sucesión u , ... ,u , tales que, U. y U. son consecutivas. En
1 q 1 1+1

general, llamaremos camino de valoraciones divisoriales a una tal

sucesión y rama a un camino para el cual U es la valoración
1

correspondiente al divisor excepcional de la explosión del punto

cerrado de Spec R. Es obvio que un camino ( respectivamente rama) es

un dato equivalente a una sucesión simple fmita de puntos

infmitamente próximos que comienza en un cierto punto infmitamente

próximo ( respectivamente que comienza en el punto cerrado de Spec R ).

Proposición 3.5.2.4.

Sea P ,P , ..., P una sucesión simple fmita de puntos
1 2 q

infmitamente próximos que comienza en el punto infmitamente próximo

P, u, ... ,U el camino de valoraciones asociado y sea ro(l) un
1 1 q

germen de foliación en P de la superficie que contiene a P . Entonces
1 1

las sucesiones,

{ V ( ro(i) ) + e(i) } y
~ ~i~

1

equivalentes.

Demostración

Es obvio que la primera sucesión determina la segunda, ya que los

datos U ( mp. ) son números asociados al camino considerado.
1
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El recíproco se obtiene a partir de la fórmula,

'\) (m )
q P

(R ,ro(1» = (R ,ro(2» 2 + ( v( ro(1» + e
p

)
'\) '\) '\) (m ) I

q q q P
1

'\) (m )
q P

2Es claro que los valores dependen sólo del camino de
'\) (m )

q PI

valoraciones, por tanto el resultado se sigue fácilmente.

3.5.2.5. Nota

Si se toman sucesiones asociadas a los bloques de puntos

infmitamente próximos satélites, se observa la posibilidad de manejar

el caso c como se queria en 3.5.2.3.

3.5.3.

Es posible utilizar los resultados anteriores para caracterizar

los divisores dicríticos y no dicríticos. En efecto, supongamos que ro

es un gérmen de foliación en Spec R. Tomemos un punto P2 general en el

divisor excepcional L resultado de explotar P. Entonces P
2

será un
I I

punto regular y de aqui vp2( uPl ) + e(2l = O. Ahora, sea P3 el punto

del divisor excepcional de la explosión en P en la dirección de L .
2 1

Entonces el divisor L será dicrítico ( respectivamente no dicrítico )
1

según que P3 sea ( respectivamente no sea ) un punto regular ( en el

caso no dicrítico será, de hecho, esquina simple). Así,

L es dicrítico (respectivamente no dicrítico) según que
1 3)

V (ro( ) + e(3) = O ( respectivamente = 1 ).
P

3
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Por otro lado, es claro que conocida una rama que termine en el

punto cerrado PI' entonces los puntos singulares de L
1

se

caracterizarán por la propiedad v (00(2» + e(2) ~1. La cuestión está
P2

en el caso en que L sea no dicrítico, caracterizar los puntos simples
1

de L. Dichos puntos son aquellos que, siendo singulares pasan por
1

ellos, exactamente, dos separatrices, una el divisor excepcional y otra

una separatriz (formal, en general) que es lisa y transversal al

divisor excepcional. Para estos puntos, se tiene además

v (ro(2» = 1, e(2) = O, por tanto bastará caracterizar los puntos
P2

simples entre los puntos de L
1

con v (ro(2» + e(2) = 1 ( esto es
P

2
equivalente a v (ro(2» = 1, e(2) = O.

P
2

Sea L no dicrítico y P2 EL, si se tiene vP ( 00(2) ) = 1,
1 1 2

entonces para que P
2

sea simple en el divisor L
2

, resultado de explotar

P
2

, se tendrán 2 puntos simples, uno de ellos la esquina L
2

(1 L
3

• Si

denotamos P3 al otro punto simple, en P3 se repite la situación y se

continua la linea formando P ,...,P ,... Si P
2

no fuese simple,
1 n

entonces la condición v ( 00(2) ) = 1 más el hecho de que el cociente
P

2

de los autovalores de la parte lineal está en al+ indica que alguno de

los P tiene que ser dicrítico. Así se tendrá que P es simple, si y
n 2

sólo si, vp2( CiP> ) + ¡p> = 1 , además L
2

no es dicrítico y en L
2

hay

un único P distinto de la esquina L fl L con v (00(3» + e(3) = 1 Y
312 ~

así sucesivamente. Alternativamente, para los puntos no simples con

v (ro(2» + e(2) = 1 se encontrará un canuno P,P ,...,P con
P

2
1 2 n

P dicrítico.
n

Todo lo anterior se resume en en siguiente resultado.
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3.5.3.1. Teorema

Sea co un germen de foliación sobre Spec R. Entonces la resolución

completa de la foliación de co se puede determinar algoritmicamente a

partir de las asignaciones (Ru'co) a todas las valoraciones

divisoriales.

3.5.3.2. Nota

Un algoritmo para encontrar el proceso de resolución de una

foliación ( es decir la combinatoria dada por el árbol de puntos

infmitamente próximos con pesos dados por ( v ( co(i) ) , e(i) ) puede
p.

1

darse sin necesidad de explotar. La idea es la siguiente: Para

determinar una rama de valoraciones que intervenga en el proceso de

resolución se utilizan desarrollos de Puiseux ( tambien seria posible

desarrollos H-N en la misma forma ). Las observaciones 3.5.1. muestran

las posibilidades para una valoración consecutiva a una ya construida

de entre ellas hay que elegir las que sugiere el teorema anterior. La

relación entre la forma del desarrollo H-N y del desarrollo de Puiseux

( ver [ e ] ) y la facilidad para calcular (Ru'co ) cuando Ru esta

dado por paramétricas ( ver 1.7.8. y 3.4. ),

N .
y = L al + U tN+

1

• 1
1= n

nos posibilitará ir calculando sucesivamente las ramas del proceso de

resolución. El algoritmo será infmito en el proceso de determinar los

puntos simples. Valorativamente, ello se corresponde a las valoraciones

A-D que están asociadas a ro en 3.3.
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3.5.3.3. Nota

Las valoraciones asignadas en 3.3. a ro se pueden determinar

algoritmicamente sin necesidad de explotar. De aqui que la clase de

equivalencia discreta de las valoraciones asignadas se podría calcular

por un tal algoritmo.

Lo que parece un problema más complicado es caracterizar, en el

caso analítico, cuáles de las valoraciones que proceden de puntos

simples son de tipo A y cuáles son de tipo D, es decir cuáles dan lugar

a separatrices convergentes y cuáles dan lugar a separatrices formales.
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