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INTRODUCCION

En esta memoria hacemos un estudio de la estructura de

los grafos acíclicos atendiendo a un paralel ismo notorio con la

estructura birracional de las variedades algebraicas y, en particu-

lar, en muchos aspectos, con la de las curvas singulares. Este

paralelismo se refleja en las fuertes analogías que presentan las

técnicas y resultados que introducimos en esta memoria con sus

correspondientes en Geometría.

Por un grafo acíclico entendemos un grafo finito dirigido

sin ciclos (en particular sin lazos) ni arcos múltiples al que

representaremos por (X,G), donde X denota el conjunto de puntos

y GCXxX es el conjunto de arcos. Nuestro interés inicial es consi-

derar la clase de grafos acíclicos transitivos, es decir aquellos

grafos acíclicos para los que si (X,Y)EG, (y,zlEG Y x'!z, entonces

(X,Z)EG. Esta clase es equivalente a la de conjuntos finitos par-

c ia lmente ordenados y a la de espac ios topológicos fin i tos TO y,

por tanto, los resultados de esta memoria pueden ser interpretados,

también, como ciertos resultados de estructura para dichas clases

de objetos. Cada grafo acíclico transitivo puede representarse

por lo que llamaremos el "grafo reducido asociado", grafo acíclico

obtenido del anterior por eliminación de los arcos redundantes

para la propiedad de transitividad; así un conjunto parcialmente

ordenado o un espacio topológico T
O

se podrán representar, también,

por un grafo reducido.
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El análisis de la estructura birracional de un grafo ací-

clico transitivo requerirá exactamente las mismas técnicas que

el análisis de la estructura birracional de un grafo acíclico en

general. Más aún, si se comienza con un grafo transitivo, en su

estructura birracional aparecerán involucrados otros grafos acícli-

cos no transitivos, en general. Estas razones nos obligan a plan-

tear nuestro estudio en el contexto de grafos acíclicos.

La técnica fundamental de esta memoria se basa en el con-

cepto de explosión. Esta noción presenta un paralelismo mas que

formal con la Geometría, sobre todo si tenemos en cuenta el concep-

to de explosión "geométrica" tal y como lo introducimos en el capí-

tulo IV:

La explosión "geométrica" de un grafo acíclico (X,G) en

un punto XEX consiste esencialmente en las siguientes transforma-

ciones: 1l sustitución de la parte del grafo (X,Gl adyacente por

debajo (en el sentido de la orientación) al punto x por el grafo

suma de esta parte con la parte del grafo (X,Gl adyacente a x por

arriba; 2) el grafo suma anterior se conecta al resto del grafo

por medio de los arcos que conectaban los dos subgrafos adyacentes

a x contemplados en 1); 3) se conservan los caminos que original-

mente conectaban exteriormente ambos subgrafos.

Si consideramos una variedad algebraica no singular y una

colección finita e de subvariedades no singulares con las siguien-

tes propiedades: 1) dadas dos subvariedades de e o bien una está

contenida en la otra o bien su intersección es transversal y la
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dimensión de cada componente conexa de la intersección es

la suma de las dimensiones de las subvariedades menos la dimensión

de la variedad ambiente, o su intersección es vacia; 2) cada compo-

nente de una intersección de dos subvariedades de la colección

C es una subvariedad de C; entonces, la geometría de la variedad

explotada con centro en una de las subvariedades Y de la colección

(la colección de transformadas estrictas y cortes de éstas con

el divisor excepcional) se puede describir completamente con el

explotado "geométrico", en el punto que corresponde a Y, del grafo

transitivo asociado al conjunto ordenado formado por todas las

subvariedades de la colección C de partida. De hecho, la condición

de transversalidad fuerte bastaría imponerla a la subvariedad cen-

tro, a los pares de subvariedades que están por encima de ella

en el grafo y a los pares formados por una subvariedad que está

por debajo y otra que no lo está. Incluso se podría considerar,

en vez del grafo acíclico transitivo, un grafo acíclico intermedio

entre su reducido y el transitivo.

En Geometría se consideran frecuentemente sucesiones de

explosiones de forma que siempre que se cumplan, en cada etapa,

las condiciones anteriores se tendrá que el resultado final de

la sucesión de explosiones se describirá gráficamente efectuando

sucesivas explosiones "geométricas" a partir del grafo correspon-

diente a los datos iniciales. Así, por ejemplo, en IF.11 la geome-

tría de la variedad de cuádricas completas aparece descrita median-

te un n-cubo dirigido que se puede obtener a partir de un n-símplice
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dirigido, por explosión "geométrica" sucesiva de sus vértices. Con

precisión, el autor indica cómo en etapas intermedias lo que se

explotan son aristas o caras (dirigidas) de distintas dimensiones,

pero la explosión de una arista o cara no es otra cosa que la

explosión "geomét rica" de su máximo. Para completa r el comenta rio

indicaremos que el n-símplice dirigido considerado corresponde

al grafo transitivo asociado a la colección de subvariedades

C={Y1' ""Yn+1 l, donde Yi es la subvariedad de cuádricas no comple-

tas de rango menor o igual que i.

El proceso de sustituir un n-símplice por un n-cubo apa-

rece también en la Geometría en otros contextos; así, por ejemplo,

en IG.N.pl se sustituyen los n-símplices de variedades algebraicas

o esquemas por n-cubos obteniendo con ello buenos refinamientos

de la resolución de singularidades de Hironaka y de la teoría de

HOdge-Deligne, habiendo sido hasta el momento los n-símplices obje-

tos naturales para expresar ciertas propiedades de las variedades

singulares.

Uno de los resultados principales de esta memoria es la

construcción de un complejo de cubos asociado a cada grafo acíclico

y que generaliza la construcción del n-cubo a partir del n-símplice.

Si el dato inicial es un grafo acíclico (X,G) el resultado final

es exactamente una estructura gráfica que tiene en particular como

información el citado complejo de cubos. Con precisión, este resul-

tado final que llamaremos explosión comJetada de (X,G) consiste

'V' /V _ ,.., ,.,

en una terna (X,G,Gl donde (X,G) es un bosque y G da una estructura
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cúbica sobre dicho bosque en el sentido de la definición 4.4.14.
N _

La construcción del grafo (X,G) se puede hacer por explosión

llgeométrica" sucesiva de los puntos de X ordenados por niveles

(la posibilidad de ordenar los puntos por niveles caracteriza a

los grafos acíclicosl. Una construcción alternativa de
-v ..v _
(X,G,Gl

""se puede obtener directamente tomando como X los caminos en (X,G)

con fin maximal, en cuyo caso los arcos en G unen un camino de

X de longitud q con un subcamino de longitud q-1 y los arcos de

IV
G son aquellos arcos de G cuyos puntos extremos son caminos que

difieren precisamente en el primer término. Los objetos
...v .ov

(X,G l y

"" "" -(X,G,G) se podrán caracterizar a partir del grafo (X,G) mediante

sendas propiedades universales lo que pondrá aún más de relieve

el carácter natural de ambas contrucciones de acuerdo con el obje-

...•. "'"
tivo que se requiere para cada una de ellas. El bosque (X,Gl deter-

minará la clase de equivalencia birracional mientras que la terna

""A'-
(X,G,Gl determina la clase de equivalencia birracional geométrica.

Los morfismos dominantes entre grafos (aquellos que llevan maxima-

les en maximales) inducirán morfismos entre bosques y ternas aso-

ciados, propiedad que conduce a establecer buenos conceptos de

aplicaciones racionales dominantes y aplicaciones y morfismos

birracionales y los correspondientes objetos con el apellido geomé-

trico. El paralelismo de la correspondiente teoría birracional

con la teoría birracional de curvas algebraicas llega a ser en

este punto completo.

Si fijamos un bosque (Z,Hl, la totalidad de grafos acícli-
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'" A/
cos (X,G) cuyo explotado (X,G) es isomorfo a (Z,H) forman un con-

junto ordenado por la relaci6n birracional teniendo, por consiguien

te, un grafo reducido asociado ISOA(Z,Hl. Muchos de los resultados

de la memoria proporcionan propiedades notables de este grafo que

nos ayudan a conocer su estructura. Cada clase de isomorfia de

estructuras cúbicas sobre (Z,H) da lugar a un subgrafo Iso(Z,H, IH"I).

Los grafos reducidos forman a su vez un subgrafo Iso(Z,H) de

IsO(Z,H,IHi).Los grafos acíclicos transitivos son exactamente los

grafos de los conjuntos Iso(Z,H, IH"I) donde el número de elementos

de H es el máximo posible. Finalmente, la relaci6n entre un grafo

acíclico transitivo y su reducido se puede estudiar, también, en

términos de distintos grafos de este tipo.

La aproximaci6n a estas cuestiones que hacemos en la memo-

ria no es geométrica, por lo tanto haremos una exposici6n sistemá-

t ica rea lizada con técnicas propias de la teoría de grafos. Por

su importancia especial y la simplicidad en la exposici6n desarro-

llamos previamente el caso de grafos reducidos (en este caso, en

(X,G) y "" '" -(X,G,G) hay la misma informaci6n). Esta simplicidad con-

trasta con la mayor dificultad que tiene el problema inverso de

la explosi6n, la contracci6n, en este caso; ya que construir grafos

reducidos por contracci6n de un bosque da lugar a un problema

considerablemente más complejo que el de construir grafos acíclicos

por contracci6n de dicho bosque.

En el capítulo I se introducen los conceptos básicos que

se van a utilizar en la memoria detallando las relaciones entre
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espacios topológicos, preórdenes y grafos transitivos.

En el capítulo II se introducen los grafos reducidos, su

explosión por niveles y su explosión global (o simplemente explo-

"" '"siÓn). La representación de la explosión mediante el bosque (X,G)

permite dar una caracterización aritmética de un grafo reducido

mediante colecciones de números naturales. Esto es una consecuencia

del hecho no trivial de la extensión de un etiquetado ordenado

del grafo reducido a su explotado. Se caracteriza, también, la

explosión por una propiedad universal y se establece la teoría

birracional de grafos reducidos.

El capítulo III esti dedicado a las contracciones birracio-

nales de un bosque en un gra fo reduc ido. El princ ipa 1 problema

caracteriza las condiciones bajo las cuales se puede efectuar una

tal contracción, dando una manejable caracterización aritmético-

combinatoria en términos del bosque. Se construye también una con-

tracc ión canón ica min ima 1, en el sent ido de que tiene un mín imo

número de puntos y arcos, y se estudia la estructura del grafo

reducido Iso(Z,Hl.

En el capítulo IV se construye, en primer lugar, el "bosque

'" ;vde las cadenas" (X,Gl asociado a un grafo acíclico en general,

haciendo una generalización de todos los resultados de los capítu-

los II Y III. A continuación, se construye el "bosque de las cade-

"l/N _

nas completado" (X,G,Gl y se prueba la coincidencia de éste con

el explotado "geométrico" sucesivo. Se establece la teoría birra-

cional geométrica y se estudia su representación en el grafo
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ISOA(Z,H). Se termina analizando el caso particular de los grafos

acíclicos transitivos.

Indicaremos, finalmente, que con estas técnicas esperamos

resolver o clarificar algunos problemas que aparecen en otros con-

textos. Por ejemplo, la construcción de Lewis de un anillo cuyo

espectro sea un espacio topológico finito TO dado está estrictamen-

te relacionada con la idea de explosión, por lo que esperamos obte-

ner una construcción mas natural y mas explícita, I L.11. Puesto

que un grafo acíclico transitivo da lugar a un complejo simplicial,

la explosión algebraica adecuada del anillo de caras de dicho com-

plejo, Is.11, debería proporcionar un esquema que jugaría el papel

del esquema de caras de un complejo cúbico cuya utilidad en combi-

natoria sería manifiesta. Para acabar, la cohomología de un espacio

topológico finito TO visto como espacio localmente espectral estu-

diada en Ip.11 podría ser calculable si se estudia el comportamien-

to de la misma por explosiones.
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CAPITULO I

GRAFOS TRANSITIVOS y ESPACIOS TOPOLOGICOS

Los objetos sobre los que se escribe en esta memoria se

suelen denominar "grafos dirigidos sin lazos ni arcos múltiples".

Nosotros sintetizaremos esta expresión, mediante una definición

precisa, en la más breve de "grafos". El lenguaje conjuntista uti-

lizado en la definición impondrá las tres condiciones que los cali-

fican.

Distinguiremos entre grafos etiquetados y no-etiquetados

mediante la relación "tener la mlsma forma". Cada una de las clases

de equivalencia será un grafo no-etiquetado; cada representante de

una clase será un grafo etiquetado.

A continuación se muestran todos los grafos no-etiquetados

con tres puntos y tres arcos:

Los grafos siguientes representan todas las maneras posibles

de etiquetar, con etiquetas x,y,z, el último de los grafos ante-

riores.

z y z x y x
1\ 6 1\ A zS 1\
I \ U I SI .\

x y x z y x y z z x z y

De un modo análogo se entenderán las etiquetas de los esp~

cios topológicos que tratemos.
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Se comienza el capítulo con una revisión de aquellos con-

ceptos y propiedades básicas referentes a grafos que van a ser

utilizados en el resto de la memoria. Esto servirá para fijar nota-

ciones y nomenclaturas. A continuación se muestra la identidad exis

tente, a través de la relación de especialización, entre espacios

topológicos TO' órdenes parciales y una cierta clase de grafos: los

acíclicos transitivos. Finalmente se precisan nuevas notaciones y

relaciones en las clases duales de las mencionadas anteriormente.
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1.1. GRAFOS. CONCEPTOS BASICOS

Definiciones 1.1.1

Por un grafo (X,G) entenderemos un par formado por un con-

junto finito no vacío X y un subconjunto G de X x X - {(x,x), X E X}.

LLamaremos puntos a los elementos de X y arcos a los de G.
-+

Usaremos también la notación xy para indicar (x,y) E G Y

diremos que x es adyacente a y.

Observaciones 1.1.2

a) Si Card(X) = n, en X x X -{(x,x), x E X} hay n(n-1) posi-

(n(mn-1)),bles arcos. El numero de grafos con n puntos y m arcos es \

luego el numero de grafos con X como conjunto de

n(n-1)
\n(~-1)) n(n-1)1"

L = 2 .
m=O

puntos es

b) Se pueden representar, también, los puntos de un grafo

(X,G) como vértices de un polígono regular de n lados y cada arco
----+-xy uniendo el punto x con el y por medio de una flecha orientada.

--+ --G = {x1x2' x2x1' x2x4 }se representa por

Definiciones 1.1.3

Sea X un conjunto finito no vacío.

Llamaremos etiquetado de X por el conjunto de etiquetas E
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x
E ~ X. Generalmente, escribiremos x(e)

Ve E E. También diremos, más brevemente, que X está etiquetado por E.

Diremos que (X,G) es un grafo etiquetado por E si su conjunto de

puntos X está etiquetado por E.

Ejemplos 1.1.4

a) Si E = {1,2, ... ,n}, entonces, un etiquetado de X por E

nos pe rmi t e o r den a r s us el ement os X = { x1 ' x2' ... , xn } .

b) Para referirnos a

con la intención de indicar los pisos en que se encuentran sus pun-

tos sera conveniente tomar E 11,21,22,23,31,32} Y entonces

X

Definición 1.1.5

Diremos que dos grafos (X,G) y (X' ,G') son isomorfos, y lo

representaremos por (X, G) '" (x' , G' ), si existe una biyección 1jJ:X _X'

---+ >
tal que xy EG<=>IjJ(x)ljJ(y) EG'. La relación de isomorfía es de equi-

valencia. A cada clase de grafos isomorfos le llamaremos grafo no

-etiquetado.

Como cada gra fo (X, G) tiene al menos un etiquetado (toman-

do el propio X como conjunto de etiquetas), y como para representar

un grafo se utiliza, normalmente, un etiquetado "ad hoc" con la

cuestión que se está tratando, resulta que los representantes de

cada clase de equivalencia serán o estarán representados por grafos
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etiquetados. De aquí la noción de grafo no-etiquetado que acabamos

de introducir, noción que corresponde a la idea intuitiva de esque-

leto de un grafo.

Definiciones y notaciones 1.1.6

Diremos que el grafo (X,Gl es transitivo si verifica la pr~

-- -piedad: xy,yz e:G, con xiz, ==> xz e:G. Diremos que el grafo (X,G) es
- -+antisimétrico si verifica xy e:G=yx 4G.

Denotaremos por .:1X el conjunto de grafos con conjunto de
T Apuntos X, por.:1X el subconjunto de grafos transitivos, por.:1X el

TAde grafos antisimétricos y por.:1x a los grafos transitivos y anti-

simétricos.

Ejemplo 1.1.7

De los cuatro grafos no-etiquetados con tres puntos y tres

arcos

b b D 6.
sólo el último es transitivo; los dos últimos son antisimétricos.

.- Davis en [D.1] Y Harary en [H.1] seRalan que la enumeración de

grafos transitivos es un problema particularmente intratable .

.- Harary en [H.1] llama "transgrafos" a los grafos transitivos y

"grafos orientados" a los antisimétricos.

Definición 1.1.8

Llamaremos sucesión de puntos de X a toda aplicación

s: {1,2, ... ,p) - X, cualquiera que sea pe: N y P >2.
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Una sucesión puede ser denotada, también, por s (1)s (2) ...s(p),

o incluso por x x2'" x .
1 P

Definiciones 1.1.9

Diremos que una sucesión s de puntos de X es una trayectoria
~en el grafo (X,G) si se tiene s(i)s(i+1) E: G, para todo i= 1, ..,p-1.

Si s(1) = s(p) diremos que la trayectoria es cerrada.

Si s es inyectiva diremos que la trayectoria es un camino.

Llamaremos ciclo a toda trayectoria cerrada con todos sus

puntos distintos, salvo s (1) s(p). Un ciclo es, por tanto, un

camino cerrado. Un grafo será acíclico si no posee ciclos.

Finalmente, la longitud de una trayectoria es p-1, es decir,

es el número de arcos que recorre.

Definiciones 1.1.10

Diremos que una sucesión s de puntos de X es una semitra-
----~.... .

yectoria en el grafo (X,G) si se tiene s(i)s(i+1) EG ó s(i+1)s(i)EG,

para todo i 1, ... ,p-1. De forma análoga se define semitrayecto-

ria cerrada, semicamino, semiciclo y grafo semiacíclico. La longi-

tud de una semitrayectoria es, también, el número de arcos que re-

corre.

Ejemplos 1.1.11

En el grafo de la figura se muestra que:
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a) en una trayectoria puede haber puntos repetidos y p puede

b) no todas las trayectorias cerradas son ciclos:

son dos ciclos y no uno.

Es obvio que toda trayectoria cerrada factoriza de una única

forma como yuxtaposición de ciclos.

Los grafos

contienen, respectivamente, dos y tres ciclos.

El grafo

es acíclico, pero contiene seis semiciclos.

Proposición 1.1.12

Un grafo transitivo (X,G) es acíclico si,y sólo si, es anti-

simétrico.

En efecto, es claro que todo grafo acíclico es antisimé-

trico, pues, -- -si se tienen los arcos xy e yx, entonces xyx es un

ciclo del grafo. Recíprocamente, si x1 ...xp es un ciclo y el grafo
- - ..,. ~es transltlvo, entonces x1xp_1 y xp_1x1 serlan arcos lo que contra-

dice la propiedad de antisimetría.
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Definiciones 1.1.13

Llamaremos subgrafo de (X,G) a un grafo (Y,H) con YCX y

H CG. Al subgrafo (Y,H) le llamaremos grafo parcial cuando Y = X.

Diremos, también, que (Y,H) es un subgrafo inducido por (X,G) si se

tiene YCX y H = G(\(YxY).

Nótese que, en el subgrafo inducido, H lo constituyen todos

los arcos de G cuyos puntos adyacentes están en Y. Escribiremos,ta~

bién, (Y,G/Y) para denotar al subgrafo inducido por (X,G) en Y.

Nótese, también, que en la definición de subgrafo es nece-

saria la hipótesis de que (Y,H) es un grafo, pues las condiciones

y e x y H C G no son claramente sufic ientes.

Utilizaremos la notación (Y,H) C(X,G) para indicar que (Y,H)

es un subgrafo de (X,G).

Definiciones 1.1.14

Diremos que el grafo (X,G) es conexo si 'ix,y e: X, con x " y,

existe un Semicamino s :{ 1,..,,p} - X tal que s(1) = x,S ( p ) y ;

diremos, entonces, que el camino s une o conecta x con y.

En todo grafo (X,G) la relación:

x =y <=>x = y ó existe un semicamino x1 ..,xp con x1 = x, xp = y

es de equivalencia en X y sus clases X1, ...,Xr definen una parti-

ción de X. Para cada i = 1,...,r el subgrafo inducido (X.,G/X. )
1 1

es conexo y le llamaremos componente conexa de (X,G).

Eventualmente, puede suceder, para algún 1, que G/X.
1

~;

en este caso X. consta de un solo punto del que diremos que es un
1

punto desconectado. Cuando esto suceda para todo i diremos que el

grafo está totalmente desconcectado, lo que será equivalente a la

no existencia de arcos en G.
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1.2 ESPACIOS TOPOLOGICOS FINITOS y GRAFOS

Notaciones 1.2.1

x representará, en esta sección, un conjunto finito no vacío

de puntos y (X,T) un espacio topológico sobre X. Asimismo, IX re-

presentará el conjunto de espacios topológicos sobre un mismo con-

junto subyacente X.

La relación de homeomorfismo entre los espacios de Ix es

de equi valenc ia; pues bien, de un modo análogo a como hicimos con

los grafos dirigidos etiquetados, a cada clase de espacios topológi-

cos homeomorfos le llamaremos espacio topológico no-etiquetado.

Si (X,T) es un espac io topológico y A e X, denotaremos la

clausura de A por ~ o simplemente por A si no hay confusión posi-

ble.

Definición 1.2.2

Sea (X,T) un espacio topológico. Para un par de puntos x,Y€ X

escribiremos x"::' y si y sólo si x € {y} Y diremos que x es una espe-

cialización de y o bien que y es una generización de x.

Observación 1.2.3

La relación de especialización en un espacio topológico,

debida a Grothendieck [G.1], es un pre-orden. En general, no es an-

tisimétrica, pues en una topología, puntos distintos pueden tener

la misma clausura, en cuyo caso están relacionados en ambos sentidos.

Esta relación nos permite asociar a cada espacio topológico

sobre X un grafo sobre X, como se indica a continuación.
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Definición y notaciones 1.2.4

Sea f: Ix -~X la aplicación dada por f(X,T)

G es el conjunto de arcos siguiente:

G {(x,y) / x'::'y}-{(x,x), x EX}

(X,G) donde

Usaremos, también, la notación f(T) para aludir al conjunto

de arcos G del grafo imagen.

Proposición 1.2.5

En las condiciones de la definición anterior:

a) f es inyectiva.

b) f(X,T) es un grafo transitivo.

En efecto:

a) Si T Y T' son topologías distintas sobre X entonces exi~

ten puntos x con clausuras respectivas distintas, es decir {x}T ~ {x}T.

Así pues, o bien existen yE {x}T tal que y 1: (x}T' o viceversa y, por- -tanto, YXE f(T) e yx ~f(T') o viceversa, luego f(T) ~ f(T').

b) es consecuencia de la transitividad de <.

En consecuencia, f no es suprayectiva; pues, los grafos no

transitivos no proceden de ninguna topología.

También, es posible asociar a cada grafo (X,G) una topolo-

gía sobre X, segun el procedimiento que sigue.

Definición y notaciones 1.2.6

Sea g : ~X - IX la aplicación dada por g(X,G) = (X,T) donde

T es la topología sobre X generada por la subbase de cerrados

G+ = {x+,x E X} , siendo -x+ = {y / yx E G} U {x}.

Usaremos, también, la notación g(G) = T.
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Proposición 1.2.7

En las condiciones de la definición anterior: 9 es supraye~

tiva.

En efecto, dado un espacio topológico (X,Tl, como X es fin~

to, la familia de clausuras de sus puntos es una subbase de cerrados

para su topología. Indicaremos esta familia por T = {{yl, Y€oX l.

A la topología (X,T) le asociamos mediante f el grafo (X,Gl

donde G {(x,y) , x e: {yl, x;lyl. Probaremos que g(Gl T. Para ello

bastará con ver que G ~

por construcción de G,

{y~,y e: X} = T. Pero esto es claro, pues,-. . ,; .si x;ly entonces xY€oG Sl y solo Sl x e: {y} y

-de aquí 'dy,y~ ={x,xy€OG} U {xl

Corolario 1.2.8

(x ,x e: (y),x;l y) U {x} {y} •

Se tiene 9 o f

Observaciones 1.2.9

al 9 no es inyectiva.

L.
Ix

b) 9 no conserva la relación de inclusión entre grafos.

c) f o 9 : {1x - {1X' en consecuencia, ni es la identidad ni conser-

va la inclusión.

Contraejemplos 1.2.10

Para los grafos (X,G 1 dibujados a contin uación se const ru-

yen: la familia G la topología g(Gl T dada por sus cerrados,

la subbase de cerrados T y el grafo f(Tl que llamaremos G'. De este

modo f o g(Gl = G' según el esquema

G -- G ~ -- T -- T -- G'
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X1 x1~={X1,X2} {X1}={X1,X2}
x1

g.~ {{ X2} ,¡ x1' X2} ,¡x2' X3} ,

~
x2~={ x2' X3} -- {x 1 ' x 2' x 3} ,p } -- {X 2} = ¡x 2} ---"-

x3~={X1,X2,X3} {X3}={X2'X3}
x
3

x
2x3 2

G1 G1~ T1
T1

G'
1

-- -- ~ G'
2

G'
1

X
1 X1~={X1,X2} {X

1
}={x1'X

2
} x

1

D x ~= {x }
{ {x 2} ,{ x 1 ' x 2}

{ x 2} = {x 2} -- D-- -- --2 2
{X1 'X2'X3} ,p }

x3
x
2 x3~=!x1,x2,x3} {~} ={ x 1 ' x 2 ' x} x 3 x2

G3
G

3
~ T

3
T

3
G'

3

L- x1~=!x1,x2} {~}={x1} x
1

x2~={x2,x3} -- T = T -- {x
2

}={x
2

} --4 d
(discreta) • •

x3 x
2

x3~={ x1' x3} {x}={x
3

} x3 x2

G4
G ~ T

4
G'

4 4

- G1 Y G2 muestran dos grafos, no comparables por la relación de

inc lusión, con la misma imagen por 9 y por f o g, (Observac ión a)).

No obstante T3C Tl'

- G
3

Y G
4

son grafos de comportamiento muy regular respecto de f

y 9 como veremos a continuación,

- La no transitividad es la causante de estas anomalías. En el

ejemplo, sólo G
3

es transitivo y para él f o g(G
3

} = G
3

,
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Proposición 1.2.11

Sea (X,G) un grafo cuyo conjunto de arcos definen un ciclo.

Entonces se tiene:

a) La topología de g(X,G) es discreta.

b) f o g(X,G) es un grafo totalmente desconectado.

En efecto:

a) Etiquetando convenientemente, podemos suponer, sin per-

(con x
n+1

•x ). Como x.x. 1 E G, para todo i se tiene x + = {x. 1'x.}
1 1 1+ i 1- 1

y por tanto x.+ n x. + = {x.} es un cerrado para todo i. La topo-
1 1+1 1

logía de g(X,G) es, en consecuencia, la topología discreta.

b) En la topología discreta se tiene {x} = {x}, para todo

1, luego para f o g(X,G) = (X,G') se tiene G'= ~.

En (X,G') no hay semicaminos y por tanto es totalmente des-

conectado.

Si nos reducimos a grafos transitivos, la relación entre f

y 9 se pone finalmente de manifiesto como se muestra a continuación.

Lema 1.2.12

TSea (X,G) E ~X un grafo transitivo y g(X,G) (X,T), enton-

ces x+ = {x} , para todo x EX. -En efecto, como G+ = {x+, x E X} , con x+ = {y I yx E G} U {x} ,

es subbase de cerrados de T, los cerrados de T se obtienen como

intersección de uniones de conjuntos x+ y, según las leyes conjun-

tistas,como unión de intersecciones de conjuntos x+. Puesto que los

cerrados minimales (para la inclusión) se obtienen por intersección

sea C
y

cerrados que les contienen:

de los x+ consideraremos para cada y la intersección de todos los

n xi. Este C es el mínimo
y E x+ Y
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cerrado que contiene a y en T y son por tanto los {y} de T. Bastará,

pues, probar que

a) y+ e
e = yL

Yn x+
y E X + -pues si z E y+ entonces para todo x tal que y E x+ se tiene zy EG e

~ -yx EG, luego zx E G Y de aquí Z E x+, para dichos x.

b) Que e e y+ es claro, pues y+ es uno de los con j untos que
y

aparecen en la intersección que define e .
y

Teorema 1.2.13

T -1
La aplicación f: T X ---+ ~ X es biyectiva y se tiene f = 9

En efecto. Bastará probar que f og
T Tr r es la identidad.

::1 X ::1 X

El proceso de construcción de f o g(G) a partir del grafo

transitivo (X,G) es: G -- G+ -- T -- T -- G' f og(G). Enton-

ces, para ver que G

anterior muestra que x+

Notaciones 1.2.14

G' es suficiente probar que G+

{x}, para todo x.

T. El lema

Sea (X,G) un grafo transitivo y (X,T) el espacio topológico

asociado. Se tiene y+

y al conjunto {Yl.

{y}. Denotaremos simplemente por

Tanto el grafo como la topología se reconocen por la colec-

ción G+ = T = {x, X E X) - --ya que x = {y/yx EG} U {x} y x es la

mínima clausura de un punto que contiene a x.

Es claro que si xCy, entonces x E y. La condición contraria

caracteriza a los grafos transitivos:
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Proposición 1.2.15

......•
(X,G) es transitivo si, y sólo si, se tiene xy E G<=> x e y.

-En efecto, si (X,G) es transitivo y xy E G entonces Vz E x se

--.. .-tiene zx E G Y de aqul zy E G de donde Z E y. Para probar el recíproco- -supongamos xy , yz E G, entonces se tiene x e yc z, por tanto xC z y

-+
de aquí xz 8 G.

Nótese que en el grafo no transitivo
x3

"~'2
{X1'X2)f:. "3 = {x2'x3}·

En un grafo no transitivo, puede suceder que puntos distin-

tos, x -t y, tengan la misma clausura, x = y, y, por tanto, en gene-

ral, Card(Gt) < n.

Corolario 1.2.16

Si (X,G) es un grafo transitivo, entonces se verifica:

......• -.>o
X y <=>xy,yx EG

y de este corolario junto con la proposición 1.1.12, obtenemos:

Proposición 1.2.17

Si (X,G) es un grafo transitivo entonces (X,G) es acíclico

si y sólo si x -t y para todo par x,y con x -t y.

Corolario 1.2.18

Si (X,G) es un grafo transitivo y antisimétrico entonces

Card(Gt) = Card(X).
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La propiedad de un espacio topológico consistente en tener

todas las clausuras de sus puntos distintas caracteriza la propie-

dad de separación TO: "Dados dos puntos distintos hay un entorno de

uno que no contiene al otro".

Las biyecciones f y 9 para grafos transitivos hacen corres-

ponder a las propiedades TO y antisimetría, éstas son, pues, propie

dades homólogas. Podemos enunciar el siguiente:

Teorema 1.2.19

Sea (X,Tl un espacio topológico y f(X,Tl = (X,G) su grafo

homólogo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (X,T) es un espacio topológico TO.

b) (X,G) es un grafo transitivo acíclico.

c) (X,.::)es un conjunto parcialmente ordenado.

donde .::es la relación de espec ializac ión x.::y <=> x E y.
- - ---- ~O .

uenotaremos por Ix el COfljunLo de topologías TO sobre X.

El teorema anterior pone en relación a los espacios topoló-

gicos finitos con los grafos transitivos acíclicos y con los con-

juntos parcialmente ordenados. Esta relación se extiende también

a las aplicaciones entre conjuntos que respetan las correspondientes

estructuras.

Si (X,T), (X',T') son dos espacios topológicos las aplicaciones

continuas 1jJ: X --- X' se caracterizan por la propiedad 1jJ( E)e 1jJ( E)

\tEC.X. Al restringirse a espacios topológicos finitos el criterio

anterior da lugar al siguiente resultado:

Lema 1.2.20

Si (X,T), (X',T') son espac ios topológicos fin itos entonces

una aplicac ión 1jJ: X -'> X' es continua si,y sólo si, 1jJCx) e 1jJ (x),Vx EX.
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En efecto, el resultado se sigue de las expresiones siguientes:

1\I(E) 1\1 ( U (x)

X E E
1\1 ( U x)

X E E
U 1\1 (x)

X E E

1\1( E) U 1\1(x)
X E E

Definiciones 1.2.21

Si (X,G), (X' ,G') son dos grafos, por un morfismo entre di-

chos grafos entenderemos una aplicación 1\1: X ---- X' tal que si- ..xy EG entonces o bien 1\I(x) = 1\I(y) o bien 1\I(x).¡,(y)E G'.

Análogamente los morfismos entre conjuntos parcialmente

ordenados (X,":::'), (X',":::") serán las aplicaciones 1\1: X -X' tales

que si x..:::.y entonces 1\1( x) ..:::.' 1\1(y).

Teorema 1.2.22

Sean (X,T), (X',T') espacios topológicos finitos T
O

' (X,G)

y (X' ,G') los grafos transitivos antisimétricos asociados. Entonces,

una aplicación 1\1: X - X' es continua si, y sólo si, es un morfismo

de grafos o,equivalentemente,de conjuntos parcialmente ordenados.

La equivalencia entre un morfismo de grafos o de conjuntos

-ordenados es clara. Supongamos que 1\1es continua y tomemos xy EG;

- --
entonces x E y implica 1\I(x) E 1\I(y) e 1\I(y) y de aquí o bien 1\I(x) = 1\I(y)

..
o bien 1\I(x) 1\I(y) E G'. Recíprocamente, si 1\1es morfismo de grafos

--entonces ':Ix E x, Z ~ x, se tiene zx E G Y de aquí 1\I(z) = 1\I(x) o

•1\I(z)1\I(x) E G', siendo en ambos casos 1\I(z) E 1\I(x).

Corolario 1.2.23

Dado un conjunto finito X, la aplicación cociente

-o
IX /=

TA
- ftx/= es biyectiva.
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Nota 1.2.24

Sobre X hay, por tanto, el mismo numero de topologías Toque

dé grafos transitivos antisimétricos (o acíclicos) que dé relaciones

de orden parcial. A cada una de las estructuras anteriores se les

puede añadir el adjetivo "no-etiquetado" permaneciendo válido el

enunciado.

En [E.H.L.1] se da una fórmula que permite calcular el núme

ro de topologías sobre un conjunto finito en función del número de

topologías TO en dicho conjunto. Este último es hOy todavía desco-

nocido.

Proposición 1.2.25

ro de

n

card(Tx) I P~.
m=1

particiones de X =

(-o pm el -Card Iy)' siendo m = Card(Y) y n nume

{ X1 '...,X } en m partes (m < n ); conoc ido,
n -

también, por número de Stirling de segunda clase.

En dicho artículo se ofrece un algoritmo para obtener ambos

cardinales. Los autores lo han ejecutado, para Card(X) = n < 7, en

un ordenador que ha dado los siguientes valores

n

-oCard (Ix)

1

1

1

2

4

3

3

29

19

4

355

219

5

6.942

4.231

6

209.527

130.023

7

9.535.241

6.129.859

En lo sucesivo, cuando nos refiramos a grafos transitivos

y antisimétricos o sus equivalentes espacios topológicos y órdenes,

podemos prescindir de la representación poli90nal de un grafo y

adoptar la representación arbórea de los órdenes parciales, lo que
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evita dibujar la propiedad transitiva, economizando muchas flechas.

De este modo, el 9rafo A pasará a ser B y se debe leer C:

A

y
B C
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1.3. GRAFO DUAL

Sea (X,Tl un espacio topológico TO y (X,Gl su grafo transi-

tivo antisimétrico homólogo. Ambos están descritos por la familia

T = G. = (x,x E X) como subbase de cerrados.

La dualidad topo lógica entre los conceptos de abierto y

cerrado nos permite describir la topología y el grafo por la familia

(Cx,X E X) como subbase de abiertos. Sin embargo, estos abiertos no

constituyen la mejor subbase para una descripción simple del espa-

cio (X,Tl, ni su concepto "gráfico" homólogo interesa para una bue-

na descripción del grafo (X,G).

Es natural, por otro lado, considerar en el grafo un con-

cepto dual al de x (cambiando la dirección de las flechas) e inter-

pretar su significado en la topología.

Definición 1.3.1

TASea (X,Gl E ~ X

-'1 x E: X, denotaremos x t (x) U {y, xy EG)

y x* = {y, X E y)

Se desprende de la definición que x E y <=> Y E: x* Y x* xt

Lema 1.3.2

Con las hipótesis y notaciones anteriores se tiene

En efecto, se tiene

Cx U y;'
x ~ y*

'Ix E X

Z E Cx <=> Z 4 x <-> x 4 z*

luego z* está entre los que se unen y como z E z,',se tiene z E U y".
x 4 y"
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Recíprocamente, si z E U y* entonces existe y tal que Z E y*, con
x 4 y*

x 4 y*, y por tanto x 4 Z*.

Lema 1.3.3

Con las hipótesis y notacioes anteriores se tiene

xECy<=X*CCy -En efecto, si x E Cy entonces dado Z E x1, se tiene xy 4 G Y- -XZ E G, por lo tanto, por transitividad, se sigue zy 4 G Y de aquí

Z ECy. El recíproco es evidente.

Lema 1.3.4

Con las hipótesis y notaciones anteriores se tiene

x"'" n Cy
x1'C Cy

••• X E X

Una contención es obvia por la naturaleza de las intersec-

ciones. Para probar la otra supongamos que '3 Z E X tal que Z E Cy

siempre que x*C Cy pero que Z 4 x*. Se tendría, entonces, x E Cz y,

por 1.3.3,x*CCz, por lo tanto sería Z ECZ lo cual es absurdo.

La fórmula también es correcta cuando la familia de abier-

tos Cy que se intersectan es vacía, pues si ;p y / x"C Cy entonces

G es conexo y x es su único minimal; en consecuencia,

x* = X = intersección de la familia vacía.

Observaciones 1.3.5

1) Esta fórmula del Lema 1.3.4 es la traducción en términos

de grafos del enunciado topológico: "Un abierto es la intersección

de todos los abiertos que lo contienen". Obsérvese que este lema

demuestra que los x* son abiertos en la topología homóloga a (X,G).
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2) El Lema 1.3.3 nos dice, entonces, que Xi, es el mínimo

abierto que contiene a x, pues la fórmula del Lema 1.3.4 admite las

versiones:

n Cy
x E Cy

x* n Cy
x 4 y

en las que los segundos miembros se leen "intersección de los abier

tos que contienen a x"

Proposición 1.3.6

Si
TA

(X,G) E ~X y
-o(X,T) E I es su homólogo, entonces, la

X

familia Ti, = {X",xEX}es una subbase de abiertos para (X,T).

En efecto, como {Cx, XE X} es una subbase de abiertos

y cada Cx es una unión de conjuntos y*, se tiene que T* es también

una subbase.

Considerar Ti, como subbase de abiertos para (X, T), frente

a la familia {Cx, x E X } , facilita la interpretación "gráfica",

dual a la de T comas subbase de cerrados. Veremos a continuación,

otras propiedades topológicas de T* que justifican su elección.

Lema 1.3.7

T* es una base de (X,T).

Bastará probar que cualquier intersección de elementos de

Ti, se puede escribir como unión de elementos de Ti, más concreta-

mente si 0Xj = {Xj1, ... ,Xjr} entonces

n
J

r
x* = U Xi~
j k=1 Jk

En efecto, la contención directa es clara pues, X
jk

E Xjk'

r
Sea ahora x E U x··, • Entonces -, k tal que x E x * (ó bien

k=1 Jk ~ jk

JkE x); y por la caracterización de la transitividad (proposición
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1.2.15) , xjk C. x. Por otro lado, Xjk E n X" luego x E xjk ' V'jE J
Y J j

y, en consecuencia, x E x , V'jEJ Y por tanto XEn"j x .'J J

Aunque cada x* es el mínimo abierto que contiene a x esto

no quiere decir necesariamente que la intersección de elementos de

T* sea un elemento de T*.

nx:' ~
J J k=1
demasiadoel

La fórmula

Lema, no tiene

Jk' aunque ha servido para probar

interés práctico pues la unión del

segundo miembro no es, en general, disjunta; incluso, algunos de

los abiertos que participan en ella pueden ser redundantes.

Próximamente veremos un ejemplo en el que se ponen de mani-

fiesta estas observaciones.

Teorema 1.3.8

T* es la mínima base de (X,T).

Hemos visto que T* es una base y que Vx E X se tiene que X"

es el mínimo abierto que contiene a x. Si B es otra base arbitraria

entonces los abiertos de B que contienen a x son un sistema funda-

mental de entornas de X y, por tanto, ten iendo en cuenta que x* es

entorno de x, existe un abierto V E B tal que X E Ve x". Como X", es

mínimo se tiene que V = X" Y de aquí x* E B, V'xEX.

Corolario 1.3.9

Si B es una base de (X,T), entonces Car(B) > n y se tiene

B = T"'<=>Card(B) n

Es consecuenica del teorema anterior.
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Observación 1.3.10

T* no es mínima como subbase. Como contraejemplo tene

subbase pues

mas:

T" = (x* X" X") es la mínima base, pero no es mínima
l' 2' 3

(x* x",) también es subbase. Tampoco T
l' 2

es la mínima subbase de cerrados.

Ejemplo 1.3.11

En el grafo de la figura se tiene:

'56á
x1 (x

1
) x5 =(x

1
,x
2
,x
5
)

T
x2 (x

2
)

=(x
1
,x
2
,x
6
)x6

•
x3 (x3)

x1 x2 x3 x4 x4 (x4) x7 (x1,x2,x3,x5,x7)

como subbase de cerrados.

Los complementarios de éstos constituyen una subbase de

abiertos:

C x1 (x1, .. ·,x7) x ....•
{X1' x5' x6' X7}1

CX2 {x1,x2, ..·,x7} x* {x
2
,x
5
,x
6
,x
7

}2
CX3 {x1 '... , )(3'.. ,x7 ) x ...• {X3'X7}3
CX4 {x1, •• ,x4'··'x7} y la base es T* = x* (x4)4
CX5 {x3' x4' x6' x7} X'k {X5'X7}5
CX6 (x

3
,x
4
,x
5
,x
7
) x,', {x6}6

CX7 {x4' x6}
x ..'( {x7}7

Estas familias ejemplifican el uso de las fórmulas

x* n Cy del Lema 1.3.4
x 4 y

y Cx = U y* del Lema 1.3.2.
x 4 y"

r
Para la fórmula nx* = U x'

J
\ del Lema 1.3.7 Y los comen-

J J k=1
tarios que allí hicimos, obsérvese que x~ n x~ = (x

5
' x

6
' x

7
) -t x1, ,
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muestra que en la unión no son necesarios todos los xjk; siendo x~

redundante .

Finalmente, obsérvese que T* y T son, respectivamente,

una subbase de cerrados y la mínima base de abiertos para el grafo:

que normalmente representaremos de abajo hacia arriba por:

o bien

•

Definición 1.3.12

Llamaremos grafo dual del grafo (X,Gl, y lo representaremos
dpor (X,G ), al grafo sobre X cuyo conjunto de arcos es

Gd = {( x, y) / (y, x) E G )

Son claras las siguientes conclusiones:

Proposición 1.3.13

Con las notaciones anteriores se tiene

al

b)

T d T
(X,Gl E ~X <=>(X,G ) E ~X

(X,G) E ~TA <=> (x,Gd) E r TAX ~X

Si (X,G),(X,Gd) E ~TA Y (X,T),(x,Td) E T~ son sus espacios

topológicos homólogos respectivos:
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c) T es la mínima base de abiertos para (X,Gd).

d) T* es una subbase de cerrados (no mínima) para (X,Gd).

e) es decir, d*T = T y ~ TdT .. =

Las aplicaciones continuas se pueden caracterizar también

por la conservación de los x*.

Proposición 1.3.14

Si (X,T), (X',T') son dos espacios topológicos finitos TO
y si 1IJ: X ---+ X' es una aplicación, entonces 1IJes continua si, y

sólo si, 1IJ(x"')c: 1IJ(x)"',Vx €X.

En efecto,1IJes continua si y sólo si es morfismo de grafos,

pero obviamente la condición de ser morfismo de grafos se conserva

si se toman los duales de los grafos, luego, teniendo en cuenta que

x* es la clausura de x para la situación dual el resultado se sigue

fácilmente.
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CAPITULO II

EXPLOSION DE UN GRAFO REDUCIDO

El objetivo de este capítulo es estudiar los grafos reduci-

dos y detallar la explosión de tales grafos. En un grafo reducido,

y mas generalmente en un grafo acíclico, se permite una clasifica-

ción de sus puntos por niveles de tal manera que se puedan etique-

tar por conjuntos totalmente ordenados con la propiedad de que los

puntos de un nivel inferior a otro tienen etiquetas menores que los

de éste.

La explosión de un grafo reducido se efectúa explotando

sucesivamente los niveles, de menor a mayor, de tal manera que los

etiquetados ordenados como los anteriores inducen etiquetados

ordenados en el explotado. Estos etiquetados en el explotado ponen

de relieve que los puntos del grafo explotado se corresponden biu-

nívocamente con los caminos del grafo original que terminan en un

punto maximal. Más aún, el explotado es un bosque con tantos árboles

como maximales hay en el grafo de partida . El conjunto de etique-

tas resultante sobre el bosque determina el grafo original y los

conjuntos posibles de etiquetas ordenados sobre un bosque se carac-

terizan aritméticamente, de tal manera que podremos resolver el

problema de caracterizar aritméticamente un grafo de una manera

natural.

Los grafos reducidos con igual explosión (o desingulariza-

ción si se prefiere) se denominarán birracionalmente equivalentes

en analogía con la situación geométrica. En la última parte del ca-

pítulo establecemos la teoría birracional de grafos reducidos anali
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zando las nociones de aplicación racfnal, morfismo dominante y mor-

fismo birracional. Esta teoría será extendida en el capítulo IV al

contexto, más general, de grafos acíclicos.
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2.1. TRANSITIVIZACION y REDUCCION. GRAFOS REDUCIDOS

Seguimos designando por X a un conjunto finito no vacío de

cardinal n.

Definición 2.1.1

Sea (X,G) E ~X' Llamaremos transitivizado de (X,G) al grafo sobre
tX cuyo conjunto de arcos es G = G U{(x,y), x ~ y y existe un ca-

mino x ...x en G, de longitud mayor que uno, con x1 = x, x = y).
1 P P

Observaciones 2.1.2

t1. La condición x ~ y evita los lazos en G .

2. Entre dos puntos x,y E X puede haber más de un camino en

G; la notación conjuntista evita los arcos múltiples.

3. El transitivizado de un grafo está unívocamente deter-

minado por éste.

4. Grafos distintos pueden tener el mismo transitivizado.
t5. (X,G) es un grafo parcial de (X,G ).

Sobre la conservación de las propiedades transitiva y anti-

simétrica en la transitivización podemos decir que:

Proposición 2.1.3

)>..1 (X G) r (X,Gt) erT
xa v , E ~x' ~~

b) Si (X,G) E~: entonces (X,Gt)

Ac) Si (X,G) E ~X entonces no necesariamente se tiene
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d) Si (X,G) es un ciclo entonces (X,Gt) tiene por topología

homóloga la grosera, es decir Gt = X x X - A, donde A es la diagonal

de X xX.

) () •. ( t )e Si X,G es aClcllco entonces X,G es acíclico.
t TA(X,G )€ ~X .

En efecto:

-- ta) Si xy,YZ€G, con x /o z, entonces x1".xp' xp+1 ...xq son

caminos de longitud mayor o igual que uno en G con x = x1' x
p

= x = y, xp+1 q z, por tanto x1 ...x x 1"x es de longitud mayorp p+ q
- tque uno y de aquí xz € G .

b) En un grafo transitivo es claro que si x1 ...xp es un ca----mino y x1' xp son puntos de dicho camino, entonces x1xp es un arco

del grafo.

c) Contraejemplo: el grafo

es antisimétrico, pero su transitivizado

no es antisimétrico.

Este contraejemplo se puede generalizar a:

d) Si (X,G) es un ciclo; entonces cada par de puntos dis-

tintos x,y € X, se pueden unir por un camino en G (de longitud mayor
- t to igual que uno), luego xy €G , por lo tanto G = X xX-A y la top~

logía homóloga es T = {~,X).

e) Sea x1 x2".xp un ciclo del grafo (X,Gt). Para cada i <p,
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txi Xi+1 E G luego xi y xi+1 se conectan por un camino en G y por ta~

to hay un camino en G que conecta x1con xp' Los puntos de este cam~

no no tienen por qué ser distintos.- (al margen de los extremos).

Si este camino no es un ciclo es porque hay en él un punto z que se

repite de forma que en el intervalo z ...z no hay un par de puntos

iguales salvo los extremos, entonces z ...z es un ciclo en G.

f) Se deduce obviamente de b); también de a), e) y propo-

sición 1.1.12.
---.>Si transitivizar es crear arcos xy siempre que exista en el

grafo un camino x ...y, entenderemos, a grosso modo, por "reducir"

la operación consistente en suprimir el arco xY siempre que exista

en el grafo otro camino x ...y de longitud mayor que uno.

Son varios los grafos que tienen por transitivizado un mis-

mo grafo transitivo y antisimétrico. Estos grafos "parcialmente

transitivos" pueden considerarse, en algún sentido, como grafos

intermedios entre su "reducido" y su transitivizado y, por la misma

razon, podrían imaginarse como grafos "parcialmente reducidos".

Nuestra intención, ahora, es caracterizar la clase de grafos "redu-

cidos" que "representan" a los transitivos y antisimétricos.

La idea de "reducción" presentará ambigüedad, en cuanto al

orden de eliminación de arcos, cuando la referimos a grafos no anti

simétricos como vemos a continuación.

Ejemplo 2.1.4

La reducción del grafo no antisimétrico

puede ser:
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b) aplicada al camino

Sea

c) aplicada simultáneamente: x2c:::::::==::::- x1

Los tres grafos obtenidos, son distintos, como grafos eti-

quetados, y son reduc idos, en el sent ido de que no poseen arcos

transitivos. Por otro lado, la transitivización sólo permite recu-

perar el grafo original en los dos primeros casos.

Definición 2.1.5

A(X,G) E Yx un grafo antisimétrico; llamaremos reducido

de (X,G) al grafo parcial (X,Gr) cuyo conjunto de arcos es:

Gr
= G -{(x,y) E G/existe en G un camino x1 ...xp de longitud

mayor que uno con x = x1' xp = y}.

Observaciones 2.1.6

1. El reducido de un grafo antisimétrico es único.

2. Grafos distintos pueden tener el mismo reducido; a lo

sumo uno de ellos es transitivo, los demás son grafos parciales de

éste.

Ejemplo: los grafos

tienen todos el mismo reducido

(
Sólo el primero es reducido; el último es el único transitivo.
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4 Sl' ( ) rA. X,G €::t X entonces

5. Si (X,G) es acíclico entonces (X,Gr) es acíclico.

Obsérvese que reducir no significa suprimir semiciclos, ni selecci~

nar un camino entre los que unen dos puntos: el reducido de

es el mismo. <>
Como en la transitivización de un grafo se añaden los arcos

que se suprimen en la reducción podemos afirmar:

Proposición 2.1.7

A . rtSea (X,G) E (jx. Se t1ene (X,G ) t
(X, G ).

No se puede asegurar, sin embargo, que (X,Gtr) = (X,Gr) pues

(X,Gt) bien puede ser no-antisimétrico en cuyo caso no tiene sentido

reducir.

Nos interesa definir el concepto de grafo reducido de un

grafo transitivo y antisimétrico con independencia de la existencia

de un grafo de procedencia. En este sentido, no basta con decir:

"(X,Gr) es reducido <=>[si (x,y) € Gr entonces no hay en Gr caminos

de longitud mayor que uno uniendo los puntos x e yJ".

Es claro que hay que añadir la condición de antisimetría,

pues es conservada por la reducción; aunque ésta no es suficiente

al no conservarse en la transitivización. Aquí estamos como en la

proposición anterior.

La propiedad de no poseer ciclos, más fuerte que la antisi-

metría, es conservada tanto por reducción como por transitivización

y sera, por tanto, la condición suficiente buscada. La razón última

de esto es que antisimétrico y acíclico son equivalentes en grafos

transitivos (proposición 1.1.12. Esto quedará claro después del
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siguiente resultado.

Teorema 2.1.8

A r tSea (X,G) € Yx y sean (X,G ) y (X,G ), respectivamente, su

reducido y su transitivizado; entonces

• . rt t tr r(X,G) es aClcllco <=> (X,G ) = (X,G ) y (X,G ) = (X,G )

En este caso diremos que (X,Gr) y (X,Gt) se representan mu-

tuamente. En efecto, la condición necesaria resulta de lo dicho en

los comentarios previos a este teorema y a la proposición 2.1.7.

Veamos la suficiente. La existencia de (X,Gtr) nos dice que (X,Gt)

es antisimétrico y como también es transitivo, es, entonces, acícli

co. La segunda igualdad y la conservación de la propiedad de ser

acíclico por la reducción nos dice que (X,Gr) es acíclico. La pri-

mera igualdad y la conservación de los acíclicos en la transitivi-

zación nos dice que (X,Gt) es acíclico. Si (X,G) tuviera un ciclo,

la demostración del apartado d) de la proposición 2.1.3 nos asegura

que (X,Gt) no es antisimétrico, lo que es una contradicción.

Quedan cumplidos, ahora, nuestros objetivos iniciales:

Definición 2.1.9

Un grafo (X,G) es reducido si y sólo si:

1) (X,G) es acíclico.

2) Si (x,y)€ G entonces no hay caminos de longitud mayor que

uno que unen x con y.

Es claro que todo grafo reducido es el reducido de un grafo

transitivo y antisimétrico; también será en general, el reducido de

otros grafos acíclicos no transitivos.
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Corolario 2.1.10

rTA r .a) Si (X,G) E:l
X

Y (X,G ) es su reduCl.do, ambos grafos se

representan mutuamente (es decir cada uno determina al otro). En

este caso las dos igualdades del teorema anterior se reducen a

(X,Grt) = (X,G), como consecuencia de la idempotencia de la opera-

ción transitivizar.

b) Si (X,G) es reduc ido, la idempotenc ia de la reducción
trnos asegura que (X,G ) (X, G) .

Denotaremos por ~AC al conjunto de grafos acíclicos sobre
X

rr . l· .0 rAc rrX y por :IX al de los reducldos sobre X. La ap lcaClon r::lX - :IX'

r .. 0 rTAtal que r(X,G) = (X,G ), es suprayectiva y su restrlcclon a:lx es

biyectiva. De un modo natural se tiene:

Definición 2.1.11

Denotaremos por R a la siguiente relación de equivalencia:

Ac(X,G),(X,H)E~X ' r r(X,G)R(X,H)<=> (X,G ) = (X,H )

Es claro que, si dos grafos tienen el mismo reducido tienen,
Actambién, el mismo transitivizado y viceversa. Para un grafo (X,Gh ~X '

(X,Gr) o (X,Gt) pueden tomarse como representantes de la clase de

(X,G), luego es claro que: Ac
~X/R ~

~TA ~
X

r~X . De los elementos de

cada clase [(X,G)] diremos que son grafos parcialmente transitivi-

zados de (X,Gr) y parcialmente reducidos de (X,Gt). Observemos que

\1 (X,H) E [(X,G)], Gr e He Gt, es decir r .(X,G ) es un grafo parclal

de (X,H) y éste lo es de (X,Gt), siendo el recíproco también cierto.

Los conjuntos de arcos de los grafos de cada clase de equi-

valencia constituyen un retículo conjuntista para uniones e inter-

secciones isomorfo al retículo de partes del conjunto Gt _ Gr. (Ver
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ejemplo de la Observación 2.1.6).

En grafos transitivos y antisimétricos se puede concretar

mas

Proposición 2.1.12

Si (X,G) E ~:Ay (X,G
r
) es su reducido, entonces se tiene:

a)

b)

r
G = G - {( x, y) E G/ 3 z de modo que (x, z) y (z, y) E G L

(x,y) E G <=>existe en Gr un camino que une x con y.

Obsérvese que el encabezamiento de esta proposición se pue-

de intercambiar con: "Si (X,G
r
) es un grafo reducido y (X,G) es su

transitivizado (que es también antisimétrico)".

El apartado a) permite interpretar la reducción como la to-

tal destransitivización de un grafo transitivo y antisimétrico y

este concepto es, por tanto, una inequívoca alusión al grafo que

suele dibujarse para representar un orden parcial. El apartado b)

sugiere la siguiente conversión de notaciones:

Como sabemos, en un grafo tansitivo y antisimétrico subyacen

las estructuras de espacio topológico lO y orden parcial. Las nota-

-ciones (x,y), xy, x €y, ye:x*

son x, {x) y x+ y x* con xt.

y x 2 y son sinónimas; también lo

Un grafo reducido, por no ser, en general, transitivo, ni

es un espacio topológico ni es un orden parcial, por lo que en él

las notaciones x, X" y x2Y no tienen, a priori, sentido; sin em-

bargo, en vista de lo anterior, las utilizaremos con el siguiente

significado:
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Definición 2.1.13

r rPara (X,G )€~X' denotaremos:

y = {x / hay un camino en Gr que une x con y) U {y}

y'~= { x / hay un camino en Gr que une y con x } U {y}

x 'O:y<=> existe un camino en Gr que une x con y o x = y

Las notaciones propias de grafos se conservaran. Recordando:
~
xy (x,y) si (x, y) € G.

ryt {X, (y,xl€ G ) U {y}

Así pues, en un grafo transitivo y antisimétrico y = y+ y

y'" = yt pero en un reducido, en general, y " y+ e y"" y t . No

obstante, obsérvese que hay grafos transitivos y antisimétricos que

coinciden con su reducido. Es claro cuales son:

Observación 2.1.14

r rSi (X,G )€ ~X' son equivalentes:

a) \ly€X,

b) Vy€X,

c) (X,Gr)

y = y+

y'~= yt

(X,Grt)

) r .d En G no hay camlnos de longitud mayor que uno.

La proposición 2.1.12 muestra la coherencia entre estas

notaciones referidas a un grafo reducido y las mismas referidas al

grafo transitivo y antisimétrico que representa. Los y y el orden

< tienen diferente significado en uno y otro, sin embargo:
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Proposición 2.1.15

TA r
Sea (X,G)E:!1

x
y (X,G ) su reducido:

a) La familia {y , y E: X}, tomada como subbase de cerrados

define en (X,G
r
) la misma topología T

O
que caracteriza a (X,G).

b) Si < es la relación definida en (X,G
r
), (X'2) es el

orden parcial homólogo a (X,G).
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2.2. GRAFOS ACICLICOS

En el apartado anterior se ha puesto de manifiesto que los

grafos acíclicos constituyen la clase más amplia de grafos para los

que el reducido y el transitivizado se representan mutuamente. Vere

mos, en este parágrafo, otra caracterización que contempla una con-

dición sobre el etiquetado del grafo.

Proposición 2.2.1

Si (X, G) E ~ ~c
1)"]x/x {x),

2) 3Y/Y*= {y).

Es decir, en todo grafo acíclico hayal menos un punto que

no posee anteriores y otro sin siguientes. Esto es claro, pues si

(X,G) es acíclico y todo punto de X es adyacente de algún otro,

entonces, partiendo de un punto cualquiera x1 se toma x2E x1- {x1),

X3 E X2 - {X2) y así sucesivamente. Podemos construir un camino

x1 x2 x3 x4··. que, por ser el grafo finito, repite al menos uno de

sus puntos, en contra de que el grafo no posee ciclos. Análogamente

se prueba 2).

Como consecuencia, en un grafo acícliclo se puede hablar de

"minimiales" y "maximales" caracterizados por las condiciones 1)

Y 2) respectivamente.

Esta propiedad de los grafos acíclicos permite hacer la si-

guicntc cla.sificación en su conjunto de rlJntos.



-40-

Definición 2.2.2

AcSea (X, G) Efi X . Se definen los siguientes conj untos:

NO {x E X, x es minimal de (X,Gl)

N
1

{x EX-NO' x es minimal de (X-NO' G/X-NO)}

N
2

{x E X-No U N
1
, x es minimal de (X-NO U N1, G/X-NO U N1) }

y, en general, para todo p, O < p < n, sea

N
P

p-1
{x E X - U N , x es minimal en

r=O r

p-1
(X- U N

r=O r

p-1
G/X - U N )

r=O r

Observación 2.2.3

p-1 p-1
1) Nótese que \lp, (X - U N , G/X - U N ) es acíclico y por

r=O r r=O r
tanto tiene sentido el uso del término "minimal" en las definicio-

nes de los N .
P

2) La sucesión de los N es estacionaria en el sentido de
p

que existe k.2. n-1, tal que Nk ~ ~

n Card (X) .

y Nk .
+J

= N =~, siendo
n

con N ~~, \Ir = 0,1, ... ,k.
r

Como

escribiremos

los N son disjuntos, constituyen un partición de X y
k P

X = U N
r = O r

A los conjuntos N les llamaremos "niveles" del grafo ací-
r

clico (X,G) Y si x E N , diremos que "x es un punto de nivel r".
r

La relación de equivalencia que define esta partición puede

caracterizarse por' Illedio de las longitudeb de los caminn~ en

(X,G) •
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Definiciones 2.2.4

rAcSea (X,G)E~X y x EX:

Llamaremos longitud del punto x, a la longitud del más lar-

go camino que termina en x. Es decir:

long(xl

(X,G) con x
p

x )

Es claro que la igualdad de longitudes entre los puntos de

X es la relación de equivalencia asociada a la partición en niveles

de X, pues X E N < => long (x1 = p.
p

Llamaremos dimensión del grafo (X,G), y lo denotaremos por
k

dim(X,Gl, al max{1ong(x),x E X). Nótese que si X = U N Y N -t P
r=O r r

para todo r, entonces dim(X,G) = k. El recíproco también es cierto.

La clasificación en niveles proporciona la siguiente carac-

terización de grafos acíclicos.

Proposición 2.2.5

Sea (X,G) un grafo con Card(X) = n. Entonces, se tiene que

(X,G) es acíclico si,y sólo si,se puede etiquetar X por el conjunto

de etiquetas E = {1, ...,n ) de modo que si (x.,x .lE G entonces i < j.
1 J

En efecto, supóngase que (X,Gl es acíclico. Podemos clasificar sus
k

puntos por niveles: X = U N , con N -t~, Y asignarles etiquetas
r=O r r

respetando el orden creciente de los niveles; es decir, si n = Card(N 1
r r

se define x : E - X de forma que sea biyectiva y que \;1mE E, x(m) =

X E Nm p
<=>

p-1
~ n < m
L rr=O

p
< In,
- rr=O

lo que debe interpretarse en el caso

p = O, como O < m < n .- O
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(x.,x .) € G se tiene x. € N Y x.€ N con
1 J 1 P J q

(X,G)

Probemos ahora la condición suficiente. Supongamos que

posee un C iclo x.x ....xkx .. Sea m = ma x {i,j ,... ,k} Y sea x
1 J 1 n

el siguiente a x en
m

el ciclo. Entonces (x,x)€Gy,
m n

como m es

máximo, m~n, contra la hipótesis m<n.

Observación 2.2.6

Si (X,G) € ~TA Y (X,Gr) es su reducido, ambos se pueden
X

clasificar en niveles pues son acíclicos. Como la reducción suprime
-->ocaminos xy cuando existen otros de longitud mayor que unen x con y

las particiones para ambos grafos coinciden. Lo mismo se puede decir

de un grafo reducido (X,G) y su transitivizado (X,Gt). La propiedad

se extiende, obviamente, a los grafos parcialmente reducidos y par-

cialmente transitivizados de éstos.

Si [(X,G)] es la clase de los grafos parcialmente redu-
TAcidos del grafo (X,G) € ~X ' todos los elementos de esta clase tienen

la misma partición en niveles. El recíproco no es cierto, los grafos

<>
tienen la misma partición en niveles y son de distinta clase como

acíclicos.
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2.3. EXPLOSION DE GRAFOS REDUCIDOS

Definiciones 2.3.1

Sea (X,G) E: ~X un grafo cualquiera. Llamaremos in-grado

del punto x E: X, Y lo denotaremos por Ig(x), al número de arcos que

llegan a x. Denotaremos por Og(x) al número de arcos que parten de

x y lo llamaremos out-grado de x. Dicho con más precisión:

Ig(x) Card{y, (y,x) €OG) Card(x+)-1

Card(x +)-1

Ig (x) < Card (x )-1, Og (x) < Card (X") -1 .

Ig(x) = Card(x)-1, Og(x) = Card(x*)-1.Si

Si

09 (x) = Card {y, (x,y) E: G
TA(X,G) E: ~X '

r r(X,G ) E: ~X'

También, diremos que x E: X es un punto singular <=> Og (x)> 2.

Observaciones previas 2.3.2

Vamos a -describir ·un pr-oceso de- separación de arcos_ e.on

origen común que llamaremos "explosión". La explosión se realizará

en grafos reducidos, afectará a cada punto singular y consistirá en

la separación de los arcos que parten de él; estos arcos se conser-

van heredando, en cada uno de sus nuevos extemos inferiores, la

parte del grafo conexa por abajo; es decir, los nuevos arcos conser

van, adyacente en su extremo inferior, la clausura del punto singu-

lar que se explota. En cada explosión el resto del grafo se con-

serva.

El grafo reducido
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tiene a x como único punto singular. La explosión del punto x trans

formará el grafo en

Cuando en un grafo haya más de un punto singular, la ex-

plosión del grafo, entendida como resultado de la explosión de todos

sus puntos singulares, depende del orden de explosión.

El grafo

tiene a 1,2,3 por puntos singulares.

Si explotásemos estos puntos en el orden 1 -+ 2 ~ 3 ob-

tendremos

~

1 Vi, 2 1, ~ 3 j,
~ ~

.• ••• •
1 111 1 1 1 1 1

sin embargo, si el orden de explosión es 1 ~ 3 -+ 2:

~.
a

1, 1,1 3 2 2 .•2Y 2 2•

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
En este último caso, al explotar el punto 3 habría que

precisar si el arco (2,a) se conserva o no. Si lo conservamos, el

punto 2 duplicado habrá que explotarlo dos veces (como se ha hecho
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en la figura) ; si no, el punto 2 deja de ser singular por lo que el

grafo no se transforma; en cualquier caso el resultado obtenido es

distinto.

Estas anomalías se presentarán cuando el orden de explosión

altere el orden de los niveles en los que se encuentran los puntos

singulares. Se observa, sin embargo, que si conservamos como orden

de explosión el de los niveles también se conserva en cada explosión

el conjunto de puntos singulares que quedan por explotar. En este

sentido podrá interpretarse la explosión como una ordenada desingu-

larización del grafo reducido. Para puntos singulares de un mismo

nivel. el orden de explosión no condicionará el resultado. En con-

secuencia, la explosión del grafo se hará ordenadamente por niveles.

En la precisión de estas ideas utilizaremos el lenguaje to-

pológico referido a grafos reducidos, en el siguiente sentido:

Notaciones 2.3.3

Ya hemos visto (proposición 2.1.15) que si (X,G)E {1:A y

( X,Gr) ~ r r
~":7 es su reducido, la familia {x,x E X) tomada como subbase

X

de cerrados define el mismo espacio topológico TO' (X,T), en ambos;

en un caso x = {y, (y,x) EG) U {x), y en el otro, x = {y, existe un

camino, en r(X,G ), que une y con x} U {x}.

.rTA_-,OComo g . ":7X X es tal que g(X,G) = (X,T) (definición
TA r r

1.2.6) y r : {1x -{1X' con r(X,G) = (X,G ), es biyectiva (notacio-
r r rr -Ones 2.1.10), denotaremos por g la aplicación g :":7 X -, X tal que

r -1g = gor Y que asocia a cada grafo reducido el espacio topológico

asociado a su transitivizado.
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-oRecíprocamente, al espacio topológico (X,T) E I X le hemos as~

ciado mediante f : T~ ~y:A (definición 1.2.4) el grafo (X,G) donde

G = {(x,y) / x E: (y} , x#y}. Podemos, también, dada la biyección entre

y
rr . r r~x,asoclarle el grafo reducido (X,G ). Denotaremos por f

. .. r -O rr rla apllcaclon f : Ix ---+ ~X tal que f = r o f.

rEs claro, después del teorema 1.2.13, que f es biyectiva y

-1 -1 -1f or =gor r
9

La siguiente definición sera clave en el resto del capítulo.

Definición 2.3.4

Sea E un conjunto finito totalmente ordenado. Diremos que

un grafo (X,G) , cuyo conjunto de puntos X está etiquetado por E, es

un grafo E-ordenado si la biyección x E -+- X tal que x (i) x.
1

verifica (x .,x .) EG -> i < j.
1 J

Si E 1,2, ... ,n} diremos que el grafo E-ordenado está

ordenado naturalmente.

=> i < j, en el etiquetado delEsta condición, (x. ,x. ) E G
1 J

grafo,caracteriza a los grafos acíclicos (proposición 2.2.5) y, en

particular, es posible para los grafos reducidos.

Nótese que si el grafo es E-ordenado, el orden parcial aso-

ciado al grafo (X,G) es un orden menos fino que el orden imagen del

de E por la biyección 2' Así, dar un E-orden sobre el grafo es ese~

cialmente dar un orden total sobre X que es más fino que el orden

asociado al grafo.

El etiquetado anterior no sera absolutamente necesario para

explicar las sucesivas explosiones, de tal manera que los sucesivos
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explotados de un grafo no etiquetado seran grafos no etiquetados

determinados a partir de aquel. Sucederá, sin embargo, que sobre el

explotado de un grafo E-ordenado se podrá dar también un etiquetado
'"cuyo conjunto E de etiquetas adquiere un orden total quedando el

grafo explotado E-ordenado.

Sea E un conjunto finito totalmente ordenado y (X,G) un

':Ir= 0,1, ..,k, siendo k=dim(X,G).niveles por X =

grafo reducido E-ordenado. Describiremos la clasificación de X en
k
U N con N i ~

r=O r r

Definición 2.3.5.- (Explosión del nivel NO)

Llamaremos explotado de (X,G) por los puntos del nivel NO

donde MO { x. € X, x.
1 1

x,, )
1

(G- {(x .,x .) E: G, x .. € X1 )) U {(x ..,x .), x .. E: X1}1 J lJ lJ J lJ

Describiremos esta transformación con la notación
11

O(X,G) _ (X1,G1).

De hecho 11
0

representa un morfismo de grafos en el sentido

de la Definición 1.2.21. En efecto, 11
0

puede verse como la aplica-

ción x. 4: NO' 110 ( X .• ) = x.
1 lJ 1

y (x., x .) E: G,
1 J

y si x.
1

€ MO' Es obvio que

dicha aplicación es un morfismo suprayectivo de grafos, al que lla-

maremos explosión de (X,G) por los puntos del nivel NO o más breve-

mente 1I0-explosión de (X,G).



-48-

Observación 2.3.6

El gra fa reduc ido (X,G) puede ser no-conexo y, en part icu-

lar, puede contener puntos desconectados; éstos son los descritos

en MO que se han incluido en la definición de Xi' al final, porque

previamente se excluyeron (en X-NO)'

La notación MO hace referencia a que estos puntos son los

maximales del nivel NO'

El grafo (Xi,Gi) es también y claramente, reducido.

Como ejemplo de explosión:

~

(X,Gl x4 x5 "O
-e

•xi x2 x3

¡::/\ . ""G,'
x
i4

x
i5

x
25

x
3

A continuación definiremos la explosión, punto a punto, del

nivel N de un grafo (X,G) en el que han sido previamente explota-
p

dos los niveles inferiores.

Definición y observaciones 2.3.7

Diremos que el nivel N del grafo reducido (X;Gl es permisi-
p ---

ble si 'rIx E Nl, con 1 < p,se tiene Og (x1 .::. 1.

Obsérvese que:

al Og(xl = O<==>x es maximal. Puede, por tanto, haber pun-

tos maximales en niveles inferiores a N . En el grafo explotado en
p

el ejemplo último hay un maximal en cada nivel y el nivel Ni es

permisible.

b) La condición impuesta a los puntos de niveles inferiores
p
U Nl es una ramificación

1=0
a N significa que el subgrafo inducido en

p
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en el sentido definido por Bergé en [B.1].

c) Si llamamos N
p

puede expresar diciendo que

u x,
X E N PP P

el subgrafo

la condición anterior no se

- r-inducido (N ,G IN ) sea unap p p
ramificación, pues obsérvese que en general:

~ N
P

Como contraejemplo:
x

x es una ramificación, sin embargo no todo lo que está

por debajo del nivel N3 cumple la condición aludida.

Supongamos que el grafo reducido (X,Gl tiene el nivel N
p

Con

permisible. Supongamos, también, que X está etiquetado por un con-

junto de etiquetas totalmente ordenado E y que (X,Gl está E-ordenado.

Definición 2.3.8.- (Explosión del nivel N )------- ----------'p

las hipótesis anteriores, sea Xh E Np' h E E, un punto

cualquiera. Se realizará sobre el grafo (X,G) las siguientes trans-

formaciones:

Si og(xhl = O, xh es una componente conexa de (X,G) que co~

servamos invariante. Si Og(xhl ~ O construimos el siguiente modelo:

Modelo 2.3.8.A:

Consideremos el grafo reducido M



-50-

(X,G)

x
a

donde y es un punto que se crea, y sea

y

xa
(-;;:hU {y), Th) su topología

homóloga por gr' Es decir, (x
h

U {y},Th) tiene por subbase de cerra-

dos la familia {Xi' xi € xh U {y)} donde xi = {x/existe un camino en

('r) con origen en x, y final en x,} U {x,}.
J 1 1

De este modo se hacen las:

Copias 2.3.8.8:

Construimos la topología producto:

que denotaremos slmplemente por: (xh U {y} x x"ht, Tl[)'

(y, x )
p

(x ,x )
a p

(x , x )
a q

(x ,x )
a r

Card(xht) = 1, la topología producto costa de 1 compo-

nentes conexas homeomorfas a (xhU{y), T
h
).

Para conectar estas 1 copias con el resto del grafo debe

tenerse en cuenta que, si bien, cada clase N divide al conjunto de
p

puntos X en dos partes (intui ti vamente), sin embargo, no di vide

igualmente al conjunto de arcos G. Dicho de otra manera, puede
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haber en el grafo arcos que "crucen" el nivel N , lo que tiene como
p

consecuencia que no siempre se pueda escribir X N U N* siendop p
N

P U xl'
x EN1 P

U
X E N1 P

Como ejemplos:

En o se tiene N. U N-k X para i=O,1 y 3 pero
1 1

Nz U N2 i X.

p(xEn se tiene NZ {p) y NZ U N'" no incluye aZ
y z

{x,y,zl.

Se pretende que las copias del modelo construidas para xh
sustituyan a xh y se conecten con el resto del grafo que, después

de lo comentado, habrá que expresar en términos del "subgrafo com-

plementario".

Si (X,Gl es un grafo y AC X se pueden considerar los grafos

inducidos (A,G/Al Y (X-A, G/X-Al, cuyos conjuntos de puntos comple-

tan X, aunque no sucede así con los conjuntos de arcos:

G/A U G/X-A i G.

(A,G/A)
y

En el grafo de la figura hay cuatro arcos que no están ni

en uno ni en otro.
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En nuestro contexto, como (X,G) tiene el nivel N permitido,
p

los puntos inferiores a xh tienen out-grado 21 por lo que no se pu~

de presentar la patología (y,z) f G/A U G/X-A de la figura. La otra

patología, la que afecta a los tres arcos que parten de xh' es la

que nos ha conducido a incluir el arco (Xh'Y) en el modelo.

La conexión de las copias 2.3.8.B será descrita topológica-

mente por una identificación:

Conexión 2.3.8.C

r -(X-xh, Gp/X-xh), el subgrupo inducido en el

complementario de xh' y (X-xh ' Tc), su espacio topológico homólogo
rpor g .

Sea el conjunto de puntos: H = (X-xh) U (xh U {y} x xht),

es decir, los puntos del complementario junto con los de la topo 10-

gía producto.

Se definen las funciones:

f1: (X - xh ) ~ H es la función identidad y

f2: (xh U {y} x x~t) ----+ H es tal que:

f2 (x.,x.) = (x .,x .) , Ifx.E Xh , Ifx.E Xh+
l J l J l J

x.
J

Se toma en H la topología final de los espacios topológicos:

(X-x T) Y
h' c

denotaremos por

(Xh U {y} x x~t, T1I)

f
(H, Th) •

y las funciones f1 y f2 que

Una vez realizadas para cada x E N las construcciones des-
h p

critas en los apartados A,B,C se obtiene un espacio topológico

(X',T') cuyo grafo reducido asociado le denotaremos por (X',G') y
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le llamaremos el explotado de (X,G) por los puntos del nivel N .-~------------------------,p

Como el grafo (X,G) era E-ordenado por el conjunto de eti-

quetas E totalmente ordenado, su explotado por los puntos del nivel

N , (X',G'), adquiere un etiquetado por E', siendo E' el conjunto
p

de etiquetas E' = E' U E' donde:1 2

E'
1

{ m E E, x !: N
m p

y

E2 = {ij / i,j EE y existe XhENp tal que xi E Xh y

xj E x~ t) Y la biyección x':E' _ X' es, obviamente, x'(m) x m

simEE'; y ~'(ij) ( x . , x . ) si i j E E
2
'.

1 J

Por simplificación y coherencia con las notaciones y razo-

nes que expondremos en la observación 2.3.11, en lo sucesivo, deno-

taremos a los nuevos puntos (x.,x.) del
1 J

explotado por x .. , delJ
este modo ~'(ij) x .. 'lJ

El conj unto de et iquetas E' está, además, totalmente orde-

nado por el siguiente orden lexicográfico: "un elemento es menor

que otro en E' cuando, o bien el primer subíndice en la etiqueta

del primero es menor que el primer subíndice en la etiqueta del

segundo, o bien los primeros sub índices coinciden (en cuyo caso

ambas etiquetas tienen dos subíndices) y, entonces, el segundo sub-

índice en la etiqueta del primero es menor que el segundo subíndice

en la etiqueta del segundo".

Es claro por la construcción, que el grafo (X' ,G') queda

E'-ordenado de acuerdo con el orden anterior.

Describiremos la transformación realizada en (X,G) para ob-

tener su explotado por los puntos del nivel N ,
P

(X',G'), por la
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TI

notación (X,G) -----2..- (X' ,G') aludiendo al morfismo suprayectivo de

grafos dado por

TI
P

X' -- X con TI (x )p m x si me:E'
m 1

y TI (x .. )
p 1.J

X.
1.

si

A dicho morfismo le llamaremos explosión de (X,G) por los

puntos del nivel N o mas brevemente TI -explosión de (X,G).p p---------

Nótese que el grafo no-etiquetado asociado a (X',G') Y el

morfismo TI se pueden construir directamente a partir del grafo
p

no-etiquetado asociado a (X,G).

En resumen, se tiene definida la explosión de un grafo red~

cido no-etiquetado obteniendo otro grafo reducido no etiquetado y

si el grafo de partida está etiquetado por el conjunto E el grafo

explotado queda etiquetado por el conjunto E' construido anterior-

mente y, finalmente, si E es un conjunto totalmente ordenado y el

grafo está E-ordenado entonces, también, E' está totalmente ordena-

do como se ha dicho y el grafo explotado queda E'-ordenado.

Proposición 2.3.9

Con las notaciones anteriores se tiene que el grafo (X',G')

tiene el nivel N 1 permitido (si p+1 < k = dim(X' ,G') = dim(X,G».
p+

La demostración se sigue de la construcción de (X',G') y de

la noción de permisibilidad.

Como consecuencia, podemos considerar sucesivas explosiones

por los puntos de los sucesivos niveles.



-55-

Definición 2.3.10.- (Explosión de un grafo reducido)

TI •O·fismo

Sea (X,GlE~~, donde X está etiquetado por E = (1,2, ...,n),

un grafo naturalmente ordenado (es decir, E-ordenado). X está cla-
k

sificado en niveles por X = U N con N ~ V, siendo k dim{X,G).
r rr=O

La TIo-explosión de (X,G) produce un grafo (X1,G1) y el mor

(X1,G1) -> (X,G). Como (X1,G1) tiene el nivel N1 permi-

tido, la TI1-explosión de este grafo crea (X2,G2) y el morfismo

(X. 1,G. 1) a partir de (X.,G. 1 a través de la TI.-explosión obte-1+ 1+ 1 1 1
niéndose, además, el morfismo TI •

i' (X. 1,G. 1) -> (X.,G.). LLamare-1+ 1+ 1 1
mos TI-explotado de (X,G) (o simplemente explotado de (X,G» al gra-

fo (X,G) = (Xk,Gkl, y llamaremos TI-explosión de (X,G) al morfismo

'" ,vTI=TIoTI;o-- oTIk_1: (X,G) ~(X,G)

Observación 2.3.11

Se notará que la TIo-explosión es, en realidad, la TI-explo-
p

sión para p = O, al haber hecho (x.,x.) = x .., por lo que pOdríamos
1 J 1J

haber prescindido de su definición. Se ha dado, sin embargo, porque

las notaciones xij para los nuevos puntos de NO en (X1,G1) son me-

nos confusas y sugirieron una más adecuada notación para los nue-

vos puntos de1 TI-explotado (X 1,G 1)' La notación (x.,x.) parap p+ p+ 1 J

los nuevos puntos de las copias del modelo fue de gran utilidad en

la descripción de la TI-explosión, pero una vez realizada ésta,
p

aquella notación se cambió por x .. porque presentaba el gran incon-
1J

veniente de que si p=1 podría confundirse el punto (x.,x .)E N1 del
1 J

grafo (X2,G2) con los arcos de éste. En realidad, esta confusión se
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Por otro lado, los nuevos puntos

del nivel N
a

en el son más exactamente de la forma

((x.,x.l,x
k
)

1 J
(x .. , x

k
1

1J
complicándose esta notación en

uno O

sucesivas explosiones. Se imponen, pues, las siguientes precisiones

en el etiquetado del explotado (X,G).

Obsérvese que si E = Ea = {1 ,2, ... ,n) es un conjunto de et~

quetas para X y (X,Gl es un grafo reducido Ea-ordenado, entonces el

grafo (X
1
,G

1
) queda etiquetado canónicamente por el conjunto total-

mente ordenado E
1

y E
1
-ordenado, como ya se dijo. La aplicación

reiterada de las TI -explosiones proporciona un conjunto de etique-
p

tas totalmente ordenado canónico E 1 para cada (X G ) queda_n
p+ p+1' p+1 '

do éste E 1-ordenado.
p+

Nótese, también, que los elementos de E
1

son sucesiones de

dos elementos de Ea y que cada elemento de Ep determina una

sucesión finita creciente de elementos de Ea' En particular, si F

es el conjunto de sucesiones finitas crecientes de Ea se tiene una

aplicación inyectiva ~: E
k

-'> F.

/V

Si denotamos por E la imagen por ~ de E
k
, se tiene que la

imagen del orden de E
k

en E coincide con la restricción del orden

'"lexicográfico de F a E. En consecuencia, componiendo la aplicación

# /V ~

Ek - X que da el etiquetado de X por E
k

con la b1yección entre E

;v -v
y Ek inducida por ~, se obtiene un etiquetado de X por E, que repr~

sentaremos ~/V '"por x:E -+ X, quedando el grafo (X,Gl N

E-ordenado para

el orden lexicográfico. De acuerdo con este etiquetado los elemen-

/V

tos de X se denotarán de la forma x.. . donde 12i
1

<." < i < n.
1112, "l

q
q-

Un etiquetado análogo por elementos de F se puede dar sobre cada

(X ,G ).
p p
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Obsérvese, finalmente, que al efectuar una 11 -explosión
p

los puntos de niveles superiores a p no cambian la etiqueta y, de

aquí, al efectuar sucesivamente las explosiones 1I0'... 'lIp los pun-

tos de niveles superiores a p conservan la etiqueta que tenían en

(X,G). La siguiente proposición hace algunas precisiones más.

Proposición 2.3.12

Los dos enunciados siguientes son ciertos para cada p=1, ..,k.

al x. es maximal en (X,Gl <~>x. es maximal en (X ,G l.
]. ]. P P

-1bl Si x. E N en (X,G) entonces los puntos de (110° ... 011 1l (x.)
]. p p- ].

están en el nivel N en (X ,G l.p p p

En efecto, a) es claro, pues los puntos de out-grado O no

se explotan; esto quiere decir que los maximales de (X ,G l,indepen
p p -

dientemente del nivel en que se encuentren, conservan las etiquetas

que tenían en (X,Gl. En particular, ~ '"(X,G) y (X,G) poseen el mismo

conj unto de max imales, al que denotaremos por M. El enunc iado b 1

debe entenderse en el siguiente sentido: si Og (x.) > 1, el punto x.
]. - ].

se multiplica en las sucesivas explosiones a través de las diversas

copias que incluyan a x., originando una colección de puntos de la
].

que tienen en comun, al menos, el primer subíndicex.. .
].-].2···].q

decir, los -1puntos de (110 ° 111o· • ·011 ) (x.) tienen a i comop-1 ].
primer subíndice y, desde luego, el enunciado es cierto por cons-

forma

trucción.

Con esta notación el apartado al se puede escribir:

x. E M <=> x. conserva su etiqueta en (X ,G ), (para cada p)
]. ]. p p

.-v /V<->x. conserva su etiqueta en (X,G) .
].

Así pues, los maximales son los únicos puntos que conservan

su etiqueta en la explosión.
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Ejemplo 2.3.13

8 8 8
7 68

5
lT1 5 lT3° lT2- •

3 2 3 25 24 37

1 12 13 125 124 137 12568 12468 1247 137

De la definición de lT-explosión y las notaciones estableci-

das se obiene:

Proposición 2.3.14

Para cada x

a) Og(x)<1 y Og (x) = O<=>x EM.

b) Card(x") q
/Y /V

c) Si Y EX Y (x,y) EG entonces y x.
12·..iq

Definición 2.3.15
k

AcSea (X,G) E ~X con X clasificado en niveles por X = U N ,
p=O P

N eI.~, V'p Y k = dim(X,G). Sea s:{1, ...,q} -- X una sucesión de
p

puntos de X:

Diremos que s es un camino maximal en (X,G) si,y sólo si,s

es inyectiva (camino), S(1)E NO y s(q) EM.

Diremos que s es un camino con fin maximal en (X,G) si, y

sólo si,s es inyectiva y s (q) E M.

Por razones de complección de las notaciones admitiremos, en

lo que sigue, también, el caso q=1 en las definiciones anteriores.

Así, los puntos desconectados corresponderán a caminos maximales y

los puntos maximales a caminos con fin maximal.
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Utilizaremos los siguientes conjuntos:

CM(X,G)
P

C~(X,G)

{cami nos, s, en (X, G), s ( 1 ) E N Y s (q) E M )
P

{caminos maximales, s, en (X,G)).

CM(X,G) = {caminos con fin maximal, s, en (X,G)).

M
Es claro que e (X,G) =

Teorema 2.3.16

k
U

p=O
Me (X, G).
p

.-v
a) Existe una biyección canónica entre los conjuntos X y

Me (X,G).

A- "V /V

b) Las etiquetas de los puntos de 1 nivel NO de (X, G) des-

criben el grafo (X,G).

En efecto, a) es consecuencia de la última proposición y

definición; nótese que x.. . E X <=>SE~(X,G) es s(1) = x.
1112" .1q 11

s(2) = x. , ... ,s(q) = x .. Para b) se tiene x. EX si y sólo si i es
1

2
1 1

q ---""un subíndice en la etiqueta de algún minimal de (X,G) y que (X.,X.)E G
1 J

si y sólo si i y j son sub índices consecutivos (en este orden) en

/V "" ~

la etiqueta de algún punto de NO en (X,G).

Así, se tendrá: X =
/V '"'

de x E NoC. X y

U {x. / i es subíndice en la etiqueta
'" 1xENo

G {(x.,x ,) / existe
1 J

J'-i- r+1

x . .. . E
11.•• 11 1••. 1r r+ q

con 1=1
r

y

Corolario 2.3.17

Un grafo reducido (X,G) queda unívocamente descrito por sus

caminos maximales,
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Corolario 2.3.18

r
Sea (x,G)Ef

x
con X etiquetado por E = {1,2, ... ,n} por medio

de x:E ~ X Y (X,G) naturalmente ordenado. En estas condiciones X

está etiquetado, también,
A

por el conjunto de etiquetas E formado

por aquellos subconjuntos naturalmente ordenados, A, de E (es decir,

partes de E provistas del orden inducido por E) tales que ~/A (es

decir, la sucesión de imágenes de elementos de A) es un camino de

MC (X,G).

/1 '"
La biyección del etiquetado, x :E ~ X viene dada por

-11

x (A)
-11

AJ

x. . E X si
1
1
, •• 1

q

El apartado a) del teorema 2.3.16 sugiere una definición

alternativa de explosión.

Definición 2.3.19

r
Sea (X,G) Efx, con X etiquetado por E = {1,2, ... ,n} por me-

dio de x:E ~ X Y (X,G) naturalmente ordenado.
/1 /1

Llamaremos 1I-explotado de (X,G) al grafo (X,G) donde
/1
X y

/1 M M
G {(s,s') EC (X,G) xC (X,G) tal que long(s).:. 1 y el cami

no s' es igual al camino s menos el primer elemento].

A
Es decir, (s,s') EG si,y sólo si, siendo s:{1,2, ... ,q}--X

inyectiva tal que s(q) E M, se tiene q':'2 y s' = s/{2, ... ,q}.

/1 /1
Un conjunto de etiquetas para X es el conjunto E descrito

anteriormente, correspondiendo a cada

-1
la etiqueta ~ (s( {1,2, ... ,q }») E E.

MSEC (X,G), s:{1,2, ... ,q} ~X,

/1 f\ /1
Denotaremos por x: E -- X la

A -1biyección correspondiente a este etiquetado, es decir x(x (s») = s.



-61-

/1
El conjunto E está totalmente ordenado por el orden lexico-

/1 1\ /1
gráfico y con este orden (X,G) está E-ordenado.

Llamaremos, también, n-explosión al morfismo de grafos
1\/1/1 M
n:(X,G) -+ (X,G) dado por n(s) = s(1), "JS€C (X,G) y s:{1, ...,ql_X.

Proposición 2.3.20

Las dos definiciones de n-explosión son equivalentes.

El enunciado anterior equivale a decir que existe un isomo~
r' /'" fI 1\ -'V 1\

fismo de grafos f:(X,G) -'>-(X,G) y una biyección g:E -+ E, isomor-

fismo de órdenes, tal que los diagramas siguientes son equivalentes

/V /V

(X,G) n) (X,G)
x,..- ;v

E~X

f)/I Y
(X,G)

/1
x-.

siendo ,..
x y x, respectivamente, las correspondientes aplicaciones de

etiquetado.

En efecto, se tienen los siguientes hechos:

es la biyección que comple-

a) Las aplicaciones f,g se pueden construir a partir del
/V /1

hecho de que los conjuntos X y X tienen un etiquetado por el mismo
;v A
E Y E difierenen la biyec-

A
conjunto E. Así los etiquetados de X por

N /1 /V /1ción g:E ~ E, Y la aplicación f:X -'>-X

ta el diagrama cuadrado de la derecha.
.-v' A- 1\ /1

b) La aplicación f es un isomorfismo de grafos f: (X,G) ----,» (X,G)

11
(f (x ) , f (Y )) € G

no x. • •• x.
1

2
1

q
que (x,y) € G.

x = x . , y x. . y por tanto
11 .. ,1 1

2
... 1, q q

ya que f(x) es el camino x .... x. y f(y) es el cami-
1. 1

I ~

Recíprocamente, si (f(x),f(y)) € G entonces es obvio

(x,y) € G entoncessipues
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~ 1\
c) La biyección g:E -+ E es un isomorfismo de órdenes, pues

A/

9 asigna a cada elemento de E, que es una sucesión creciente de ele

mentos de E, el subconjunto naturalmente ordenado de E formado por

los elementos de dicha sucesión y los órdenes que se consideran son

lexicográficos.

Observación 2.3.21

lugar a un nuevo punto en el explo-

'"de X se corresponde con el ca-

explosión,

Nótese que el punto x. .
11... 1

M f\ q
de e (X,G) = x. Por otro lado, por lamino x. x ...x .

1
1

1
2

1
q

un punto no maximal de (X,G) da

tado por cada uno de los caminos con fin maximal en (X,G) que

parten de él. Finalmente en el apartado b) de la proposición ante-

rior se indican cuáles son los arcos en el explotado.

El apartado b) del teorema 2.3.16 nos dice cómo las etique-
N /" /V

tas del nivel NO de (X,G) describen el grafo de partida (X,G). Cabe

preguntarse: ¿Bajo qué condiciones una colección de etiquetas defi-

nen un grafo reducido (X,G)? Lo que, una vez precisado el etique-
,., 1\" 11 1\

tado de X por el conjunto de etiquetas E y la biyección ~:E -+ X

(salvo el isomorfismo f de la proposición 2.3.20), puede formularse

en los siguientes términos: ¿cuándo A c:'P( E) representa o define un

grafo reducido, siendo A el conjunto de etiquetas de los puntos

minimales del explotado de dicho grafo?

La respuesta debe buscarse interpretando las etiquetas

A e'P{E) como los caminos maximales del grafo no explotado.

Teorema 2.3.22.- (Determinación de un grafo por etiquetas)

Sea E = {1,2, ... ,n} y Ac7>(E). Supondremos que 'r/AeA, A es-

tá ordenado naturalmente. Entonces:
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A determina un grafo reducido (X,G), siendo A el conjunto de
,v ""etiquetas de los puntos minimales de su explotado (X,G) si y sólo

si se verifican las condiciones siguientes:

a) E = U A
AEA

b) Si P es el primer elemento de A y P E B con B E A entonces

p es el primer elemento de B.

Si m es el último elemento de A y m E B con B EA entonces m

es el último elemento de B.

c) Si p,q EA tal que q no es el siguiente de p en A y p,q E B

con B E A entonces q no es el siguiente de p en B.

En este caso X E y (p,q) E G <=>3A con p,q E A tal que q es
el siguiente de P en A.

En efecto, las tres condic iones a), b) Y c), son claramente

necesarias.

Para la condición suficiente veamos que A se puede interpr~

tar como una colección de caminos maximales de un grafo (X,G).

La notación conjuntista y el orden natural en cada A permite

interpretar a éste como un camino (sucesión inyectiva).

La condición b) hace maximales a los caminos (todos empie-

zan en el nivel NO y acaban en un punto maximal).

La condición c) impone la reducción del grafo. (El grafo es

acícliclo por el orden natural en los A).

Observación 2.3.23

En las condiciones del teorema anterior A no representa to-

dos los caminos maximales de (X,G). A solamente contiene una colección
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de caminos maximales suficiente para "cubrir" a G. Por ejemplo,

A = {{1,2,4,5,7} , (1,3,4,6,7)) representa al grafo:

5

(X,G)

2

1

CM
sin embargo, O (X,G) A U{{1,2,4,6,7} {1,3,4,5, n}.

En general, hay otros conjuntos de etiquetas A' que descri-

ben el mismo grafo reducido (X,G). En cualquier caso, se puede ase-

M M
gurar que A'CCo(x,G) y Co(X,G), que es el que interesa, se puede

obtener a partir de A al menos de dos formas; una, construyendo

(X,G) como se ha dicho en el teorema 2.3.22 y extrayendo de éste

sus caminos maximales; y otra, directamente. Hacerla directamente

equivale a preguntarse por una condición adicional, dI, sobre A que

asegurase que sus etiquetas representan a todos los caminos maxima-

les de un grafo (X,G). Esta condición puede ser la siguiente:

Sea ACP(E) que, en las condiciones del teorema 2.3.23, de-

fine el grafo (X,G). Entonces:

d) Sea NO

y M

(primeros elementos de los conjuntos A e: A)

(últimos elementos de los conjuntos A e: A)

Pues bien, si B = (P1' "',Pm) es un subconjunto naturalmente

ordenado de E tal que P1 e: NO' Pm e: M y Vj = 1, 2, ... ,m-1 , "3 A. e: A
J

con p., p. 1 e: A. y tal que p. 1 es el siguiente a p. en A., en ton-
J J+ J J+ J J

ces Be: A.

Se llega así al siguiente teorema:
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Teorema 2.3.24.- (Caracterización de conjuntos de etiquetas de gra-

fos reducidos)

Sea E = {1,2, ...,n} y Á un subconjunto de partes (natural-

mente ordenadas) de E tal que se verifican para él las propiedades

a), b), c) y d). Entonces, existe un,y sólo un,grafo reducido (X,G)

con Card(X) = n y un,y sólo un,etiquetado, ~:E ~X, de X por E tal

que (X,G) está E-ordenad,? y tal que Á es el conjunto de etiquetas

del nivel NO de su

En efecto, según lo anterior es suficiente ver que todo ca-

mino que empieza-en-el-nivel-N6; del grafo--construidoenel teo~ema-

2.3.22, Y acaba en un maximal "es" un elemento de Á. Sea B el con-

junto naturalmente ordenado correspondiente a un tal camino. Es cla

ro que B satisface las condiciones de d), por tanto se tiene BE Á.

/1
En todo lo anterior, la colección de etiquetas E y la cole~

ción de etiquetas Á de los puntos minimales del n-explotado se han

deteminado en función de un etiquetado de X por E = {1,2, ... ,n} de

tal manera que X está naturalmente ordenado. En la prueba de la

proposición 2.2.5, que caracteriza grafos aciclicos por la condi-

ción (x_,x _) E G => i < j, y que, por tanto, muestra la existencia
1 J

de E-órdenes, se veia de hecho que dichos E-órdenes se podrian con-
k

seguir de una manera concreta: Si X = U N es la descomposición en
r=O r

niveles del grafo reducido (X,G), entonces se asignan las etiquetas

{1,2, ...,nO}, siendo nO = Card(NO)' a los puntos de NO; las etique-

tas siendo n1 Card (N1), a los puntos de N1;

etc. Es obvio, que un etiquetado de este tipo es un orden natural

sobre (X,G) pero, en general, el reciproco no es cierto.
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Definiciones 2.3.25

Sea E un conjunto finito totalmente ordenado.
AcSea (X,G) E~X '

un grafo E-ordenado. Y

con X etiquetado por E, por ~:E ~ X, ~(i)=xi'
k

sea X U N , con k = dim(X,G), la descom-
r=O r

posición en niveles.

Diremos que el gt'afo (X,G) está E-ordenado por niveles si

Y sólo si x. E N , x. E N con p < q entonces i < j.
1 P J q

En el caso particular E = {1,2, ...,n} diremos que (X,G) es-

tá naturalmente ordenado por niveles. Ahora podemos precisar más:

si

En las condiciones anteriores (X,G) está naturalmente orde-
p-1 p
In <i< In, siendo n = Card(N ),r r r rr=O r=O p-1

para cada X.E N, iEE, Y para cada p = O, ...,k (entiéndase In =0
1 P r=O r

nado por nivel~ si y sólo

cuando p=O).

Los etiquetados del grafo de la siguiente figura dan lugar,

ambos, a órdenes naturales siendo el primero de ellos un orden

natural por niveles, mientras que el segundo no lo es.

6

/\
7

1\
1 2 3 1 5 6

Supongamos que E {1,2, ...,n} y que el conjunto A e }'>(E)

verifica las propiedades a), b), c) y d). Entonces, ~i E E llamaremos

longitud de i, y lo denotaremos por l(i), al máximo de los lugares

que i ocupa en los conjuntos A E A que lo contienen. Es claro que el

conjunto A determina un grafo naturalmente ordenado en el que se

verifica que X.E N <===>l(i) = p.
1 P
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Teorema 2.3. 26.-(Caracterización de etiquetas ordenadas por longitudes)

Sea E = {1,2, ...,n} y ACP(E), con cada AEAnaturalmente

ordenado. A es la colecc ión de etiquetas de los puntos min imales

del explotado de un grafo reducido naturalmente ordenado por nive-

les si,y sólo si, A verifica las propiedades a), b), cl, d) y

el l(i) < l(j) =>i <j.

En efecto, después del teorema 2.3.24 basta tener en cuenta

que la igualdad de longitudes entre los puntos de X es la relación

de equivalencia asociada a la partición en niveles de X, así

X.E N <=>long(x.) = p
l P l

(ver definición 2.2.4)

Los teoremas anteriores permiten rescatar un grafo no-eti-

quetado a partir de una colección de etiquetas en su n-explotado,

sin embargo, el mismo grafo no-etiquetado tendrá, en general, asig-

nados varios de estos conjuntos de etiquetas ya que, en general,

existe más de un orden natural sobre un grafo y, más aun, más de un

orden natural por niveles. El número de posibles órdenes naturales,

órdenes naturales por niveles, o de colecciones de etiquetas según

los dos teoremas anteriores se puede estudiar aritméticamente como

indicamos a continuación.

Sea E = {1,2, ...,n} y ACP(E) verificando las propiedades

a), b), c) y d) Y sea (X,G) el grafo no-etiquetado asociado. Denota

remos por S el grupo de las permutaciones de E. Sea B el subgrupo
n

de S formado por las permutaciones b:E _ E tales que para todo
n

A E A se tiene que si A = (i1< ... <i }EA entonces b(i )< ..< b(i l.
q 1 q

Sea BOC B el subgrupo de B formado por aquellas permutaciones b E B
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Se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.3.27

1) El numero de órdenes naturales sobre el grafo no-etique-

tado (X,G) es igual al cardinal de B.

2) El grupo de automorfismos del grafo no-etiquetado (X,G)

es isomorfo al grupo BO' En particular, Card(Aut(X,G)) = Card(BO)'

3) El número de colecciones de P(E) con las propiedades a),

b), c) y d) que determinan el grafo no etiquetado (X,G) es igual a

Card(B)/Card(BO)'

En efecto, es obv io que si x:E _ X es un etiquetado que

proporciona un orden natural sobre (X,G) y si bE B entonces xob:E_ X

es de nuevo un etiquetado que proporciona un orden natural sobre

(X,G) . Recíprocamente, si x:E ~X, x': E ---+ X son dos etiquetados-
que proporcionan órdenes naturales sobre (X,G) entonces la biyec-

ción -1 elementob:E ---+ E dada por b = x x' es un de B. Por tanto,0_

fijada la colección A con las propiedades a), b), c) y d) Y el eti-

quetado asociado x:E ---+ X (que da lugar a un orden natural sobre

(X,G)), entonces la correspondencia que a cada orden natural x':E -+ X

le asocia el elemento de B,

apartado 1).

-1
x o x' es una biyección. Esto prueba el

El apartado 2) se deduce del hecho de que si x:E ---+ X es

el etiquetado de (X,G) correspondiente a la colección A, entonces

cada automorfismo a: (X,G) __ (X,G) determina una biyección b:E--E

con la propiedad bE B Y b(A) E A, TIAE A. Recíprocamente, si bE B
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es una permutac ión con la propiedad b (A) e:Á, \fAe:Á entonces b dete r-

mina una biyección a:X --'»o X que es, claramente, un automorfismo

cuando se considera como aplicación entre grafos a:(X,G) -. (X,G).

Puesto que a la composición de dos automorfismos le corresponde la

composición de las permutaciones homólogas se tiene que los grupos

Aut(X,G) y BO son isomorfos.

Para probar el apartado 3) basta tener en cuenta que si

C= {ACP(E) que verifican las propiedades a), b), c) y d) Y que

determinan el mismo grafo (X,G», entonces el grupo B actúa tran

sitivamente sobre C y, por tanto, dicha acción tiene una única órbi

ta C. El grupo de isotropía del elemento A e:C es BO' por lo que

Card(C).Card(BO) = Card(B).

Si se consideran órdenes naturales por niveles se puede pro

bar una proposición similar a la anterior.

Sea, ahora, A e P(E) verificando las propiedades a), b), c),

d) Y e) y sea (X,G) el grafo no-etiquetado asociado a A. Sea C el

subgrupo de S formado por aquellos b e:S tales que \fAe:A, si
n n

A = {i1< oo. <i } se tiene b(i ) <oo. <b(i ) y además \fie:E, l(i)=
q 1 q

1(b(i)). y sea Co el subgrupo de C formado por aquellos be:C ta-

les que b(A)e:A, \;/Ae:A.Entonces se tiene:

Proposición 2.3.28

1) El número de órdenes naturales por niveles sobre el gra-

fo no-etiquetado (X,G) es igual al Cardinal de C.

2) Los grupos Aut(X,G) y Co son isomorfos. En particular,

Card(Aut(X,G) = Card(CO)'
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3) El número de colecciones de P(E) con las propiedades a),

b), c), d) y e) que determinan el mismo grafo no-etiquetado (X,G)

es igual a Card(C)/Card(CO)'

La demostración es idéntica a la de la proposición anterior.

Observación 2.3.29

k
Si X = U N es la descomposición en niveles del grafo no

r=O r
etiquetado (X,G) y si n = Card(N ) entonces se tiene, obviamente,

p p

que C es isomorfo al grupo S x ... x
nO

- n I n I- O·· •• k·

S y, en particular, Card(C) =
n
k
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2.4. PROPIEDAD UNIVERSAL DE LA EXPLOSION. APLICACIONES y MORFISMOS

BIRRACIONALES

Si (X,G) es un grafo reducido, el procedimiento seguido en
/V /V

la sección anterior nos indica que el grafo explota<;Jo (X,G) y el

morfismo explosión
N /V

n:(X,G) -+ (X,G) no dependen de las etiquetas

de X. es decir, a partir de (X,G) se puede construir directamente

el grafo (X,G) junto con el morfismo de grafos n. Es claro, también,

que los grafos intermedios (Xi,Gi), obtenidos explotando niveles

sucesivos, y los morfismos parciales n. se pueden construir del
1.

mismo modo a partir de grafos no etiquetados. En esta sección con-

sideraremos los grafos libres de etiquetas.
,y N'

En primer lugar indicaremos que el grafo reducido (X,G) es

un bosque en el sentido que se precisa a continuación.

Definición 2.4.1

Diremos que el grafo (X,G) es un árbol si cumple alguna de

las condiciones equivalentes:

a) (X,G) es acíclico y existe y E X tal que Og (y) O Y

'Ixi y, Og (x) = 1.

b) (X,G) es conexo y existe y EX tal que Og(y)

Og(x) 1.

O Y 'Ix i y,

c) En (X,G) existe y E X tal que Og(y) O Y 'Ixi y existe

un único camino x1, ...,xq con x1 = x, x
q

y.

Al punto y le llamaremos máximo o maximal del árbol. Nótese

que dicho punto es único y que un árbol es un grafo reducido.

Diremos que el grafo (X,G) es un bosque si cada una de sus

componentes conexas es un árbol.
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NOTA: Algunos autores llaman "arborescencia" y "ramificación" a lo

que aquí hemos llamado "árbol" y "bosque" respectivamente; reserva~

do estos nombres para los conceptos homólogos en grafos no-dirigi-

dos. Estos autores suelen utilizar el término "raíz" para designar

a nuestro maximal; también hablan de "árbol con raíz". IK.11 y IB.11·

Demostración de la equivalencia:

Si x # y, como Og (x) = 1 existe x1 e X con (x,x1)e G. Si x1=y,

el camino xX1 conecta x con y. Si x1 # y, existe x2 e:X tal que

(x1,x2)e:G. Si x2 = y, el camino x x1 x2 conecta x con y. Si x2 # y

se continúa el proceso. Como el grafo es acíc1ico, cada uno de los

puntos x1,x2,x3, ... es distinto de todos sus anteriores y como el

grafo es finito alguno de ellos es necesariamente y, lo que prueba

que el grafo es conexo y que existe un camino xx1 ...xry. La unici-

dad de este camino se desprende de que Og(x) = 1 y Og(x.) = 1.
l

Las condiciones "acíclico" y "conexo" son ineludibles; el

grafo

• x 5

cumple la condición og(x5)

b ~>a

o y Og(x )
l

1, para i=1,2,3,4.

Si existe un ciclo x1x2 ...xmx1' todos sus puntos tienen out-

grado 1 luego y no está entre ellos.

Sea c (y) = {X existe un camino z1...z con x=z , y=z }.
r 1 r

Se tiene c(y) # p, pues estamos en un grafo conexo, y Og(y) = O. El
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ciclo y c(y) son disjuntos, pues si tuvieran un punto común xj' en-

tonces existiría un camino z1 ...zr con xj=z1 y y=zr. Como y no está

en el ciclo, entonces existe un punto zk' común al ciclo y al cami-

no, tal que zk+1 no está en el ciclo y por tanto Og (zk)':'2. Luego

(X,G) no es conexo.

y

c =>b
Og(x) = 1, Vx i y pues, en caso contrario, o no habría cami

(si Og(x) = O) o habría más de un tal

camino (si Og(x) > 1).

Como todos los puntos de X se conectan con y por medio de

un camino, el grafo es conexo.

Después de esta definición y de los resultados obtenidos

anteriormente podemos afirmar que:

Proposición 2.4.2

a) Si (X,G) es un grafo reducido, entonces su explotado
~ ~

(X,G) es un bosque con m árboles, siendo m = Card(M) y M el conjun-

to de maximales de (X,G).

b) (X,G) es un bosque si y sólo si (X,G) es un grafo redu-

cido isomorfo a su explotado.

En efecto, para probar b) obsérvese que si (X,G) es un

bosque entonces es un grafo reducido sin puntos singulares por lo
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que su explotado es él mismo. Recíprocamente, un grafo reducido

(X,G) isomorfo a su explotado es necesariamente un grafo reducido

sin puntos singulares (pues la explosión en un punto singular

aumenta el numero de puntos) y esto es, según la definición, un

bosque.

Observación 2.4.3

Como consecuencia del resultado anterior los bosques son

precisamente aquellos grafos reducidos que no tienen puntos singu-

lares en el sentido de la definición 2.3.i.El proceso de explosio-

nes sucesivas por niveles muestra como la explosión del nivel NO

elimina los puntos singulares del nivel NO' a continuación la explo

sión del nivel Ni elimina los puntos singulares de este nivel y

,.., '"así sucesivamente hasta llegar al grafo sin puntos singulares (X,G).

Desde este punto de vista, y en analogía con la geometría, al mor-
N,.

fismo explosión n:(X,G) ~ (X,G) se le puede llamar desingulariza-
,.., N

ción y al grafo (X,G) el desingularizado de (X,G). La proposición

anterior nos dice entonces que un grafo reducido es un bosque si y

sólo si coincide con su desingularizado. (Son iguales como grafos

no-etiquetados).

A continuación establecemos una propiedad universal que

satisface la desingularización de un grafo reducido. Para ello

necesitaremos el concepto de morfismo dominante que introducimos

a continuación:

Definición 2.4.4

Sean (X,G) y (X',G') dos grafos reducidos y 1jJ: (X,G) - (X',G')

un morfismo de grafos. Sean M y M', respectivamente, los conjuntos
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de puntos maximales de (X,G) y (X',G').

Diremos que ljJes un morfismo dominante si '<Ix E M se tiene

ljJ(x)EM'.

Observación 2.4.5

al La terminología "morfismo dominante" es análoga a la

correspondiente geométrica ya que los puntos x E M (x' E M') son los

puntos genéricos de las componentes irreducibles (cerrados irredu-

cibles maximalesl del espacio topológico TO asociado al grafo redu-

cido (X,Gl (respectivamente (X',G' )). Que el morfismo ljJsea dominan

te es equivalente a que ljJtransforme puntos genéricos de componen-

tes irreducibles de (X,G) en puntos genéricos de componentes irre-

ducibles de (X',G').

b l La explosión de un grafo reducido y la explosión del

nivel N de un grafo reducido con nivel N permisible son ejemplos
p p

de morfismos dominantes.

c) Si ljJ:(X,G) ---+ (X',G') Y 'l':(X',G')-+ (X",G") son mor-

fismos dominantes de grafos reducidos, entonces

'1'o ljJ:(X,G) ---+ (X",G") es un morfismo dominante.

Teorema 2.4.6

Sea ljJ:(X,G)~ (X' ,G') un morfismo dominante de grafos red~
",.....,-"""" ,.., /Vcidos y sean 11: (X,Gl ---+ (X,G) y 11': (X' ,G') ---+ (X' ,G') las desingu-

larizaciones respectivas de (X,G) y (X',G'l. Entonces, existe un

único morfismo dominante de grafos

mutativo el siguiente diagrama:

,..." ",/'V __

ljJ:(X,G) ---+ (X' ,G') que hace con
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(X,Gl
1/J

(X' ,G')~

1' ¡,
,v~ ~ 1/J ""(X,Gl • (X' ,G' 1

La demostración se sigue del hecho de que los puntos del

grafo explotado se corresponden con los caminos con fin maximal

del grafo de partida.
,-v _

Así, para construir 1/J, notese que si "c" es

/V '"punto de (X,Gl que representa un camino con fin maximal, x1x2 ... xq'

en (X,G) entonces, puesto que 1/Jes un morfismo de grafos y por tan-

to (1/J(x. l, 1/J(x.+1ll E:G' o 1/J(x.) = 1/J(x. 1)' \ti, 1 <i <q-1, eliminando
1 1 1 1+ - -

los elementos repetidos de la sucesión 1/J(x
1
) 1/J(x2l ... 1/J(x

q
) se obtie-

ne un camino en (X' ,G') cuyo fin 1/J(x ) es maximal al ser 1/Jdominan-
q

te. El camino con fin maximal 1/J(x 1 1/J(x 2 1 ••• 1/J(x ) en
1 q

(X',G') está

/V rv /V

representado por un punto c' de (X' ,G'). Haremos, entonces, 1/J(cl=c'.

/V

.De esta manera 1/Japlica "camino.s con fin maximal de (X,Gl"

en "caminos con fin maximal de (X' ,G' l". (En realidad la aplicación

es entre puntos que representan a estos caminos).

La aplicación
/V ,...,."""" __ ,...,.

1/J: (X,Gl ---+ (X' ,G' 1 es, por construcción, un

morfismo. Es claro, también por construcción que el diagrama del

enunciado es conmutativo y que el morfismo ~ es dominante.
¡I'V' ,...; ",...., /'V;"V

Probaremos ahora la unicidad de 1/J. Sea '!': (X,Gl ~ (X' ,G' 1
,v

otro morfismo tal que 1/J011= 11' ° '!', Sea c E:X que representa al camino

1/J(x 1 = 11' ° '!' (c)='!'(c)
q

,.., ,v rv
y como también 1/J° 11= 11' ° 1/J entonces 1/J(x 1 = 1/J(cl luego '!'(c) = 1/J(c).

q
,..,

Si q >1, sea dE: X el punto que representa al camino x
2

... x
q

de (X,Gl,
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en cuyo caso, por hipótesis de inducción ~(d) = ~(d).

"" '"Como (c,d) e: G entonces (~(c) ,~ (d) ) e: G' o bien ~ (c) = ~ (d)

y ~(c) representa el camino con fin maximal a.1jJ(x2)...1jJ(xq)(pues
N~(d) = 1jJ(d». Como por otro lado 1jJo1I(c) = 11'0 ~(c) = 1jJ(x

1
) enton-

ces ~(c) representa un camino que empieza en 1jJ(x
1
)y por tanto ~(c)

c'

Corolario 2.4.7.- (Propiedad universal de la explosión)

Sea (X,G) un grafo reducido y
N /V

11:(X,G) ~ (X,G) su explo-

sión. Entonces, para todo bosque (Z,H) y todo morfismo dominante
/V /V1jJ:(Z,H)-+ (X,G) existe un único morfismo 1jJ':(Z,H) ~ (X,G) tal que

1I01jJ'= 1jJ.El morfismo 1jJ'es también dominante.

El resultado se obtiene del teorema anterior sin mas que

tener en cuenta que (Z,H)
_ /V

(Z,H), al tratarse de un bosque, y que

su desingularización es la identidad:

El diagrama se escribiría ahora:

(Z,H)

.-lId
~ -(Z,H)

y en consecuencia en el diagrama:

(X,G)

ln
'""' -(X,G)

basta hacer 1jJ= 1jJ'para obtener 11o 1jJ'= 1jJ.

Observación 2.4.8

Los resultados anteriores presentan propiedades análogas de

los grafos con las curvas algebraicas. Si 1jJ:C-+ C' es un morfismo
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/'-'
dominante de curvas algebraicas (singulares en general) y n:C ~ C,

r-
n' :C' ~ C' son sus respectivas desingularizaciones, entonces exis-

;v/V ,I""J _

te un único morfismo IIJ:C - C' tal que IIJo lT = lT 'o IIJ. El modelo no

/V

singular C de una curva C cumple la propiedad universal análoga a

la del corolario anterior y se obtiene o bien componiendo las explo

siones en los sucesivos puntos singulares o bien directamente nor-

mal izando la curva. Para el desingularizado de un grafo reducido

(X,G) se tienen también dos formas de obtener (X,G): componiendo

explosiones en puntos singulares (respetando el orden de los nive-

les) o tomando el grafo de las cadenas con fin maximal.

En geometría se manejan también aplicaciones racionales y

muy especialmente las aplicaciones birracionales. Una aplicación

racional Z:C ----;.-C' entre dos curvas C y C' está determinada por una

aplicación regular (morfismo algebraico) V ~ C' donde V es un

abierto no vacío de C. La aplicación racional Z es dominante cuando

lo sea el morfismo V ~ CI. Para cada p E C la aplicación racional

Z determina su imagen z[p] que es un subconjunto finito de C'. Se

tiene Card Z [pJ > 1, \fp E C y Card Z.[p} = 1, \fp E V donde V es el máxi

mo abierto para el que existe un morfismo V -;>- C' que determina Z..

Los puntos de C-V se llaman puntos de indeterminación de Z .

Para eliminar los puntos de indeterminación se utilizan las

desingularizaciones. Así se tiene que si Z:C -- C' es una aplica-

.-v -"'-'
c ión rac ional dominante ex iste un único morfismo (dominante) 'i': C- C'

tal Que n' o '!' = Z o n. Recíprocamente, todo morfismo dominante entre

las curvas desingularizadas induce una aplicación racional dominan-

te entre las curvas C y C'.

Las observaciones anteriores permiten establecer el análogo

de las aplicaciones racionales entre grafos reducidos.
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Definición 2.4.9

Llamaremos aplicación racional dominante entre dos grafos

reducidos (X,G) y (X' ,G') a todo morfismo dominante entre sus desin

gularizados
/V /V """" /'V"

~:(X,G) -+ (X',G'). Una aplicación racional dominante

define una correspondencia Z: (X,G) --+ (X' ,G') como sigue: Si x e: X,

entonces Z [x] es el conjunto de puntos de X' que son extremos ini-

ciales de algún camino ~(x1x2···Xq) siendo x1x2···xq un camino con

fin maximal en (X,G) y con x1=x. Dicho de otra manera, puesto que

/V ~ /'/ /V

,,:(X,G) - (X,G) y ,,':(X',G') - (X' ,G' ) llevan cada camino con

fin maximal en su punto in ic ial, s i llamamos, para cada

x e: X,

entonces

-1
" ( x )

z [x)

{caminos de (X,G) con fin maximal, que empiezan en x)

,,'o ~[,,-1(x)]. Obsérvese el diagrama

(X,G) Z (X' ,G')••

1" IIJ

r " '
(X,G) A/ /V

)o (X' ,G' )

Se tiene Card Z[xJ .:::.1, "Ix e: X y llamaremos puntos de inde-

terminación de Z a los puntos x e: X para los que Card Z [x) > 1.

Los puntos maximales no son puntos de indeterminación por

lo que el conjunto A = { x e: X, Card Z[x) = 1), sobre el que Z define

una verdadera aplicación, contiene a M. Si se toma la topología TO

asociada al grafo (X,G) se tiene que M es abierto denso y de aquí

que A contiene a un abierto denso.

Observación 2.4.10

Una misma correspondencia Z :(X,G) -+ (X' ,G') puede provenir

de dos aplicaciones racionales distintas como se indica en el ejem-

plo de la figura:
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4

X
1 2 1 ' 2'

Aquí la correspondencia Z dada por Z[5] = 5', Z[4} = 4', Z[3] = {3' ,3"},

Z [1J = Z [2J = {1' ,2'} es la correspondencia entre puntos asociada a

dos aplicaciones racionales distintas entre (X,G) y (X' ,G') ya que

los puntos 1 y 2 tienen la misma imagen y existe un automorfismo de

(X,G) que deja fijos los puntos 3,4,5 e intercambia 1 por 2; auto-

~ ~
morfismo que se levanta a (X,G). (Nótese que ambos grafos tienen el

mismo desingularizado).

La caracterización de las aplicaciones racionales dominan-

tes en términos de los grafos (X,G), (X' ,G') y no de sus desingula-

rizados se puede hacer aunque en este caso es necesario referirse

también a los caminos con fin maximal. En efecto, si

~ ~ /V

~:(X,G) -+ (X',G') es un morfismo dominante, y por tanto una apli-

cación racional, asociado a cada cadena con fin maximal c=x1x
Z

... xq

en (X,G) hay un elemento determinado Z(c) E Z[X
1
] y, recíprocamente,

cada elemento de Z [x
1
] es de la forma Z (c) para alguna cadena con

fin maximal que comienza en x
1
. Por otro lado, si (x

O
,x1) es un

cumple que Z(b) Z(c) o bien (Z(b),¿(c)) EG'. Estas propiedades

caracterizan a las aplicaciones racionales dominantes como mostra-

mos a continuación.

Teorema 2.4.11

Sean (X,G) y (X',G') dos grafos reducidos y sea L una corre~

pondencia entre ellos de forma que a cada x E X le asigna el conjun-

to ¿[x] eX' y a cada camino c = x x
2
"'x con fin maximal le asigna

1 q
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un elemento Z (c) EZ (x
1
J .

Si la correspondencia Z verifica las condiciones:

1) \/x E X, Card Z[x) ~ 1 y \/x E M, Card Z [x] = 1 Y Z [x] E M'.

2) Todo elemento de Z [x] es del tipo Z (c) para algún camino

con fin maximal c que comienza en x.

3) Si (x
O

,x
1
) E G Y designamos por b y c, respectivamente,

a las cadenas con fin maximal x
O

x
1

... x
q

y x
1

... x
q

entonces Z(b )=Z(c)

o bien (Z(b),Z(c))EG',

Entonces, existe una única aplicación racional dominante

'!': (X, G) -- (X', G') que induce la correspondenc ia Z, es dec ir los

valores ~Ix) y Z(c) dados inicialmente.

En efecto, las asignaciones Z (c) dadas y la propiedad 3)

permiten construir un morfismo dominante de grafos ~:(X,G) -- (X' ,G')

y el Corolario 2.4.7 nos levanta el morfismo ~ a un morfismo (único)

/V/V' "..,."...."

dominante entre sus desingularizados ~':(X,G) ~ (X',G'). La apli-

cación racional buscada es, entonces, '!' = ~'.

Por otro lado, como todo morfismo dominante ~: (X,G) ----+ (X' ,G')

induce un morfismo dominante entre sus desingularizados¡ (X, G)->o (X', G' )

se puede decir que los morfismos dominantes entre sus grafos redu-

cidos son un caso particular de aplicaciones racionales dominantes.

De hecho los morfismos dominantes son exactamente aquellas aplica-

ciones racionales dominantes sin puntos de indeterminación, de

forma que \/x E X, Card Z Ix] = 1. Nótese que, en este caso, la asig-

nación Z(c) es el único elemento de Z[x] por lo que no es necesario

indicarla.
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Observación 2.4.12

Si (X,G), (X' ,G') Y (X",G") son grafos reducidos y

Z.:(X,G) - (X',G') y Z':(X',G') - (X",G") son aplicaciones racio-

nales dominantes, entonces se tiene una aplicación racional domi-

nante Z' o Z: (X,G) - (X",G") dada por la composición de los corres-

pondientes morfismos dominantes entre los desingularizados.

Se tiene, de hecho, una categoría cuyos objetos son los gr~

fos reducidos y cuyos morfismos son las aplicaciones racionales

dominantes. Los isomorfismos de dicha categor ía se denominarán

aplicaciones birracionales. Con precisión, se tienen los siguientes

conceptos:

Definición 2.4.13

Llamaremos aplicación birracional entre los grafos reduci-

dos (X,G) y (X',G') a todo isomorfismo de grafos 1/J:(X,G) -+ (X',G'l.

Las aplicaciones birracionales que son morfismos de grafos reduci-

dos los llamaremos morfismos birracionales.

Como los morfismos birracionales son morfismos de grafos

reducidos, a la vista del teorema 2.4.6 y de la definición ante-

rior, un morfismo birracinal puede verse indistintamente como un

morfismo de grafos 1/J: (X,G) -+ (X' ,G') o como el isomorfismo induci-

do en sus desingularizados

Observación 2.4.14

............ ""'" ----
1\J:(X,G) - (X',G'l.

Las explosiones del nivel NO o del nivel Np' si este es per

misible, y las explosiones (totales) de un grafo reducido son ejem-

plos de morfismos birracionales. Las inversas de dichas explosiones

(totales o parciales) no son morfismos pero sí aplicaciones birra-

cionales.
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El siguiente resultado proporciona una propiedad muy útil

de los morfismos birracionales.

Proposición 2.4.15

Sean (X,G) y (X',G') grafos reducidos y ~:(X,G) ~ (X',G')

un morfismo birracional. Entonces se tiene:

a) La aplicación ~ es suprayectiva.

b) ~ induce una aplicac ión suprayect i va

los conjuntos de arcos.

En efecto, si x' E X' no fuera imagen de algún punto de X

entonces cualquier camino con fin maximal que comienze en x' no

podría ser la imagen de ningún camino con fin maximal en (X,G) lo

que contradice la biyectividad de~. Por otro lado, si (X,y)EG

entonces no puede ser ~(x) = w(y), pues se contradiría nuevamente la

biyectividad de ~, y) de este modo) se tiene asociado a cada arco

(x,y) E G un arco (~(X), ~(y)) EG'. Esta aplicación entre arcos,~, es

también suprayecti va pues s i un arco (x', y') E G' no fue re imagen

por ~ de algún arco de G, cualquier camino con fin maximal que con-

tuviere al arco (x',y') en (x',G') no podría estar en la imagen

de ~.

Corolario 2.4.16

Si (X,G) y (X' ,G') son grafos reducidos y existen morfismos

birracionales ~: (X,G) -+ (X' ,G') y ~': (X' ,G') - (X,G), entonces ~

y ~'son, ambos, isomorfismos de grafos.

En efecto, la proposición anterior nos asegura que

Card(X) > Card(X') y Card(X') ':'Card(X) y, por tanto, que Card(X)

= Card(X'). Por la misma razón Card(G) Card(G'). Si ~ Y ~' son

morfismos de grafos suprayectivos entre grafos con igual número de
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puntos y de arcos, entonces son isomorfismos.

Este corolario permite dar una relación de orden entre los

grafos reducidos no-etiquetados que tienen igual desingularizado.

Recordemos que un grafo no-etiquetado es una clase de equivalencia

de grafos isomorfos.

Definición 2.4.17

Sea (Z,H) un bosque no-etiquetado y sean (X,G) y (X' ,G')

grafos reducidos no-etiquetados que se desingularizan en (Z,H).

Diremos que (X,G) es menor o igual que (X',G'), yescribire-

mos (X,G) < (X' ,G'), si existe un morfismo birracional

tjJ: (X',G') ---00 (X,G).

Esta relación < es, claramente, reflexiva y transitiva y

por el corolario anterior es, también, antisimétrica, por tanto el

conjunto de grafos no-etiquetados que tienen a (Z,H) como desin-

gularizado queda ordenado por < •

En el próximo capítulo estudiaremos este conjunto ordenado.

Es obvio que tl.ene un elemento máximo, el propio (Z,H), pero, en

general, tendrá varios minimales. Probaremos la existencia de un

grafo reducido minimal canónico con un número mínimo de puntos.

Por otro lado, a este conjunto ordenado se le puede asociar,

como vimos en el capítulo anterior, un espacio topológico TO y,

por tanto, un grafo transitivo y antisimétrico y, también, su grafo

reducido, teniendo todos estos objetos la misma información. La

estructura de grafo reducido podría describirse cómodamente.
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CONTRACCION DE UN BOSQUE
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CAPITULO III

CONTRACCION DE UN BOSQUE

Grafos reducidos no-isomorfos pueden tener explotados iso-

morfos, como muestra el ejemplo siguiente:

1

3

1

5

2

4

6

8

1
7

tienen por explotado grafos de la misma clase de isomorfía:

La relación de isomorfismo entre grafos explotados clasifi-

ca a los grafos de procedencia. Obsérvese que en una misma clase

pueden encontrarse grafos reducidos con distinto número de puntos.

Nuestro propósito en este capítulo es, por un lado, recu-

per<l..ra.p<irti!,del grafo explotado, un grafo reducido que se explo-

te en él y, por otro lado, encontrar, para cada clase de grafos

reducidos con igual explotado, un representante canónico con un

mínimo número de puntos.

3.1. PRE-ETIQUETADO DE UN BOSQUE

Consideremos un grafo reducido (X,G) y su explotado el bos-
IV I'v

que (X,G). En esta sección veremos cómo un etiquetado de X induce
IV

un etiquetado de X por el mismo conjunto de etiquetas (al que lla-

maremos pre-etiquetado) a partir del cual se puede recuperar la

estructura de (X,G).
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Observación 3.1.1

Si el grafo
los ('""tos

entonces J-el bosque

red ucid o (X,G) está etiquetado por E = {1 ,2, ..,n }
N/V

explotado (X,G) son sucesiones (crecientes, si

el grafo está naturalmente ordenado) de números naturales de E.
NN NComo (X,G) es un bosque, cada punto no max imal de X tiene un si-

guiente y la sucesión que representa la etiqueta de éste no es mas

que la sucesión que representa la etiqueta de aquel excepto el
Nprimer término. Por tanto, si asignamos a cada punto de X

el elemento de E que es el primer término de la sucesión

que representa su etiqueta queda definida una aplicación suprayec-
/V /V /Vtiva p:X -+ E que determina completamente el etiquetado de X por E,

y en consecuencia, el grafo reducido (X,G) es recuperable, también,
A-a partir de p:X -+ E .

.eEn el eJmplo de la figura se muestra, para dos grafos red u-

cidos etiquetados distintos, (X,G) y (X' ,G'), con explotados iso-
A/morfos, el efecto de la aplicación suprayectiva p:X -+ E sobre el

etiquetado del bosque y la recuperación del grafo reducido de pro-

cedencia.

6 6 6 6

4

2

5

1346 2346 1356 2356 1 2 1 2

recupe-

ración

1 2

(X,G) (X,G)
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7 7 7 7

6

4

2

(X' ,G')

1

5
recupe-

212

(X' ,<3') por E'
1

5
p':X'-,> E'

>

'" N' r-
( X' , G') po rE'

1357 2357 14672467

6

4

2

(X' ,G')

1

3

5

/'-'La aplicación p:X ~ E supone un cambio de "etiquetado" en
'" ,..,el bosque (X,G) que determina el etiquetado por E,dado que los cami

nos con fin maximal en un bosque son únicos,y desde el cual es recu

perable el grafo de procedencia (X,G) por simple descripción con-

juntista: X Y G son, respectivamente, el conjunto de puntos y de
,.., "-arcos de (X,G) "etiquetado" por E.

El defecto formal de esta observación radica en que E no
".... "'-es, en general, un conjunto de etiquetas para X pues Card(X) >Card(E)

Todo ello justifica la siguiente definición.

Definición 3.1.¿

Sea X un conjunto finito y E un conjunto no-vacío de pre-

etiquetas, llamaremos pre-etiquetado de X por E a toda aplicación

suprayecti va p:X ~ E. A la imagen de cada x € X la llamaremos pre-

etiquetado de x.

Si (X,G) es un bosque, diremos que (X,G) es un bosque pre-

etiquetado por E si su conjunto de puntos X está pre-etiquetado

por E.

De la observación y definiciones anteriores se deduce:
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Proposición 3.1.3

Sea (X,G) un grafo reducido etiquetado por E = (1,2, ... ,n),

con x (i)
~por E.

x. ,
1

~ ~~i E E. Sea (X,G) su bosque explotado etiquetado

~cadax .. EX,
11" 1q

a)
/VLa aplicación p:X -+ E tal que p(X. .)

11 ... 1
~p q

es un pre-etiquetado de (X,G) por E.

i1, para

b) Sea K el conjunto de arcos sobre puntos de E dado por

K
,....

¡(i,j) E ExE, existe (x,y) E G con p(x) i, P (y)

Entonces la biyección del etiquetado x:E -+ X es un isomorfismo de

grafos entre (E,K) y (X,G).

La definición 2.3.4 de grafo E-ordenado y naturalmente or-

denado, así como la 2.3.25 de E-ordenado por niveles y naturalmente

ordenado por niveles, se pueden extender a los pre-etiquetados de

los bosques pudiéndose, entonces, hablar de bosque E-ordenado y na-

turalmente ordenado, así como de E-ordenado por niveles y natural-

mente ordenado por niveles, por el conjunto de pre-etiquetas E.
Se tienen, entonces, las siguientes versiones del apartado

a) del teorema anterior.

Corolario 3.1.4

Sea (X,G) un grafo reducido naturalmente ordenado (por nive

les), con x(i) = x ..
1

/V /V /VSea (X,G), su bosque explotado E-ordenado (por niveles) .
/V r- /VEntonces, la aplicación p:X ---';E es un pre-etiquetado de (X,G)

naturalmente ordenado (por niveles).
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3.2. CONTRACCION DE UN BOSQUE EN UN GRAFO REDUCIDO

El problema de encontrar grafos reducidos que tengan por

explotado un bosque dado (salvo isomorfismos) supone aplicaciones

cocientes en los puntos y arcos del bosque que puede traducirse en

lo siguiente:

Dado un bosque no-etiquetado trataremos de dar etiquetas a

sus puntos (no necesariamente distintas y que, por tanto, llamare-

mos pre-etiquetas) de forma que la igualdad entre ellas permita,

por paso al coc iente, encontrar el gra fo reduc ido que busquemos.

Esto equivale a definir un pre-etiquetado sobre los puntos del bos-

que. Obviamente no vale cualquiera. La siguiente definición precisa

nuestro objetivo e impone condiciones al preetiquetado.

Definición 3.2.1

Sea (Z,H) un bosque pre-etiquetado por E mediante la apli-

cación suprayectiva p:Z ~ E.

Sea k = {(i ,j )e E x E, existe (x,y) e H con p (x ) = i, P (y) = j )

Diremos que la aplicación suprayectiva p es una aplicación

contactiva del bosque (Z,H) si, y sólo si, (E,K) es un grafo reducido
"'" ,.,etiquetado por E cuyo explotado (E,K) pre-etiquetado por E es el

.-v '""bosque (Z,H); es decir, (E,K) y (Z,H) son bosques isomorfos por un

isomorfismo que respeta los pre-etiquetados por E de ambos bosques.

En este caso, diremos que (E,K) es el grafo contraido por p del bos

que (Z,H) o, más brevemente, que (E,K) es la p-contracCión de (Z,H).

Como ya vimos en la proposición 3.1.~, el pre-etiquetado de
,v rv "-'(E,K) por E es mediante la aplicación p':E -+E tal que P·(i1 ..iq)=i1,

,v
\/i1...iq e E. Estll.mismet r"'apo>i~iJ •• no sólo nos proporciona ejemplos de
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p-contracciones sino que afirma que todo grafo reducido etiquetado

por E es la p-contracción de su explotado para la aplicación con-

tractiva p(x. .) = l.1; es decir, un bosque admite tantas p-con-
l.1 ••• l. q

tracciones como grafos reducidos que le tienen por explotado.

Obsérvese que dado (Z,Hl y la aplicación suprayectiva

p:Z ~ E el par (E,Kl no tiene por qué explotarse en (Z,Hl, ni tiene

por qué ser reducido, incluso pudiera no ser grafo como muestra la

siguiente figura:

r1

Trataremos, aquí, de decir bajo qué condiciones un pre-et~

quetado de un bosque conduce, según la definición anterior, a una

p-contracción. Observaremos, en primer lugar, relaciones entre un

grafo reducido y su explotado con objeto de hallar condiciones nece

sarias para este pre-etiquetado. Es decir, si seguimos representan-
~ ~do por (X,G) y (X,G) al grafo reducido y su bosque explotado, estu-

diaremos las condiciones que un etiquetado de (X,G) por E impone al
~ Npre-etiquetado de (X,Gl por E asociado, dado en la proposición

3.1. ~.

Observaciones 3.2.2

~ ""1) Cada árbol del bosque (X,Gl es la explosión de un (x,G/x)

siendo x un punto maximal de (X,G). En el bosque explotado hay tan-

tos árboles como puntos maximales en el grafo reducido, en conse-

cuencia, los maximales del bosque deberán tener pre-etiquetas dis-

tintas. Distintas entre si y distintas a las de los demás puntos no

maximales.
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2) Si dos puntos en el bosque (X,G) tiene el mismo siguiente,

entonces tendrán pre-etiquetas distintas:

1 2

3) Como la explosión se hace ordenadamente por niveles y

los "puntos explotados" de un punto singular conservan su longitud,

nos interesará tener clasificado el bosque en niveles y estudiar

posteriormente las identificaciones posibles en cada nivel.

4) Como la explosión de un punto singular x da lugar a di-
/V /Vversas copias de (x,G/x) no-conexas entre sí en el bosque (X,G),

ctvendrá clasificar en el bosque los subgrafos inducidos isomorfos

no-conexos. En consecuencia: "puntos que en el bosque tengan dis-

tinta clausura deberán portar pre-etiquetas distintas.

5) Parece ser que, si dos puntos en el bosque tienen la mis

ma clausura pueden tener la misma pre-etiqueta, siempre que no ten-

gan el mismo siguiente y ninguno de ellos sea maximal. Sin embargo,

esto no es suficiente para que dos puntos puedan tener iguales pre-

etiquetas. Por ejemplo, en el bosque de la figura:

1 2 1 1 2 x

sólo falta por etiquetar el punto x, el cual admite, en principio,

las etiquetas 1 y 2; pero para que el reducido cociente se explote

en este bosque es necesario que x sea 1. Obsérvese que, si x=1, por

paso al cociente (identificando), se obtiene el grafo contraido:
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que se explota en el bosque original, mientras que si x=2 el con-

traido es:

5~6
3 4

1 2

que se explota en el bosque, distinto del original

1 2

5

1 2 1

6

2 1 2

Es necesaria, pues, también, la siguiente "condic ión global". "Si

x,y son puntos del bosque a los que se asigna la misma pre-etiqueta

entonces x-{x} y y-{y} deberá tener el mismo pre-etiquetado (mismo

conjunto de pre-etiquetas que se preserva por el isomorfismo)". Es

decir, los puntos con igual etiqueta deberán tener derivados (en el

sentido topológico) con el mismo pre-etiquetado. (Nótese que
dx-{x) = {x} ).

Obsérvese que la "condición global" no es una condición su-

ficiente para que x e y tengan la misma pre-etiqueta, pues estos

puntos están sometidos a las condiciones de las observaciones 1 y 2.

Por ejemplo en el bosque:

¡(x c

;\
1 2 1 2 1 2
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los puntos a, b, y c, a pesar de tener derivados con el mismo pre-

etiquetado, deben portar pre-etiquetas distintas. Sí se puede decir,

sin embargo,

"x,y tienen la misma pre-etiqueta<=>x,y tienen el mismo pre-€tiquetado"

6) Como el grafo cociente ha de ser reducido, en el bosque

de la figura:

1

debemos dar a x una etiqueta distinta de 1 y 2, pues, en caso con-

trario obtendríamos, al contraer, el grafo no reducido.

Describiremos esta situación diciendo que x "cubre" a 1 y 2,

en el sentido de que el siguiente de x es mayor (en el sentido del

orden) que 1 y 2. (Observar que 1 y 2 se cubren mutuamente).

Las condiciones descritas en las observaciones anteriores

son condiciones sobre un bosque no-etiquetado (Z,H) y vienen impue~

tas por el hecho de que (Z,H) es el explotado de un cierto grafo

reducido (X,G) y de que el pre-etiquetado de (Z,H) viene inducido

por un etiquetado de dicho grafo. Estas condiciones pueden recopi-

larse y resumirse en los siguientes términos:
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1. Puntos maximales tienen pre-etiquetas distintas.

2. Puntos con mismo siguiente tienen pre-etiquetas distintas.

3. Puntos de distinto nivel tienen pre-etiquetas distintas.

4. Puntos de distinta clausura tienen pre-etiquetas distintas.

5. Condición global.

6. Puntos que se cubren (uno al otro) tienen pre-etiquetas

distintas.

La condición 1 es independiente de las demás. La condición

2 es, con una adecuada definición de la relación "cubrir" que daremos

a continuación, más débil que la condición 6. La condición 3, que

es más fuerte que la condición 4, sugiere identificar sólo puntos

de igual nivel y queda, entonces, sumergida en la condición 5: "con

dición global". Así pues, parece que todas estas condiciones se pu~

den resumir en la siguiente:

Observación (sintética) 3.2.3

"" /VDado el bosque explotado (X,G) y observados en él dos sub-

grafos inducidos isomorfos no-conexos entre sí, _IV_ -;'V-
( X , G Ix) y (y, GI Y ) ,

es claro que, los puntos de x- {x) y y- {y} pueden tener las mismas

pre-etiquetas (mismo conjunto de pre-etiquetas preservado por el

isomorfismo). En tal caso, los puntos x e y sólo podrán tener la

misma pre-etiqueta si no son maximales y si uno no "cubre" al otro.

Una vez hechas estas observaciones describiremos bajo que

condiciones un bosque pre-etiquetado determina un grafo reducido

que lo tiene por explotado. Antes precisaremos la relación "cubrir":
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Definición 3.2.4

Sea (Z,H) un bosque y M el conjunto de sus maximales.
c~x,y ~Z-M diremos que x cubre a y, y lo indicaremos por x y,

si Y sólo si existe un camino que conecta y con el siguiente a x,

x t Es decir, xCy <->y <x-t, donde el signo < indica menor es-

tricto en el sentido del orden.

Esta relación es, claramente, un pre-orden aunque no es ni

simétrica ni antisimétrica como muestran, respectivamente, los eje~

plos de la siguiente figura:

(\
't

Proposición 3.2.5

x
/\

y

c
y x

En efecto, es claro que dos puntos con el mismo siguiente

se cubren mutuamente. El recíproco también es cierto, pues al exis-

tir los caminos y Y1 ...Yn x t y xx1 ...xm y t, como los siguientes

son únicos se tiene x-t = x1 Y Y t = Y1 luego existe el camino

de aqul x t

Teorema 3.2.6

Y t.

Si (Z,H) es un bosque E-pre-etiquetado por p:Z -? E Y

k = {(i,j) ~ExE, existe (x,y)~Hcon p(x) = i, p(y) = j)entonces

(E,K) es la p-contracción de (Z,H) si y sólo si ~x,y~Zcon p(x) =

= p(y) se verifican las siguientes condiciones:
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1) x e y no son maximales.

2) Ni x cubre a y, ni y cubre a x.

3) Existe un isomorfismo de grafos ~:(x,H/x) ~ (y,H/y) tal

p ( z) = p ( 'V ( z ) ), 'Iz E X.

Que estas condiciones son necesarias ya se ha dicho en la

observación sintética 3.2.3. No es necesario añadir aquí que los

grafos inducidos en x e y s~an no-eonexos entre si, pues esta condi-

ción es necesaria en un bosque para que x e-y puedan ser isomorfos,

siendo x ~ y. Recíprocamente:

a) (E,K) es un grafo:

En efecto, veamos que kCExE -6. Si p(x) = p(y) = i enton-

ces x e y son isomorfos y por tanto (x,y) no es un arco de

(i, i) ~ k.

b) (E,K) es reducido:

H, luego

Si no lo fuera, habría un arco (i, j) E k, que procede de un

arco (x,y) E H con p(x) i, P (y) j, y habría también un camino

i =j Y q > 2. En este camino, el arco
q

(i 1,i) procede de (X 1'x ) E H con p(x 1) = 1. y p(x) iq- q q- q q- q-1 q q

(i 2' i 1) procede deq- q-y el arco

yp(y 1l=i_,q- q-1.
-1

1j; (y ') )q-~

en consecuencia,

es tal que p{x ')}q-~ = 1 _-q-2' luego

i q-2

hay un camino

x 2x 1x en (Z,H) pre-etiquetado por el camino i 2i 1i de (E,K).q- q- q q- q- q

Este razonamiento se extiende recurrentemente para los arcos

un camino

Si x
q

= y, entonces x cubre a x
1

en contra de que p(x)

1., como muestra la siguiente figura:
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1q-1

i =j
q

i =i
1

Si x ~ y, como tienen la misma pre-etiqueta j entonces
q

cierto ~. Como x1x ~ y por un
q

= p(lI,(x » = 1,
1

E X , su
q

luego en y hay dos puntos, x y ~(x1)' con la misma

pre-etiqueta i Y tal que x cubre a ~(x1) en contra de la condición 2.

La siguiente figura ilustra esta parte de la prueba.

Si entonces

~ (x )q-1

Ix2 x2 I 1
~(X2)

X1 x -+ i i~ ~ (X1)
N '" 1

c ) (E, K) = (Z,H)

Antes de dar la prueba de este último apartado veamos en la

siguiente figura las relaciones entre el bosque (Z,H) pre-etiqueta-
"" ...•..

do por E, su p-contracción (E,K), el explotado de éste (E,K) eti-
..v rv

quetado por E y su asociado (E,K) pre-et1quetado por medio de
...•..

p' : E

6

E donde p' (i1 ...iq)
6

4

(Z,H) por E (E,K) por E ~ -(E,K) por E

1 2 1 2 1 2 1346 2346 1356 2356 1
'"" _ /V

(E,K) por E

2 1 2
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Como en un bosque los caminos con fin max imal son únicos

para cada punto del bosque y estos caminos con fin maximal en un

9rafo reducido representan los puntos de su explotado, bastará pro-

bar que la aplicación p induce un morfismo birracional. Pero esto

es claro, pues, por la definición, p: (Z,H) ~ (E,K) es un morfismo
"...dominante de grafos y, por tanto, induce un morfismo p entre los

bosques (Z,H) •.•...(Z,H) y (E,K). El morfismo p es suprayectivo, pues,

cada camino en (E,K) induce, al menos, un camino en (Z,H) como

hemos visto en b). El morfismo p es, también, inyectivo, pues, si

x1 ...xq Y x~ ...x~ son dos caminos de igual longitud con fin maximal

que llevan la misma sucesión i, •...,i de pre-etiquetas, entonces.
, q

se verifica x. = x~ para todo j = 1,2 •...•q. En efecto, x y x' son
J J q q

maximales con igual etiqueta luego x
q

x' .q' x q-1 Y x'q-1 tienen

igual siguiente e igual pre-etiqueta luego x = x' y así suce-q-1 q-1
sivamente. Finalmente, p es un isomorfismo de grafos por construc-

ción ya que la correspondencia entre arcos

mente, una biyección.

"-asociada a p es. obvia-
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3.3. CONTRACCION CANONICA MINIMAL DE UN BOSQUE

3.3. A OBSERVACIONES PREVIAS Y DESCRIPCION

Observaciones generales 3.3.A.1

Hemos señalado anteriormente cómo distintos 9rafos reduci-

dos pueden tener explotados isomorfos y cómo, en consecuencia, la

relación de isomorfismo entre 9rafos explotados clasifica los gra-

fos de procedencia. Hemos visto, también, cómo cada grafo reducido

define una p-contracción de su bosque explotado. Nuestro objetivo,

ahora, es, encontrar un representante canónico con un mínimo número

de puntos para cada una de estas clases; es decir, trataremos de

definir en el bosque un pre-etiquetado por E mediante una aplica-

ción contractiva canónica y con Card(E) mínimo. Por tanto, el grafo

contraído será minimal para el orden definido en 2.4.17.

En el apartado anterior estudiábamos bajo qué condiciones

un pre-etiquetado dado en un bosque dado definía una p-contracción.

Como ahora buscamos un p-contracción particular tendremos que cons-

truir tanto el conjunto de pre-etiquetas E como la aplicación supr~

yectiva p.

Por lo visto en el apartado anterior, los puntos del bosque

no-etiquetado (Z,H), para el que buscamos E y p:Z ~ E, se distin-

guen por:

a) El nivel en que se encupntran.

b) Su clausura (lo que hay por debajo de él).

c) Su siguiente, si existe (lo que hay por encima de él).

d) Las pree-tiquetas dadas a los puntos de "características

análogas" en otros lugares del bosque.
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Las peculiaridades a) y b) comportan dos relaciones de equ~

valencia independientes y se expresarán, en relación con la contrac

Ción, aportando dos índices distintivos a cada pre-etiqueta.

En c) contemplamos dos condiciones independientes de a) y b).

c1) Ser o no maximal.

cZ) Cubrir o no a otros puntos en igualdad de condiciones

a) y b).

Como los maximales no se identifican entre sí y se han de

distinguir de los otros no-maximales, los pre-etiquetaremos por

separado. En lo sucesivo, nos referiremos, entonces, sólo a puntos

no-maximales.

cz) es una condición de signo contrario a las condiciones

a) y b). Dicho de otra manera: dos puntos con la misma pre-etiqueta

serán del mismo nivel, tendrán la misma clausura, pero sus siguien-

tes son distintos y los niveles en que se encuentran (sus siguien-

tes) son prácticamente arbitrarios, incluso, como uno no cubre al

otro, se encuentran adyacentes a cadenas distintas. Posteriormente

veremos cómo esta condición influye en las pre-etiquetas.

La condición d), que no es otra que la "condición global"

tratada en el apartado anterior, se reducirá a una condición sobre

el orden de las pre-etiquetas compatible con el orden de los niveles.

Estas condiciones descritas hasta ahora vienen impuestas

(teorema 3.Z.6) por el hecho de que el pre-et iquetado defina una

p-contracción. Buscamos, a continuación, condiciones para que la

contracción sea canónica y Card(E) mínimo. Esto requiere entrar más

detalladamente en el pre-etiquetado por niveles.
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Observaciones 3.3.A.2.- (Sobre el pre-etiquetado del nivel NO)

Supondremos que los puntos de1 bosque no-et iquetado (Z,H)

están ..y.a.clasificados en niveles y centraremos, ahora, nuestra

atención en el pre-etiquetado de NO·

Al dibujar un grafo acíclico, en general, situaremos los

puntos de igual nivel a la misma altura en el dibujo. De este modo,

dibujaremos

en lugar de

Los puntos del nivel NO tienen la particularidad de poseer

la misma clausura y sólo se distinguen por sus siguientes; aunque,

como ya hemos visto, esta clasificación no es adecuada para el

pre-etiquetado. Sí puede ser adecuado, sin embargo, distinguirlas

por los niveles en que se encuentran sus siguientes, pues, el orden

de los niveles nos proporciona un orden en los puntos de NO que

puede ser útil para su pre-etiquetado.

Para representar mejor este ra~yo distintivo exceptuaremos

a los puntos de NO de la regla de dibujo anterior y dibujaremos

estos puntos unidos a sus siguientes por un arco de "longitud uno".

Así, el árbol dibujado más arriba se representará por
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Como buscamos un grafo cociente con un número mínimo de pu~

tos, tendremos que pensar aquí en cuál es el mínimo número de pre-

etiquetas necesarias en el nivel NO'

En el bosque de la figura

1 2 1 2 1 2 3 4

al primer árbol le bastan 5 pre-etiquetas; al segundo 6. Los dos no

necesitan, entonces, mas de 6 pre-etiquetas distintas.

Surgen aquí dos problemas. Por un lado, como decir cual es

el número de pre-etiquetas necesarias y, por otro, cómo hacer la

identificación, es decir, cual es la parte del bosque que soporta

x

el pre-etiquetado del resto.

Por lo que respecta al primero, nótese que el número

max {Card(;(\NO)' x E M} No da el número de pre-etiquetas necesarias

en el nivel NO: Así, en la figura



Card (X n NO)

Card (X' n NO)

-:03-

6 Y X necesita 6 pre-etiquetas para sus puntos de NO'

8, sin embargo, X' sólo necesita 5 pre-etiquetas

para sus puntos de NO'

Obsérvese, también, que un problema referido a un bosque no

se puede restringir a un árbol del bosque al objeto de simplificar

o atomizar su solución, pues todo bosque se convierte en un árbol

en cuanto unamos sus puntos maximales por un mismo siguiente.

Si x E No' el análisis del conjunto de puntos de NO que

están cubiertos por x tampoco proporciona un buen criterio para

buscar las pre-etiquetas necesarias, pues en la figura

x

a b c d

Los puntos de NO cubiertos por x son 6, sin embargo, sólo se requi~

ren 5 etiquetas. El punto a se debe identificar con uno cualquiera

de los puntos b, c.,d. Parece, pues, que._e.ntce..los.p.untoscubiertos.

por x sólo hay que contar aquellos que "distan" un solo arco de la

cadena que "soporta" las etiquetas distinguibles b, c, d. El pro-

blema sera cómo definir esta cadena.

En el siguiente ejemplo todos los puntos pre-etiquetados

cubren al mismo número de puntos de NO que requieren pre-etiquetas

distintas, 5 en este caso.
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Los problemas son: ¿Cómo definir este número de pre-etique-

tas? ¿Cómo elegir la "rama" con pre-etiquetado soporte para todas

las demás? Daremos más adelante las respuestas.

Una vez que hayamos establecido el número de pre-etiquetas

necesarias nos quedará pendiente cómo realizar la identificación.

Una identificación que conserve los niveles de los siguien-

tes no sería adecuada, pues requeriría más pre-etiquetas de las ne-

cesarias.

Con esta filosofía el grafo

se contraería en

que necesitaría 5 pre-etiquetas, siendo sólo 3 las suficientes.

Como tendremos que identificar puntos con siguientes

en distinto nivel, podemos hacerlo de un modo ordenado; por ejemplo,

ordenamos las pre-etiquetas necesarias en NO' para cada "rama" del

bosque, según los niveles de sus siguientes y después hacemos la

identificación conservando este orden. La figura adjunta muestra el

procedimiento.
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1 2

2

1 1 2

Esto no es sólo una idea bien intencionada; es necesario

para que el contraído del bosque sea canónico; por ejemplo

1

mientras que

2 1 1 1 2

1\ I
1 2 2 1 2 1

Elegir como caflún.i.co uno u otro supone fijar un orden en los puntos

de cada "rama" que se conserve en las identificaciones.

Una vez puestas de manifiesto las dificultades en el pre-

etiquetado de NO' pensemos momentáneamente en los otros niveles Np'

Observaciones 3.3.A.3.- (Sobre el pre-etiquetado del nivel N ).------------ --------------------p

Ahora, los puntos de N pueden tener distinta clausura y,
p

en consecuencia, en su pre-etiqueta habrá un índice que indique

la clase de clausura a la que pertenece. Los puntos de N que ten-
p

gan la misma clausura sólo se distinguen por sus siguientes, por

lo que su pre-etiquetado presenta, al menos, las mismas dificulta-

des que las encontradas en NO' En el ejemplo:
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los puntos x,y son del mismo nivel y misma clausura; no tienen el

mismo siguiente, pero si se identifican dan lugar a un grafo no-re-

ducido, pues x "cubre" a y.

c

d

c

a

m'

a

Algo análogo sucede con la canonicidad del contraído.
m

m

r':, m"

b(1d
c b contrae

b )

a a a a a
mientras que si pre-etiquetamos

m'
m"m

(1 d se contrae en
b b ~c

a a a a a
Los reducidos obtenidos no son isomorfos y nada parece indi

car el orden en que las pre-etiquetas b,C E N1 del primer árbol

deben asignarse al segundo. Sin embargo, este orden es esencial.

Como b Y c tienen la misma clausura, podríamos reducir el bosque

suprimiendo NO Y observar cómo se resuelve este problema ahora que

b,C E No en el inducido (x-NO' G/x-NO).

El bosque inducido es

1



-107-

y aquí no hay ambigüedad en el pre-etiquetado si previamente se ha

fijado un orden en los puntos a pre-etiquetar. Si consideramos el

sugerido anteriormente pondríamos

1\
b c b

1
b

y una vez recuperado el nivel NO obtendríamos como contraído el

primero de los mostrados arriba.

Es el dibujo lo que ha creado esta ambigüedad. Para pre-et~

quetar los puntos de NO los dibujábamos colgando de su siguiente y

esto mismo debe hacerse ahora. Si x E N , x debe colgar (unido por
p

un arco de "longitud uno") de su siguiente. El dibujo más adecuado

sería

Precisar un orden en las pre-etiquetas de NO para cada una

de las "ramas" que las soportan no sólo es necesario para poder

hacer las identificaciones respetando este orden y obtener como

resultado del cociente un grafo reducido canónico, sino que es fu~

damental, también, para que el explotado de este grafo contraído

sea el bosque no-etiquetado del que se parte.

Veamos un ejemplo:
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d

a

b
contracción

aaaaaa

•
etiquetado b

m m' m m' m m'

d d
explosión

•• •b c c b c b b b

a a a a a a a a a a a

m m' m m'

Como puede observarse, casi todo funciona mal. La contracción

no es un grafo reducido, su explosión (que será estudiada en el

capítulo siguiente) no es el bosque original y el etiquetado que

hereda no es el que le corresponde, en consecuencia, su contracción

tampoco coincide con la anterior. Sin embargo, si hacemos:

aaaaaaaa

m m' m m' m m'

d d contracció n
d

explosión d d- ••b c b c c b c b c

todo va bien.

En el bosque de arriba lo que ha sucedido, al alterar el

orden adecuado de las pre-etiquetas, es que se ha roto la "condi-

ción global" segúna la cual, si dos puntos m y m' tienen la misma

- -clausura, entonces m-{m) y m'-{m') deben tener el mismo pre-etique-

tado.
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Que el orden de las pre-etiquetas conserve el orden de los

niveles de los siguientes y este orden sea el mismo para todas las

ramas asegura la "condición global", como veremos más adelante.

En consecuencia, el procedimiento para pre-etiquetar los

puntos de N sería: Clasificamos N por igualdad de clausura y para
p p

cada una de estas clases se considera el bosque inducido que se

obtiene al "implotar" cada una de sus clausuras iguales en su punto

maximal. A continuación se pre-etiqueta este bosque con el criterio

que se establezca para NO' Repitiéndose la operación para cada cla-

se y todo el proceso para p=1, ... ,k-1. La etapa p = k =dim(Z,H) co-

rresponde a los maximales.

Descripción 3.3.A.4

Haremos aquí una descripción del método que permite definir

el número mínimo de pre-etiquetas suficientes para NO' las ramas

soporte del grafo contraído, el orden del pre-etiquetado y la iden-

tificación.

Llamaremos ramas del bosque no-etiquetado a los caminos cu-

yos extremos son un min imal y un max imal. Es dec ir, ramas son lo

que anteriormente, y por otras razones, hemos llamado caminos maxi-

males. LLamaremos ramas principales a las ramas cuyo minimal tiene

Su siguiente en el nivel Ni'

A cada rama principal le añadimos los puntos de NO cuyo

siguiente está en dicha rama; puntos que se llamarán brotes de la

rama principal.

El minimal de una rama principal se puede considerar también
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como un brote de la misma rama. Nótese también que dos ramas prin-

cipales distintas pueden dar lugar a la misma rama principal con

brotes, esto pasa precisamente cuando ambas ramas principales coin-

ciden en todos sus puntos excepto en los respectivos minimales.

Cada rama principal con brotes posee al menos un brote que

cubre a todos los demás, aquel cuyo siguiente está en el más alto

nivel (puede haber varios brotes con esta propiedad). Puesto que

este brote cubre a todos los demás, todos ellos han de portar pre-

etiquetas distintas.

El máximo de los números de brotes de las ramas principales

es el numero de pre-etiquetas suficientes y necesarias para NO'

Este número n es único, sin embargo, puede haber varias

ramas principales con n brotes. Sea cual fuere el orden establecido

entre su n etiquetas, todas estas ramas se enlazan entre sí en el

nivel NO constituyéndose en soporte del grafo contraído.

Estas n pre-etiquetas podemos ordenarlas de 1 a n y asigna~

las a los brotes de cada rama principal soporte respetando el orden

de sus siguientes.

Para cada h, 1 2. h < n, puede haber varias ramas principales

con h brotes. Algunos de estos brotes estarán ya pre-etiquetados

por ser comunes a los de alguna rama principal soprte. Estos bro-

tes comunes son siempre losque tienen siguiente en los niveles supe-

riores del bosque, y les corresponden, por tanto, las últimas pre-

etiquetas. Sin embargo, este orden de asignación de pre-etiquetas a

los h brotes (de arriba hacia a abajo) es el contrario del

que sugiere la condición global. En el grafo de la figura
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1 2 3

hay tres ramas principales con 5 brotes pre-etiquetados de 1 a 5.

Hay otras tres ramas principales con 4 brotes. Uno de ellos (el 5)

es comun. Si conservamos el orden descendente tendríamos que eti-

quetar como sigue

1 2 3 2 3 4

pero como a =bnoseverifica la condición global, condición que, por

el contrario, sugiere conservar el orden ascendente en la asigna-

ción de pre-etiquetas.

Esto nos obliga a distinguir en las ramas con h brotes en-

tre comunes con otras ramas y propios, y a realizar la identifica-

ción en sentido descendente para las clases de ramas de h brotes

desde h=n a h=1. La identificación quedará así finalizada pues los

brotes de las ramas principales cubren a NO'

Antes de definir el pre-etiquetado canónico y la contrac-

ción del bosque no-etiquetado (Z,H) conviene recordar que este bos-

que es un grafo reducido y entonces se pueden usar las notaciones

indicadas en el segundo capítulo:
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x ~Y < >existe un camino que une x con y ó x y.

xt={YEZ, (x,Y)EH)U{x)

x t = xt -{x}

En un bosque existen puntos z tal que Og (z) = O (son los

puntos maximales) y '<Ix E X - M, existe un único z E M (su máximal) y

un único camino que une x con z. Como Og(x) = 1, el siguiente, y,

de x es único, entonces, xt = {x,y}, x t = {y}.

Como los caminos en un bosque son únicos, están caracteri-

zados por sus extremos. Al camino xx1 ... xnz lo denotaremos abrevia-

damente por [x,z]. La longitud de un camino es el número de arcos

que contiene y la representaremos por l[x,z].
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3.3.B PRE-ETIQUETADO CANONICO DE UN BOSQUE

Supondremos clasificado el bosque (Z,H) en niveles que in-
k

dicaremos por N , es decir Z = U N , con N ~~, ~p = O, ... ,k Y
P p=O P P

k = dim(Z,H).

Notación 3.3.B.1

La partición de Z en niveles induce una partición en los

maximales y clasifica, también, a los puntos de cada nivel N por
p

al conjunto de los maximales del nivel N . A los
P

con

= M()N
P

nivel Np

De este modo denotaremos

por

por M
P

puntos del

denotaremoslosnivelelen

siguientes.sus

siguiente

deniveleslos

Nq
= {x E N X tE N} Y esto para cada pp p' q , O,1, ... ,k-1, q>p.

Eventualmente, puede suceder que M
p

ó Nq pueda ser vacío,
p

para algún p o algunos p y q.

Definición 3.3.B.2

Llamaremos rama del bosque (Z,H) a todo camino maximal, es

decir, [x,yJ es una rama M<-> LX ,yJ E e O(X,G)

<_>[x,yJ es camino, con x E No e y E M.

Diremos que una rama [x,y1 1es principal si XE NO' es decir

si x-t E N
1

•

Llamaremos brotado de una rama [x,y] al conjunto:

br [x,yJ = {z E NO' z- t E [x,y] }. Llamaremos brotes a los puntos de

br[x,yJ.

Diremos que z es un brote de nivel N si z t E N , en
q q

cuyo
qcaso z E No'
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y

x x x x

En el bosque de la figura todos los caminos [x,y] son ramas.

Sólo dos, en cada árbol, son principales. Cada una de las dos ramas

principales del primer árbol tiene 6 brotes, los puntos señalados

con x', las dos tienen el mismo brotado. En el segundo árbol, una

rama principal tiene tres brotes y la otra cuatro. Se observa,

pues, que dos ramas distintas pueden tener brotes comunes e incluso

pueden tener el mismo brotado.

Proposición 3.3.B.4

a) Toda rama tiene al menos un brote.

b) Dos ramas distintas con brotes comunes están en el mismo

árbol.

c) Si dos ramas distintas tienen un brote común, entonces

tienen en común todos los brotes de igualo superior nivel.

d) En cada rama hay, al menos, un brote que cubre a todos

los demás.

e) Para cada rama [x,y] existe una rama principal [z,y] tal

que br[x,yJ e br[z,y].

f) Los puntos de NO-MO son brotes de ramas principales. En

efecto, es evidente, pues:
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a) x€Obr[x,y)

b) Si [x,y), [u,vJ son dos ramas y z E br(x,yJ(\br[u,vJ,

existen los caminos (z - t , y) Y [z - t, vJ. Como en un bosque sólo hay

un camino con fin maximal que parta de z t se tendrá y = v. Por

tanto el arbol y es el mismo que el árbol v y contiene a las dos

ramas [x,y) y [u,vJ.

c) Con las notaciones de b), como los caminos son únicos,

[z-t,y] y [z-t,vJ son el mismo camino y, en consecuencia, tienen el

mismo brotado.

d) Sea q el máximo natural tal que existe z E br[x,y] con

z t E N, entonces para todo v Ebr[x,y] se tiene v t < z t y, por
q

tanto, cz v.

e) Si [x,y] es principal, basta con hacer z = x. Si [x,y]

no es principal entonces x E N'6 con q > 1, es decir, x t E N , con
q

q > 1, luego existe un camino de longitud q que parte de un punto

Z E N~ Y termina en x t. Es claro que [z,y] es una rama principal.

Por otro lado, si u Ebr[x,y] entonces u t E [x,yJ Y u tt' x luego

u t €O[X-t,yJ y, en particular, x es brote de [z,yJ.

f) Las ramas, pues son caminos maximales, cubren Z-M .O' en

particular, todo punto de NO-MO es un brote en alguna rama y el re-

sultado se sigue de e).

Definición 3.3.8.5

Sea LX,y] una rama, llamaremos rama brotada al subgrafo

inducido ([x,yJb' G/[x,y]b) donde [x,y]b = [x,y] Ubr[x,y].

De la proposición anterior y esta definición se deduce:
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Corolario 3.3.B.6

a) Para cada rama [x,yJ, existe una rama principal [z,y],

tal que [x, y] be [z, y] b' Es decir, toda rama brotada es un subgrafo

de una rama principal brotada.

b) El bosque (Z,H) es unión de sus ramas principales bro-

tadas y del conjunto de sus puntos desconectados.

Pues, salvando los puntos de M
O

' ya sabemos que el bosque

como grafo acíclico es unión de sus cadenas maximales, por tanto

es unión de todas sus ramas y, en consecuencia, unión de sus ramas

principales brotadas. Esta unión no es disjunta (ni en los puntos

ni en los arcos). Nótese también, que puede ser [x, y] b [u,v]b sien

do JX',yJ -t [u,v}; esto pasa si y=v y x t

Definición y notaciones 3.3.B.7

u t.

Llamaremos dimensión del nivel NO en el bosque (Z,H), y lo

denotaremos por nO y por dim(No)' al número

max{Card(br[x,y]), [x,yJ es una rama de (Z,H)}

Después de la proposición anterior, nO es el cardinal del

brotado de) al menos, una rama principal. Nótese que varias ramas

principales pueden tener brotado de cardinal nO'

En general, habrá también ramas principales con brotado de

cardinal h, 1<h<n.
- - O

Sea P el conjunto de ramas principales y sea

{[X,yJE P, Card(brrx,yl) = h) , para cada h, 1< h<n .
- - - O
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Definición y notaciones 3.3.B.8.- (Pre-etiquetado del nivel NO)

con:

1) Si [x,y] E

1 2 nO
xOO,xOO,··· ,xOO

P los puntos de br [x,yJ se pre-etiquetan
nO

donde los sub índices indican que se trata de

puntos del bosque de nivel NO y que, por tanto, carecen de anterio-

res. Los superíndices distinguen los nO brotes de esta rama y defi-

nen un orden entre las pre-etiquetas que conserva el orden de los

niveles de los siguientes de los nO brotes. Es decir:

't/z,z' E br[x,y], z E N~, z' E N~, si p < q entonces la pre-et.:.

queta de z es menor que la pre-etiqueta de z',o dicho de otro modo

si z = x~o y z' = x~o ' entonces p < q ;> i < j .

Puede suceder, como en el grafo de la siguiente figura, que

distintas ramas de P tengan algunos de sus brotes en común. Des-
nO

pués de la proposición 3.3.B.4. cl, es claro que estos brotes poseen

una pre-etiqueta única, exactamente las q últimas, siendo q el núme

ro de brotes comunes.

Los brotes de las ramas de Pn no cubren, en general, NO-MO'
O

por lo que quedan brotes del bosque sin pre-etiquetar. Para estos

procederemos ordenadamente:

2) Se pre-etiquetan a continuación los brotes de las ramas

[x,y] E Pno-1' (si las hay). Considerada una rama cualquiera [X'Y]E Pno-1
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se observa que algunos de sus brotes están ya pre-etiquetados por

para alguna ramapertenecer a br (u,vJ [u,vJ e P ; quedan en esta
nO

rama p brotes sin pre-etiquetar a los que se les asignan las pre-
1 Petiquetas xOO ...xOOconservando el orden mencionado anterioremente.

En consecuencia las nO-1 etiquetas de la rama [x,y] son
n1 p p+2 OxOO'" xOO xOO ...xOO'

3) Se procede de la misma manera sobre las ramas de

y así sucesivamente, de manera que, de un modo general,

P
n -2

O
se puede

describir el etiquetado de los brotes de Ph con 1 ~ h < nO' así: si

los brotes de las ramas de Pn 'Pn -1"'" Ph+1 han sido pre-etique
O O

tados en este orden y [x,yJ e Ph, quedan, en Lx,yJb un número p de

brotes sin pre-etiquetar a los que se les asigna las etiquetas
1 pxOO ...xOO conservando el orden mencionado en 1). De este modo las h

etiquetas de [x,yJ son:

donde p ,p2, ... ,Ph es una sub-
1 -p

sucesión de p+2, p+3, ... ,no' Por ejemplo, en el grafo de la figura:

y

x1 x2 x3 x x54

nO = 5 Y hay dos ramas [x1,yJ, [x2,y) e P5 Y hay otras dos [x3,yJ,

(x",y] e P4 y una (x5'yJ e P3 que se etiquetan ordenadamente como

indicamos en la figura:
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 234 5xoo xoo xOO xOO xOO '
1 3 5

P3' xoo xoo XOO•

P5 portan pre-etiquetas
3 5xoo xoo ' y la rama de1 2las ramas de P4, xoo xoo

de modo que las ramas de

4) Los puntos de MO' puntos desconectados, los distinguire-
-1 -mOmos, con etiquetas xOO, ... ,xOO ' siendo mO = Card(Mo) e interpreta~

do el signo como que se trata de un punto que no tiene siguiente.

Observación 3.3.8.9

El etiquetado de NO es único salvo automorfismos. Los auto-

morfismos actúan sobre los brotes que tienen el mismo siguiente y

también sobre los puntos de MO' Clasificando los puntos de NO por

la relación "tener el mismo siguiente o, bien, ser maximal", si las

clases constan respectivamente de n1,n2, ... ,nr, mO puntos, hay un

número de automorfismos que conservan el tipo de pre-etiquetado de

= dim(NO)' dándose la igualdad sólo en el caso de que el bosque

conste de una sola rama principal.

Definición y notaciones 3.3.8.10.- (Pre-etiquetado del nivel N1)

Antes de asignar pre-etiquetas a los puntos de N1 debemos

clasificarlos por medio de sus clausuras.

Para X,y E N1 diremos que x e y tienen clausuras isomorfas

si los árboles inducidos (x,'Z!x), (y,Zly) son grafos isomorfos. A

las clases de equivalencia de elementos de N1 módulo la relación

"tener clausuras isomorfas" las denotaremos por [x ] [x] [x J11' 12 ,.., 1r .
1
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Aunque es anecdótico para nuestros propósitos podemos repr~

sentar estas clases por árboles no-etiquetados del tipo:

~' .. "/¡.•..~
y, si se prefiere, los subíndices se pueden elegir ordenados con-

forme al numero de caminos de longitud uno que aparecen en el árbol

no-etiquetado que define cada clase.

Pétra cada. clase [x1), i=1, ... ,r1 consideramos el subgrafo

inducido por (Z,H) en G =1i
X -k , es decir, el bosque [x1iJ "'=

El nivel NO en [x1iJ", (sus puntos minimales), son exacta-

mente los puntos de la clase [x1J en (Z,H). Los maximales de (Z,H)

que están en [x1) son puntos desconectados en [x1iJ "', estos son

exactamente Mn [x1J = M1n [x1) y los denotaremos por M1i.

Sea n1i la dimensión de NO en [x1iJ* y sea m1i = Card(M1il.

Pre-etiquetamos el nivel NO de [x1i1* por el procedimiento descrito

en la definición y notaciones
1 2 n1iquetas x1i,x1i, ... ,x1i para

3.3.6.8, utilizando ahora las pre-et~
-1 -m1ilos no-maximales y x1i, ... ,x1i para

105 puntos desconectados de [x1iJ*(maXimales en (Z,H», 5üstituyen-

do, así, la notación [x1) ,',por la que le corresponde como

punto del nivel N1 en (Z,H), la pre-etiqueta x;i

Llamaremos dimensión de N1 al

mente, denotaremos por m1 al numero m1

Ejemplo 3.3.6.11

r
1

número n1 I n1i; análoga-
r
1

i~1
= I m1· = Card (M1 l.i= 1 l

En la siguiente figura se ilustran los pre-etiquetados del

nivel NO Y N1 de un bosque en el que se hacen algunas contracciones
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1 ~ 1
00 1'\

2 2-~00 12

1 _) 1
00 11

[x )',
1

[x ] *
~ 2

~O ~O 1\=21121121
00 00 00 00 00 00 00 00

1 1
00 00

1 1.....,
00 12

1 1-'>
00 12

c

contracción del
•••2

11
2
12

11
1

volviendo 1 1 2
11 11 11 contracción). de

al bosque
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

c

los árboles
~

1
00

2
00

1

00
2
00

bosque
)

(a=a')1
11

1
00

2
00

2
12

Los puntos (cuatro) del nivel N1,

en ambos árboles, se han fundido

entre sí. Es de presuponer que

también a = a'.
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Observación 3.3.6.12

Pre-etiquetar por separado cada clase [X1) es esencial.

Una vez pre-etiquetado el nivel NO de (Z,H) no debemos pensar en el

pre-etiquetado de los minimales de (Z-NO,H/Z-NOl como recurso para

pre-etiquetar el nivel N1 de (Z,H), pues en este caso, la pre-eti-

queta x;o habría que traducirla por x;i donde ahora i no es fijo

y habría que definir qué clase 1 i hereda cada etiqueta x;o' Incluso,

subsanada esta dificultad surgirían otras nuevas y éstas ya irre-

mediables.

En el ejemplo anterior, (Z-NO,Z/Z-NOl sería

1
oo~

volviendo al bosque

2
oo~ 12

4 4
00 -!> 11

3 -"> 3
00 12

1

11

1 1
00 00

211
00 00 QO

2
00

1
11

1 1
00 00

2 1
00 00

2 1
00 00

contracción de los árboles

4
12

1
11

4
11

1
00

2
00

1
00

2
00
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Hasta aquí las cosas van bien, pues estos árboles son iso-

morfos a los del ejemplo anterior. Sin embargo, en estos árboles

hay 6 puntos en el nivel Ni con pre-etiquetas distintas por lo que

la contracción del bosque no es minimal. Conseguir una contracción

minimal por este procedimiento exigiría, no sólo definir el paso

00 -->- 1i en los subíndices, sino también definir una traducción,

j --> k, del superíndice (3 ----).4 Y 4 ~ 3 en nuestro ejemplo) que

alteraría el orden de los siguientes y como consecuencia, en gene-

ral, nl. obtendríamos un contraido canónico ni, lo que es peor, un

contraido que se explote en el bosque de partida. Precisamente el

ejemplo de arriba pone ésto de manifiesto: los puntos de la clase

A
en los dos árboles se deben poder identificar, pues son isomorfos

con distinto siguiente, mientras que el tener siguiente en distinto

nivel impide conservar este orden en el pre-etiquetado por este

procedimiento.

Definición y notaciones 3.3.6.13.- (Pre-etiquetado del nivel N )--------------- -------------p

El procedimiento seguido para etiquetar los puntos del nivel

N se extiende sin dificultad al r'esto de los niveles N , para
1 p

p=1, ... , k.

Como antes para cada x, y fe N d iremos que x e y tienen c lau-
p

suras isomorfas cuando los grafos inducidos (x,Z/x) e (Y,Z/y) son

isomorfos. Esta relación de equivalencia divide a N en clases que
p

designaremos por [x J, ... , Lx ] .
p1 pr

p

La representación gráfica de estas clases no es tan trivial

como en 3.3.6.10, tampoco es tan sencillo ordenarlas, aunque esto
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no impide etiquetar.

Los puntos de cada clase, [x .], para i=1, ... , r , se pre-pl p

-m
-1 pitos conectados y x .,... ,x. para los desconectados, siendo:pl pl

etiquetan, considerados como brotes del bosque inducido

= (G .,H/G .l, donde G .pl pl pl

los pun-
n

1 2 pi
x ., x ., •.. , x . parapl pl pl

por el procedimiento descritou x*,
xdx .Jpl

las etiquetasen 3.3.8.8, obteniendo

n . = dim(NO) en [xJ*pl pl y m . = Card(Mn [X])pl pl

también denotaremos por M . a Mn [x .] = M n[x .]pl pl P pl

(Cada notación x~O en 3.3.8.8 se traduce, como punto de nivel Np y

de la clase de clausura [x .], por la pre-etiqueta xJ.).pl pl

Llamaremos dimensión de N ,
P

y lo indicaremos por dim(N ) y
p

por n , al numero n = dim(N )p p p
mínimo de etiquetas necesarias para

r
p

por m I m. Card(M l.
p i=1 pl P

r

f n que representa el número
L pii=1
el nivel N . También denotaremos

p

El etiquetado es único salvo automorfismos. Los automorfis-

mos actúan en cada [x .],' por la igualdad de siguiente en los bro-pl
tes y en los maximales.

Observación 3.3.8.14

Obsérvese que pudiéramos haber pre-etiquetado los maximales

de (Z,H) por separado, sin contemplar su clase de clausura en cada

nivel, lo que les clasifica, y sin necesidad de contemplar tampoco

los niveles. De haberlo hecho así hubiéramos obtenido un mayor nume

ro de posibilidades para las preetiquetas, pues ,si

tonces se tiene
r

m'>¡¡m.'
p -i=1 pl

Y si m
p

en-

entonces
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En nuestro pre-etiquetado sobre los maximales actúa un núme

ro mínimo de automorfismos.

Nótese, también, que si p=k, N son los puntos maximales de
k

(Z,H) y por tanto, para cada clase [x] de N ,kl k [Xki1* es un grafo

totalmente desconectado y sus pre-etiquetas son x~t con j=1,2, ..,mki·

El número de etiquetas utilizado es n+m, siendo:
rk-1 k-1 P k-1

+ ~ nO + ~ ( ~ n ) ~ dim(N )n nO L n L L L
p=1 P p=1 i=1 pl p=O P

y

m
k
¿ m

p=i p
Card(M)

En el siguiente cuadro se recogen las etiquetas creadas y

las condiciones que las caracterizan.

Recopilación de etiquetas 3.3.8.15

El bosque (Z,H) queda pre-etiquetado por niveles como sigue:

Nivel NO

1 2 nO
x00' x00' ... ,x00 dim(NO) en (Z,H) = max!Card(br[x,y]), [x,y] es

una rama de (Z,H)}
-m

-1 -2 Oxoo,xoo ,..,xOO mO = Card(MO)' (puntos desconcectados).

Nivel Ni: clases [xii]' [xi)"'" [x1r 1
1

y para cada clase [xii]

1 2 n1i
x1i,x1i'··· ,x1i dim(NO) en [xiJ* = (G1i,HIG1i) con Gii=

U x*
x E: [xi)

Card(M1i) Card(M(J[xiJ)
con i 1, ... ,r 1



-126-

r
1

I m1ii=1
Card(M1)

Nivel N---_.p en general, para p = 1,2, ... ,k-1.

clases LX ],[x 2],""[x ],p1 P pr
p

y para cada clase LX .]:pl

n .
1 2 pl

X ., x ., ••. , x .pl pl pl

-m
-1 -2 pi

x ., x ., ••• , x .pl pl pl

n dim(NO) en [x .];'=(G .,HI G .) con Gpipi pl pl pl
=u x,',

xdxJ pl

m Card(M . ) Card(Mn ex]).pl pl pl

con i 1, ... ,r
p

n
p

dim(N )
p

r
p
í n
L pii=1

y m
p

r
p
I m .

i=1 pl
Card(M )

p

Nivel Nk clases [xk1], [xK2], ... ,[xk r ] y para cada clase [xkJ:
k

mki =Card (Mki)

con i 1, ... , r k

rk
mk

í mki Card(Mk)
Li=1

k-1 k-1
Finalmente: n n + í n í dim(N )O L P L Pp=1 p=O

m Card(M)

Definición 3.3.B.16.- (Pre-etiquetado canónico de un bosque)

Denotaremos por E el conjunto de las n+m pre-etiquetas asi~

nadas a los puntos del bosque (Z,H), bajo las condiciones precisa-

das en las definiciones anteriores, que han sido recopiladas en el
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cuadro anterior. Denotaremos por c:Z ~ E la aplicación suprayec-

tiva que asigna a cada punto del bosque, x e: Z, su pre-etiqueta

xJ. e: E (bajo las condiciones mencionadas) y escribiremos c(x) = xJ ..pl. pl.

El pre-etiquetado de (Z,H) por E mediante la aplicación c

es canónico por construcción (dada la unicidad (salvo automorfismo)

en la asignación de pre-etiquetas a los puntos del bosque).

Teorema 3.3.6.17

La aplicación c:Z -+ E del pre-etiquetado del bosque (Z,H)

por E es una aplicación contractiva.

Probaremos las tres condiciones para aplicaciones contrac-

tivas dadas en el teorema 3.2.6. Si x,y €OZ son puntos con la misma

pre-etiqueta, entonces, es obvio, por la construcción, que ni son

maximales ni uno cubre al otro y, por tanto, se cumplen las dos pr~

meras condiciones. Para la tercera es claro, también, que si x e y

tienen la misma pre-etiqueta, c(x) = c(y), los grafos inducidos en

sus clausuras (x,H/x) y (y,H/y) son isomorfos. Pues bien, construi-

remos un isomorfismo ~: (x,H/x) -+ (y,H/y) para el que c(z)=c(~(z»

'<Iz e: x.

a) Si x,y e: N1 entonces x- {x} 1y- {y}e NO' Como estos puntos

son brotes con siguiente en N1 no pueden ser comunes a ninguna otra

rama principal y, en consecuencia, reciben las p primeras pre-eti-

quetas de las nonecesarias en NO' siendo p = Card(x-{x} )=Card(y-{y})
1 pEstas pre-etiquetas son xOO, ... ,xOO tanto para los puntos de x-{x}

como para los de y- {y}. Cualquier biyección entre ~-{X} y y-{ y} es

un isomorfismo, pues los puntos son desconectados, en cuyo caso

tomaremos la aplicación ~:x-{X}-+y-{y} que identifica las pre-eti

quetas de ambos conjuntos.
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b) Si x,Ye: N , q >1 y Z E X sea '!':X_ y un isomorfismo
q

cualquiera y '1' (z) = Z' E Y el homólogo de z por,!,.

Sean c(z) = xj. y c(z') = xj' las pre-etiquetas de z y z'.pl p' i '
Como '1' es un isomorfismo de grafos conserva la relación de adyacen-

cia y, por tanto, 'I'/z es un isomorfismo entre los grafos inducidos

en z y z'. Es decir, z y z' son de la misma clase de clausura y,

en consecuencia, i=i' y, por ello, p=p' (nótese que si tienen igual

clausura son del mismo nivel). Denotaremos esta clase de clausura

por [X . ] •pl

La siguiente figura nos servirá de guía en la prueba, que

damos a continuación, de que j=j'.
v'

X

u u'

En [XpJ"', z,z' E No y tienen pre-etiquetas X~o,X~~ respec-

tivamente.

Como X e y son árboles disjuntos, entonces e

;n[X .J* son disjuntos. Si z y z' son brotes, respectivamente, depl
las ramas principales [u,v] e: Ph y [u' ,v'J E Ph, con (presumiblemen-

te) h i h', entonces X n [X .]* y y n [X .]* son partes inferiorespl pl
isomorfas de las ramas [u,v] y [u',v'], luego si z-t E N también

q

z'-t E N Y hay el mismo número de brotes con siguientes en niveles
q

inferiores a N en las dos ramas y, por tanto, salvo el automorfis-
q

mo que actúa sobre los brotes con siguientes en N ,
q

z y z' ocupan
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el mismo lugar entre los brotes de [x .]*, luego j=j'.
p~

c) Los indices J y j' coinciden salvo el automorfismo que

act~a sobre los brotes de [x .]* con siguiente en el nivel N . Esto
p~ q

exige corregir el isomorfismo ~ , de forma que identifique las pre-

etiquetas de los brotes mencionados con los de sus imágenes, median

te una permutación adecuada de dichos brotes. Y esto hay que rea-

lizarlo para cada par de puntos homólogos z y z' de x e y, de un

modo ordenado por niveles y de abajo hacia arriba. Con más preci-

sión: fijado un punto W E: NI' 1 < q, para cada clase de clausura

cualquiera, se considera el conjunto A .
p~ie< 1[x .J, con p

p~

{t E: [x .1,
P]·

t t = w} y el A~i = {t' E: [xpi], t'-t = w'= ~(w)}. Api
k+1 k+ay A' reciben el mismo conjunto de pre-etiquetas x .... x. siendopi p~ p~

a Card(A .)
p~

Card(A'.) y existe una permutación p :.A . ~ A .p~ p~ p~
tal que ~ lA . o P identifica las etiquetas de los puntos de A . con

p~ p~

Esta operación se realiza para cadalas de sus imágenes en A'.
p~

P < 1 Y cada i tal que [x .] es una clase de clausura con siguiente
p~

en z. La operación se extiende a todos los puntos w del mismo nivel

NI Y se recorren ordenadamente los niveles desde 1=1 hasta 1=q-1.

De todas estas correcciones resulta el isomorfismo ~ buscado.

Definición 3.3.B.18.- (Contracción canónica de un bosque)

Sea (Z,H) un bosque pre-etiquetado canónicamente por E me-

diante la aplicación contractiva c:Z ~ E de la definición 3.3.B.16

Sea K = {(i ,j lE: ExE, (x,y) E: H Y c (x) = i, c (y) = j}. El gr~

fo (E,K) es, entonces, la c-contracción del bosque (Z,H) y le llam~

remos contracción canónica de (Z,H). El grafo (E,K) está, obviamen-

te, etiquetado por E.
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Observación 3.3.8.19

La construcción del pre-etiquetado canónico asegura que el

grafo contraído (E,K) es un grafo con un mínimo número de puntos y

arcos entre los grafos reducidos que se explotan en (Z,H). Sin

embargo, existen, otros grafos reducidos con el mismo número mínimo

de puntos y arcos que también se explotan en (Z,H).

La siguiente figura muestra un grafo reducido, su bosque

explotado, este mismo bosque con el pre-etiquetado canónico y su

contracción canónica, también, etiquetada.

-1 -2

\J-f () !-:~~!,~{~,;f

a) Si se ordenan en cadena los elementos,

Los dos grafos reducidos (no-bosques) de la figura tienen

el mismo número de puntos y de arcos y son distintos.

Diremos, entonces, que la contracción canónica de un bosque

es una contracción canónica minimal.

Observación 3.3.8.20

Jx ., de E (lo quepl
pOdría conseguirse ordenando léxico gráficamente las ternas (p,i,j),

en este orden) dispondremos de un etiquetado natural del grafo con-

traido de tal manera que dicho grafo queda naturalmente ordenado.

Si la ordenación se hace como se ha sugerido este paréntesis obten-

dremos, incluso, un grafo naturalmente ordenado por niveles.
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b) El posible orden lexicográfico de las ternas (p,i,j) pue-

de precisarse mucho mas. El orden para la primera coordenada p es

claramente el natural de O a k = dim(Z,H). El orden para la coor-

denada j es también natural, pues en igualdad de índices p e i se
-m -2 1 2 npi -1 pltienen las pre-etiquetas xpi ' ••• , x ., x ., x .,;g , ••• , Xpl pl pl pl pl

siendo m . = Card(Mn[x .]) y n . = dim(.NO) en [x .];'.pl pl pl pl

El orden para la coordenada i no es tan inmediato. Obsér-

vese que en igualdad de la coordenada p el índice i representa cua~

quier clase de clausura de longitud p lo que es tanto como decir

que se trata de cualquier árbol de longitud p.

Una ordenación (total) de un conjunto de árboles se puede

hacer como sigue:

1) Se clasifican los árboles por igualdad de longitudes.

[n] puede represer:tar los árboles de longitud n. Las clases fnJ se

ordenan naturalmente.

2) Hay un único árbol de longitud O que puede ser el primer

elemento si está en el conjunto.

3) Los árboles de [1] se pueden ordenar según el orden natu

ral de sus ingrados.

4) Para cada árbol de [2J, si x es su maximal y

x + = {x ,... ,x ) siendo r el ingrado de x, se puede tomar la r+1-
1 r

- -upla (r,x1, ...,xr) con x1.2x2.2 ... .2xr' Ahora podemos ordenar estas

r+1-uplas lexicográficamente; donde los órdenes para las coordena-

das x. son los de [1J.
l

5) Para cada árbol de [3J, si x es su maximal y

x + siendo r el ingrado de x se toma la r+1-upla

camente; los órdenes para lo~ x. son ahora los de [2J.
l

6) Se procede recurrentemente.
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En la siguiente figura el árbol de la izquierda es menor

que el de la derecha.

(6,0,0,1,1,2,8) < (6,0,0,1,1,3,3)
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3.4. ESTRLJCTURA-8El::-80NJUNTO-OEGRAFOS REDUCIDOS ISO~EXPLOTADOS

Retornamos aquí el orden definido (Z.4.17) sobre el conjunto

de grafos reducidos no-etiquetados que tienen el mismo desingulari-

zado (l,H). Recordemos que (X,G).2. (X' ,G') si existe un morfismo bi-

rracional I/J: (X' ,G') ~ (X,G). Hemos estudiado en este capítulo

bajo qué condiciones una aplicación suprayectiva p:l ~ E (un pre-

etiquetado) define una p-contracción de (l,H) en (E,K), es decir,

bajo qué condiciones la aplicación p, llamada contractiva, es un

morfismo birracional entre los grafos reducidos (l,H) y (E,K). Tam-

bién hemos dado un procedimiento constructivo para determinar canó-

nicamente un elemento minimal del conjunto ordenado aludido ante-

riormente.

A este conjunto ordenado se le asocia por los procedimien-

tos descritos en el capítulo 1 un grafo transitivo y antisimétrico

y, en consecuencia, también su grafo reducido. El siguiente teore-

ma aporta información sobre la estructura de este grafo reducido,

al que denotaremos por IS9(l,H). Nótese que Iso(l,H) tiene un sólo

elemento si, y sólo si, (l, H) no admite contracciones, es decir, si,

Y sólo si,es un bosque formado por un solo árbol en el que los puntos

1
de NO tienen el mismo siguiente.

Teorema 3.4.1

Si I/J:(X,G) -+ (X' ,G') es un morfismo birracional de grafos

reducidos, con Card(X) = m y Card(X') = n, entonces para cada p,

con n < p < m, existe un grafo reducido (X",G"), con Card(X") = p, y

morfismos birracionales 1/J1:(X,G) ~ (X",G") y I/JZ:(X",G") ---... (X',G')

tales que I/JZ oI/J1 = I/J.
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Bastará probar lo para el caso p = n+1 ya que el caso gene-

ral se deduce de éste usando recurrencia.

Sean x:E -+ X Y ~':E' --+ X', respectivamente, etiquetados

para los grafos (X,G) y (X',G') que tienen por desingularización

común un bosque (Z,H). Dichos etiquetados inducen pre-etiquetados

p:Z -+ E Y p':Z ~ E' sobre el bosque (Z,H). La aplicación ~ induce

una aplicación suprayectiva q:E -+ E' tal que q o P = p'. Podemos

representar estas aplicaciones en el siguiente diagrama:

x

~E -)

z~~~
x'

donde 11 = ~ o P Y 11' = x' o p' son los morfismos explosión que in-

ducen los pre-etiquetados p y p'.

Se tiene en particular que dos puntos de Z que tengan igual

pre-etiqueta relativa a E también tienen igual pre-etiqueta relati-

va a E'. Tomemos un par de puntos, x,y, en el máximo nivel posible

de (Z,H) tales que tengan igual pre-etiqueta relativa a E', es decir

p' (x) p' (y), pero distinta pre-etiqueta relativa a E, es decir

p(x) # p(y). Sea E" el conjunto cociente de E obtenido identifican-

do las pre-etiquetas, relativas a E, p(x) y p(y). La aplicación

q:E -+ E' factor iza a través de E", es decir se tiene un diagrama:

yE~
p" q

Z ---+---~ E"

E'
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Por construcción, es obvio que p" = r o P es un pre-etique-

tado contractivo (teorema 3.2.6) y, en consecuencia, tenemos el dia

grama de grafos y morfismos birracinales:

/
(X,G)

~
(Z,H) '!J (X",G")

~ (X' ,G' ) ~

De la estructura del grafo reducido Iso(Z,H) ya sabemos que

tiene un único punto maximal, el bosque (Z,H), y que pueden exis-

tir, sin embargo, varios puntos minimales con el mismo número de

puntos. (Observación 3.3.B.19). Del teorema anterior se deducen in-

mediatamente las siguientes conclusiones.

Corolario 3.4.2

Para cada grafo reducido (X,G) E Iso(Z,H), con Card(X) n

y Card(Z) = m:

a) Existe, al menos, un camino con fin maximal que empieza

en (X,G) de longitud m-no

b) Todos los caminos con fin maximal que empiezan en (X,G)

son de longitud m-no

Corolario 3.4.3

Si (E,K) es el grafo contracción canónica minimal del bos-

que (Z,H) y Card(E) = n y Card(Z)

de Iso(Z,H).

m, entonces m-n es la dimensión
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Corolario 3.4.4

a) Los arcos del grafo dual de Iso(Z,H) unen puntos que se

encuentran en niveles consecutivos.

b) En el grafo dual de Iso(Z,H) los puntos de un mismo ni-

vel son grafos del mismo cardinal (de puntos). Con más precisión,

si (X,G) E Iso(Z,H) es un grafo de nivel N en el dual de Iso(Z,H),
p

con Card(Z) = m, entonces Card(X) = m-p.

Observación 3.4.5

No se puede asegurar, sin embargo, que todos los minimales

del grafo Iso(Z,H) tengan el mismo número de puntos. En el siguien-

te ejemplo se muestra un bosque, su contracción canónica minimal y

una contracción minimal (no can~nica) del bosque con distinto número

de puntos que la contracción canónica minimal.

(Z,H)

Ejemplo 3.4.6

(E,K) (X, G)

Para el bosque de la observación anterior se obtienen dos

contracciones con 8 puntos:

A

y

B

otras dos contracciones con 7 puntos; una de ellas minimal:

\xj y M
C O
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y una contracción con 6 puntos, la canónica minimal:

En la siguiente figura se muestra el grafo reducido Iso(Z,H)

y su dual.
(Z,H) E (E, K)

A

e

B e

B

E = (E,K) (Z,H)





CAPITULO IV

EXPLOSIONES DE UN GRAFO ACICLICO
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CAPITULO IV

EXPLOSIONESDE UN GRAFOACICLICO

Nos proponemos extender el concepto de explosión de un gra-

fo reducido dado en el capítulo 11 a grafos acíclicos para obtener,

en particular, la explosión de un grafo transitivo y antisimétrico

que puede ser considerado como un objetivo central en este trabajo.

En la explosión de un grafo reducido fue de vital importan-

cia poder clasificar sus puntos en niveles para explotar punto a

punto sin ambigüedades. Esta propiedad, en realidad, caracteriza a

los grafos acíclicos (proposición 2.2.1 y definición 2.2.2) y será

utilizada para explotar los , también, punto a punto, por niveles.

De ella se deduce la posibilidad de etiquetar ordenadamente sus

puntos respetando el orden de los niveles, en cuyo caso los caminos

son crecientes en las etiquetas de sus puntos, lo que también cara~

teriza a los acíclicos (proposición 2.2.5). Esta última propiedad

fue utilizada en grafos reducidos para dar una cómoda definición

alternativa, esta vez global, de explosión. Su importancia no se

reduce a la comodidad de esta definición sino que, como vimos a

continüación (teorema 2.3.22), nos permitió representar un grafo

reducido, a través de sus caminos maximales, por una colección de

etiquetas. En el fondo de esta cuestión lo que subyace verdadera-

mente importante es la representación de un grafo reducido por sus

caminos maximales (corolario 2.3.17). Una extensión de esta repre-

sentación a grafos acíclicos nos permitirá explotar los globalmente.
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Finalmente se da un concepto de explosión de un grafo ací-

clico en un punto con independencia de su nivel y de la forma del

grafo en niveles inferiores y se establecen relaciones con los

otros conceptos de explosión. Al resultado de aplicar sucesivas

explosiones puntuales le llamaremos "explosión geométrica" debido a la

conexión con los procesos geométricos dados en la introducción.

Una vez introducido el concepto de explosión geométrica,la

desingularización de un grafo acíclico consistirá en una terna
I'V ¡V _ .-v /V(X,G,G) donde (X,G) es un bosque y G da una estructura cúbica sobre

dicho bosque. El nombre estructura cúbica se debe a la aparición,

en general, de numerosos cubos de distintas dimensiones en el grafo

(X,G). De hecho, propiamente hablando, una estructura cúbica dará

lugar a un complejo celular cuyas células son cubos, es decir un

complejo cúbico, cuya estructura se detallará al final del capítulo.

La desingularización de un grafo acíclico se caracterizará

med iante una cierta propiedad universal resultando, a grosso modo,

la mínima estructura cúbica que se puede superponer, en un cierto

sentido, al grafo acíclico de partida. La relación de equivalencia

birracional geométrica, es decir aquella cuyas clases son los gra-

fos acíclicos con igual desingularizado)se pOdrá analizar mediante

los conceptos apropiados de aplicaciones y morfismos birracionales

y birracionales geométricos.
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4.1. BOSQUEDE LAS CADENASDE UN GRAFOACICLICO

En la definición de explosión por niveles de un grafo redu-

cido (definición 2.3.8) utilizamos el espacio topológico asociado

u homólogo al grafo reducido que es, también, homólogo al grafo

transitivo de éste. Como tanto el grafo reducido (X,G
r
) como su

transitivo y antisimétrico (X,Gt) representan a la clase de grafos

acíclicos (defin ic ión 2.1.11) que son grafos parc iales de
t

(X, G ),

el espacio topológico asociado (X,T) representa a toda la clase

como vemos a continuación.

Proposición 4.1.1

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,Gt) el grafo transitivo

representante de su clase, (X,G
r
) su grafo reducido y (X,T) el esp~

cio topológico asociado.

La familia {x, X E X), donde x = {y, hay un camino en (X,G)

que une y con x ) U {x} tomada como subbase de cerrados define en

(X,G) el espacio topológico (X,T).

Esto es claro, pues, dos puntos están unidos por un camino

en (X,G
r
) si, y sólo si, lo están en (X,G), por lo que la familia

{x,x E X} coincide con la que define (X,T) como espacio topológico

asociado a
r(X,G ).

t rLa unicidad de los representantes (X,G ) y (X,G ) para cada

clase de acíclicos es lo que permite recuperar estos grafos a par-

tir de su espacio topológico homólogo (X,T) por medio de las apli-

. r (caClones f y f notaciones 1.2.4 y 2.3.3). Lamentablemente, los

otros acíclicos distintos de estos no podrán ser recuperados a

partir del espacio (X,T), pues hay información en cada acíclico no

representada en el espacio topológico, concretamente, todos aquellos
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caminos que no están en el reducido. Esto nos obligará a introducir

alguna variante en la definición de explosión por niveles de un

acíclico.

En la definición de explosión de un grafo acíclico que da-

remos a continuación seguiremos paso a paso la definición de explo-

sión de un grafo reducido, de este modo obviaremos las observacio-

nes que sean comunes a ambas y señalaremos sólo aquellas que las

distingan.

En la observación 2.2.6 se ponía de manifiesto que si (X,G)

es un grafo transitivo y antisimétrico todos sus grafos parcialmen-

te reducidos tienen la misma partición en niveles. Es decir, dado

un grafo acíclico, su partición en niveles coincide con la del gra-

fo reducido representante de su clase.

Notaciones 4.1.2

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,Gt) su grafo transitivo y

( Gr ) f d' 1 1 .. r Ac r TAX, su gra o re uCJ.do. Sean as ap J.caCJ.onest: ~ X ---+ ~X y

r'.rAc rr .~ X ---+ ~X que llevan cada aCJ.clico en su transitivo y reducido,

respectivamente. Si denotamos por a
9 la aplicación que asocia a

cada grafo acíclico el espacio topológico descrito en la proposi-

ción anterior,

a
9

rAc -O
~X ~ IX tal que a

9 (X,G) (X, T),

es claro que a
9 9 o t

r
9 o r.

Supondremos que los puntos de (X,G) están etiquetados por

E = {1,2,oo.,n}, siendo n = Card(X), y que el grafo (X,G) está or-

denado naturalmente. La clasificación de X en niveles quedará
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descrita por X
k
u N , con N i~, P

p=O P P
O,1, ... ,k, siendo k=dim(X,G)

Definición 4.1.3.- (Explosión del nivel NO)

Llamaremos explotado del grafo acíclico (X,G) por los pun-

tos del nivel NO al grafo (X1,G1) dado por:

(x. , x . ) E G} U Mo1 J

donde MO son los maximales del grafo en NO'

G1 = (G - {(x .,x .) E G, x .. E Xi }) U {(x ..,x .), x .. E Xi
1 J lJ lJ J lJ

Describiremos esta transformación con la notación
Tt(X,G)..-Q..-(Xi' G1) donde TtO representa al morfismo suprayectivo de

grafos dado por

(x.,x.) EG, Y
1 J

de (X,G) por los puntos del nivel NO)'

Definición 4.1.4.- (Explosión del nivel N )
P

Supondremos, ahora, que el grafo acíclico (X,G) es permisi-

p
U N es un bosque.

r=O r

ble en el nivel N con p < k, es decir, que el subgrafo inducido en
p

Sea x E N un punto cualquiera sobre el que realizamos las
h p

siguientes transformaciones: si Og (xh) = O, xh es una componente

conexa de (X,G) que conservamos invariante; si Og(xh) i O construi-

mos un

Modelo 4.1.4.A

(Y) = (xh U {y}, G/xh U {(xh'y)}) que es reducido y sea
•• rsu topologla homologa por 9 . De este modelo se
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hacen las

Copias 4.1.4.B

- -Construimos el espacio topológico producto (xh U{y} ,Th) x (xht,Td)

Conexión 4.1.4.C

Sea (X-xh,G/X-xh) el subgrafo inducido en el complementario

de xh y sea (X-Xh,Tc) su espacio topológico homólogo por ga. Obsér-

vese que este grafo inducido es acíclico pero no reducido ni tran-

sitivo, en general.

Sea el conjunto de puntos H = (X-xh) U (xh U {y} x xht),

es decir, los puntos del complementario junto con los de la topo-

logía producto.

Se definen las funciones:

f . (X - xh) -+ H es la función identidad y1 .

f2: (xh U {y) x xht) - H es tal que:

(X. ,X . ), '<Ix. E xh' '<Ix. E Xh t
1 J 1 J

y

Se toma en H la topología final de los espacios topológicos

(X ) (xh {y}
-

)- x ,T Y U x xht , T Y las funciones f1 y f2, espacioh c 11

fque denotaremos por (H,Th) .

Obsérvese que a partir de este espacio topológico (H,T~)
. r .no se recupera medlante f la parte no-reduclda del grafo comple-

mentario de

artificio.

por lo que tendremos que recurrir al siguiente
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Recuperación del grafo 4.1.4.0

Denotaremos por (XH,Gh) el grafo reducido asociado, median-

te fr, al espacio topológico (H,T~).

La recuperación de la parte no reducida se hace adjuntando

a este grafo las cadenas suprimidas en la reducción.

Sea el grafo (XH,Gh U G/X - xh) al que denotaremos, más

abreviadamente, por (XH,GH) y al que llamaremos explotado de (X,G)

por el punto xh del nivel Np

Una vez realizadas estas transformaciones para todos los

resultado final un grafo acíclicocomopuntos Xh E Np' obtendremos

que denominaremos por (X',G') y que es independiente del orden en

que se hayan tomado los puntos xh del nivel Np. Diremos que (X',G')

es el explotado de (X,G) por los puntos del nivel N .--------------------------p
Si E es un conjunto totalmente ordenado que etiqueta a X y

el grafo (X,G) está E-ordenado entonces su explotado por los puntos

del nivel N, (X',G'), queda E'-ordenado siendo E'
p

E~ U E2 donde

x 4 N =m p
y

x' (m) x
m

si mE E1'y x'(ij) = (x.,x.) si ijE EZ'.E' está total-
- 1 J

mente ordenado por el orden lexicográfico y (X',G') está E~ordenado.

Los nuevos puntos (x.,x.) del explotado (X',G') les denotaremos en
1 J

lo sucesivo por x .. ,lJ de este modo ~'(ij) x ..•lJ

La transformación que pasa del grafo acíclico (X,G) a su

explotado por los puntos de nivel N , (X',G'), es la explosión de
p -------

(X,G) por los puntos de nivel N que describiremos con la notación
p
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TI
(X,G) ~ (X' ,G') aludiendo al morfismo suprayectivo de grafos

TI :X' ~X dado por 11 (x) = x si m EE1' y TI (x .. )
p p m m p 1J

Nótese que el grafo no-etiquetado asociado a (X' ,G') Y el

morfismo TI se pueden construir directamente a partir del grafo
p

no-etiquetado asociado a (X,G).

El grafo (X' ,G') es acíclico pero no reducido, en general,

aunque sí es permisible en el nivel N por lo que podemos explo-p+1
tar por recurrencia en los niveles N para p=1, ... ,k-1.

P

Definición 4.1.5.- (Bosque de las cadenas de un grafo acíclico)

Sea (X,G) un grafo acíclico ordenado naturalmente por
k

E {1,2, ... ,n). X está clasificado en niveles por X = U N siendo
p=O p

k = djm (X,G). La TIa-explosión de (X,G) produce un grafo (X1,G1) y

el morfismo Tl
O

:(X
1
,G

1
) ----+- (X,G). y para cada i=1, ... ,k-1, la

n-explosión produce, a partir de (X.,G.), el grafo (X. 1,G. 1) Y
1 1 1 1+ 1+

Llamaremos TI-explotado o bosque de las cadenas del grafo

~
acíclico (X,G), y lo representaremos por (X,G) = (X

k
G

k
), al grafo,

resultante de la composición de explosiones sucesivas por los pun-

tos de nivel N para p = O,1, ... ,k-1. Al correspondiente morfismo,
p

~ ,..
TI=TlOoTl1oTl20"'oTlk_1 : (X,G) ~ (X,G) le llamaremos TI-explosión de

(X, G) •

Nótese que al igual que en la explosión de grafos reducidos

el grafo TI-explotado (X,G) está E-ordenado, donde las etiquetas de

E son sucesiones crecientes de puntos de E y, en consecuencia, los

Puntos de X se denotarán de la forma x. . donde 1 < . <1
111:i.Z•••1q

< i < n.q-
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En el siguiente ejemplo mostramos un grafo acíclico y su

explotado con las correspondientes notaciones para sus puntos:

5 5

3 4

245
135 125

1 1235 1245

Siguiendo paralelamente lo obtenido en la explosión de un

reducido podemos enunciar los siguientes resultados.

Proposición 4.1.6

al x. es maximal en
1

(X,Gl si y sólo si x. es maximal en
1

(X ,G), para cada p=1, ... ,k.
p P

b) Si x. E N en (X,Gl entonces los puntos de
1 p

-1
••• 011 1) (x.) están en el nivel N de IX ,G), para cada

p- 1 P P P

p=1, ... ,k.

cl Para cada x
/V

x. . E X se tiene que:
11 .• ·1q

'" '"c1lOg(X)::'1 y Og(x) = 0< >xEM ((X,G) es un bosque)

c2l Card(x*) q.

"" ;v
c3) Si YEX y (X,Y)EG entonces y

Teorema 4.1.7

,.Y
al Existe una biyección canónica entre los puntos de X y

los caminos con fin maximal de (X,G).

A./ /V /V

b) Las et iquetas de los puntos de 1 ni ve 1 NO de (X, G) des-

criben el grafo (X,G) como sigue:
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/V /V

{x. I i es subíndice en la etiqueta de algún x E N e X)
1 o

G { ( x . , x )
1 J

I existe
/V

x. .. . E No
11... 11 1•.. 1r r+ q

/V /V

en (X,Gl con i=i Y
r

j=i )r+1
En consecuencia, un grafo acíclico (X,Gl queda unívocamente

descrito por sus caminos maximales.
/Vcl X está etiquetado, también, por el conjunto de etiquetas

/1
E formado por aquellos subconjuntos naturalmente ordenados, A, de

E tales que x/A es un camino con fin maximal de (X,Gl. La biyección
" /Vdel etiquetado x :E ~ X viene dada por x (A) =

-Tr -TI

A
A= li

1
, ••• ,i

q
)EE.

si

Como ya vimos en la explosión de grafos reducidos, el apar-

tado c) del teorema anterior sugiere la siguiente definición glo-

bal, alternativa, de TI-explosión y de bosque de las cadenas del

grafo acíclico (X,G).

Definición 4.1.8

AcSea (X,G) EYx ordenado naturalmente por E

siendo x:E ~ X la biyección del etiquetado.

{1, ... ,n)

Llamar"emos, también, bosque de las cadenas de (X,G) al grafo
h/l /1

(X,G) donde X y

/1 M MG {(S,S')EC (X,GlxC (X,Gl tal que 10ng(s)~1 y el camino 5'

es igual al camino 5 menos el primer elemento)

Es decir,

se tiene q >2 y

/1
(5,5' lE G si,Y sólo si,siendo 5

51 =

IJ
x. x .••• x E X
11 12 1q
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~
El conjunto E del teorema anterior es un conjunto de etiqu~

~ ~/I ~
tas para X, la biyección x: E ~ X es

~ " "el grafo (X,G) está E-ordenado.

"x({i1,···,i}) =- q y

/1 ""Al morfismo de grafos n:(X,G) -+ (X,G) dado por

siendo s = x .... x. le llamaremos n-explosión de (X,G).
11 1

q

"n(s)=x.
11

Nótese que e 1 punto x.. . de X se corresponde con el
1112

... 1
M ¡'\ q

camino x x .... x. de e (X,G) = X.
i
1

1
2

1
q

Como también vimos en la explosión de grafos reducidos se

puede determinar un grafo acíclico por un conjunto de etiquetas y

se pueden caracterizar los conjuntos de etiquetas de los grafos

acíclicos como vemos a continuación.

Teorema 4.1.9

Sea E = {1, ... ,n} y A C.~(E). Supondremos para todo Ae:. A ,

que A está ordenado naturalmente. Entonces A determina un grafo

ac íc lico (X, G) para e 1 cual A es el conj unto de et iquetas de los

rv /V' ~

puntos de NO de su bosque de las cadenas (X,G) si y sólo si se veri

fican las condiciones siguientes:

a) E = U A
A€A

b) Si P es el primer elemento de A y P e:. 8 con 8e:.A, entonces

p es el primer elemento de B. Y si m es el último elemento de A y

m e:. B con B e:.A, entonces m es el último elemento de B.

En este caso X = E Y (p,q) e:. G si, y sólo si,existe A con

p,q e:. A tal que q es el siguiente a p en A.
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La condición c) del teorema 2.3.22 que imponía la reducción

del grafo no es necesaria aquí.

Si E .y A descritos en el teorema anterior verifican· las

condiciones a), b) y la siguiente condición:

c) Si NO = {primeros elementos de los conjuntos A E A) y

M = {últimos elementos de los conjuntos AEA) y si B = {P1, ... ,Pm)

es un subconjunto naturalmente ordenado de E tal que P1E NO Y PmE M

y para cada J = 1,2, ...,m-1, existe A E A
j

con

que Pj+1 es el siguiente a Pj en Aj, entonces BE A

entonces, existe un, y sólo un, grafo reducido (X,G) con

Card(X) = n y un, y sólo un, etiquetado ~:E ~ X tal que (X,G) está
,A/

E-ordenado y tal que A es el conjunto de etiquetas de NO en el
/V/V

bosque de las cadenas (X,G).

De un modo análogo a como se hizo para grafos reducidos en

el teorema 2.3.26 podríamos dar una caracterización de etiquetas

ordenadas por longitudes que representarían a los puntos del nivel
/V

NO del bosque de las cadenas de un grafo acíclico naturalmente orde

nado por niveles.

Los n-explotados de grafos acíclicos son la misma clase de

objetos que obteníamos al explotar grafos reducidos, bosques aquí

llamados bosques de las cadenas. Los puntos del bosque de las cade-

nas representan, como hemos visto y al igual que en la explosión de

grafos reducidos, caminos con fin maximal del grafo acíclico de

partida. Esta es la razón por la que, también, disponemos aquí de

una propiedad universal para la n-explosión y por la que, también,

podemos hablar de aplicaciones y morfismos birracionales.



-150-

Diremos, al igual que en grafos reducidos, que el bosque
/Y ~

de las cadenas (X,G) es el desingularizado del grafo acíclico (X,G)

El concepto de morfismo dominante se extiende, obviamente, a grafos

acíclicos. Se tiene entonces:

Teorema 4.1.10

Si .¡,: (X,G) --+ (X',G') es un morfismo dominante de grafos

acíclicos y
....,. "" /V /V'

n:{X,G) -,> (X,G) y n':(X',G') - (X',G') son sus de-

singularizaciones respectivas, entonces existe un único morfismo
""" -/V ,..,... _

de grafos .¡, :(X,G) ~ (X',G') que hace conmutativo el diagrama si-

guiente:

(X,G)

.¡, ~ (X', G' )

t n'

,.., ,..,
(X' , G' )

N

siendo el morfismo .¡" también, dominante.
"'-La construcción de .¡, es igual que en el teorema 2.4.6

Corolario 4.1.11.- (Propiedad universal)

/V ~

Si (X,G) es un grafo acíclico y n:(X,G) ~ (X,G) su explo-

sión, entonces para todo bosque (Z,H) y todo morfismo .¡, : (Z,H) -,> (X,G)

existe un único morfismo
/Y /V

.¡,':(Z,H) --+ (X,G) tal que no'¡"=.¡,. El

morfismo '¡" es, también, dominante.

Las aplicaciones racionales dominantes entre grafos acícli-

cos seguirán siendo los morfismos dominantes entes sus desingulari-

zados, aunque pOdrán caracterizarse en términos de los acíclicos

haciendo referencia a los caminos con fin maximal.
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Teorema 4.1.12

Si (X,G), (X' ,G') son grafos acíclicos y Z es una corres-

pondencia tal que para cada x E X, Z [x] e X' Y para cada camino con

(X,G), c = x
1
x
2

... x
q

se tiene ¿(c) E Z [x
1
1. que cum-

ple las propiedades

1) Card ZIxl > 1 \Ix E X y \Ix EM, Card zIxJ = 1 Y Z[XJE M'.

2) Todo elemento de z[x] es del tipo z(c) para algún camino

con fin maximal c que comience en x.

3) Si (xO'x1) E G Y c = x
1
x
2

... xq es un camino con fin maxi-

mal en (X,G) entonces, llamando c' al camino xOx1" .xq' se tiene

Z(c' ) Z(c) o bien (Z ( c ' ) , Z( c ) ) E: Gl
, entonces, existe una única

aplicación racional

/V" ......, /'V ",...,.

'l':(X,G) ~ (X',G') que induce la correspondencia Z.

Los morfismos dominantes se pueden ver, entonces, como

aplicaciones racionales dominantes sin puntos de indeterminación.

Los isomorfismos de la categoría de grafos acíclicos y apl~

caciones racionales dominantes les llamaremos aplicaciones birra-

cionales y cuando éstas sean morfismos les llamaremos morfismos

birracionales.

Obviamente, los morfismos birracionales entre grafos ací-

clicos son suprayectivos en los puntos y en los arcos, lo que perm~

te definir una relación de orden entre los grafos acíclicos que

tienen el mismo bosque de las cadenas.

Definición 4.1.13

Sea (Z,H) un bosque no etiquetado y sean (X,G) y (X' ,G')

grafos no-etiquetados que se desingularizan en (Z,H). Diremos que
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(X,G) .2. (X' ,G') si existe un morfismo birracional 1JJ: (X' ,G') --+ (X,G).

En la explosión de un grafo reducido el etiquetado no era

necesario para la obtención del bosque explotado. Hay una relación

estrictamente morfológica entre un grafo reducido y su explotado,

lo que permitió hablar de contracciones de un bosque. Ahora un bos-

que puede ser visto como el bosque de las cadenas de un grafo ací-

clico y puede ser contraido como tal, de un modo análogo a como

hicimos con los grafos reducidos. Después de las observaciones

realizadas en la sección 3.2 y con los conceptos allí precisados

podemos enunciar la siguiente réplica al teorema 3.2.6 de carac-

terizaciones de p-contracciones.

Como en el capítulo anterior, si (Z,H) es un bosque pre-

etiquetado por E mediante la aplicación suprayectiva p:Z -+ E Y

K= {(i,j) € ExE, existe (x,y) €H con p(x) = i, p(y) = j), diremos

que p es una aplicación contractiva acíclica del bosque (Z,H) si,

Y sólo si, (E,K) es un grafo acíclico etiquetado por E cuyo bosque
~ /V

de las cadenas (E,K) pre-etiquetado por E es el bosque (Z,H). Tam-

bién diremos que (E,K) es la p-contracción acíclica del bosque

(Z,H) •

Teorema 4.1.14

Si (Z,H) es un bosque E-pre-etiquetado por p:Z -;. E y k el

conjunto de arcos dado arriba, entonces (E,K) es la p-contracción

acíclica de (Z,H) si,y sólo si, '<:Jx,y€ Z con p(x) = p(y) se verifican

las siguientes condiciones:

1) x e y no son maxlmales.

2) x e y no tienen el mismo siguiente.

3) Existe un isomorfismo de grafos 'l': (x,Hjx)- (y,H/y) tal

que p (z) = p ('l' (z) ), 'óz € X.
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Se ha modificado la condición 2) del teorema 3.2.6, "ni x

cubre a y, ni y cubre a x", que caracterizaba la reducción del gra-

fo contraido, por esta condición 2) necesaria para la contracción.

Las condiciones 1) y 3) siguen siendo necesarias para que el grafo

contraido (E,K) se explote en el bosque (Z,H).

En la siguiente figura se muestra un bosque y todas sus

posibles contracciones como bosque de las cadenas de un grafo ací-

clico. El pre-etiquetado mostrado en el bosque de partida da lugar

a la p-contracción representada por el último de los grafos acícli-

cos mostrados, G. Los demás "pre-etiquetados" son caprichosos:

4 4 4 4 4 4 4

3 1 2 2 3 2 3 2 3 1 3

2 1 2 1 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1
A=(Z,H) B e D E F G=(E,K)

Obsérvese que, a excepción del propio bosque de las cade-

nas, A, sólo el grafo del centro, D, es reducido, los demás son

acíclicos no reducidos.

Este teorema de caracterización de p-contracciones acícli-

cas de un bosque nos va a permitir describir con mas precisión la

estructura de orden del conjunto de grafos acíclicos con un mismo

desingularizado definida en 4.1.13.

La construcción de un grafo acíclico canónico y con un míni

mo numero de puntos que tenga por desingularizado un bosque dado



-154-

(Z,H) es mas sencilla que la realizada para grafos reducidos. La

contracción debe seguir haciéndose por niveles identificando puntos

de la misma clausura bajo la condición global expresada como condi-

ción 3) en el teorema 4.1.14 (necesaria para que el contraido se

explote en el bosque dado) a excepción de los puntos maximales

(que deben tener pre-etiquetas distintas) y de los puntos con el

mismo siguiente, condición esta última que simplifica notablemente

la construcción del contraido minimal. Al no tener que considerar

la condición "ni x cubre a y, ni y cubre a x" que aseguraba que

el cont raid o fue ra reduc ido, nos ev i tamos e 1 tener que hablar de

brotes y de ramas brotadas para caracterizar el numero mínimo de

pre-et iquetas necesarias en e 1 ni ve 1 NO. Ahora basta c lasi ficar

los puntos del nivel NO por la relación "tener el mismo siguiente"

y entonces t = máximo de los cardinales de las clases de equiva-
O

lencia de la relación "tener el mismo siguiente" es el número míni-

mo de pre-etiquetas para los puntos del nivel NO. Estas pre-etique-

1 2 to
tas pueden ser xOO,xOO, ... ,xOO como puntos de nivel NO y de clase

de clausura O. Si p~ to y hay p puntos de NO con el mismo siguiente

(independientemente de cuál sea éste) se les asignan las p primeras

En ni ve 1e s N , con p > 1 ,
P

se clasifican sus

puntos por clausuras isomorfas como hicimos para la contracción

canónica reducida. Para cada clase [x . J se considera igualmentepl
el subgrafo inducido por (Z,H) en G U x"'k es decir, elpi ,

xdxJ pl
bosque [x J " (G ,H/G .). El nivel NO del bosque [x J;' sonpl pl pl pl

exactamente los puntos de la clase [X ] en (Z,H), y puede clasifi-pi
carse por la relación "tener el mismo siguiente". Podemos llamar

t . al número de pre-etiquetas necesarias para los puntos de lapl
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clase de clausura [x .] y denotar los porpl
1 2 tpi

x .,x ., ... ,X .• Los maxipl pl pl

males, como hic imos con la contracc ión reduc ida, se pre-et iquetan

por separado de la misma manera. De este modo disponemos del si-

guiente cuadro de pre-etiquetas:

Recopilación de pre-etiquetas 4.1.15

El bosque (Z,H) queda pre-etiquetado por:

Nivel NO:

1 to
x 00' ... , x 00 to = máximo numero de puntos de NOcon igual siguiente.

Para cada p 1,2, ... ,k-1 se tiene:

de puntos de NO en fx .] 1,- pl
= máximo numerot .pl

1 t .pl
X ., ••• , x .pl pl

Nivel N : clases de clausura [x ], ... , [x J y para cada Ix .]:----p p1 pr pl-
p

con igual siguiente.
-rT1

-1 pi
x ., ••• , x .
pl pl

m .pl Card(M .) = Card(M Ix .11'pl pl

con i = 1, ... , r
p

t
P

r
p
I t .

i=1 pl
y m

p

r
p
I m .

i=1 pl
Card(M )

p

Nivel Nk: clases de clausura [xk11, ... , [xkr ] y para cada [xkJ:
k

Card(M
ki

)

con i 1, •. ,r k

Card(M
k
)

Finalmente, t
k-1
I t

p=1 P
y m Card(M)
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Estas pre-etiquetas son, en su descripción genérica, las

mismas que las recopiladas en 3.3.B.15 para la contracción canónica

reducida, solamente cambia el significado de los to y t .'pl
Si denotamos por E el conjunto de estas t+m pre-etiquetas

la aplicación c:Z -+ E que asigna a cada punto del bosque, x € Z, su

es un pre-etiquetado sobre Z (por ser supra-pre-etiqueta, xJ € E,pi
yectiva) y es canónico por construcción (salvo los automorfismos

que actúan sobre los puntos de la misma clase de clausura con igual

siguiente).

Teorema 4.1.16

La aplicación c:Z -+ E mencionada anteriormente es una apli

cación contractiva.

Probaremos las tres condiciones para aplicaciones contrac-

tivas acíclicas dadas en el teorema 4.1.14 siguiendo la prueba del

teorema homólogo para grafos reducidos dada en 3.3.B.17. Si x,y€Z

tienen la misma pre-etiqueta, entonces, por construcción, ni son

maximales ni tienen igual siguiente.

Como c(x) = c(y), los grafos inducidos en sus clausuras son

isomorfos. Construiremos un isomorfismo ljJ:(-;,H/x) -+ (y,H/y) para

el que c(z) = c(ljJ(z», 'Jz €x.

a) Si x,y €N1, cualquier biyección entre x - {x} e y-{y}

es un isomorfismo y basta tomar la aplicación ljJ:x-{x}-+ y - {y}

que identifica las pre-etiquetas de ambos conjuntos.

b) Si x,y€ N, q >1 y z €x, sea 'l':x -+ y un isomorfismo
q

cualquiera y 'l'(z) z '€ y. Sean c (z ) xj. y c(z') = xF (pues es
pl pl.

obvio que z y z' son del mismo nivel y misma clase de clausura),
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es claro, pues en [x .J", Z,Z' E Nopl
y tienen siguientes respectivos w y w' (ver figura en 3.3.8.17).

Como los subgrafos inducidos en w y w' son isomorfos, hay el mismo

número de puntos de la clase [x .J con siguiente en w, que conpl
siguiente en w' y, en consecuencia, salvo los automorfismos que

actúan sobre estos puntos, a z y z'se les asigna el mismo superín-

dice: j=j'. En el apartado c} de 3.3.8.17 está construido con pre-

cisión el isomorfismo ~ como producto de sucesivas correcciones del

isomorfismo 'l': x - y de partida para cada x, y E N .
q

Definición 4.1.17.-(Contracción acíclica canónica de un bosque}

Si (Z, H) es un bosque pre-etiquetado canón icamente por la

aplicación contractica coZ -+ E definida anteriormente y

.K= {( i , j) E ExE, (x, y) E H Y c (x) = 1, C ( y) = j}, 11ama remo S con-

tracción acíclica canónica de (Z,H) al grafo (E,K).

Por construcción, Card(E} t+m es mínimo para todas las

posibles contracciones de (Z,H), sin embargo hay otros grafos ací-

clicos con el mismo número de puntos y de arcos que (E,K) que tam-

bién se explotan en (Z,H) como ya vimos en la observación 3.3.8.19.

Estamos ya en condiciones de describir con más precisión

la estructura de orden del conjunto de grafos acíclicos con un

mismo desingularizado (Z,H). Como en el caso de los reducidos, a

este conjunto ordenado se le asocia un espacio topológico lO y un

9rafo acíclico y transitivo y, en consecuencia, también, su grafo

reducido al que denotaremos por IsoA(Z,H}.

Es claro que Iso(Z,H) e ISO'A(Z,H}. Ahora, IsoA(Z,H} tiene

un sólo elemento, el propio (Z,H), si, Y sólo si, (Z,H) no admite
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contracciones acíclicas, es decir, si,y sólo si,es un bosque forma-

do por un solo árbol con todos sus brotes con el mismo siguiente

en el nivel N
1
. Es decir, es de la forma

Como en grafos reducidos, se puede enunciar el siguiente

teorema que aporta gran cantidad de información sobre la estruc-

tura del conjunto ISOA(Z,H).

Teorema 4.1.18

Si (X,G) -* (X' ,G') es un morfismo birracional de grafos

o..,(,UL05, con Card(X) = m y Card(X') = n, entonces para cada p,

con n < p < m, existe un grafo o..C.':ClCLO (X",G") con Card(X") = p, y

existen morfismos birracionales ljJ1 (X,G) -?- (X",G") y

1/J2:(X",G") ~ (X',G') tales que ljJ20 ljJ1 ljJ.

De este teorema y de los resultados descritos anteriormente

se obtienen las siguientes conclusiones:

Corolarios 4.1.19

a) El bosque (Z,H) es el único punto maximal de ISOA(Z,H).

b) Para cada grafo acíclico (X,G) EIsoA(Z,H), con Card(X)=n
y

y Card(Z) m, se tiene:

b1) Existe, al menos, un camino con fin maximal que empieza

en (X,Gl de longitud m-no
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b
2
) Todos los caminos con fin maximal que empiezan en (X,G)

son de la misma longitud m-no

c) Si (E,K)es la contracción acíclica canónica minimal del

bosque (Z,H) y Card(E) = n y Card(Z) m, entonces m-n es la dimen-

sión de ISoA(Z,H).

d) En el grafo dual de ISoA(Z,H) los puntos de un mismo

nivel son grafos con el mismo número de puntos. Además, si (X,G) €

€ ISoA(Z,H) es un grafo de nivel

Card(Z) = m, entonces Card(X) = m-p.

Observación 4.1.20

N
P

en el dual de y

a) Es claro que Iso(Z,H), e IsoA (Z,H) son grafos conexos,

pues tienen un único maximal (Z,H). Iso (Z,H) es, entonces, un

subgrafo conexo de Iso A(Z, H) con e 1 mismo max imal. No se puede

decir, sin embargo, que Iso(Z,H) sea un grafo parcial pero si que

es un subgrafo inducido de ISOA(Z,H). En general, el cardinal de

la contracción acíclica canónica minimal de (Z,H) es menor que el

de la contracción canónica minimal reducida.

b) Si (X,G) € ISOA(Z,H) es un grafo no-reducido y

I\J:(X,G) ~ (X',G') es un morfismo birracional, entonces (X',G') es

un grafo no-reducido, ya que I\J conserva los niveles de los puntos.

En consecuencia, en ISOA(Z,H) no hay arcos (x,y) con x reducido e

y no reducido y, por tanto, si hay un camino en ISOA(Z,H) que une

dos grafos reducidos, todos los puntos del camino son grafos redu-

cidos. Esta propiedad la referiremos diciendo que el subconjunto

Iso(Z,H) es un subconjunto contínuo de ISOA(Z,H). Como por otro

lado Iso(Z,H) es un subgruJo inducido de ISOA(Z,H) diremos, tam-

bién, que es un subgrafo inducido continuo.

Estas observaciones se ponen de manifiesto en el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 4.1.21

En en ejemplo 3.4.7 se da un Iso(Z,H) para el bosque (Z,Hl

de la observación 3.4.6. Los puntos de Iso(Z,H) han sido descritos

con letras mayúsculas. Construimos, a continuac ión, otros grafos

no-reducidos de ISOA(Z,Hl, que designaremos por letras minúsculas,

y, finalmente, dibujamos el grafo ISOA(Z,Hl.

Hay un grafo no-reducido con 8 puntos:

a

dos grafos no-reducidos con 7 puntos

b

un grafo no-reducido con 6 puntos

y

c

d

y un grafo no-reducido con 5 puntos, el contraido acíclico canónico

minimal

e

El grafo ISOA(Z,Hl es, entonces,
(Z,H)

A

C

E

a

c

e
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Hay, obviamente, bosques (Z,H) para los que Iso(Z,H) e

ISOA(Z,H) son el mismo grafo. De los teoremas 3.2.6 y 4.1.14, que

caracterizan las p-contracciones reducidas y acíclicas, se obtiene

el siguiente resultado:

Proposición 4.1.22

Dado un bosque (Z,H), Iso(Z,H) = ISOA (Z,H) si, Y sólo si,no

existen dos puntos x,y e; Z cumpliendo las condiciones:

a) x e y no son maximales.

b) x t ~ Y t pero uno de ellos cubre al otro.

c) (x, HI x) ~ (y, H/y) •

Observación 4.1.23

Hemos visto cómo no todos los puntos minimales de Iso(Z,H)

son grafos con el mismo numero de puntos. La razón de esto es que

se pueden hacer contracciones de un bosque (Z,H) que identifican

brotes de ramas principales distintas no respetando el orden indi-

cado en la contracción canónica minimal, lo que puede impedir que

sea posible la identificación de puntos de nivel superior sin des-

truir la reducción del contraido. En el ejemplo 3.4.6, el bosque

(Z,H) se puede contraer en el grafo B (en contra de los criterios

para la contracción canónica minimal) y este grafo B sólo se puede

contraer en un grafo reducido, el D. En este grafo D no se pueden

identificar los puntos del nivel N1 conservando la reducción (a

pesar de que estos puntos cumplen las condiciones para una contrac-

ción reducida dadas en el terorema 3.2.6), por lo que este grafo D

es minimal en ISQ(Z,H) pero no en IS0A(Z,H).



-162-

Parece que la condición de reducción es la responsable de

que los puntos minimales de Iso(Z,H) no sean, en general, grafos

con el mismo número de puntos, lo que nos podría hacer pensar que

en IsoA(Z,H) los minimales son del mismo cardinal y, en consecuen-

cia, que dos puntos de ISOA(Z,H) están en el mismo nivel si)y sólo

si,las grafos que representan son del mismo cardinal.

Pero no sólo la reducción es responsable de esta anomalía.

El orden señalado en la contracción canónica minimal con que se

identifican los puntos de la misma clausura es determinante para la

obtención de este minimal y este orden también afecta a la contrac-

ción acíclica canónica minimal. Recuérdese que si n puntos tienen

etiquetas 1 nx .,...,x .,a q puntos de la misma clase y mismo siguien-pl pl
sólonoqueloles dan etiquetasse

1 q
x ., ••• , x . y no otras,pl pl

determina la canonicidad del contraido sino también el número míni-

te

mo de puntos.

El bosque (Z,H) de la siguiente figura

x 1 2 y

admi te dos contracc iones (A Y B) con 7 puntos y otras dos (e y D)

con 6 puntos

A B e D
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El grafo D es el contraido canónico y C es, también, minimal.

El grafo Iso(l,H), que coincide con IsoA(l,H) pues el bos-

que (l,H) verifica las condiciones de la proposición anterior, es:

(l,H)

A B

C D
En el bosque anterior, los puntos x e y deben portar la pre-

etiqueta 1 para contraerse canónicamente; si se hace x=1 e y=2 el

orden en la identificación se altera, lo que conduce a la contrac-

ción en C.

Si, ahora, tomamos el bosque (l' ,H') consistente en dos

copias de (l,H) y una la contraemos en el grafo C y la otra en el

grafo D, la contracción de estos dos por la identificación dada

en la siguiente figura es, claramente, minimal en IsoA(l,H), como

se muestra a continuación.

7

4

8

1 2

su contracción
•

7 8

La contracción minimal canónica de (l' , H' ) es la contrac-

ción de dos copias de D, como muestra la figura siguiente:

6 7 6 7

4 4 contracción (E,K)
>- 4

1 2 1 2 1 2

Este grafo (E,K) tiene un número de puntos menor que el

minimal anterior. Como Iso(l' ,H') = IsoA(l' ,H') es, pues, un ejem-

plo para esta obsprv~r.ión.
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4.2. EXPLOSION COMPLETADA DE GRAFOS ACICLICOS

Hasta aquí hemos transformado el grafo acíclico (X,G) en
N -v

un bosque (X,G) de un modo paralelo a como explotamos grafos redu-
/V /V

cidos. El bosque (X,G) es explotado común de diversos grafos ací-

clicos, reducidos o no; en él hay disuelta una gran cantidad de in-

formación que poseen los grafos acíclicos de procedencia y que se

pierde en la separación de las cadenas. En el concepto de explosión

que finalmente queremos dar, y que llamaremos explosión completada,

deseamos conservar una buena parte de la estructura de cada grafo

acíclico.

Obsérvese que en un grafo reducido (X,G) si x es un punto

singular, los puntos de x t pueden encontrarse en niveles arbitra-
- -rios superiores al de x pero, en cualquier caso, el grafo (x t,G/x t)

es, siempre, totalmente desconectado. Sin embargo, si (X,G) es un

grafo acíclico no-reducido el grafo (x-t,G/x t) posee arcos (en ge-

neral). Cada punto singular x se explota en tantO$ puntos como

Card(x-t), pero el defecto de la n-explosión que acabamos de expo-

ner radica en que los puntos explotados de x no heredan las rela-

ciones orden de su ascendente de referencia, el grafo (x t,G/x-t).

El ejemplo mas sencillo de lo que queremos hacer nos lo pr~

porciona el grafo acíclico (X,G) de la figura:

3

2

1
Su bosque de las cadenas es
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3

23
13

123

donde el punto 1 se explota en {123,13) y 1 t {2,3l.

El grafo inducido en 1 t es ({2,3) , {(2,3))) que, conser-

vado isomorfamente en la explosión de 1, nos proporciona el nuevo

arco (123,13) por lo que finalmente el grafo explotado completo va

a ser:

23~3

V13

123

Por esta razon, el explotado completo del grafo
4

3

2

dado que 1 t

nectado, sera:

1
{2,4} Y el grafo inducido en él es totalmente desco-

4

34

234

14

Daremos dos versiones alternativas del concepto de explo-

sión completada. En la primera se pondrá de manifiesto que el explo

tado completo de un grafo acíclico (X,G) contendrá al bosque de las
IV N

cadenas de éste, (X,G), como grafo parcial y se obtendrá a par-

tir de él cuando éste esté convenientemente etiquetado. Desde este
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punto de vista, podremos decir que el explotado completo es el re-

sultado de una explosión completada por niveles del acíclico. Como

disponemos de un procedimiento alternativo global para obtener el

'" '"bosque de las cadenas, (X,G) esto nos permitirá dar otra versión

de explosión completada global del acíclico (X,G).

Definición 4.2.1.- (Explosión completada de un grafo acíclico)

Sea (X,G), con X etiquetado por E = (1,2, ... ,n) y n=Card(X),

un grafo acíclico ordenado naturalmente. X está clasificado en nive
k

"" ""les por X = U N , con N ~ ~ y k = dim(K,G). Sea (X,G) el bosque
p=O p P

de las cadenas de (X,G) descrito en la definición 4.1.5. Llamaremos
,...,

explotado completo de (X,G) al grafo sobre X cuyo conjunto de arcos,

(x,y) con x=x. .
11, . 1q

Llamaremos explosión

que denotaremos por G, es el conjunto de arcos

y = x. . siendo (j2, ...,jq) C(i1, ..·,iq).
J2 •• · Jq

r-' -
completada de (X,G) al morfismo de grafos n:(X,G) ~ (X,G) dado por

queda unívocamente desc rito por

Se ha visto, teorema 4.1.7, cómo un grafo acíclico (X,G)
Msus caminos max imales, e o (X,G) .

Como en un ciclo no se puede hablar de puntos "maximales" y se tie-

nen, en él, caminos de la longitud que se desee, podemos afirmar,

además, que los grafos acíclicos constituyen la clase más amplia de

grafos caracterizables por sus caminos maximales.

clico (X,G) representan los caminos con fin maximal,

Como los puntos del bosque de las cadenas de un grafo ací-
1\ M
X = e (X,G),

podemos dar una definición alternativa de explosión completada de
/1 "un grafo acíclico en términos del grafo (X,G) ~ (X,G).
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Definición 4.2.2

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2, ... ,n) por medio

de x:X -+ E Y con n = Card(X), un grafo acíclico ordenado natural-
/1 _

mente. Llamaremos explotado completo de (X,G) al grafo (X,G) donde:

G
M M

{(s,s')€C (X,G) xC (X,G), 10ng(s)~1 y s' es igual al camino

s menos uno cualquiera de sus elementos}

Es decir, (s,s')€G si y sólo si siendo s:{1,2, ... ,q} ~X

inyectiva y con s(q)€ M, se tiene q~2 y s' = s/{1,2, ... ,q)-{j}

con 1 2.j <q.

/1 "
Un conjunto de etiquetas para X es el conjunto E formado

por aquellos subconjuntos ordenados, A, de E tales que x/A es un

M 11" A
camino de C (X,G). La biyección que define el etiquetado es x:E -- X

-1 1\
tal que si s:{1,2, ... ,q} -- X Y ~ (s({1,2, ... ,q}» E E, entonces

A -1 1\ _ _
x(x (s) = s. E esta totalmente ordenado por el orden lexicografi-

A - A
co y (X,G) está E-ordenado.

Llamaremos explosión completada al morfismo de grafos
1\ - /1

n:(X,G) '-""'+(X,G) dado por n(s) = s(1), para todo SE X Y

s:{1, •.• ,q} ~X.

Obviamente, ambas explosiones son equivalentes, basta iden-

'"' -x. . del explotado (X,G) con el punto
l1' .. lq

1\ -
decir, s = {i1, ... ,i

q
} -X, de (X,G). No hay

laporde arcosconjuntos

x

es

la designación de ambos

puntoeltificar

s x. • •• x .
l1 lq

ambigüedad en

misma notación G siempre que se precise cuál es el conjunto de pun-

'"" Atos, X o X, entre los que se establecen los arcos.

Proposición 4.2.3

/V -

El grafo (X,G), explotado completo del grafo acíclico (X,G),

es reducido.



x. de este camino representa un camino con fin
1

""' -
(X, G) ,

En efecto,

cada punto

si
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x ... x es un c ami no del ong i t ud P > 1 en
1 p+1

maximal en (X,G) y difiere de su siguiente x. 1 exactamente en unl+

subíndice de su etiqueta por lo que x
1

difiere de x exactamente
p+1

en p > 1 subíndices y por tanto (x1' x
p
+1) no es un arco de G.

Observación 4.2.4

Obs é r ves e que si (x, y) E G y x=x . . .. . con
l1···l 1l 1 1 ... lp- P p+ q

l. E E, entonces y
J

x. .. . donde 1 < p < q (s i P
l1···l 1l 1···lp- p+ q

q,

entonces x.
J.

p
serían ambos maximales, en cuyo caso

~
x x. . . J X).

l1 ... l 1 ~p-1 P
/V

El caso p=1 significa que (x,y) E G (por tanto GCG), es

decir, x e y son puntos consecutivos de un camino del bosque de las

""' /V '"
cadenas (X,G). El caso p > 1 significa que (x ,y) E G -G, es decir el

arco (x,y) une puntos que se encuentran en caminos distintos del

/V /V /V

bosque de las cadenas (X, G). Llamaremos a estos arcos de G - G arcos

transversales. En este caso, estos mismos caminos están unidos, tam-

bién, por otros arcos transversales. Más explícitamente se tiene

J < p.

La siguiente figura ilustra esta observación:
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x (p-1)(p+1) ... q

x (p+1) ... q

x
(p+2) ... q

x (p+1) ... q

x
(p-1)(p+1) ... q

x
(p+2) ... q

1 x2·· (p-1) (p+1 )X··q /1XX2'" (p-1) (p+1) .. q

x12 .. (p-1) (p+1). ~q.. qV 12 .. (p-1) (p+1) .. q

x
12 ... q

"" -Obsérvese, también, que el morfismo ¡¡: (X,G) _ (X,G) viene

x
p+2

x
p+1 x

x p(p+1 )ooq
p

xx (p-1 )pooqp-1
x
p-2 :

x
2I x

1
2 ... q

x
1 x

12 ... q

x. y entonces si (x,y) E G con x
1
1

y (J2,···,J Ic{i , ... ,i I se tiene:q 1 q

/V

a) Si (x ,y) E G, es decir J
k

= i
k
, \/k = 2, ... ,q, entonces

y (x. ,x. ) E G. Por tanto, el morfismo
1

1
1

2

¡¡ aplica los arcos de los caminos con fin maximal de (X,G), es

,-v ,-v
decir, los arcos del bosque de las cadenas (X,G), en arcos del grafo- -(X, G) .

I'V

b) Si (X,Y)EG-G, entonces i
1

= J
2
, y por tanto ¡¡(x) =

¡¡(y) = x .. Luego, el morfismo ¡¡ aplica los arcos transversales del
11

explotado completo en puntos de (X,G). La siguiente figura muestra

este fenómeno:

5 ---------+ 5

2

4

------
4

1 ----__.
1----------~1

2

3
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La siguiente proposición muestra cómo el concepto de explosión

completada de un grafo acíclico es una extensión del concepto de

explosión de un grafo reducido.

Proposición 4.2.5

Si (X,G) es un grafo reducido,su n-explotado como reducido

coincide con su bosque de las cadenas y con su explotado completo

como acíclico.

En efecto, la primera afirmación es evidente y para la se-
/Vgunda, si dos puntos x ,y e: X están en caminos distintos del bosque

N ""de las cadenas (X,G), entonces, por ser (X,G) reducido, los sub-

índices de la etiqueta de uno cualquiera de los puntos no son, to-
- '"dos ellos, subíndices de la etiqueta del otro, por lo que (x,y)~ G-G

/O'es decir, no hay arcos transversales, y, en consecuencia, G = G.

Por otro lado, es claro que el bosque en que se explota un

grafo reducido es sumergible en el bosque de las cadenas de cual-

quiera de los grafos acíclicos de la clase que representa. Cada uno

de estos bosques de las cadenas es sumergible en el explotado com-

pleto del correspondiente acíclico y los explotados completos de

todos los acíclicos de una misma clase son sumergibles en el explo-

tado completo del transitivo que representa a la clase.

¿Qué relaciones hay entre el bosque de las cadenas y el ex-

plotado completo de los acíclicos de una misma clase? En el siguie~

te ejemplo se describen el bosque de las cadenas y el explotado com

pleto de cada uno de los grafos acíclicos de la clase representada

por un camino de longitud tres. En la figura se puede observar cómo

dos grafos acíclicos distintos de la misma clase pueden tener dis-

tinto bosque de las cadenas e igual explotado completo.
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Ejemplo 4.2.6

(X,G) E ~~C
""~ ~ -

(X,G) (X,G)

I I l
~ ~ ~

~ ~ ~

(
~

@
-t "

~ ~ ~

(
~ ~

"

~

(t::
~

~ ~ ~
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Recíprocamente a lo observado en el ejemplo anterior, en el

siguiente se muestra cómo dos grafos acíclicos distintos de la mis-

ma clase, es decir, con el mismo reducido y mismo transitivo, pue-

den tener el mismo bosque de las cadenas y distinto explotado com-

pleto.

Ejemplo 4.2.7

rAc
(X,G}E:1

X
'" /V(X,G)

También es posible dar un par de grafos acíclicos distintos

de la misma clase con el mismo bosque de las cadenas y el mismo

explotado completo, lo que se muestra en el siguiente

Ejemplo 4.2.8

Ac
(X,Gh {; X

~~ "'" -(X,G) (X,G)

ñ 1 r1J 1
" "

ñ 1 ~ 1
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Observación 4.2.9

En la explosión de un grafo acíclico el etiquetado no es

necesario para la obtención del bosque de las cadenas. Esto es lo

que ha hecho posible que podamos hablar, también en este caso, de

p-contracciones acíclicas de un bosque. Desde este punto de vista

podemos decir que hay una relación estrictamente morfológica entre

un bosque y sus contracciones. Los objetos que se obtienen en la

explosión completada de un acíclico se podrán describir, a grosso

modo, como "configuracines de cadenas y semiciclos de cuatro arcos"

(esto requerirá algunas precisiones) y su obtención a partir del

grafo acíclico de partida, o del bosque de las cadenas como paso

intermedio, requiere necesariamente de las etiquetas. Los ejemplos

anteriores ponen de manifiesto el poco sentido que tienen hablar de

contracciones para estas "configuraciones" no-etiquetadas. Desde

luego, hay una relación morfológica entre el grafo acíclico y el

explotado completo dado que el bosque de las cadenas de aquel está

sumergido en éste conteniendo todos sus puntos, pero hay también

una relación sintáctica (a través de las etiquetas) sin la cual no

es posible recuperar ni el bosque de las cadenas ni el grafo ací-

clico de partida. Para empezar, una "configuración" no etiquetada

admite múltiples bosques de cadenas no etiquetados sumergidos en

ella y cubriendo todos sus puntos (ejemplo 4.2.6); además, "confi-

guraciones distintas pueden albergar sumergido el mismo bosque de

las cadenas (ejemplo 4.2.7) y para terminar, la igualdad de los bo~

ques de las cadenas y del explotado completo no es suficiente para

determinar el grafo acíclico de procedencia (ejemplo 4.2.8). Y has-

ta ahora nos hemos referido, en los ejemplos, solamente a grafos

acíclicos de la misma clase; si liberamos a los grafos acíclicos de
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procedencia de la condición de ser de la misma clase el interés por

la contracción decrece notablemente.

Los siguiente ejemplos abundan en las escasas relaciones

morfológicas entre un grafo acíclico o su bosque de las cadenas y

la "configuración" de su explotado completo y señalan la vincula-

ción sintáctica entre unos y otros.

Deseamos, también, poner de manifiesto que la explosión de

un grafo acíclico no es una extensión trivial de la explosión de un

reducido. Los ejemplos señalan, también, esta diferencia. Como en-

tre los grafos acíclicos tienen especial relevancia los grafos tra~

sitivos que representan a cada clase, en los ejemplos, hemos trata-

do sólo con grafos transitivos por lo que se señalan aún más las

observacines anteriormente hechas.

En cada ejemplo se dibuja, en cada fila y para cada uno de

los dos grafos transitivos contemplados, el grafo reducido, el

TI-explotado de este grafo reducido, el bosque de las cadenas del

transitivo y el explotado completo del transitivo.
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Ejemplo 4.2.10

Dos grafos acíclicos y transitivos distintos pueden tener

igual explotado de su reducido, distinto bosque de las cadenas y

distinto explotado completo.
/V _

(X', G)

.(') ~

Ejemplo 4.2.11

Dos grafos acíclicos y transitivos distintos pueden tener

distinto explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas y

distinto explotado completo.
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Ejemplo 4.2.12

Dos grafos acíclicos y transitivos distintos pueden tener

distinto explotado de su reducido, distinto bosque de las cadenas

e igual explotado completo.

<)

Ejemplo 4.2.13

Dos grafos acíclicos y transitivos distintos pueden tener

igual explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas y dis-

tinto explotado completo.

136 156 256 246

6

~6

1 I
136 146 156 256

le-

46

136 146156 256

6

136 156 256 246

36

36

2

21

1

6

3~

3

Este ejemplo es el de mayor interés al mostrar como tener

igual explotado del reducido e igual bosque de las cadenas no deter

mina el explotado completo estando éste sólo determinado por aque-

llos a través de sus etiquetados.
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Ejemplo 4.2.14

Dos grafos acíclicos y transitivos distintos pueden tener

igual explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas e igual

explotado completo.

I

I

1

I

"., -
(X',G)

1

En realidad, hay ejemplos triviales de este caso como: cual

quier par de grafos reducidos de dimensión uno con igual n-explota-

do. Aquí se muestra el ejemplo mas simple de entre los no trivia-

les, es decir con dim(X,G) > 2. (Es el único par de grafos conexos

distintos con menos de seis puntos para el que las tres explosiones

son iguales).
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4.3. EXPLOSION GEOMETRICA DE UN GRAFO ACICLICO

En este parágrafo daremos una definición de explosión de un

grafo acíclico en un punto arbitrario del mismo y veremos que explo

tando sucesivamente el grafo en sus puntos de una manera ordenada

obtenemos el grafo explotado completo. Esta definición puntual de

explosión está sugerida por el concepto habitual de explosión en la

geometría tal y como hemos indicado en la introducción y, por esta

razón, utilizaremos el calificativo "geométrico" en las explosiones

que aparezcan en esta sección.

Definición y notaciones 4.3.1

Llamaremos suma de dos grafos (X,Gl y (X',G'l, y lo denota-

remos por (X,Glx(X',G'l, al grafo cuyo conjunto de puntos es XxX y

que tiene por conjunto de arcos a

{(x ,x 'l,(y,y'» E GxG', (x= y y (x ',y') E G') ó « x ,y) E G y x'= y ,)}

También escribiremos (X,G) x (X',G') = (X x X', G x G') de-

notando abusivamente por G x G' al conjunto de arcos del grafo suma.

Nota: No hay acuerdo entre los diversos autores en la denominación

del grafo que acabamos de definir como "suma". Esta denominación es

la dada por Berge en IB1lpag.304 y por Cvetkovi~ en IC.D.s.1 pago

65. Sin embargo, Hararyen IH.11 pago 22 llama "producto" a lo que

aquí hemos llamado suma.
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Ejemplo y observaciones 4.3.2

n m n1 • • . - - - - - -. nmI n2' n3' I

I
, I I

31GEl I 3m3 3 - - -

x
2 21 - - - - - - - 2m2 22 23

- - - - - - -1 1 11 12 13 1m
23

:~x

3

~
1 2

21

11 12

Nótese que si Card(X) = n, Card(G) = p, Card(X') = m y

Card(G') = q entonces Card(XxX') = n.m y Card(GxG') = n.q+m.p.

Obsérvese, también, que la suma es conmutativa aunque no lo

sea el producto cartesiano de sus conjuntos de puntos. Si los gra-

fos sumandos son etiquetados, la suma es conmutativa (salvo el iso-

morfismo ~(x ..) = x ..) y, por esta razón, si no son etiquetados el
lJ J1

grafo suma no depende del orden en que se sumen.

Definición 4.3.3

Sea (X,Gl, con X etiquetado por E = {1,2, ... ,nl, siendo

n = Card (X) , un grafo acíclico ordenado naturalmente. Sea

punto de nivel NO' Llamaremos ~h_-e._x__p_l_o_t_a__d_o_p__u_n_t_u_a_l__d_e_(X,G) al gra-

y

Gh (G - {(xh 'xj ), xhj E \ l) U {(xhj ,xj ),xhj E \ l U

{(xh.,xh.),(x.,X.)E Gl
1 J 1 J

Llamaremos x -explosión puntual al morfismo_ h ------- _

x. ,
1
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si (X , x .) E G. Obsérvese que "h conserva los arcos de G-{ (xh'x .),
h J J

Xhj E Xh}, aplica los arcos de {(xhj'xj ), Xhj E Xh} en los arcos

{(xh,xj), Xhj E Xh} y reduce los arcos de {(xhi,xhj), (xi,xj)E G)

al punto xh que se está explotando.

Llamaremos puntos excepcionales de la "h-explosión puntual

a los puntos de -1
11 (xh). Estos puntos se encuentran en niveles ar-

bitrarios del grafo (Xh,Gh). Los puntos no excepcionales de la

explosión conservan el nivel que tenían en (X,G).

11 -
h

Como ejemplo, si (X,G) es el grafo acíclico de la figura

a c b

3

1 2

9

El grafo (X1,G1), "1-explotado puntual de (X,G), y el grafo

a c b

16

a b

Como puede observarse en estos ejemplos, los puntos excep-

cionales de

embargo, los puntos excepcionales de "2
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Definición 4.3.4.- (Explosión puntual de un grafo acíclico)

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1 ,2, ... ,n l, siendo

n = Card(X), un grafo acíclico ordenado naturalmente. Sea x
h

un

punto cualquiera de X. Llamaremos x
h
-explotado puntual de (X,G) al

a) Si xh-es maximal, entonces (Xh,Gh)=(X,G).

b) Si x
h

no es maximal, entonces, sean:

y

Ah {s: {1, ... ,q l -+ X, s es un camino con s(1) e: x
h
' s(q) e: x

h
t

s ( i ) ~ xh' \f i > 1 Y s ( i) ~ xht , V'i < q l

y con estas notaciones llamaremos:

s(2)

s(2)

xkl U {(xij,xk),

x y s(q) = x .l.
k J

existe Se:A
h

con s(1) = x. ,
1

Donde las operaciones de unión y diferencia anteriores se

supone que se realizan sucesivamente de una forma ordenada. Even-

tualmente, para s e:Ah puede ser q=2 en cuyo caso s (2) =x
k
=x j e: x"ht.

Llamaremos nh-explosión puntual de (X,G) al morfismo

x.,six,e:XnX yn(x .. )=x.
1 1 h lJ 1

si x
ij

e: xh x x
h

t. Obviamente, se verifica que si (x,y) e: G
h

entonces

n(x) = n(y) o bien (n(x),n(y))e:G, por lo que nes un morfismo de

grafos. El grafo explotado puntual es acíclico por construcción.
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Llamaremos puntos excepcionales de la xh-explosión puntual
-1a los puntos n (xh), es decir, los puntos del grafo suma xh x xht

junto con los puntos de {s (1), l/sE: Ph }. Obviamente, estos puntos

excepcionales se encuentran en niveles arbitrarios de (Xh,Gh). Los

puntos no-excepcionales conservan el nivel en la xh-explosión pun-

tual.

En la definición de Xh se han sustituido los puntcs de xh
por los de su suma con xht,aunque se conservan aquellos puntos de

Xh de los que partan caminos con fin maximal no conectado con xh'

y que por tanto no pasan por ningún punto de x~t.Estos son los pun-

tos de ~h. Obsérvese que estos puntos hay que conservarlos porque

se han conservado los arcos de los caminos que los definen, pues

no hay ninguna referencia a ellos en la descripción de Gh. No obs-

tante, la presencia de este conjunto de puntos ~ en la definición
h

de xh-explosión puntual es puramente formal e incluso anecdótica

dentro del marco de nuestros propósitos pues, como veremos más ade-

lante, en una explosión puntual sucesiva y ordenada de (X,G) por

los puntos x1,x2, ...,xn los suvesivos conjuntos ~h son vacíos.

Observación 4.3.5

La definición de xh-explosión puntual para xh E: NO es un

caso particular de la xh-explosión puntual para xh E: X de nivel ar-

bitrario. También las n-explosiones de un grafo reducido o acíclico

por puntos de nivel NO son un caso particular de explosión puntual.

Ejemplos 4.3.6

Se dan a continuación las x4-explosiones de los grafos a)

(X,G), b) (X1,G1) y c) (X2,G2) de la definición 4.3.3. Son respec-

tivamente:



a)

b) 16

16

146

26

26

a
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17

147

c

27

27

3

1

2 13

b

2

b

15

9

c) 16

146 246 147

3

247 13 25

b

9

15

En el grafo de a), x4-explosión puntual de (X,G) de la defi-

nición 4.2.19, se observa cómo la parte del grafo (X,G) que no

conecta x4 con x;t no juega ningún papel en la explosión puntual,

simplemente se conserva como un grafo separado de la componente

conexa en la que se realiza la explosión. En este caso ~4 = (1,2)

En el grafo de b) se muestra el resultado de haber explo-

tado (X,G) sucesivamente por los puntos x1 y x4. Ahora

la explosión puntual opera sobre la parte del grafo que conecta -x4
con x4t¡el resto se conserva invariable.
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El grafo de c) se ha obtenido después de realizar explosio-

nes en los puntos x1, x2 y x4. Cuando se ha ido a explotar x4 ya

estaba explotado el grafo en los puntos de x4-{x4} por lo que to-

dos los caminos que parten de x4 tienen fin maximal en x~+ En este

caso ~4 es vacío.

Definición 4.3.7

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2, ...,n) y n =

Card(X), un grafo acíclico ordenado naturalmente por niveles, es

decir, si x. E: N ,
l P x .E N Y P < q entonces i < j (definición 2.3.25).

J q

Llamaremos explotado geométrico de (X,G) al grafo resultan-

te de las sucesivas explosiones puntuales de (X,G) por los puntos

x1,x2'··· ,xn° Es decir, si llamamos (X1,G1) al TI -explotado pun-
x
1

de (X,G) y si, para cada i=2, ...,n,

do puntual de (Xi_1,Gi_1), entonces

llamamos (X.,G.) al TI -explota
1 1 x. -

l

llamaremos explotado geométrico

de (X,G) al grafo (X ,G ).
n n

Pues4.3.4.la definiciónendescrito

Cada TI -explotado puntual lleva asociado el morfismo
x.
l

TI.:(X.,G.) ~ (x. 1,G. 1)
1 1 1 1- 1-

bien, llamaremos explosión geométrica de (X,G) al morfismo

el morfismo correspondiente a la TI1-explosión puntual.

Consideraremos, también, para cada i, con 1 < i < n, las ex-

plosiones geométricas parciales TI1o TI2 o ••• o TI.:(X. ,G.) -> (X,G) Y
l l l

diremos que (x. ,G.) es el explotado geométrico parcial i-ésimo.l l ---- ~ ....

Este concepto es relativo a la ordenación de los elementos

de X. El explotado geométrico (X ,G ) y, también, cada explotado
n n

geométrico parcial (X.,G.), con i<n, es un grafo acíclico por cons
l l

trucción.
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Para cada explosión geométrica parcial i-ésima llamaremos

puntos excepcionales de (X.,G.) a los puntos de---------------1-1

niveles arbitrarios de los puntos no-excepcionales,

x. ,...,X, conservan el nivel en la explosión geométrica parcial,1+1 n
los puntos excepcionales de

morfismo n es suprayectivo.

Observación 4.3.8

(X ,G ) son el propio X dado que eln n n

a) Si x ,...,x son puntos consecutivos del nivel NO y
1 9

(X
S
(1), ... ,X

S
(g)) es una permutación cualquiera de estos puntos,

entonces, el explotado geométrico g-ésimo (X ,G ) resulta, también,9 9
de las 9 xh-explosiones puntuales sucesivas según los puntos

Si xj+1' ...,xl son puntos consecutivos del nivel Np y

(x
S
(j+1), ...,xs(1)) es una permutación cualquiera de estos puntos,

entonces, el explotado geométrico parcial l-ésimo (Xl,Gl) resulta,

también, de las 1 xh-explosiones puntuales sucesivas según los pun-

tos x1, ...,xj,x
S
(j+1), ...,xs(1)' En consecuencia, si X está clasi-

kficado en niveles por X = U N con k = dim(X,G), el explotado
p=O p

geométrico (X ,G ) resulta, también, de las n xh-explosiones pun-
n n

tuales sucesivas según los puntos xs(1), ...,xs(n) siendo

(x
S
(1), ...,xs(n)) una permutación de (x1'...,xn) que conserva el

orden de los niveles, es decir, si xs(i) € Np' < q

entonces s (i) < s(j).

b) El explotado geométrico parcial es el

explotado puntual del explotado geométrico parcial (X.,G.). En esta
1 1

x. -explosión puntual, el conjunto1+1
M~. 1 = {s €C (X,G), tal que1+
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x, s(1} E Xi+1 y S(q) ~ X~} es vacío dado que en Xi

no hay puntos de X inferiores a xi+1' es decir, X n X. carece de
1

puntos. Dicho de otra manera, los puntos de xi+1 en (X.,G.) son
1 1

todos ellos, salvo el propio x. l' puntos excepcionales de (X.,G.)
1+ 1 1

y los caminos con fin maximal que parten de estos puntos excepcio-

nales pasan por x:- 1 t o conectan x. 1 con el maximal y, en con se-
1+ 1+

cuencia, ~. 1 = ~.1+
c) Como consecuencia de lo anterior, en cada una de las xh-ex-

plosiones puntuales, con h 1, ... ,n, que componen la explosión

geométrica, los puntos excepcionales son exactamente

Ejemplo 4.3.9

-1 -
11 (x)
h h

Mostramos, a continuación, la explosión geométrica del gra-

fo (X,G) de la definición 4.3.3 obtenida a través de sus sucesivas

explosiones geométricas parciales.

En la definición 4.3.3 se mostraron el grafo de partida

(X,G) y las explosiones geométricas parciales (Xi ,G1) Y (X2,G2)

segun los puntos de (1,2) = NO. Por lo que respecta a los puntos

del nivel N =
1

3,4,5), en el ejemplo 4.3.6 apartado c) se mostró

la x4-explosión de (X2,G2). Si a continuación hacemos la x3-explo-

sión de éste sólo cambia la notación del camino 13-3-8. La x5 explo

sión da el explotado geométrico parcial (X5,G5) que mostramos a con

tinuación.
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1

146 246

a

147

c

38

247 138 258

b

158

9

59

Para N2 = {6, 7,8, g), las explosiones puntuales segun los

puntos 6 Y 8, como tienen un único siguiente, a y b respectivamen-

te, cambian las etiquetas de algunos puntos pero no la estructura

del grafo de procedencia. El punto 9 es maximal y no se modifica

nada en la xg-explosión puntual. Haciendo la x7-explosión puntual,

obtenemos el explotado geométrico parcial (X9,G9) siguiente:
a c c b

59

9
7c

246a 147a 247a 147c 247c 138b 258b 158b 259 159
Como los puntos de N3 = {a,b,c) son maximales, el explotado

geométrico de (X,G) coincide con el grafo explotado parcial (X ,G )9 9

146a

16

que acabamos de mostrar.

Probaremos a continuación que la explosión completada y la

explosión geométrica de un grafo acíclico son conceptos equivalen-

tes. Para ello necesitaremos los siguientes resultados prev ios.

Nótese que la explosión puntual proporciona etiquetas para

el grafo explotado en función de las etiquetas del grafo de partida

y, por ello, partiendo de un etiquetado naturalmente ordenado por

niveles de (X,G) se obtiene un etiquetado sobre (X ,G l.
n n
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Lema 4.3.10

Sea (X,G) un grafo acíclico, con X etiquetado por E={1, .. ,n}

siendo n = Card(X) y (X,G) ordenado naturalmente por niveles. Sea

(X ,G ) la explosión geométriCQ de (X,G). Se tiene:n n

a) Si x. x .... x. es un camino con fin maximal de (X,G)11 1
2

1
q

entonces (x. . .
1. 1. 1 ••• 1-
P p+, q

para cada

p 1, ...,q-1 y, en cosecuencia,

es un camino con fin maximal en (X ,G ).
n n

b) Recíprocamente, si x. E Xn' entonces, para todo11i
2

•.. iq
k , con 1 < k <q se tiene (x. ,x. ) E G. x. es un maximal de X.1k 1k+1 1q
En consecuencia,

En efecto:

x. x .... x. es un camino con fin maximal en (X,G)11 1
2

1
q

a) Sea (X 1,G. 1) el explotado geométrico parcial previo
1
1
- 1

1
-

a la realización de la x -explosión puntual. Como el camino
1
1

ordenado naturalmente, podemos asegurar que

X. 1 pues son puntos no-excepcionales de este
1 -
1

grafo. Al hacer la x -explosión puntual de (X. ..G lo como11 1 -1' 11-1' ,1
x. E X. t. se crea el punto x. EX. y el arco (x. ,x. )E G.12 11 11i2 11 11i2 12 11

i2 haríamos, a continuación, la x. -explosión creándose
12

por la misma razón, el punto Y los arcos

en cualquiera de las xh-explosiones puntuales con i1+1.2 h < i
2

se

tiene x. . ~ xh por lo que no se transformarán ni los puntos
1
1
1
2
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esté o no en xhtcomo se desprende

ni el arco que los une y esto

definición puederazonamientoEste

independientemente de que x.
1
1

de

puntual.

en x. y de que x.
12 12
de xh-explosión

y x.
12

esté o no

la

extenderse sucesivamente hasta la x -explosión puntual, creándose
1q-1

. • X.
1 1
q q

en (X. ,G l. Esta
1 1q-1 q-1

cadena no se transforma en las x.-explosiones ..plmtuales, par:-a
n

i < h <n, ya que ninguno de los puntos que la componen está en nin-q- -

guno de los xh' salvo para h = i que tampoco transforma nada pues
q

x. es maximal.
1
q

bl Ahora, x.. . E X. Si para algún k, 12,k<q, se tiene
1
1
1
2
••. 1

q
n

(x. ,x. I~G,
1k 1k+1

como x.. se crea en el producto cartesiano del
1k1k+1

conjunto de puntos del grafo suma xh x xht, existe un Xh E X tal que

en (X,GI y las xh-explosiones puntuales por puntos intermedios

x. < xh < x. impedirían que ik e ik+1 fueran índices consecutivos
1k 1k+1

en algún punto de X .
n

Como consecuencia de lo anterior x. x .... x. es un camino
1
1

1
2

1
q

Si X.
1
q

punto

no fuera maximal, la x -explosión puntual susti-
1
q

x.. . E X, -1 por el punto x.. .. siendo
1112" .1q ~q 1112" .lq1r

x. E x. t f. ~ impidiendo que i sea el último índice en alguna eti-
1 1 q
r q

en (X,G).

tu iría el

queta de punto de X . Es claro que los maximales de (X,GI son los
n

únicos puntos que no cambian de etiqueta en la explosión geométrica.

Lema 4.3.11

Sea (X,G) un grafo acíclico en las condiciones del Lema

anterior y sea (X ,G ) su explotado geométrico.
n n
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x. . .. . entonces11 ...1 11 1 1...1p- P p+ q
y x. .. , para algún p con 1.2 P < q. En efecto; en11...1 11 1...1p- p+ q
cada xh-explosión puntual se crean arcos de la forma (xhj,Xj), don-

de xj E xht, que cumplen la condición del lema para p=1, y también,

se crean los arcos de X = { (x .. , x ) ,
1J rs

con X.
1

(x. ,x ) E GlX
h

Y X.
1 r J

x ) y, que por tanto,
s

son arcos de la forma (x..,x. ) con (x.,x ) E G/xh-t o bien (x..,x .)1J lS J s 1J rJ
con (xi'Xr) E G/Xh que, claramente, no cumplen la condición del lema.

Veamos, sin embargo, que el lema se cumple cuando se realizan suce-

sivamente las explosiones puntuales por los puntos x1'· ..,xn'

En primer lugar, contemplamos los arcos de la forma (x..,x.
1J lS

con (xj'xs) E G/x¡:;tcreados en la xh-explosión puntual.

Debemos tener en cuenta que previamente se han realizado

las explosines puntuales en x1'xZ, ...,xh_1 por lo que la etiqueta

de x. E ~ es, en realidad, de la forma x. con i = h1 h 11iz···ip_1 p-1
Y por tanto aquí estamos tratando con el arco (x..,X.1J lS

(x .,x..) donde (xJ.,xs) EG/X-ht . Las explosiones11···1p_1J 11···1p_1S
puntuales en puntos comprendidos entre xh y xj' exclusivos, no mo-

difican las etiquetas de x. . .
11... 1 Jp-1

y x. . pues estos
11···1p_1S

puntos no se encuentran en Xh para h < k < j. En la xj-eXP10sión, como

x .. E x. Y x E x-t el punto x ..1J J s j 1J x. . . se transforma en el
11... 1p-1J

punto x ..1JS x. . . y el punto
11···1p_1JS X.

lS
que no está

en x., no cambia de etiqueta, así pues (x. . .J 11..·1p_1J

E (X.,G.). Obsérvese que el camino
J J

empieza en X. acaba en x~t y los puntos intermedios no están ni en
J' J

uno ni en otro.
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Las explosiones puntuales en puntos xk comprendidos entre

exclusivas, no afectan a nuestros puntos x .. y x. al no1jS 1S
estar en xk. La xs-explosión puntual, y de modo análogo las siguie~

tes, modifican de la misma manera las etiquetas de x .. y x1.Spues1jS
ambas están en x , para cada x E x- t, en cuyo caso se transforman

q q s

en x.. y x. En resumidas cuentas, el arco (x..,x. ) de la1jsq 1Sq 1j 1S
xh-explosión puntual tiene en el explotado geométrico la forma

(x , x. .. . )11 ...1 111 1...1 11, ...,1 11 1...1p- P p+ q p- p+ q
donde hemos hecho

j i , s = i Y los siguientes coinciden en ambos.p p+1

contemplamos los arcos de la formaFinalmente, (x .. ,x .)1j rj
con (xi'xr) e G/x

h
creados en la xh-exf.llosiÓnpuntual. Como en el

caso anterior, las etiquetas reales de estos puntos, después de las

h-1 primeras explosiones puntuales, tienen un aspecto muy diferen-

te. Si x ...x ..x ...x es un camino maximal en
a 1 r h

es claro

después del Lema anterior que los puntos transformados de x. y x
1 r

en el explotado geométrico parcial (Xh_1 ,Gh_1) están etiquetados,

respectivamente por xir ...h Y xr ...h y, en consecuencia, nuestro

arco (x..,x .) es de la forma (x. h .,x h.) verificando el1j rj 1r ... j r ... j
enunciado de este Lema para i i.

P

Teorema 4.3.12

Sea (X,G), con X etiquetado por E = (1, ...,n} siendo

n Card (X), un grafo acíclico ordenado naturalmente por niveles.
~N N-Si (X,G) es el bosque de las cadenas, (X,G) es el explotado comple-

/V -to Y (X ,G ) es el explotado geométrico, entonces (X,G) y (X ,G )
n n n n

son grafos isomorfos por un isomorfismo compatible con los corres-

pondientes morfismos de explosión.
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Ar

En efecto, el Lema 4.3.10 nos proporciona X
-Ar

Si (x,y) E G-G,es un arco transversal, entonces x=x. . .. .11 ..1 111 1..1p- P p+ q
e y X. . .

11' .lp-11p+1··.1q
Como x,y E X sus etiquetas representan

n

caminos con fin maximal en (X,G), en consecuencia,

es un camino en (x. ,G/x ) y (x.,x ) es un arco de
J. 1 l 1p-1 p-1 P p+1

G/x~ t y, por tanto,
1p-1

(x. . ., x. . . ) es un arco del
11 ...1 11 11 ...1 11 1p- P p- p+

explotado geométrico parcial (X.
1p-1

,G. ). Las sucesivas explosio-
1p-1

nes puntuales en los puntos Xl ,... ,Xi transforman las etiquetas de
p q

luego G e G . La
n

, x . .. .)11 ..1 1 1 ..1p-1 0+ q
los puntos de este arco en (x. . .. .11 ...1 11 1 1...1p- P p+ q

_ ,N

con lo que (x,y) E G Y por tanto, también, G-GCG
n n

otra inclusión, G C G, nos la proporciona el Lema anterior, luego
n

ambos grafos tienen también, el mismo conjunto de arcos.

Finalmente, tanto la explosión completada como la explosión

en el punto x. de (X,G) por
11

geométrica aplican cada punto x. .
l1·"lq

lo que ambos morfismos explosión son coincidentes.

Corolario 4.3.13

Un etiquetado para el explotado geométrico (X ,G ) está
n n

descrito en el teorema 4.1.7 y, en versión alternativa a través de
ti

(X,G), en la definición 4.2.2.
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4.4. EQUIVALENCIA BIRRACIONAL GEOMETRICA. PROPIEDAD UNIVERSAL DE

LA EXPLOSION COMPLETADA

/v' ~

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,G) su bosque de las cadenas
~- ~

y (X,G) su explotado completo. La aplicación TT:X -'" X dada por

x. es un mofismo dominante de grafos, tanto para
11

/V/V N-
(X,G) como para (X,G). Además, si se conoce el morfismo

~- ~~,TT:(X,G) -- (X,G) se puede recuperar (X,G) pues, como comentabamos
/V

en la observación 4.2.4, G = {(x,y) EG, TT(X) ~ TT(y)}. Llamábamos
_ /V

transversales a los arcos de G-G.

Definición 4.4.1

Llamaremos desingularizado completo del grafo acíclico
"-' N _(X,G) a la terna (X,G,Gl y desingularización completada de (X,G) al

/V _

morfismo TT:(X,G) -> (X,G).

Nótese, que según la observación del párrafo anterior, el

desingularizado completo contiene sólo una parte de la información

que hay en la desingularización completada. Nótese, también, que

estos conceptos son una extensión de los de desingularizado y de-

singularización dados para grafos reducidos en la sección 2.4 ya
/V -

que para un grafo reducido (X,G) se tiene G=G.

El siguiente resultado muestra la functorialidad de la de-

singularización completada.

Proposición 4.4.2

/V -Sea (X,G) y (X' ,G') dos grafos acíclicos, TT:(X,G) ~ (X,G)
/V _

Y TT':(X' ,G') ->- (X' ,G') las correspondientes desingularizaciones

completadas, y ~:(X,G) -> (X' ,G') un morfismo dominante. Entonces,

existe un único morfismo
/V/"oI'- /V'-

~: (X,G) - (X' ,G' l tal que ~ o TT= TT'o~.

Dicho morfismo es dominante.
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N~ es igual a la realizada en el teorema

2.4.6 para grafos reduc idos y como ya se comentó en e1 teorema

4.1.10 es un morfismo dominante entre los bosques de las cadenas
/V' /\/,..... ,...". A/ tI'V

~ :(X,G) ~ (X',G' l. Ahora bien, ~ es también morfismo entre los

grafos explotados completos pues si se considera un arco transver-

sal (x,yl E G se tiene x = x .... x. , y = x .... x. con
11 1q J2 Jq

o'V

{j2"" ,jq} C. {i1,··· ,iq }; por tanto, ~(xl y ~(y) son los caminos

y ~(x. l...~(x. ) en los que se han eliminado los
J 2 Jq

términos repetidos en las sucesiones. Como dichas sucesiones o bien

tienen los mismos puntos o bien la primera tiene un punto mas que

la segunda se sigue que """ /V """" /V
1\J ( x) = 1\J (y) ó (1\J ( x ) , 1\J( y)) E G' .

o'VComo el desingularizado completo de (X,Gl no es, en general,

él mismo, no puede deducirse de esta proposición una propiedad

universal para la desingularización completa como obtuvimos para

grafos reducidos en el corolario 2.4.7.

Observación 4.4.3

Se puede considerar la categoría cuyos objetos son las ter-

nas (Y,L,Ll tales que (Y,Ll es un grafo parcial del grafo (Y,Ll y

cuyos morfismos son las aplicaciones ~:Y -+ Y' que son morfismos de

grafos tanto para la primera estructura como para la segunda.

Desde este punto de vista, la proposición anterior muestra

que si ~:(X,G) ~ (X',G') es un morfismo dominante de grafos ací-

clicos, entonces, ~ ~~-~ es un morfismo de ternas entre (X,G,Gl y

(X' ,G' ,G'). Esta situación motiva conceptos análogos a los dados en

la sección 2.4. para grafos reducidos.
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Definición 4.4.4

Llamaremos aplicación racional dominante geométrica ( o com-

pleta) entre dos grafos acíclicos (X,G) y (X' ,G') a todo morfismo

dominante entre sus desingularizados completos '1': (;,<3,G) ~ (X' ,G' ,G')
- ~que conserve arcos transversales, es decir, tales que si (x,y) E G-G

~
entonces, o bien 'I'(x)= 'I'(y)o bien ('I'(x),'I'(y»EG'-G'.

Observaciones 4.4.5

a) La observación anterior muestra que todo morfismo domi-

nante de grafos acíclicos, puesto que induce un morfismo dominante

entre sus desingularizados completos, es una aplicación racional

dominante geométrica sin puntos de indeterminación.

b) En términos de los grafos (X,G) y (X' ,G') una aplica-

C10n rBcional dominan Le geométrica consiste en una aplicación racio

nal dominante (es dec ir, dos correspondenc ias x - Z Lx1 y c---'Z (c)

éon las propiedades del teorema 4.1.12) teniendo la propiedad adi-

cional.

Si c = y c' ••• x .
1p-1

x.
1
p+1

• •• x.
1
q

son

caminos en (X,G), entonces, o bien Z(c) Z:c') o bien

(Z(c'),Z(c» EG' siendo en este caso Z(c) "Z(c") con c"=x. x. ..x
1 1 1
P p+1 q

lo que asegura que el arco (Z(c' ),Z(c» es transversal.

c) Como la composición de morfismos dominantes (entre de-

singularizados) es un morfismo dominante, se tiene una nueva cate-

goría cuyos objetos son los grafos acíclicos y cuyos morfismos son

las aplicaciones racionales dominantes geométricas. Los isomorfis-

mos de dicha categoría serán las aplicaciones birracionales geomé-

tricas; con más precisión.
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Definición 4.4.6

Llamaremos aplicación birracional geométrica entre dos gra-

fos acíclicos (X,G) y (X' ,G') a todo isomorfismo entre sus des in-

gularizados completos
_"""_ A,.../V_

~ :(X,G,G) ~ (X',G',G'). A las aplicaciones

birracionales geométricas que sean morfismos de grafos acíclicos,

~:(X,G) ~ (X',G'), les llamaremos morfismos birracionales geomé-

tricos; en este caso, el morfismo inducido %: (X,G,G) ->- (l<' ,Go ,<3')

es el isomorfismo de ternas que le define como aplicación birra-

cional geométrica.

Ejemplos 4.4.7

Todo morfismo birracional geométrico (isomorfismo entre

ternas) es, obviamente, un morfismo birracional (isomorfismo entre

los bosques de las cadenas), pero no todo morfismo birracinal es

geométrico como mostramos a continuación.

El morfismo de

3

2

2

de la figura

3

2

4

induce un

cadenas) .

1
isomorfismo entre

1
sus desingularizados (bosques de las

•

que no es un isomorfismo entre sus desingularizados completos
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>

es, entonces, un morfismo birracional no geométrico.

Por ejemplo, si (X,G) es un grafo acíclico para el que

/" A/ '"
G ~ G entonces el morfismo explosión n:(X,Gl -+ (X,G) es birracio-

/'-'
nal pero no geométrico. Obviamente, si G = G todo morfismo birra-

c ional es geomét rico independ ientemente de que (X, G) sea reduc ido

o no.

El siguiente resultado establece una cómoda relación entre

las propiedades de morfismo birracional y morfismo birracional

geométrico.

Proposición 4.4.8

Sea l/J: (X,Gl -+ (X' ,G') un morfismo birracional de grafos

ac íc licos y sea
1'- I'V'/V _ /v

l/J:(X,G) ~ (X' ,G') el isomorfismo entre sus desin-

gularizados. Entonces,

a) ~ induce una aplicación inyectiva l/J:G ~ G', por lo que

Card (G 1 < Card (G' ) .

b) l/J es un morfismo birracional geométrico si y sólo si

Card(G) Card(G').

En efecto, l/Jinduce el morfismo dominante de ternas

';¡;: (X,G,Gl ~ (X' ,<3' ,<3') que es el isomorfismo entre los bosques.

/V '"Si (x, y) € G, entonces l/J(x 1 ~ l/J(y) Y por tanto podemos definir

".., /V
l/J:G -4-G' como l/J(x,y) = (l/J(x),l/J(yll€G'. l/J es inyectiva por serlo

~. El resto de la demostración es evidente.



-198-

Corolario 4.4.9

Sean ljI:(X,G) - (X',G'), ljI':(X',G') -+ (X",G") morfismos

birracionales entre grafos acíclicos. Si ljI' o 1jIes un morfismo bi-

rracional geométrico, entonces, 1jIy ljI' son, también, geométricos.

En efecto, pues Card(G) < Card(G') < Card(G") y Card(G)

Card(G") lue90 Card(G) = Card(G') = Card(G").

Definición 4.4.10

Diremos que dos grafos acíclicos (X,G),(X',G') son birra-

cionalmente equivalentes si existe una aplicación birracional entre

ellos, es decir, si tienen el mismo bosque de las cadenas. Diremos

que son geométrico birracionalmente equivalentes si existe una apl~

cación birracional geométrica entre ambos, es decir si tienen el

mismo desingularizado completo.

Observaciones 4.4.11

El corolario anterior muestra que si (Z,H) es un bosque y

si (X,G), (X',G'),(X",G") EISOA(Z,H) son tales que (X,G) >(X',G'»

~ (X",G") y si (X,G) y (X",G") son grafos geométrico-birracional-

mente equivalentes, entonces, también, lo son con (X' ,G').

Sea (Z,H) un bosque e ISOA(Z,H) el conjunto de grafos ací-

clicos con igual bosque de las cadenas (Z,H) con la estructura de

grafo reduc ido. Los puntos de Iso A(Z, H) se c las i fican en clases de

grafos geométrico-birracionalmente equivalentes (con igual G). Los

morfismos birracionales geométricos entre los grafos de cada clase

definen una estructura de grafo acíclico y transitivo (un orden)

cuyo reducido es exactamente el inducido por ISOA(Z,H) y al que

denotaremos por Iso(Z,H, IHI).
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Cada uno de estos subgrafos inducidos tiene la propiedad de

ser continuo en el sentido de que si un camino en IsoA(Z,H) tiene

sus extremos en el subgrafo inducido entonces todos los puntos in-

termedios están en dicho subgrafo (véase observación 4.1.20) .

Una clase particular es la que contiene al propio (Z,H),

clase que se caracteriza por ser el conjunto de grafos del IsoA(z,H)

geométrico-birracionalmente equivalentes y sin arcos transversales,
/V

es decir, grafos (X,G) de IsoA(Z,H) para los que G = G. Denotaremos

este subgrafo por Iso(Z,H, IHI).
Obsérvese que Iso(Z,H), que es el subgrafo inducido por

ISOA(Z,H) en el subconjunto de reducidos, es, también, un subgrafo

inducido por Iso(Z,H, IHI).Iso(Z,H), Iso(Z,H,iHi) e IsoA(Z,H) tienen

el mismo maximal (Z,H).

Ejemplo 4.4.12

El bosque A (Z,H) de la figura
4

A

3

2

1

1
admite los contraidos sin arcos transversales siguientes

B y C

admite otros cuatro contraidos no reducidos
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o E F y G

cuyos desingularizados completos son respectivamente:

Por lo que las clases de grafos de ISO
A

(Z,H) geométrico-

birracionalmente equivalentes son; en primer lugar {A, B, e} cuyo

subgrafo inducido es Iso(Z,H, IHI) y que, en particular, contiene a

Iso(Z,H), el subgrafo inducido en {A,B}; por otro lado, {E,D} Y

finalmente, F Y G están en clases distintas. El grafo ISOA(Z,H) y

sus subgrafos inducidos aludidos se pueden observar en la siguiente
A

.G• F

o

F

B

A O

A !
G B e E

La figura de arriba muestra cómo estas clases de equivalen-

figura:

cia birracional geométrica son una partición del conjunto de pun-

tos de ISOA(Z,H) pero no así de su conjunto de arcos.

Pasamos, a continuación, a estudiar la estructura de una

/V /'v -

terna (X,G,G) (objeto que caracteriza cada clase de equivalencia)

N /V -
Y a caracterizar (X,G,G) a partir de (X,G) mediante una propiedad

universal.
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Proposición 4.4.13

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,G,G) su desingularizado

completo y
¡v -

¡¡: (X,G) - (X,G) su desingularización completada. En-

tonces, se tienen las siguientes propiedades:
_ ¡v

a) Si (x,y) E G-G, entonces x e y están en el mismo árbol

¡v N

del bosque (X,G).
_ ¡v

b) Si (x,y) EG-G el símbolo t denota el siguiente en el

_ /V

c) Si (x,y) E G-G, entonces los subgrafos inducidos (x,G/x)

e (y,G/y) son isomorfos mediante un isomorfismo ~ que tiene la pro-

piedad (z,~(z)) E G-G (o equivalentemente (z,~(z)) E G) para todo

Z E. x.

d) Si x e y se pueden unir por un semicamino (definición

1.1.10) formado por arcos transversales, entonces x-t ~ y-t. Con

más precisión, para cada sucesión inyectiva s: {1, ... , q } - X, con

(s(i),s(i+1)) E G-G o (s(i+1),s(i)) EG-G \ti <q, se tiene s(1)-t ~

~ s(q) t.

_ /V

e) Si (x,y) E G-G, entonces ¡¡(x) ¡¡( y) •

- ""La demostración se apoya en el hecho de que si (x,y) E G-G,

entonces x y = x. .. . con 1 < P < q.
11... 1 11 1 ... 1p- p+ q

Las propiedades a), b) y e) son evidentes. Para c) basta tener en

cuenta que los árboles (x, G/x) e (y,G/y) son, ambos, isomorfos al

bosque

camino

de las cadenas (i. ,G/i. ). Para d), como los arcos del semi
1
1

1
1

son transversales, entonces, según e) ¡¡(x) ¡¡(y) luego

xt~yt.

Las propiedades anteriores motivan la siguiente definición:
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Definiciones 4.4.14

Llamaremos bosque con estructura cúbica a una terna (Z,H,H)

donde (Z,H) es un bosque que es grafo parcial del grafo (Z,H), de

forma que si (x ,y) E H-H, entonces (x ,y) verifica las propiedades

análogas a a), b), c) y d) de la proposición anterior.

Si (Z,H,H) es un bosque con estructura cúbica y (X,G) es

un grafo acíclico, llamaremos morfismo geométrico a todo morfismo

- -dominante de grafos 1jJ:(Z,H) ---+ (X,G) tal que si (x,y) EH-H, enton-

ces 1jJ(x) = 1jJ(y).

Proposición 4.1.15

Si (Z,II,II) es un bosque con estr'uctur~a cúbica, enLoflce~

a) Si (x,y) E H Y c Y c' son respectivamente, los caminos

con fin maximal de x e y en (Z,H), entonces l(c) = l(c' )+1.

b) El grafo (Z,H) es reducido.

c) Los grafos (Z,H) y (Z,H) tienen el mismo conjunto de

maximales.

En efecto:

a) Si (x,y) E H, x e y son puntos consecutivos del mismo

camino con fin maximal y la propiedad es evidente. Si (x ,y) E H-H,

por b) (x t ,y-t) E H. Si (x t ,y t) E H estamos en el caso anterior

y en caso contrario existen otros siguientes unidos por un arco en

H. Por recurrencia y en un número finito de pasos se alcanza un

arco de H o un maximal (en cuyo caso, también, el último arco es

de H). Luego l(c) = 1(c')+1.

b) Si en (Z,R) hay un ciclo z1z2" .zkz1' con k > 2, como

cada(z. ,z. 1) E H, entonces l(c.) = l(c. )+1, siendo c. el camino
1 1+ 1 1+1 1
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con fin maximal en (Z,H) que empieza en z., para cada i = 1, ... ,k.
l

En consecuencia, de parten dos caminos con fin maximal cuyas

longitudes difieren en k unidades, en contra de la existencia del

ciclo. También, se deduce de a) que todos los caminos de (Z,H) que

unen dos puntos son de la misma longitud y, por tanto, dos puntos

unidos por un camino de longitud mayor o igual que dos no pueden

estar unidos por un arco, lo que prueba la reducción de (Z,H).

c) Se deduce inmediatamente de la propiedad a) de la proposi

ción 4.4.13.

Observaciones 4.4.16

/V '" -

Si (X,G) es un grafo acíclico, entonces la terna (X,G,G) es

/V -

un bosque con estructura cúbica y n:(X,G) -+ (X,G) es un morfismo

geométrico.

El nombre bosque con estructura cúbica está justificado por

el significado gráfico de las propiedades a), b), c) y d). Así, si

/V-

(X,G) es el grafo de la figura entonces (X,G) es eL cubo de la

figura:

3

2

4

1

(X,G)
/V _

(X,G)

4

1234

En general, el grafo acíclico transitivo cuyo reducido es

un camino de longitud n se desingulariza (como completado) en un

n-cubo.
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Ya hemos tenido ocasión de observar en el ejemplo 4.4.12

que existen bosques con estructura cúbica sin arcos transversales

por lo que son simplemente un bosque. Esto sucede siempre con el

desingularizado completo de un grafo reducido pero, también, puede
/Vsuceder que G = G para grafos acíclicos no reducidos. El ejemplo

más sencillo de esto lo proporciona el grafo de la figura siguiente

(X,G) ,
/V -(X,G)

Se puede, claramente, afirmar que:

Proposición 4.4.17

Si (X,G) es un grafo acíclico,
/V /" -

(X,G,G) su bosque con estruc

tura cúbica y
/V -n:(X,G) -+ (X,G) su morfismo geométrico, las condi-

ciones siguientes son equivalentes:

a) En (X,G) no hay semiciclos de longitud tres.
/" -b) En (X,G) no hay semiciclos.

c)G='G.

/V,.... -
En cuyo caso, podremos decir que (X,G,G) se reduce al bos-

/V ,v
que de las cadenas (X,G). La demostración sólo requiere recordar la

definición en 1.1.10.

Teorema 4.4.18.- (Propiedad universal de la explosión geométrica o

completada)

/V/V-

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,G,G) su desingularizado

completo y
,y -

n:(X,G) -+ (X,G) la desingularización completada. Para
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todo bosque con estructura cúbica (Z,H,H) y para todo morfismo geo-

métrico ~:(Z,H) ~ (X,G) existe un único morfismo de ternas
,..., _ .,...",tI'I./ _ /V

~: (Z,H,H) -+ (X,G,G) tal que 11 o ~ = ~.

En efecto, como ~:(Z,H) --> (X,G) es un morfismo dominante,

~:(Z,H) ~ (X,G) es, también, morfismo dominante, pues (Z,H) y

(Z,H) tienen el mismo conjunto de maximales. La propiedad universal

de 1 bosque de las cadenas (X,G) (Corolario 4.1.) nos proporciona

un morfismo dominante único
/V A--

~:(Z,H) ~ (X,G) tal que

Para ver que ~: (Z,H,H)
~ /V_

-+ (X,G,G) es un morfismo de ternas con

sólo hace falta comprobar que ~ : (Z,H)
""'-

--> (X,G) es un

morfismo. Para ello, tomamos (x,y) E H-H. Las propiedades a) y b) de

la proposición 4.4.13 nos permiten asegurar que los caminos con fin

maximal de los puntos x e y en el bosque (Z,H) son, respectivamen-

te, del tipo z1"'z ...z
P q

y z ' z' z z con z =x y z'=y.1'" p-1 p+1'" q' 1 1
Además, se tiene que (z.,z~) EH-H, para 12i2P-1. Por ser ~ geomé-

l l

trico se tiene ~(z.) = ~(z~), para 12i2p-1 y, por tanto, los
l l

elementos ~(x) y ~(y) de ()(,(;)representan caminos con fin maxi-

mal de (X,G) que o bien son iguales (si ~(z 1) = ~(z ) o si ~(z )=p- p p
= ~(z 1)) o difieren sólo en el elemento ~(z ). Se tiene, enton-p+ p
ces, que o bien T(x) .-..- ~ /'-'~(y) o bien (~(x),~(y)) EG lo cual deter-

mina la demostración. Las figuras de la observación 4.2.4 dan una

ilustración de esta prueba.

Observaciones 4.4.19

Las propiedades c) y d) de la proposición 4.4.13 no han si-

do utilizadas hasta el momento. En particular, la propiedad univer-

sal anterior también es cierta si se toman ternas (Z,H,H) con las

propiedades a) y b).
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Las propiedades c) y d) serv irán para establecer que todo

bosque con estructura cúbica es el desingularizado completo de

algún grafo acíclico.

Teorema 4.4.20

Si (Z,H,H) es un bosque con estructura cúbica, entonces

existe un grafo acíclico (Xm,Gm) cuyo desingularizado completo es

isomorfo (como terna) a (Z,H,H) y con la propiedad de que para cual

quier otro grafo acíclico (X,G) cuyo desingularizado completo sea

isomorfo a (Z,H,H) existe un único morfismo birracional geométrico

m m
1/1: (X ,G ) ~ (X,G).

El resultado es consecuencia de la caracterización de las

p-contracciones acíclicas dada en el teorema 4.1.14. En efecto,

para construir el grafo acíclico (Xm,Gm) basta dar un pre-etiqueta-

do a (Z,H,H) que sea una p-contracción acíclica. Para ello basta

dar pre-etiquetas iguales a los puntos unidos por arcos transversa-

les. Con mas precisión: Dos puntos x, y E Z tienen la misma pre-

etiqueta si y sólo si existe un semicamino formado por arcos trans-

versales que une x con y.

Según b) los arcos que conectan a un punto max imal no son

transversales por lo que los maximales portan pre-etiquetas dis-

tintas. Según d) dos puntos con igual pre-etiqueta no pueden tener

igual siguiente. Finalmente y según c), se cumple la propiedad

global de las p-contracciones por lo que el pre-etiquetado es una

p-contracción acíclica.

Si, ahora, (X,G) es otro grafo acíclico que tiene a (Z,H,H)

como desingularizado completo entonces se tienen dos pre-etiqueta-

m m m m
dos de (Z,H): uno p : Z~ E que corresponde a (X ,G ) Y otro p:Z -->- E
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que corresponde a (X,G). Como la desingularización completa de

(X,G) es un morfismo geométrico se sigue que si dos puntos de Z

tienen igual pre-etiqueta por Em, entonces, también la tienen por

E y, por tanto, se tiene el diagrama conmutativo

Z __ Em

~t
Este diagrama define un morfismo birracional

mm -dll-~:(X ,G ) -- (X,G). Como Card(G ) = Card(G) = Card(H) se sigue de

la proposición 4.4.8 que

Ejemplo 4.4.21

es un morfimo birracional geométrico.

Los grafos O y E del ejemplo 4.4.12 son "contracciones"

distintas del bosque con estructura cúbica (Z,H,H) allí mostrado.

La siguiente figura, que ilustra el teorema anter"ior, muestra cómo D

es el grafo (Xm,Gm) construido arriba identificando los puntos que

pueden unirse por semicaminos transversales y muestra, también, el

morfismo birracional geométrico

les se dibujan a trazos).

1IJ:D ~ E. (Los arcos transversa-

(Z,H,H)

2

m
TI >-

1

1=2
E (X,G)



-208-

Como consecuencia del teorema anterior se pueden hacer alg~

nas precisiones más sobre el grafo ISOA(Z,H) y los subgrafos indu-

cidos Iso(Z,H, IHI) que dividen su conjunto de puntos.

Corolario 4.4.22

a) Cada subgrafo inducido Iso(Z,H, IHI) tiene un máximo, el

b) El conjunto cociente dado por la partición de

ISOA(Z,H) en las clases de equivalencia Iso(Z,H, IHI) queda ordenado

por la relación de orden entre los maximales de las clases.

Observación 4.4.23
'Ir •••••.-

Si (X,G) es un grafo acíclico y (X,G,G) es su explotado

completo,

la clase

m mel teorema anterior nos proporciona el máximo (X ,G ) de
I"V/V - m mIso(X,G, ¡GI). Como (X ,G ) es una p-contracción acíclica

,.,.
del bosque de las cadenas (X,G) para un pre-etiquetado p:X ~ E que

;v- "" -está bien definido por el bosque con estructura cúbica (X,G,G), el

morfismo explosión n:(X,G) -+ (X,G) factoriza a través de (Xm,Gm),

es decir se tiene un morfismo

tivo el diagrama

m m~ :(X ,G ) ~ (X,G) que hace conmuta-

m
n

~ ~~
(X,G)

El morfismo ~ es birracional geométrico y es el máximo po-

sible en el sentido de que si ~': (X' ,G') -+ (X,G) es un morfismo

birracinal geométrico entonces existe un único o: (Xm,Gm) -4 (X' ,G')

tal que ~'o o = ~, como se puede ver en el siguiente diagrama:
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~ '"(X,G) lfm m m
~ (X,G)~

~ J1jJ (X',G')

(x,G)4

Todo lo cual sugiere la siguiente definición:

Definición 4.4.24

~~ -
Dado un grafo acíclico (X,G), si (X,G,G) es su explotado

completo, llamaremos explotado birracional geométrico de (X,G) al

máximo (Xm,Gm) de la clase IsO(X,G, ITII). Al morfismo birracional

geométrico

geométrica.

1jJ:(Xm,Gm) -+ (X,G) le llamaremos explosión birracional

En el ejemplo 4.4.21 el explotado birracinal geométrico del

grafo E es el grafo D. En definitiva, el máximo m m(X ,G ) de cada

clase Iso(i,~,I~I) es el explotado birracional geométrico de todos

los grafos de la clase. En particular, el bosque de las cadenas
'" rv(X,G) es el explotado birracional geométrico para todos los grafos

acíclicos cuyos explotados completos carecen de arcos transversales.

El interés de la explosión birracional geométrica radica en

que permite eliminar los puntos de indeterminación de las aplica-

ciones racionales geométricas tal y como se indica a continuación.

Proposición 4.4.25

Sean (l,H,H) y (l' ,H' ,H') bosques con estructura cúbica y

1T m: (l ,H ) ~ (Xm,Gm) ,

acíclicas correspondientes a H y H' respectivamente. Si

'l': (l,H,H) ~ (l' ,H' ,H') es un morfismo de ternas, que conserva

arcos transversales en el sentido de la definición 4.4.4.,entonces,

se tiene un único morfismo de grafos

que el diagrama siguiente es conmutativo:
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(Z,H,H) '1'

m
'1'

(Z' ,H' ,H' )

m m -1En efecto, para cada x E: X , (11) (x) es un conjunto de pun

tos de Z que constituyen un semicamino transversal en (Z,H). La

imagen por '1'de este semicamino transversal es un semicamino trans-

versal en (Z' ,H') que es llevado por m .' .
11' , al ser morflsmo geometrl-

co, en un único punto y E: x,m La aplicación '1'm(x) = y es, obvia-

mente, un morfismo de grafos que hace conmutativo el diagrama.

Corolario 4.4.26

Si (X,G) y (X',G') son grafos acíclicos y Z: (X,G) -- (X',G')

es una aplicac ión rac ional dominante geométrica (4.4.5), entonces

existe un morfismo h

siguiente diagrama:

(Xm,Gm) -+ (X',G') que hace conmutativo el

es decir, ~ elimina los puntos de indeterminación de Z.

En efecto, Z corresponde a un morfismo de ternas

'1': (X,G,G) -- (X,G,G') que, por la proposición anterior, induce el

morfismo de grafos 'I'~(Xm,Gm)~ (X,m,G,m). Basta, entonces, tomar

h = m~' o '1' siendo m m~':(X' ,G' ) ......•(X',G') (ver teorema 4.4.23 y

proposición 4.4.25).

Observación 4.4.27

Si (X,G) es un grafo acíclico cuyo explotado completo care-

ce de arcos transversales entonces (Xm,Gm) = (X, G) luego la inde-

terminación de las aplicaciones racionales dominantes (son todas
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IV ~

geométricas) se resuelve a través de (X,G). Si (X,G) posee explota-

do completo con arcos transversales las indeterminaciones de las

/V /V

aplicaciones racionales dominantes también las resuelve (X,G) pero,

• • (m m) .con mas precision, las resuelve el grafo intermedio X ,G Sl las

aplicaciones racionales dominantes son geométricas.

Corolario 4.4.28.- (Propiedad universal de la explosión birracional)

Sea (X,G) un grafo acíclico y
m mljJ: (X ,G ) _ (X,G) su explo-

sión birracional geométrica. Entonces, para todo bosque con estruc-

tura cúbica (Z,H,Hl y todo morfismo geométrico 'l': (Z,H) --+ (X,G)

existe un único morfismo ifm: (Z,H) --+ (Xm,Gm) tal que ljJo;ym = 'l' .

En efecto se tiene el diagrma:

(Zm,Hm) ~ (Z H H), ,

que se construye como sigue: por la propiedad universal para la

/V

explosión geométrica (4.4.18) 'l' induce el morfismo de ternas 'l' que

'"conserva arcos transversales (por construcción de 'l' ), por tanto,

según el teorema anterior,queda inducido un morfismo

........m m m m m. m m
'l' :(Z ,H ) -+ (X ,G ), slendo (Z ,H ) el contraido maximal del bos-

que con estructura cúbica (Z,H,H) y Ijim se obtiene entonces como

diagonal de este último diagrama. En realidad I para probar que

ljJo ~m = 'l' basta considerar que ""TTo'l'= 'l' (4.4.18), que ljJo TTm=TTpor

-m m,..;
la observación 4.4.23 y la definición 'l' = TT o 'l' en cuyo caso

,.., m,v -m
'{'= TTo'l'=ljJOTT o 'l'= ljJo'l'
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4.5. GRAFOS ACICLICOS TRANSITIVOS

En cada clase de grafos acíclicos asociada a cada espacio

topo lógico TO hay un único grafo transi tivo representante, por

tanto, de la clase y cada uno de estos grafos transitivos contiene,

inmersos en él, a todos los grafos acíclicos de su clase. Lo mismo

puede decirse de sus explotados y de sus explotados completos. Por

otro lado, generalmente, los "lugares" geométricos, o de otra índo-

le, en los que la aplicación de las técnicas descritas anteriormen-

te pueda tener interés: desingularización en geometría, espectros

de anillos, conjuntos ordenados, espacios topológicos TO' son tran-

sitivos. La explosión de grafos acíclicos y transitivos tiene, pues

un interés especial.

En la TI -explosión (por niveles) de un grafo reducido se ha
p

visto cómo los sucesivos grafos explotados resultaban, también,

reducidos. La explosión por niveles de un grafo acíclico (transiti-

vol proporciona, sucesivamente, grafos acíclicos no reducidos (no

transitivos), y reducidos en los niveles ya explotados) salvo en

las dos últimas etapas (nivel Nk_1 y Nk, siendo k la dimensión del
grafo) de las que resulta un grafo reducido, el bosque de las cade-

nas. La explosión completada se construye globalmente sobre el bos-

que de las cadenas produciendo un grafo reducido: el bosque con

estructura cúbica. Este puede obtenerse, también, como explosión

geométrica del grafo acíclico (transitivo) de partida, lo que se

hace explotando por puntos de un modo ordenado. En la primera explo

sión puntual geométrica de un grafo acíclico (transitivo) se obtie-

ne un grafo acíclico (no transitivo). En las sucesivas explosiones

puntuales se va "reduciendo" la condición de acíclico (y de transi-

tivo) de modo que una vez explotados los puntos de los p primeros
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niveles resulta un grafo que es reducido en sus p primeros niveles

y acíclico (no necesariamente transitivo) en los k-p últimos nive-

les. La siguiente figura ilustra este último comentario

124

4

123

23

34

4

14

4

3

1 12

4

El 1T1-explotado puntual no es transitivo. El 1T2-explotado

ya es reducido. (La explosión de los Nk_2 primeros niveles es redu-

cida). El 1T3-explotado es morfológicamente igual al anterior, pero

no sintácticamente.

t tEn esta sección representaremos por (X ,G ) a un grafo ací-

clico transitivo y por (Xr,Gr) a su reducida. Denotaremos, enton-
"'r rvr Nt Ntces, por (X ,G ) al explotado del reducido, por (X ,G ) al explota-

do, como acíclico, "'t -::"tdel transitivo y por (X ,G ) al explotado com-

pleto del transitivo. Son obvias las relaciones siguientes: xr xt,
IV r "'t
X e X y

y es el subgrafo inducido por (X't,(0) en ')t pues

En los ejemplos de la sección 4.2 se mostró la dependencia

sintáctica entre un explotado completo y los explotados del redu-

cido y acíclico de procedencia incluso en el caso de grafos acícli-

cos y transitivos. Concretamente el ejemplo 4.2.13 muestra dos

grafos acíclicos transitivos distintos con el mismo explotado de su

reducido, igual bosque de las cadenas, pero distinto bosque con
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estructura cúbica por lo que ésta no está determinada por las an-

teriores. En las siguientes proposiciones mostramos hasta que punto

el conocimiento de dos de estas tres estructuras, (>t,ct), (xt,'Gt)

Nt -t
Y (X ,G ), determina la tercera en el caso de grafos acíclicos y

transitivos.

Proposición 4.5.1

t tun grafo reducido y (X ,G ) su transitivo, en-

tonces con las notaciones anteriores, se tiene que:

Si se conoce la terna '" "'t - t(X,G ,G ), también se conoce el grafo

Como
IVT Nr
(X ,G ) es un subgrafo inducido por

",t "'t _
(X ,G ) bastara

determinar el conjunto Xr
. En la siguiente figura

y

z

a

z

y x'

x a'
/

/
/

/

a

se observa cómo si un arco, (x,z), no está en el reducido entonces

x', el explotado de x en el acíclico por el camino mas corto, es

extremo superior de un arco transversal, por lo que los puntos de

""t ¡vr
X -X se caracterizan por ser extremos superiores de los arcos

-t
transversales de G . En efecto, veamos que

enx. • •• x. x. • •• x.
11 lp 1 1p+1 q

ces x =

Nr "1:"¡' t -t /Vt /Vr
X ={XEX /:pYEX,(y,X)EG-G }.Porunaparte,sixEX enton-

(lt,'Gr) y si (y,x) EOt--'Gt entonces

,x )ECt. Por
1
p+1

entonces hay algún

contra de que (x.
1

p

t t1 <p <q, en (X ,G ) luego

x. • •• x. x. • •• x.1
1

1 1 1
P p+1 q

z x. . .. x., con
1 1
p+1 q

(z'Xi ) E G
t

en
p+1

"'r
x ~ X Y xsi

X. • •• x .
11 lp

t
E G Y(X. z)

1 ,
P

la otra,

y
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ten cuyo caso, (Xl 'Z1) EG
P

sitividad). En consecuencia, hay un

tran-

en

Y (z1,xi )
p+1

camino y = xi ...xi z1xi ..xi1 p p+1 q

camino x z x
1 1···zn ip p+1

tE G (por la

Nr,x . ) ~G Y hay un
1p+1

(x.
1
P

arco

en (xt,Gt) y por tanto (y,x) E~_Gt contra la descripción de ')t.

La siguiente figura ilustra la segunda parte de la demos-

x.
1

P

x.
1p+1

•I,
I
I

"(1
Xi I

pl
I

x.
1p+1

• x.
, 1

q

x. I, lp I
I

" x. • •• x . x
I / 11 1
I I

..- q
I ..-• x. r

11 y x. ••• x. z1xi ...x .
11 1 1Lema 4.5.2 p p+1 q

tración anterior

Con las notaciones señaladas anterioremente para esta sec-

eyt,!x

ción, sea (Xt ,Gt ,"Gt) el bosque con estructura cúbica de (X
t ,Gt).

~ntenderemos por -t el siguiente en (Xt,Gt).
~t -tSi x e y son puntos de X tales que (y,x) E G

entonces el siguiente semiciclo de longitud cuatro es único:

y
En efecto, la propiedad b) de la proposición 4.4.13 nos ase

- - -tgura la existencia del arco (y t,X t) E G que cierra el semiciclo.

Para la unicidad, si existiera, para otro punto z,! x t , el semi-

ciclo de longitud cuatro:
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z

x

como el siguiente en un bosque es único, entonces (y,x) y (x,z) son

arcos transversales de existiendo, entonces, un camino

y x z de arcos transversales con (y-t,z) EG. El morfismo geométrico

"'t "'t -t t t
11 :(X ,G ,G ) _ (X ,G ) identifica los puntos y,x y zJcon lo que

se obtienen en . (t t)el contraldo X ,G dos arcos

t tcontra de que (X ,G ) sea acíclico.

Proposición 4.5.3

y t

y

""'t -::1: ~r "'t '" r GtSi se conoce (X ,G ) Y los subconj untos X C. X y G C. ,

-t t
entonces se conoce (X ,G ).

En definitiva, basta ""tlocalizar G , lo que es equivalente a

encontrar,
~t

para cada x E X su siguiente x-t en el bosque de las

cadenas (Xt ,'Gt). (Se sobreentiende que x no es maximal).

Llamaremos distancia de ')t a un punto x E xt y lo denotare-

mos por d "'r(X ,x), al mínimo de las longitudes de los caminos en

~r
que comienzan en un punto de X y acaban en x. Obviamente,

~t Nr
los puntos de X quedan clasificados por su distancia a X .

"'rSi d (X ,x)

Nr "'ren (X ,G ).

0, entonces
~r -

x E X Y x t está determinado

N'r
Si d (X ,x) 1, entonces el lema 4.5.2 nos determina x t.
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Recurrentemente se obtienen los siguientes de los otros puntos de
-tX , es decir, si

De es-

r.
'" 1E X }

""r i-1
X

{(x,x-t), x
r.

~ 1EX

r.G 1y

proporciona el siguiente de x
_rk "'t
X = X siendo k el máximo del conjunto

nos

,fi-1 r 1
X U { x, d (X 1- x) = 1 }

r.
'" 1X

el lema 4.5.2

te modo se llega a
"",r ""t(d{X ,x), XEX}.

Aunque para un grafo acíclico transitivo (X,G) el explotado
IV -

completo (X,G) no está determinado por el bosque de las cadenas
~N N-

(X,G), mucha de la información contenida en (X,G) resulta estar ya
A/ A/

en el bosque (X,G). Esta información hace referencia a la estruc-

tura cúbica.

Definiciones 4.5.4

Sea (X,G) un grafo acíclico no necesariamente transitivo y
/V N_

sea (X,G,G) su desingularizado completo.

Si l representa al grafo ({O,1}, ({0,1)}), e i es un numero

natural > O, denotaremos por l. el grafo suma de i copias de l y
1

llamaremos al.: "cubo standar" de dimensión i. Por extensión, el
1 -----------------

cubo standar de dimensión O será el grafo con un solo punto.

120
Llamar'emos i-cubo de

N _

(X,G) a todo subconjunto c.
1

""de X tal

que el grafo inducido (c. ,G/C.) sea isomorfo al "cubo standar" de
1 1

dimensión i. Si O 2j 2i, llamaremos cara j-dimensional de un i-cubo

c. de
1

N _

(X,G) a todo j-cubo C. de
J

N _

(X,G) tal que c. e c., Cada i-cubo
J 1

tiene, obviamente, caras j-dimensionales I1j, O < j < i. Los cubos
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~ - '"de dimensión O de (X,G) son simplemente los puntos de X, los cubos

dimensión "'_de 1 de (X,G) son los arcos de G, mientras que los cubos
~ -de dimensión 2 son los semiciclos de longitud cuatro en (X,G) .

Lema 4.5.5

"'_Cada cubo C. de (X,G) está determinado por el conjunto xt
1

siendo x el punto mín imo de C. (x t consta de1 propio x y de sus i
N _

puntos siguientes en (X,G}).

En efecto, si x = xi'" xq' entonces cada uno de los i ele-

mentos de x t es el resultado de extraer un elemento x , con p ~ q,
p

de la anterior sucesión. El resto de los vértices (puntos) del cubo

C. es el resultado de ir extrayendo simultáneamente pares, ternas,
1

etc ... de esos i puntos x estraídos en la primera etapa. El máximo
p

de Ci se obtiene extrayendo de la sucesión x1 ...xq los i puntos xp
anteriores. (Lema 4.5.2).

Sin embargo, no es cierto, en general, que dado un punto
N'

X E X, X = Xi' ..xq y dados i subíndices 1'::'P1 < P2 < < p. < q exista
1

un i-cubo con mínimo en X y que corresponda a las extracciones

x ,...,x ,ya que extrayendo algún elemento x no se puede ase-
P1 Pi P

gurar que el arco (x 1'x 1) esté en el grafo (X,G). Si el grafop- p+
es transitivo, entonces, tal problema no existe y, por tanto, dar

""_un cubo i-dimensional de (X,G) con mínimo x = x1 ...xq es equivalen-

te a dar un subconjunto de i elementos del conjunto {1,2, ...,q-1}

(el maximal no se puede extraer).

Recordemos que indicábamos (definición 2.2.4) por l(x} la

longitud del punto x es decir, l(x) P si Y sólo si x E N . Si in-
p

dicamos por ld(x} la longitud de x en el grafo dual se tiene, para

un grafo acíclico y transitivo, dque l(x}+l (x) k, siendo k la
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dimensión del grafo. En consecuencia, si x = x1 ...xq entonces

q-1, es decir, la longitud del camino con fin maximal

Teorema 4.5.6

Si (X,G) es un grafo acíclico transitivo de dimensión k y,

para cada i > O, ci es el número de cubos i-dimensionales de (X,G),

entonces se tiene

si y c
].

o

b)
k .

J. ~ ~¿ (-1) c = m, siendo m el número de maximales de (X,G)
J.i=O

'" -(o bien de (X,G) o de (X,G»).

a) es consecuencia inmediata de lo comentado en el lema an-

terior, pues la colección de todos los cubos i-dimensionales de
N _

(X,G) se puede clasificar por la relación de equivalencia "tener

Ild(X))igual mínimo", y para una clase cuyo mínimo sea x hay l i cubos.

En particular, Card(G) = L}d(x).
x E X

Para probar el apartado b) necesitamos acudir a la Topolo-

gía. En efecto, si A. es la familia de cubos i-dimensionales de
J.

(X,m, entonces AO,A1, ...,Ak forman un complejo de cubos (análogo

dc un complejo simplicial) ya que para cada cubo ccA. están espe-
J.

cificadas sus j-caras y la intersección de dos cubos c E A. Y c' E A.
J. J

es o bien vacía, o bien una cara de cada uno de ellos. Esta propie-

dad permite visualizar el espacio topológico "subyacente" T al com-

plejo de cubos, sin más que tomar un cubo (macizo) topológico en
/V -

un espacio afín por cada uno de los cubos de (X,G) y hacer las iden

tificaciones de acuerdo con las propiedades de ser un cubo una cara
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de otro y de ser un cubo la intersecci6n de otros dos. El comp~ejo

de cubos se ve, ahora, como una descomposici6n celular del espacio

topo16gico T y, por tanto, el teorema de Euler dice que:

k .¿ (_1)1C
i=O 1

=
k .¿ (-1)1.Card(A.)

i=O 1

k

¿ (-1)i.dimRHilT,R)
i=O

Los espacios vectoriales de homología singular H.(T,R) son
1

nulos para i >0 ya que, por construcci6n, cada componente conexa de

T es contractil. Por otro lado, dimRHOlT,R) es el número de com-
IV -

ponentes conexas del grafo (X,G), es decir, el número m de elemen-

tos maximales del mismo. N6tese,también, que m es el número de ár-
IV N

boles del bosque (X,G).

En el teorema anterior se muestra que los números c. depen-
1

NN

den s610 del bosque (X,G) bajo la hip6tesis de que el grafo acícli-

co (X,G) sea transitivo. Si (X,G) no es transitivo, entonces, es

claro que el número c. de cubos i-dimensionales de
1

(X,G) es a lo

sumo la cantidad calculada, es decir se tiene

max
c. < c.
1 - 1

siendo max
c.

1.

~¿
X E X

Más aún, de la demostraci6n de este teorema se sigue que ci=c~ax

para todo i si, y s610 si,el grafo (X,G) es transitivo. Incluso se

sigue una propiedad mas fuerte:

Corolario 4.5.7

max
y c.

1

N IV

Sea (X,G) un grafo acíclico, (X,G) su bosque de las cadenas

x ~ X (1di(X)). Entonces son condiciones equivalentes:

a) (X,G) es transitivo.

b) max todoc. = c. para 1.1 1
c) max ~ dC1 C,1 ¿ 1 (x).

N

X E X
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_max N
C1 entonces para cada x E X el número

de arcos de
N -

(X,G) que comienzan en x por tanto, para

cada camino con fin maximal, x1 ... x
q
' en (X,G) y para cada p,

1 ~p <q, el camino x1"'x x 1"'x existe enp-1 p+ q
(X,Gl. En con se-

cuencia) (X,Gl tiene la propiedad de que si (x,y) E G e (y,zl E G en-

tonces (x,z) E G, es decir es transitivo.

De este corolario se deduce el siguiente:

Corolario 4.5.8

Si un grafo acíclico (X,G) es geométrico-birracionalmente

equivalente a un grafo transitivo (X' ,G') entonces (X,G) es, tam-

bién, transitivo.

Corolario 4.5.9

al Para cada clase de estructuras cúbicas IHI sobre un bos-

que (Z,H) tal que Card(H) = L ld(x) se tiene que todos los grafos
x E Z

de Iso(Z,H, IHI )son transitivos y todos ellos tienen igual explota-

do de su reducido (Z' ,H').

b) Con las notaciones anteriores, Iso(Z,H, IHI) es isomorfo al

subgrafo inducido por Iso(Z' ,H') en Im(~) siendo

~: Iso(Z,H ,1H"\) ~ Iso(Z' ,H') la

transitivo su reducido: ~(X,Gt)

aplicación que asocia a cada grafo

r
= (X,G ). Dicho subgrafo es continuo.

En efecto, a l es consecuencia del corolario anterior y la

proposición 4.5.1. (Ver ejemplo 4.2.13 y 4.2.14). Para el apartado

b): si (X,Gt) ~ (X',G,t),existe un morfismo birracional geométrico

~:(X,Gt) -+ (X',G,t) que, por tanto, es morfismo birracinal entre

los reducidos (proposición 4.5.1)

r r
(X,G ) ~(X',G' ) y, entonces, ~ es morfismo de grafos. El recíproco

también es cierto. Nótese que ~ es inyectiva y si
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birracional
r r1jJ:(X,G) _(X',G') que induce un morfismo birracio-

nal geométrico entre los transitivos de la siguiente manera: sea

/V' ;'V ••.•••r ,.., ,., r
1jJ:(X,G ) - (X' ,G' ) el isomorfismo entre los explotados de los

reduc idos y
IVt I'V -t <'V' ~it
1jJ : (X,g ) ---+ (X',G') la aplicación

1jJ(x
1
)1jJ(x

2
).,,1jJ(x

q
). ;¡;' es biyectiva entre los caminos con fin

maximal en los reducidos y conserva su longitud. Los caminos con

fin maximal de t(X,G ) que no están en
r(X,G ) son todos los subca-

conserva sus

/V Nr(X,G ) e

r
minos con fin maximal de los caminos con fin maximal de (X,G ) y se

. t ,¡,corresponden biyectivamente con los homologos en (X' ,G' )dado que ~

longitudes. Que ~ es morfismo es claro, pues 1jJconser

Nt -1 .
va los niveles. Análogamente para (1jJ) ,observese que si x1".xq

/VNt;
es un camino con fin maximal en (X,G ) existe el máximo camino con

fin maximal que une x
1

con x
q

y, este camino c, está en

incluye a x1 ... x
q

como subcamino, ~(c) incluye, entonces, a

"..t • Nt . .1jJ(x
1
) ... 1jJ(x

q
) = 1jJ(x

1
... x

q
). Asl. pues, 1jJ es un l.somorfl.smo birra-

N IIrt N' "'" t
cional y (X,G ) ~ (X' ,G' ).

Como los H tienen el mismo cardinal (proposición 4.4.8)

",tentonces 1jJ es morfismo birracional geométrico y entonces

Obviamente, Iso(Z,H, ¡HI)es el subgrafo inducido en lm(~) por

Iso(Z' ,H'). Veamos que este subgrafo es continuo. Sean y

(X',G,t) grafos geométrico birracionamente equivalentes, tales que

r
respecto del orden en IsoA(Z,H) y sea (X",G" )

un grafo reducido tal que (X,yr) ~(X,G"r.) >(X,G,r),entonces se tienen

morfismos birracionales 1jJ1:(X,Gr) ~ (X",G"r) y1jJ2:(X",G"r) -+ (X',G,r).

Como (~,~t) y (~, ,ff,t) son geométrico birracinalmente equivalentes,

N t ¡Vt •1jJ2 o 1jJ1es morfismo birracional geometrico. Como todos los morfis-

mos son suprayectivos en puntos y arcos se tiene (corolario 4.4.9)
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que ~1 es morfismo birrac ional geomét rico y, por tanto, (X",G"r)

está en Im(~), como se quería probar.

El siguiente ejemplo muestra cómo los grafos geométrico

birracionalmente equivalentes a un grafo transitivo se obtienen a

través de sus reducidos.

Ejemplo 4.5.10

Sea el bosque con estructura cúbica (l,H, IHI) con Card(H)=

¿ ld(x) = 13 de la figura:
xEl

1 ~

,
I '
I '

I '

Su bosque de las cadenas está marcado con trazos continuos;

su bosque (l' ,H') explotado de su reducido es:

1 1
Los elementos de Im(f) son, entonces, además de (l,H'):

1 V'!
Para obtener los puntos de (l,H, IHI) basta transitivizar

estos grafos reducidos. Obsérvese que, por ejemplo, el grafo
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está en Iso(Z',H') pero no procede de ningún grafo de Iso(Z,H, \HI)

pues su estructura cúbica

1
no verifica Card[H[ 13 (en este caso es 12).

La siguiente tabla muestra, en cada fila, para cada grafo

• (t t) . (r r)aClclico y transitivo X ,G ,su grafo reducldo X ,G ,el explo-

tado de éste NrNr ~-t(X ,G ), el bosque de las cadenas (X ,G ) Y el bosque

con estructura cúbica IV -(X,G). Las filas recorren los grafos acícli-

cos transitivos no-etiquetados con tres y cuatro puntos y los cone-

xos con cinco puntos.

En los ejemplos de esta tabla se pueden comprobar las pro-

piedades enunciadas en este parágrafo.
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