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INTRODUCCION

En esta memoria hacemos un estudio de 1la estructura de
los grafos aciclicos atendiendo a un paralelismo notorio con la
estructura birracional de las variedades algebraicas y, en particu-
lar, en muchos aspectos, con la de las curvas singulares. Este
paralelismo se refleja en las fuertes analogias que presentan las
técnicas y resultados que introducimos en esta memoria con sus

correspondientes en Geometria.

Por un grafo aciclico entendemos un grafo finito dirigido
sin ciclos (en particular sin lazos) ni arcos miltiples al que
representaremos por (X,G), donde X denota el conjunto de puntos
y GC XxX es el conjunto de arcos. Nuestro interés inicial es consi-
derar la clase de grafos aciclicos transitivos, es decir aquellos
grafos aciclicos para los que si (x,y)eG, (y,z)eG y x#z, entonces
(x,z)eG. Esta clase es equivalente a la de conjuntos finitos par-
cialmente ordenados y a la de espacios topoldgicos finitos To Y,
por tanto, los resultados de esta memoria pueden ser interpretados,
también, como ciertos resultados de estructura para dichas clases
de objetos. Cada grafo aciclico transitivo puede representarse
por lo que llamaremos el '"grafo reducido asociado'", grafo aciclico
obtenido del anterior por eliminacion de 1los arcos redundantes
para la propiedad de transitividad; asi un conjunto parcialmente
ordenado o un espacio topolodgico T0 se podran representar, también,

por un grafo reducido.
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El analisis de la estructura birracional de un grafo aci-
clico transitivo requerira exactamente las mismas técnicas que
el analisis de la estructura birracional de un grafo aciclico en
general. Mas aun, si se comienza con un grafo transitivo, en su
estructura birracional apareceran involucrados otros grafos acicli-
cos no transitivos, en general. Estas razones nos obligan a plan-

tear nuestro estudio en el contexto de grafos aciclicos.

La técnica fundamental de esta memoria se basa en el con-
cepto de explosidén. Esta nocidn presenta un paralelismo mas que
formal con la Geometria, sobre todo si tenemos en cuenta el concep-
to de explosidn '"geométrica" tal y como lo introducimos en el capi-
tulo IV:

La explosidén '"geométrica'" de un grafo aciclico (X,G) en
un punto xeX consiste esencialmente en las siguientes transforma-
ciones: 1) sustitucidén de la parte del grafo (X,G) adyacente por
debajo (en el sentido de la orientacidén) al punto x por el grafo
suma de esta parte con la parte del grafo (X,G) adyacente a x por
arriba; 2) el grafo suma anterior se conecta al resto del grafo
por medio de los arcos que conectaban los dos subgrafos adyacentes
a x contemplados en 1); 3) se conservan los caminos que original-

mente conectaban exteriormente ambos subgrafos.

S1 consideramos una variedad algebraica no singular y una
coleccién finita C de subvariedades no singulares con las siguien-
tes propiedades: 1) dadas dos subvariedades de C o bien una esta

contenida en la otra o bien su interseccidn es transversal y la
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dimension de cada componente <conexa de la interseccion es

la suma de las dimensiones de las subvariedades menos la dimensidn
de la variedad ambiente, o su interseccidn es vacia; 2) cada compo-
nente de una interseccidén de dos subvariedades de la coleccidn
C es una subvariedad de C; entonces, la geometria de la variedad
explotada con centro en una de las subvariedades Y de la coleccién
(la coleccién de transformadas estrictas y cortes de éstas con
el divisor excepcional) se puede describir completamente con el
explotado ''geométrico', en el punto que corresponde a Y, del grafo
transitivo asociado al conjunto ordenado formado por todas las
subvariedades de la coleccidon C de partida. De hecho, la condicion
de transversalidad fuerte bastaria imponerla a la subvariedad cen-
tro, a los pares de subvariedades que estan por encima de ella
en el grafo y a los pares formados por una subvariedad que esta
por debajo y otra que no lo esta. Incluso se podria considerar,
en vez del grafo aciclico transitivo, un grafo aciclico intermedio

entre su reducido y el transitivo.

En Geometria se consideran frecuentemente sucesiones de
explosiones de forma que siempre que se cumplan, en cada etapa,
las condiciones anteriores se tendra que el resultado final de
la sucesidén de explosiones se describird graficamente efectuando
sucesivas explosiones 'geométricas" a partir del grafo correspon-
diente a los datos iniciales. Asi, por ejemplo, en |F.1| la geome-
tria de la variedad de cuadricas completas aparece descrita median-

te un n-cubo dirigido que se puede obtenera partir de un n-simplice
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dirigido por explosidon '"'geométrica'" sucesiva de sus vértices. Con
precisién, el autor indica coémo en etapas intermedias lo que se
explotan son aristas o caras (dirigidas) de distintas dimensiones,
pero la explosién de una arista o cara no es otra cosa que la
explosidon ''geométrica" de su maximo. Para completar el comentario
indicaremos que el n-simplice dirigido considerado corresponde
al grafo transitivo asociado a la coleccidon de subvariedades
C={Y1,...,Yn+1}, donde Yi es la subvariedad de cuadricas no comple-
tas de rango menor o igual que 1i.

El proceso de sustituir un n-simplice por un n-cubo apa-
rece también en la Geometria en otros contextos; asi, por e jemplo,
en |G.N.P| se sustituyen los n-simplices de variedades algebraicas
0o esguemas por n-cubos obteniendo con ello buenos refinamientos
de la resolucidén de singularidades de Hironaka y de la teoria de
Hodge-Deligne, habiendo sido hasta el momento los n-simplices ob je-
tos naturales para expresar ciertas propiedades de las variedades

singulares.

Uno de los resultados principales de esta memoria es la
construccidén de un complejo de cubos asociado a cada grafo aciclico
y que generaliza la construccién del n-cubo a partir del n-simplice.
Si el dato inicial es un grafo aciclico (X,G) el resultado final
es exactamente una estructura grafica que tiene en particular como
informacidén el citado complejo de cubos. Con precisidén, este resul-
tado final que llamaremos explosion comd%tada de (X,G) consiste

~ v ~ A~ —
en una terna (X,G,G) donde (X,G) es un bosque y G da una estructura



clbica sobre dicho bosque en el sentido de la definicién 4.4.14.
- e == -
La construccion del grafo (X,G) se puede hacer por explosion
"geométrica" sucesiva de los puntos de X ordenados por niveles
(la posibilidad de ordenar los puntos por niveles caracteriza a
* » . AN —
los grafos aciclicos). Una construccion alternativa de (X,G,G)
. ”n .
se puede obtener directamente tomando como X los caminos en (X,G)
con fin maximal, en cuyo caso los arcos en G unen un camino de
X de 1longitud q con un subcamino de longitud g-1 y los arcos de
” = 0
G son aquellos arcos de G cuyos puntos extremos son caminos que
. . . . » . - A Ar
difieren precisamente en el primer termino. Los objetos (X,G) vy
A'A/ == ’ - . .
(X,G,G) se podran caracterizar a partir del grafo (X,G) mediante
sendas propiedades universales lo que pondra a(n mas de relieve
el caracter natural de ambas contrucciones de acuerdo con el obje-
. i
tivo que se requiere para cada una de ellas. El bosque (X,G) deter-
minara la clase de equivalencia birracional mientras que la terna
A o . . . . & .
(X,G,G) determina la clase de equivalencia birracional geométrica.
Los morfismos dominantes entre grafos (aquellos que llevan maxima-
les en maximales) inducirdn morfismos entre bosques y ternas aso-
ciados, propiedad que conduce a establecer buenos conceptos de
aplicaciones racionales dominantes y aplicaciones y morfismos
birracionales y los correspondientes objetos con el apellido geomé-
trico. El paralelismo de 1la correspondiente teoria birracional
con la teoria birracional de curvas algebraicas llega a ser en

este punto completo.

Si fijamos un bosque (Z,H), la totalidad de grafos acicli-
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cos (X,G) cuyo explotado (;Tg) es isomorfo a (Z,H) forman un con-
junto ordenado por la relacidn birracional teniendo, por consiguien
te, un grafo reducido asociado IsoA(Z,H). Muchos de los resultados
de la memoria proporcionan propiedades notables de este grafo que
nos ayudan a conocer su estructura. Cada clase de isomorfia de
estructuras cibicas sobre (Z,H) da lugar a un subgrafo Iso(Z,H, |H]|)
Los grafos reducidos forman a su vez un subgrafo Iso(Z,H) de
Iso(Z,H,IHlLLos grafos aciclicos transitivos son exactamente los
grafos de los conjuntos Iso(Z,H,IﬁW) donde el nimero de elementos
de H es el maximo posible. Finalmente, la relacidén entre un grafo
aciclico transitivo y su reducido se puede estudiar, también, en

términos de distintos grafos de este tipo.

La aproximacion a estas cuestiones que hacemos en la memo-
ria no es geométrica, por lo tanto haremos una exposicibén sistema-
tica realizada con técnicas propias de la teoria de grafos. Por
su importancia especial y la simplicidad en la exposicidén desarro-
llamos previamente el caso de grafos reducidos (en este caso, en
(&;6) y (&}E,_) hay la misma informacidén). Esta simplicidad con-
trasta con la mayor dificultad que tiene el problema inverso de
la explosion, la contraccién, en este caso; ya que construir grafos
reducidos por contraccion de un bosque da lugar a un problema

considerablemente mas complejo que el de construir grafos aciclicos

por contraccidn de dicho bosque.

En el capitulo I se introducen los conceptos basicos que

se van a utilizar en la memoria detallando las relaciones entre
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espacios topoldgicos, preordenes y grafos transitivos.

En el capitulo II se introducen los grafos reducidos, su
explosion por niveles y su explosion global (o simplemente explo-
o

sion). La representacion de la explosion mediante el bosque (X,G)
permite dar una caracterizacidén aritmética de un grafo reducido
mediante colecciones de nimeros naturales. Esto es una consecuencia
del hecho no trivial de la extensidon de un etiquetado ordenado
del grafo reducido a su explotado. Se caracteriza, también, la
explosion por una propiedad universal y se establece la teoria

birracional de grafos reducidos.

El capitulo III esta dedicado a las contracciones birracio-
nales de un bosque en un grafo reducido. El principal problema
caracteriza las condiciones bajo las cuales se puede efectuar una
tal contraccidén, dando una manejable caracterizacidn aritmético-
combinatoria en términos del bosque. Se construye también una con-
traccion candnica minimal, en el sentido de que tiene un minimo
nimero de puntos y arcos, y se estudia la estructura del grafo

reducido Iso(Z,H).

En el capitulo IV se construye, en primer lugar, el "bosque
g =
de las cadenas" (X,G) asociado a un grafo aciclico en general,
haciendo una generalizacidén de todos los resultados de los capitu-
los II y III. A continuacidn, se construye el "bosque de las cade-
AN — s
nas completado" (X,G,G) y se prueba la coincidencia de éste con
el explotado 'geométrico" sucesivo. Se establece la teoria birra-

cional geométrica y se estudia su representacién en el grafo
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IsoA(Z,H). Se termina analizando el caso particular de los grafos

aciclicos transitivos.

Indicaremos, finalmente, que con estas técnicas esperamos
resolver o clarificar algunos problemas que aparecen en otros con-
textos. Por ejemplo, la construccién de Lewis de un anillo cuyo
espectro sea un espacio topoldgico finito T dado esta estrictamen-

0

te relacionada con la idea de explosidn, por lo que esperamos obte-

ner una construccién mas natural y mas explicita, |L.1|. Puesto
que un grafo aciclico transitivo da lugar a un complejo simplicial,
la explosion algebraica adecuada del anillo de caras de dicho com-
ple jo, |S.1|, deberia proporcionar un esquema que jugaria el papel
del esquema de caras de un complejo clbico cuya utilidad en combi-
natoria seria manifiesta. Para acabar, la cohomologia de un espacio

topologico finito T. visto como espacio localmente espectral estu-

0

diada en |P.1| podria ser calculable si se estudia el comportamien-—

to de la misma por explosiones.




CAPITULO I

GRAFOS TRANSITIVOS Y ESPACIOS TOPOLOGICOS







CAPITULO I

GRAFOS TRANSITIVOS Y ESPACIOS TOPOLOGICOS

Los objetos sobre los que se escribe en esta memoria se
suelen denominar 'grafos dirigidos sin lazos ni arcos mdltiples".
Nosotros sintetizaremos esta expresidon, mediante una definicidn
precisa, en la mas breve de 'grafos". El lenguaje conjuntista uti-
lizado en la definicidén impondrd las tres condiciones que los cali-
fican.

Distinguiremos entre grafos etiquetados y no-etiquetados
mediante la relacidn '"tener la misma forma'. Cada una de las clases

una clase sera un grafo etiquetado.

A continuacibén se muestran todos los grafos no-etiquetados

con tres puntos y tres arcos:

L L O/

Los grafos siguientes representan todas las maneras posibles

de etiquetar, con etiquetas x,y,z, el Gltimo de los grafos ante-

riores.

-/ S Xy X
AN ; N A\ A A
S T T S . D

De un modo analogo se entenderan las etiquetas de los espa

cios topoldgicos que tratemos.
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Se comienza el capitulo con una revisidn de aquellos con-
ceptos y propiedades basicas referentes a grafos que van a ser
utilizados en el resto de la memoria. Esto servira para fijar nota-
ciones y nomenclaturas. A continuacidn se muestra la identidad exis
tente, a través de la relacidon de especializacidn, entre espacios
topolégicos TO, o6rdenes parciales y una cierta clase de grafos: los
aciclicos transitivos. Finalmente se precisan nuevas notaciones y

relaciones en las clases duales de las mencionadas anteriormente.




1.1. GRAFOS. CONCEPTOS BASICOS

Definiciones 1.1.1

Por un grafo (X,G) entenderemos un par formado por un con-
junto finito no vacio X y un subconjunto G de X x X —{(x,x), x€X}.
LLamaremos puntos a los elementos de X y arcos a los de G.
—

Usaremos también la notacidén xy para indicar (x,y) € G y

diremos que x es adyacente a y.

Observaciones 1.1.2

a) Si Card(X) = n, en X x X —{(x,x), xe X} hay n(n-1) posi-
. n{n-1)
bles arcos. E1l numero de grafos con n puntos y m arcos es s .

luego el nlmero de grafos con X como conjunto de puntos es

n(?—1) (n(n—1)) n{n-1)
5 = r

m

b) Se pueden representar, también, los puntos de un grafo
(X,G) como vértices de un poligono regular de n lados y cada arco
— . . .
xy uniendo el punto x con el y por medio de una flecha orientada.

Por ejemplo, el grafo (X,G) dado por X = {x1,x2,x3,x4} y

G — — —l

= {x1x2, XoX gy XX, } se representa por
X4 X2
i ¥ 24

Definiciones 1.1.3

Sea X un conjunto finito no vacio.

Llamaremos etiquetado de X por el conjunto de etiquetas E




X
a toda biyeccién E — X. Generalmente, escribiremos x(e) = X g

Ve e E. También diremos, mas brevemente, que X esta etiquetado por E.

Diremos que (X,G) es un grafo etiquetado por E si su conjunto de

puntos X esta etiquetado por E.

Ejemplos 1.1.4

a) &1 E = {1,2,...,n } , entonces, un etiguetado de X por E

nos permite ordenar sus elementos X = {x1,x2,...,xn}.

b) Para referirnos a

con la intencidén de indicar los pisos en que se encuentran sus pun—
tos sera conveniente tomar E = { 11,21,22,23,31,32} y entonces

Xi= X X X X

(X490 X0 Xpos Xp3s Xa3qy Xg5)e

Definicidén 1.1.5

Diremos que dos grafos (X,G) y (X',G') son isomorfos, y lo
representaremos por (X,G) =(x',G'), si existe una biyeccidn ¥:X X'
tal que ;;'5G~@=>$T;Tﬁﬁ?)e(r. La relacién de isomorfia es de equi-
valencia. A cada clase de grafos isomorfos le llamaremos grafo no
—-etiquetado.

Como cada grafo (X,G) tiene al menos un e'tiquetado (toman-
do el propio X como conjunto de etiquetas), y como para representar
un grafo se wutiliza, normalmente, un etiquetado '"ad hoc'" con la
cuestion que se esta tratando, resulta que los representantes de

cada clase de equivalencia seran o estaran representados por grafos



etiquetados. De aqui la nocién de grafo no-etiquetado que acabamos
de introducir, nocidn que corresponde a la idea intuitiva de esque-

leto de un grafo.

Definiciones y notaciones 1.1.6

Diremos que el grafo (X,G) es transitivo si verifica la pro
e — —_—
piedad: xy,yz € G, con x#z, ==>xz € G. Diremos que el grafo (X,G) es

. . . . . ) . —_— —_—
antisimétrico si verifica xy e G=>yx ¢G.

Denotaremos por gx el conjunto de grafos con conjunto de
T ; L A
puntos X, por gix el subconjunto de grafos transitivos, por § X el

o -TA o ;
de grafos antisimetricos y por gx a los grafos transitivos y anti-

simétricos.

Ejemplo 1.1.7

De los cuatro grafos no-etiquetados con tres puntos y tres

L &

s6lo el Gltimo es transitivo; los dos (Gltimos son antisimétricos.

arcos

.— Davis en [D.1] y Harary en [H.1] sefialan que la enumeracidn de
grafos transitivos es un problema particularmente intratable.
.— Harary en [H.1] llama 'transgrafos'" a los grafos transitivos y

"grafos orientados'" a los antisimétricos.

Definicidén 1.1.8

Llamaremos sucesidn de puntos de X a toda aplicacién

S5 L ily 2y ey } = K, cualquiera que sea pe N ¥ p > 2.
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Una sucesidn puede ser denotada, también, por s(1)s(2)...s(p),

@ incluso per X.X..s.eX._ e
P 1%2

Definiciones 1.1.9

Diremos que una sucesidén s de puntos de X es una trayectoria
—
en el grafo (X,G) si se tiene s(i)s(i+1) e G, para todo i=1,..,p-1.

Si s(1) = s(p) diremos que la trayectoria es cerrada.

Si s es inyectiva diremos que la trayectoria es un camino.

Llamaremos ciclo a toda trayectoria cerrada con todos sus

puntos distintos, salvo s(1) = s(p). Un ciclo es, por tanto, un
camino cerrado. Un grafo sera aciclico si no posee ciclos.
Finalmente, la longitud de una trayectoria es p-1, es decir,

es el nUmero de arcos que recorre.

Definiciones 1.1.10

Diremos que una sucesién s de puntos de X es una semitra-
yectoria en el grafo (X,G) si se tiene s(i)s(i+1) €G 6 s(i+1)s(i) € G,
para todo i = 1,...,p-1. De forma analoga se define semitrayecto-
ria cerrada, semicamino, semiciclo y grafo semiaciclico. La longi-
tud de una semitrayectoria es, también, el ndmero de arcos que re-

corre.

Ejemplosailail ol

En el grafo de la figura se muestra que:




a) en una trayectoria puede haber puntos repetidos y p puede
ser mayor, igual o menor que n. Asi, son trayectorias Sy = XXX X Xa
Y S5 T XX X X X X Xg o

b) no todas las trayectorias cerradas son ciclos:

X X X X_X_X, €S una trayectoria cerrada pero no es ciclo; sin embar

234212
go contiene dos ciclos: x2x3x4x2 y x2x1x2. En consecuencia, x2x1x2x1x2
son dos ciclos y no uno.
Es obvio que toda trayectoria cerrada factoriza de una Unica

forma como yuxtaposicién de ciclos.

Los grafos

contienen, respectivamente, dos y tres ciclos.

El grafo

es aciclico, pero contiene seis semiciclos.

Proposicidén 1.1.12

Un grafo transitivo (X,G) es aciclico si,y sdlo si, es anti-
simétrico.
En efecto, es claro que todo grafo aciclico es antisimé-
— —=

trico, pues, si se tienen los arcos xy €& yx, entonces xyx es un

ciclo del grafo. Reciprocamente, si x ...xp es un ciclo y el grafo

1
1 3 > ‘.
es transitivo, entonces x1xp 1 y xp 1x1 serlan arcos lo que contra-

dice la propiedad de antisimetria.




Definiciones 1.1.13

Llamaremos subgrafo de (X,G) a un grafo (Y,H) con YCX y

H CG. Al subgrafo (Y,H) le llamaremos grafo parcial cuando Y = X.

Diremos, también, que (Y,H) es un subgrafo inducido por (X,G) si se

tiene YC X y H = GA(YXY).

Notese que, en el subgrafo inducido, H lo constituyen todos
los arcos de G cuyos puntos adyacentes estan en Y. Escribiremos, tam
bién, (Y,G/Y) para denotar al subgrafo inducido por (X,G) en Y.

Notese, también, que en la definicidn de subgrafo es nece-
saria la hipotesis de que (Y,H) es un grafo, pues las condiciones
YCX y HCG no son claramente suficientes.

Utilizaremos la notacidn (Y,H) € (X,G) para indicar que (Y,H)

es un subgrafo de (X,G).

Definiciones 1.1.14

Diremos que el grafo (X,G) es conexo si ¥x,ye X, con x # y,
existe un semicamino s :{1,...,p} — X tal que s(1) = x,s(p) = y;
diremos, entonces, que el camino s une o conecta x con y.

En todo grafo (X,G) la relacidn:

x 2y <>x = y 0 existe un semicamino x1...xp con Xy = %, xp =y
es de equivalencia en X y sus clases X1""’Xr definen una parti-
cién de X. Para cada i = 1,...,r , el subgrafo inducido (Xi,G/Xi)

es conexo y le llamaremos componente conexa de (X,G).

Eventualmente, puede suceder, para algin i, que G/Xi = @;
en este caso Xi consta de un solo punto del que diremos que es un
punto desconectado. Cuando esto suceda para todo i diremos que el

grafo estad totalmente desconcectado, lo que sera equivalente a la

no existencia de arcos en G.
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1.2 ESPACIOS TOPOLOGICOS FINITOS Y GRAFOS

Notaciones 1.2.1

X representara, en esta seccidén, un conjunto finito no vacio
de puntos y (X,T) un espacio topoldgico sobre X. Asimismo, TX re—
presentard el conjunto de espacios topoldgicos sobre un mismo con-
junto subyacente X.

La relacidén de homeomorfismo entre los espacios de TX es
de equivalencia; pues bien, de un modo andalogo a como hicimos con

los grafos dirigidos etiquetados,a cada clase de espacios topolégi-

cos homeomorfos le llamaremos espacio topoldgico no-etiquetado.

Si (X,T) es un espacio topoldgico y A X, denotaremos la
clausura de A por K} o simplemente por A si no hay confusibn posi-

ble.

Definicion 1.2.2

Sea (X,T) un espacio topoldégico. Para un par de puntos x,y€ X
escribiremos x<y si y s6lo si xe {J} y diremos que x es una espe-—

cializacién de y o bien que y es una generizacidén de x.

Observacidn 1.2.3

La relacidén de especializacidén en un espacio topoldgico,
debida a Grothendieck [G.1], es un pre-orden. En general, no es an-
tisimétrica, pues en una topologia, puntos distintos pueden tener

la misma clausura, en cuyo caso estan relacionados en ambos sentidos.

Esta relacidn nos permite asociar a cada espacio topoldgico

sobre X un grafo sobre X, como se indica a continuaciédn.
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Definicidén y notaciones 1.2.4

Sea f : 7% —4-gx la aplicacidén dada por f(X,T) = (X,G) donde

G es el conjunto de arces siguiente:
G = {(x,y) 7/ x <y}-{(x,x), x eX}
Usaremos, también, la notacidén f(T) para aludir al conjunto

de arcos G del grafo imagen.

Proposicidon 1.2.5

En las condiciones de la definicidn anterior:

a) f es inyectiva.

b) f(X,T) es un grafo transitivo.
Enletecton

a) Si T y T' son topologias distintas sobre X entonces exis
ten puntos x con clausuras respectivas distintas, es decir {;}T ﬁ{;}T.

Asi pues, o bien existen ye {:}T tal que y¢ {x} o viceversa y, por

T '
— — ’
tanto, yxe f(T) e yx ¢ f(T') o viceversa, luego f(T) # f(T').
b) es consecuencia de la transitividad de Sl

En consecuencia, f no es suprayectiva; pues, los grafos no

transitivos no proceden de ninguna topologia.

También, es posible asociar a cada grafo (X,G) una topolo-

gia sobre X, segln el procedimiento que sigue.

Definicién y notaciones 1.2.6

Sea g : gx —+-7* la aplicacién dada por g(X,G) = (X,T) donde
T es la topologia sobre X generada por la subbase de cerrados

—_—
GY = {x+,x e X} , siendo x+={y / yx G} U {x}.

Usaremos, también, la notacidén g{G) = T.
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Proposicién 1.2.7

En las condiciones de la definicidn anterior: g es suprayec
tiva.

En efecto, dado un espacio topolégico (X,T), como X es fini
to, la familia de clausuras de sus puntos es una subbase de cerrados
para su topologia. Indicaremos esta familia por T = {{;}, ye X}k

A la topologia (X,T) le asociamos mediante f el grafo (X,G)
donde G = {(x,y) , xe {;}, x#y}. Probaremos que g(G) = T. Para ello
bastara con ver que GY¥ = {y¥,yeX}= T. Pero esto es claro, pues,
por construccién de G, si x#y entonces ;;e G si y s6lo si x¢« {;} y

de aqui VYy,y¥ ={x,;;e G} U {x} = {x,xe {yh,x#y} UI{x} = {y}.

Corolario 1.2.8

Se tiene gof = T2,

Observaciones 1.2.9

a) g no es inyectiva.
b) g no conserva la relacidén de inclusién entre grafos.
¢) faog: Qx —*-gx, en consecuencia, ni es la identidad ni conser-

va la inclusidn.

Contrae jemplos 1.2.10

Para los grafos (X,G) dibujados a continuacién se constru-
yen: la familia G , la topologia g(G) = T dada por sus cerrados,
la subbase de cerrados T y el grafo f(T) que llamaremos G'. De este

modo f o g(G) = G' segln el esquema

G~ G —a ] == —




L

T X
e =l o {x1}:{x1,x2} 1
1 {2 {{xz},{x1,x2},{x2,x3}, b
— — = e
T X=X Kgh [X 3%, X },@} 1Rl =1%s)
4*%gs %3 -
= X ={%yx5) 3 2
2 x3¢_{x1,x2,x3} {%Xq 92 %o
- -
G1+ T_l T_1 3]
¥ =
X4 {x1,x2}
= Tl' = ? e ' = '
e x2+:{x1,x2} = T2 T1 S 2 1 G2 G-]
x2 x3+={x2,x3}
¥
85
i X
x1+={x1,x2} {x1}—{x1,x2} 1
X % %}
2 7 [ _—
— x2+:{x2} —_— o {x2}={x2} B
{Xg0%50%5)50 ) _ .
- = X
) x3*_{x1,x2,x3} {x3} {x1,x2,x3} 3 2
¥ T '
G3 T3 T3 G:3
- =0 - X
x1+—{x1,x2} {x_l} {x1} 1
e f = X )=
X, {xz,xS} S T4 Td — {x2} {xz} —
(discreta) —_ & »
+= —t
5 X {x1,x3} { 3} {X3.} X4 X5
¥ = '
3 T, G}

.= G1 y 62 muestran dos grafos, no comparables por la relacidn de
inclusidn, con la misma imagen por g y por fo g. (Observacidn a)).

= Gy G3 muestran como Gac:G1 VIRES g(GB):)'Fo g(G1). (Observ. c)).
No obstante TSC'T1.

= G._1 y G4 muestran como G4C'.G1 y T4_-_)T_1 Yy, en consecuencia,

g(G4)Dg(G_‘) y fog(G4)3fog(G1) (Observa. b))

.- G3 y G4 son grafos de comportamiento muy regular respecto de f
y g como veremos a continuacidn.

.— La no transitividad es la causante de estas anomalias. En el

e jemplo, s6lo G, es transitivo y para €l fo g(G3) = G

3 git
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Proposicién 1.2.11

Sea (X,G) un grafo cuyo conjunto de arcos definen un ciclo.
Entonces se tiene:

a) La topologia de g(X,G) es discreta.

b) fog(X,G) es un grafo totalmente desconectado.
En efecto:

a) Etiquetando convenientemente, podemos suponer, sin pér—

dida de generalidad, que X = {x1...xn} y el ciclo es XqXoe s o X X oy
===t

(con x =)o Como XL X, e G, para todo i se tiene x ¥ ={x. _,x.}

n+1 1 - 0 £ o 1 1=1""1

y por tanto xi+ n x.

+ = {x.} es un cerrado para todo i. La topo-
1 i

logia de g(X,G) es, en consecuencia, la topologia discreta.

b) En la topologia discreta se tiene {x} = {x}, para todo
i, luego para f o, g(X,G) = (X,G') se tiene G'= @.

En (X,G') no hay semicaminos y por tanto es totalmente des-
conectado.

Si nos reducimos a grafos transitivos, la relacidén entre f

y g se pone finalmente de manifiesto como se muestra a continuacidn.

Lema 1.2.12
T
Sea (X,G) € gx un grafo transitivo y g(X,G) = (X,T), enton-—
ces x¥ = {x} , para todo x € X.

En efecto, como G¥ = {x¥, xieX} , con x+ = {y/ ;:e G} U {x},
es subbase de cerrados de T, los cerrados de T se obtienen como
interseccidén de uniones de conjuntos x¥ ys;segln las leyes conjun-
tistas,como unidn de intersecciones de conjuntos x¥. Puesto que los
cerrados minimales (para la inclusidn) se obtienen por interseccidn
de los x¥ consideraremos para cada y la interseccidén de todos los

cerrados que les contienen: sea C = fﬁ\ Xx¥. Este Cy es el minimo
Yy € X¥
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cerrado que contiene a y en T y sonpor tanto los {§} de T. Bastara,

pues, probar que Cy = y¥.
a) y¥ ¢ ﬂ X+
y € x+¥

—
pues si z € y+ entonces para todo x tal que ye x¥ se tiene zyeG e
—_— —_— A i
yx € G, luego zxe G y de aqui z € x¥, para dichos x.

b) Que Cyc;y+ es claro, pues y¥+ es uno de los conjuntos que

aparecen en la interseccidn que define Cy'

Teorema 1.2.13

= — T . : : -1
La aplicacidn f:/  —= G x €8 biyectiva y se tiene f =g

X
; 1 m y :
En efecto. Bastara probar que f og : Qx ——*-g;x es la identidad.
El proceso de construccién de f o g(G) a partir del grafo
transitivo (X,G) es: G —= Gt —=T —=T —= G' = f 0 g(G). Enton-

ces, para ver que G = G' es suficiente probar que Gt = T. E1 lema

anterior muestra que x+ = {x}, para todo x.

Notaciones 1.2.14

Sea (X,G) un grafo transitivo y (X,T) el espacio topoldgico
asociado. Se tiene y+¥ = fﬁ\ x+ = {y}. Denotaremos simplemente por
_ ye xt
y al conjunto {yl.

Tanto el grafo como la topologia se reconocen por la colec-—
cién G¥ = T = {x, xeX} yaque X = {y/yx €G} U {x} y x es la
minima clausura de un punto que contiene a x.

Es claro que si xCy, entonces x ey. La condicién contraria

caracteriza a los grafos transitivos:
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Proposicion 1.2.15

2 ; ; — - =
(X,G) es transitivo si, y s6lo si,se tiene xy e G<==>xCYy.

. . . = -
En efecto, si (X,G) es transitivo y xy £ G entonces Vz e x se

—= G = e @

tiene zx e G y de aqui zye G de donde z¢e y. Para probar el reciproco

— —_— ' e — — — -
supongamos xy , yz € G, entonces se tiene x¢ y€ z, por tanto x€z y

T
de aqui xz e G.

Nétese que en el grafo no transitivo

3

X1 X2

se tiene X, €Xg Y ;2 = {x1,x2}?ﬁ'§3 = {x2,x3}.
En un grafo no transitivo, puede suceder que puntos distin-

tos, x # y,tengan la misma clausura, x =y, y, por tanto, en gene-

ral, Card(Gv) < n.

Corolario 1216

Si (X,G) es un grafo transitivo, entonces se verifica:

— — — -
X = y<=>xy,yx €G

Y de este corolario junto con la proposicidn 1.1.12, obtenemos:

Proposicién 1.2.17

Si (X,G) es un grafo transitivo entonces (X,G) es aciclico

si y sb6lo si x # ; para todo par x,y con x # y.

Conolario 1.2.18

Si (X,G) es un grafo transitivo y antisimétrico entonces

Card(G+) = Card(X).
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La propiedad de un espacio topoldgico consistente en tener
todas las clausuras de sus puntos distintas caracteriza la propie-
dad de separacidn TO: "Dados dos puntos distintos hay un entorno de
uno que no contiene al otro".

Las biyecciones f y g para grafos transitivos hacen corres-—

ponder a las propiedades T_ y antisimetria, éstas son, pues, propie

0

dades homélogas. Podemos enunciar el siguiente:

Teorema 1.2.19

Sea (X,T) un espacio topoldgico y f(X,T) = (X,G) su grafo
homélogo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (X,T) es un espacio topolégico TO.
b) (X,G) es un grafo transitivo aciclico.

c) (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

donde < es la relacién de especializacién x < y <= x e y.

Denotaremos por 7o

X el conjunlo de topologias T0 sobrc X.

El teorema anterior pone en relacién a los espacios topold-—
gicos finitos con los grafos transitivos aciclicos y con los con-
juntos parcialmente ordenados. Esta relacién se extiende también
a las aplicaciones entre conjuntos que respetan las correspondientes
estructuras.

Si (X,T), (X',T') son dos espacios topoldgicos las aplicaciones
continuas Y: X —> X' se caracterizan por la propiedad VW(E) € W(E)

VE CX. Al restringirse a espacios topoldgicos finitos el criterio

anterior da lugar al siguiente resultado:

Lema 1.2.20

Si (X,T), (X',T') son espacios topoldgicos finitos entonces

una aplicacién ¥:x —= X' es continua si, y sélo si, ¥(x)C ¥(x) VxeX.




=

En efecto, el resultado se sigue de las expresiones siguientes:

V(E) = ¥( y {x} ) =¥ y x) = U ¥(x)
X € E x € E X € E

V(E) = U v(x)
X EE

Definiciones 1,2.21

Si (X,G), (X',G') son dos grafos, por un morfismo entre di-
chos grafos entenderemos una aplicacién ¥ : X —= X' tal que si
e . . T I T
xy €G entonces o bien Y(x) = ¥(y) o bien Y(x)V¥(y)e G'.

Andlogamente los morfismos entre conjuntos parcialmente
ordenados (X,<), (X',<') seran las aplicaciones ¥: X —= X' tales

que si x <y entonces Y(x) <'V¥(y).

Teorema 1.2.22

Sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos finitos T (X,GQ)

O ?
y (X',G') los grafos transitivos antisimétricos asociados. Entonces,
una aplicacidon ¥: X —= X' es continua si,y sd6lo si,es un morfismo
de grafos o, equivalentemente, de conjuntos parcialmente ordenados.
La equivalencia entre un morfismo de grafos o de con juntos
. —_—
ordenados es clara. Supongamos que V¥ es continua y tomemos xy €G;
entonces xe-g implica V(x) € w(;)c V(y) y de aqui o bien V(x) = U(y)
. —F’ - . .
o bien W¥(x) V(y) € G'. Reciprocamente, si ¥ es morfismo de grafos

— s
entonces ¥Yx € x, z # x, se tiene zx e G y de aqui Y(z) = ¥(x) o

——— —_—
V(z)¥(x) e G', siendo en ambos casos V(z) e ¥(x).

Carolario 1.2.23

Dado un conjunto finito X, la aplicacidn cociente

TA

X /= es biyectiva.

-0
Fretdy,c —> @
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Nota 1.2.24

Sobre X hay, por tanto, el mismo nimero de topologias TO que
dé grafos transitivos antisimétricos (o aciclicos) que dé relaciones
de orden parcial. A cada una de las estructuras anteriores se les
puede afiadir el adjetivo 'no-etiquetado'" permaneciendo valido el

enunciado.

En [E.H.L.1] se da una férmula que permite calcular el ndme
ro de topologias sobre un conjunto finito en funcidn del nimero de

topologias T_ en dicho conjunto. Este Gltimo es hoy todavia desco-

0

nocido.

Proposicidén 1.2.25

n
— m —0 o
Card(/X) = ¥ Pn. Card(/Y), siendo m = Card(Y) y P: el nime
m="1
ro de particiones de X = {X1,...,Xn}enn1parte5(n]in); conocido,
también, por nimero de Stirling de segunda clase.
En dicho articulo se ofrece un algoritmo para obtener ambos

cardinales. Los autores lo han ejecutado, para Card(X) = n<7, en

un ordenador que ha dado los siguientes valores

n = 1 2 3 4 5 6 -?”

1l
ik

Car'd(/—x) 4 29 355 6.942 209.527 9.535.241

-0
/
Card ( x)

I
=L
w

19 219 4,231 130.023 6.129.859

En lo sucesivo, cuando nos refiramos a grafos transitivos
y antisimétricos o sus equivalentes espacios topoldgicos y 6rdenes,
podemos prescindir de la representacidén poligonal de un grafo y

adoptar la representacidén arbérea de los drdenes parciales, lo que
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evita dibujar la propiedad transitiva, economizando muchas flechas.

De este modo, el grafo A pasara a ser B y se debe leer C:




—Dns

1.3. GRAFO DUAL

Sea (X,T) un espacio topolégico TO y (X,G) su grafo transi-
tivo antisimétrico homélogo. Ambos estan descritos por la familia
T = GY = {;,xe X} como subbase de cerrados.

La dualidad topoldgica entre los conceptos de abierto y
cerrado nos permite describir la topologia y el grafo por la familia
{C;;x € X} como subbase de abiertos. Sin embargo, estos abiertos no
constituyen la mejor subbase para una descripcién simple del espa-
cio (X,T), ni su concepto '"grafico" homélogo interesa para una bue-
na descripcién del grafo (X,G).

Es natural, por otro lado, considerar en el grafo un con-
cepto dual al de ; (cambiando la direccidn de las flechas) e inter—

pretar su significado en la topologia.

Definicion 1.3.1

TA

Sea (X,G) € Qx o

¥x e X, denotaremos x4+ = {x} U {y, ;y eG}

y x* = {y, xey}

[}

Se desprende de la definicidn que xe y<=>y ex* y x¥* = x4

Eemal 1.3.2

Con las hipétesis y notaciones anteriores se tiene

Cx = y* , ¥x eX

U
x ¢ y*
En efecto, se tiene
zeC;<"—=>z¢;<-='->x¢Z*

luego z* estd entre los que se unen y como z e z* se tiene z e y*.

U
x ¢ y*



o

Reciprocamente, si z € * entonces existe y tal que z e y*, con

u vy
x ¢ y*

x ¢ y*, y por tanto x ¢ z*.

Lema 1.3.3
Con las hipbétesis y notacioes anteriores se tiene

x €Cy <= x*C Cy
- ‘ —
En efecto, si x € Cy entonces dado z e x* se tiene xy $4G y
R

R ”
xz € G, por lo tanto, por transitividad, se sigue zy ¢4 G y de aqui

z €Cy. El reciproco es evidente.

Lema 1.3.4

Con las hipétesis y notaciones anteriores se tiene

x¥* = /ﬁ\ C; VxeX

x*c Cy

Una contencidn es obvia por la naturaleza de las intersec-—
ciones. Para probar la otra supongamos que dz € X tal que z € C;
siempre que x*C C; pero que z ¢ x*. Se tendria, entonces, xE Cz Y,
por 1.3.3,x*c:C;, por lo tanto seria z €Cz lo cual es absurdo.

La formula también es correcta cuando la familia de abier-
tos C; que se intersectan es vacia, pues si $_y / x*€ Cy entonces
G es conexo y x €s su unico minimal; en consecuencia,

x* = X = interseccidn de la familia vacia.

Observaciones 1.3.5

1) Esta férmula del Lema 1.3.4 es la traduccidn en términos
de grafos del enunciado topoldégico: "Un abierto es la interseccion
de todos los abiertos que lo contienen'. Obsérvese que este lema

demuestra que los x* son abiertos en la topologia homdloga a (X,G).
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2) El Lema 1.3.3 nos dice, entonces, que x*¥es el minimo
abierto que contiene a x, pues la férmula del Lema 1.3.4 admite las

versiones:

X¥* = [ﬁ\_py y XE = f’\ C;

x € Cy x¢y
en las que los segundos miembros se leen "interseccidn de los abier

tos que contienen a x'".

Proposicién 1.3.6

TA +0
i 7
si  (X,Q) & Qx YT e "

es su homélogo, entonces, la
familia T* = {x*,x € X} es una subbase de abiertos para (X,T).

En efecto, como {C;, x € X} es una subbase de abiertos
y cada Cx es una unién de conjuntos y*, se tiene que T* es también
una subbase.

Considerar T* como subbase de abiertos para (X,T), frente
a la familia {Cx, x € X} , facilita la interpretacién "grafica",

dual a la de T comos subbase de cerrados. Veremos a continuacién,

otras propiedades topoldgicas de T* que justifican su eleccidn.

Lema 1.3.7

T* es una base de (X,T).
Bastard probar que cualquier interseccidén de elementos de
T* se puede escribir como unidén de elementos de T* mas concreta-

mente si (ﬁ\x% = {xj1,...,x, } entonces

J :
r
(= \J xx,
J I k=1
En efecto, la contencidn directa es clara pues, X'kE X*k
J
r
Sea ahora x € U x* . Entonces dk tal que xex* (6 bien
k=11 Jk Jk

ﬁke x); y por la caracterizacidn de la transitividad (proposicién



a3

Jk’

(==

il s alm) s ;jkc':' Por otro 1lado, xjk enxj:' luego x. c;_ Yjed
Y

Yy, en consecuencia, Xj e;, Yj eJ y por tanto Xe (ﬁ\xj
J

Aunque cada x* es el minimo abierto que contiene a x esto
no quiere decir necesariamente que la interseccidn de elementos de

T* sea un elemento de T*.

r
La formula [\ x* = 1) X. aunque ha servido para probar

k’
J 4 k=t
el Lema, no tiene demasiado interés practico pues la unién del
segundo miembro no es, en general, disjunta; incluso, algunos de
los abiertos que participan en ella pueden ser redundantes.

Préoximamente veremos un e jemplo en el que se ponen de mani-

fiesto estas observaciones.

Teorema 1.3.8

T* es la minima base de (X,T).

Hemos visto que T* es una base y que Vxe X se tiene que x¥*
es el minimo abierto que contiene a x. Si B es otra base arbitraria
entonces los abiertos de B que contienen a x son un sistema funda-
mental de entornos de x y,por tanto, teniendo en cuenta que x* es
entorno de x, existe un abierto V e B tal que xe VC x*. Como x* es

s
W

minimo se tiene que V = x* y de aqui x*¥e B, Vx eX.

Corolario 1.3.9

Si B es una base de (X,T), entonces Car(B) >n y se tiene

B = T¥<==> Card(B) = n

Es consecuenica del teorema anterior,
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Observacidon 1.3.10

T* no es minima como subbase. Como contraejemplo tene

. * = % = . , X* = X
x3 mos X‘l {X‘I’XS} ; X2 {x2 x3} 3 { 3} .

T = {x:,xg,xg} es la minima base, pero no es minima
X4 X5 subbase pues {xj,xg} también es subbase. Tampoco i

es la minima subbase de cerrados.

Ejemplo 1.3.11

En el grafo de la figura se tiene:

x, = {x,} = _
X5 _1 ol X —{x1,x2,x5}
_ 1
X X Ti= 2" {XZ} X, ={x_,%x ,x.}
5 6 A 6 < ¥y
n 3 3

Bp & iy M pakna s Xy

b
N
w
»
x
Il

=

5
i

como subbase de cerrados.

Los complementarios de éstos constituyen una subbase de

abiertos:

c§1 = Ry e enx,d XE = (X 5XgXerXo)
0;2 S LT SURPIN S, X% = {X55XgsXgyXo }
C;3 = {x1,...,§3,..,x7} x§ = {x3,x7}

C;4 = {x1,. .,x4,..,x?} y la base es T* = xz = {x4}

C;5 = {x3,x4,x6,x?} xg = {x5,x7}

C;6 = {x3,x4,x5,x7} xg = {x6}

C;? = {x4,x6} x? = {x7}

Estas familias e jemplifican el uso de las fdérmulas

x* = (]_p} del Lema 1.3.4 y Cx = \J y* del Lema 1.3.2.
x4y

X ¢ y*
) r
Para la formula (\x# = y x* del Lema 1.3.7 y los comen-—
J J k=g K

tarios que alli hicimos, obsérvese que xf(\xg = {x5,x6,x?} £ x*




i |

¥xe X y {x5,x6,x7} = x} U xg u x% = {x5,x7} U {x6} U {x7} lo que

muestra que en la unidén no son necesarios todos los x#k; siendo x;
J

redundante .

Finalmente, obsérvese que T* y T son, respectivamente,

una subbase de cerrados y la minima base de abiertos para el grafo:

X

i
X
X5 6
L
X
1 %3 *z %
que normalmente representaremos de abajo hacia arriba por:
)(‘1 )(2 X3 X4
L ]
s x6 obien
L]
X7 X7 X6 X4

Definicion 1.3.12

Llamaremos grafo dual del grafo (X,G), y lo representaremos

d :
por (X,G ), al grafo sobre X cuyo conjunto de arcos es

& = Gy # Ly, %) e B

Son claras las siguientes conclusiones:

Proposicibén 1.3.13

Con las notaciones anteriores se tiene

T

a) (X,Q) € Q; <=>(X,Gd) € gx

o) (@ e G <=>x,6N e g1

i d TA =
Si (X,G),(X,G)e G y (X,T),(X,Td)c Ig son sus espacios

topoldgicos homdélogos respectivos:




=26=

= . . . d
c) T es la minima base de abiertos para (X,G ).
+ . d
d) T* es una subbase de cerrados (no minima) para (X,G ).

= % d
e) es decir, T = Td y T*= =T

Las aplicaciones continuas se pueden caracterizar también

por la conservacidén de los x¥*.

Proposicidn 1.3.14

Si (X,T), (X',T') son dos espacios topoldgicos finitos TO
y si ¥ : X —= X' es una aplicacidn, entonces V¥ es continua si, y
sb6lo si, U(x*) € V(x)*, Vx eX.

En efecto, ¥ es continua si y sb6lo si es morfismo de grafos,
pero obviamente la condicién de ser morfismo de grafos se conserva
si se toman los duales de los grafos, luego, teniendo en cuenta que

x* es la clausura de x para la situacidén dual el resultado se sigue

facilmente.




CAPITULO II

EXPLOSION DE UN GRAFO REDUCIDO
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CAPITULO II

EXPLOSION DE UN GRAFO REDUCIDO

El objetivo de este capitulo es estudiar los grafos reduci-
dos y detallar la explosién de tales grafos. En un grafo reducido
y mas generalmente en un grafo aciclico, se permite una clasifica-
cidén de sus puntos por niveles de tal manera que se puedan etique-
tar por conjuntos totalmente ordenados con la propiedad de que los
puntos de un nivel inferior a otro tienen etiquetas menores que los
de éste.

La explosidon de un grafo reducido se efectGa explotando
sucesivamente los niveles, de menor a mayor, de tal manera que los
etiquetados ordenados como los anteriores inducen etiquetados
ordenados en el explotado. Estos etiquetados en el explotado ponen
de relieve que los puntos del grafo explotado se corresponden biu-
nivocamente con los caminos del grafo original que terminan en un
puntc maximal. Mas aln, el explotado es un bosque con tantosarboles
como maximales hay en el grafo de partida . El conjunto de etique-
tas resultante sobre el bosque determina el grafo original y los
con juntos posibles de etiquetas ordenados sobre un bosque se carac-—
terizan aritméticamente, de tal manera que podremos resolver el
problema de caracterizar aritméticamente un grafo de una manera
natural.

Los grafos reducidos con igual explosién (o desingulariza-
cién si se prefiere) se denominardn birracionalmente equivalentes
en analogia con la situacidn geométrica. En la Gltima parte del ca-

pitulo establecemos la teoria birracional de grafos reducidos anali



g

e 3 i - 0 ; .
zando las nociones de aplicacidn racinal, morfismo dominante y mor-—
fismo birracional. Esta teoria sera extendida en el capitulo IV al

contexto, mas general, de grafos aciclicos.
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2.1. TRANSITIVIZACION Y REDUCCION. GRAFOS REDUCIDOS

Seguimos designando por X a un conjunto finito no vacio de

cardinal n.

Definicidon 2.1.1

Sea (X,G) ¢ gx. Llamaremos transitivizado de (X,G) al grafo sobre

5 ;
X cuyo conjunto de arcos es G = G U{(x,y), x # y y existe un ca-

=Xy X = Mk,

mino x1...xp en G, de longitud mayor gue uno, con X 5

Observaciones 2.1.2

1. La condicidén x # y evita los lazos en Gt.

2. Entre dos puntos x,y e X puede haber mas de un camino en
G; la notacién conjuntista evita los arcos mGltiples.

3. El transitivizado de un grafo esta univocamente deter-
minado por éste.

4. Grafos distintos pueden tener el mismo transitivizado.

5. (X,G) es un grafo parcial de (X,Gt).

Sobre la conservacidn de las propiedades transitiva y anti-

simétrica en la transitivizacion podemos decir que:

Proposicion 2.2

a) V (X,G) e Gyr (X,Gt) eg;

b) Si (X,G) e g; entonces (X,Gt) = (X,G)

. A .
c) Si (K,G)e gx entonces no necesariamente se tiene



— 3=

t A
(X,G )egx .

d) Si (X,G) es un ciclo entonces (X,Gt) tiene por topologia
homéloga la grosera, es decir Gt = Xx X—A, donde A es la diagonal
de X x X.

e) Si (X,G) es aciclico entonces (X,Gt) es aciclico.

f) Si (X,G) eQ;A entonces (X,Gt)s QTA.

X
En 'efecto:
- e == L
a) Si xy,yz eG , con x # z, entonces x1...x , xp+1...xq son
caminos de longitud mayor o igual que uno en G con x = x1, xp =
= xp+1 =y, xq = z, por tanto x1...xpxp+1..xq es de longitud mayor

i t
que uno y de aqul xze G .
b) En un grafo transitivo es claro que si x1...xp es un ca-

—_— =

X son puntos de dicho camino, entonces x xp es un arco

mino y x_, . 1

del grafo.

c) Contrae jemplo: el grafo

es antisimétrico, pero su transitivizado

no es antisimétrico.
Este contrae jemplo se puede generalizar a:
d) Si (X,G) es un ciclo; entonces cada par de puntos dis-
tintos x,ye X, se pueden unir por un camino en G (de longitud mayor
: — t t
o igual que uno), luego xy eG’, por lo tanto G = X xX-4 y la topo
logia homéloga es T = {0, X}.

e) Sea X, x2...xp un ciclo del grafo (X,Gt). Para cada i <p,




e

—_—— t
X K 1 €G luego xi y X,

se conectan por un camino en G y por tan
I 1% =

to hay un camino en G que conecta X 5 Son xp. Los puntos de este cami
no no tienen por qué ser distintos.- (al margen de los extremos).
Si este camino no es un ciclo es porque hay en €l un punto z que se
repite de forma que en el intervalo z...z no hay un par de puntos
iguales salvo los extremos, entonces z...z es un ciclo en G.

f) Se deduce obviamente de b); también de a), e) y propo-
saciont A kol2.

Si transitivizar es crear arcos ;; siempre que exista en el
grafo un camino x...y, entenderemos, a grosso modo, por "reducir"
la operacidn consistente en suprimir el arco ?y siempre que exista
en el grafolqtro gam;?orfiﬁfy'QQVlongitud mayor que uno.

Son varios los grafos que tienen por transitivizado un mis-—
mo grafo transitivo y antisimétrico. Estos grafos '"parcialmente
transitivos" pueden considerarse, en algin sentido, como grafos
intermedios entre su "reducido" y su transitivizado y, por la misma
razén, podrian imaginarse como grafos 'parcialmente reducidos".
Nuestra intencién, ahora, es caracterizar la clase de grafos '"redu-
cidos" que ''representan' a los transitivos y antisimétricos.

La idea de '"reduccidén" presentara ambigliedad, en cuanto al
orden de eliminacidn de arcos, cuando la referimos a grafos no anti

simétricos como vemos a continuacidn.

Ejemplo 2.1.4

La reduccidn del grafo no antisimétrico

puede ser:




ool

3

a) aplicada al camino X XX ot X5 ééz;::, X,
£3

b) aplicada al camino XX X gt X, ¢::;;>§x1

licada simultan ente:
c) aplicada simultaneam x2¢::::;;x1

Los tres grafos obtenidos, son distintos, como grafos eti-
quetados, y son reducidos, en el sentido de que no poseen arcos
transitivos. Por otro lado, la transitivizacidén sélo permite recu-

perar el grafo original en los dos primeros casos.

Definicidn 2.1.5

Sea (%,6) G

x un grafo antisimétrico; llamaremos reducido

de (X,G) al grafo parcial (X,GP) cuyo conjunto de arcos es:

& =G —{(x,y) e G /existe en G un camino x1...xp de longitud

mayor que uno con x = X I = i

1’ p

Observaciones 2.1.6

1. El reducido de un grafo antisimétrico es Unico.

2. Grafos distintos pueden tener el mismo reducido; a lo
sumo uno de ellos es transitivo, los demads son grafos parciales de
éste.

Ejemplo: los grafos

SRR

tienen todos el mismo reducido

S6lo el primero es reducido; el Gltimo es el (nico transitivo.
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3. (%6 ") = (X,6")

4, si (x,e)ggﬁ entonces (X,GP)QQQ

5. Si (X,G) es aciclico entonces (X,Gr) es aciclico.
Obsérvese que reducir no significa suprimir semiciclos, ni seleccio
nar un camino entre los que unen dos puntos: el reducido de
es el mismo.

Como en la transitivizacidn de un grafo se afaden los arcos

que se suprimen en la reduccidén podemos afirmar:

Proposicidn 2.1.7

A
Sea (X,B) € G . Se tiene (x,6"F) = (x,G6%).

No se puede asegurar, sin embargo, que (X,th) = (X,Gr) pues
(X,Gt) bien puede ser no-antisimétrico en cuyo caso no tiene sentido
reducir.

Nos interesa definir el concepto de grafo reducido de un
grafo transitivo y antisimétrico con independencia de la existencia
de un grafo de procedencia. En este sentido, no basta con decir:
"(X,GP) es reducido<===>[si e Gr entonces no hay en Gr caminos
de longitud mayor que uno>uniendo los puntos x e y|»,

Es claro que hay que afadir la condicidén de antisimetria,
pues es conservada por la reduccidn; aunque ésta no es suficiente
al no conservarse en la transitivizacidén. Aqui estamos como en la
proposicién anterior.

La propiedad de no poseer ciclos, mas fuerte que la antisi-
metria, es conservada tanto por reduccidn como por transitivizacion
y sera, por tanto, la condicidn suficiente buscada. La razdn Gltima
de esto es que antisimétrico y aciclico son equivalentes en grafos

transitivos (proposicién 1.1.12. Esto quedard claro después del
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siguiente resultado.

Teorema 2.1.8

A r 15 .
Sea (X,G) € Qx y sean (X,G ) y (X,G), respectivamente, su
reducido y su transitivizado; entonces

(X,G) es aciclico <==> (X, °) = (X,G°) y (X,G'") = (X,6")

; r t
En este caso diremos que (X,G ) y (X,G ) se representan mu-
tuamente. En efecto, la condicidn necesaria resulta de lo dicho en
los comentarios previos a este teorema y a la proposicidn 2.1.7.
e ; . 1w ; E
Veamos la suficiente. La existencia de (X,G ) nos dice que (X,G)
es antisimétrico y como también es transitivo, es, entonces, acicli
co. lLa segunda igualdad y la conservacidén de la propiedad de ser
e w : r S :
aciclico por la reduccidon nos dice que (X,G ) es aciclico. La pri-
mera igualdad y la conservacién de los aciclicos en la transitivi-
iz . i P : : ;
zacion nos dice que (X,G ) es aciclico. Si (X,G) tuviera un ciclo,
la demostracién del apartado d) de la proposicién 2.1.3 nos asegura
t s L
que (X,G ) no es antisimétrico, lo que es una contradiccion.

Quedan cumplidos, ahora, nuestros objetivos iniciales:

Definicidén 2.1.9

Un grafo (X,G) es reducido si y sélo si:

1) (X,G) es aciclico.

2) Si(x,y)eG entonces no hay caminos de longitud mayor que
uno que unen x con Yy.

Es claro que todo grafo reducido es el reducido de un grafo
transitivo y antisimétrico; también sera en general, el reducido de

otros grafos aciclicos no transitivos.
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Corolario 2.1.10

a) Si (X,G) eQ)T(A

y (X,G') es su reducido, ambos grafos se
representan mutuamente (es decir cada uno determina al otro). En
este caso las dos igualdades del teorema anterior se reducen a
(X,Gpt) = (X,G), como consecuencia de la idempotencia de la opera-
cién transitivizar.

b) Si (X,G) es reducido, la idempotencia de la reduccion

T
nos asegura que (X,G ') = (X,G).

A ] T
Denotaremos por § XC al conjunto de grafos aciclicos sobre

- o A
X y por g; al de los reducidos sobre X. La aplicacion r ;gxc —4-9;,
A

e il
tal que r(X,G) = (X,Gr), es suprayectiva y su restriccion a.gx es

biyectiva. De un modo natural se tiene:

Definicidon 2.1.11

Denotaremos por R a la siguiente relacidn de equivalencia:

Ac

(X,6), (X,H)e G3° (X,G)R(X,H) < ==> (X,G ) = (X,H")

Es claro que, si dos grafos tienen el mismo reducido tienen

Ac

también, el mismo transitivizado y viceversa. Para un grafo (X,G)e gx

r 2
(X,G )o(X,G°) pueden tomarse como representantes de 1la clase de
Ac TA r
(X,G), luego es claro que: gX/R = gx = gx . De los elementos de

cada clase [(X,G)] diremos que son grafos parcialmente transitivi-

r . -
zados de (X,G ) y parcialmente reducidos de (X,Gt). Observemos que

v (X,H) e [(X,G)], GPC Hc;Gt, es decir (X,Gr) es un grafo parcial

?

- i ; . . 2
de (X,H) y éste lo es de (X,G ), siendo el reciproco también cierto.

Los conjuntos de arcos de los grafos de cada clase de equi-

valencia constituyen un reticulo conjuntista para uniones e inter-

secciones isomorfo al reticulo de partes del conjunto Gt—-Gr. (ver




e jemplo de la Observacibn 2.1.6).

En grafos transitivos y antisimétricos se puede concretar

Proposicion 2.1.12

: TA i : :
Si (X,G) € Qx y (X,G ) es su reducido, entonces se tiene:

a) G = G-{(x,y)e G/ 3z de modo que (x,z) y (z,y) eG}.

: r .
b) (x,y) e G <==>existe en G un camino que une x con y.

Obsérvese que el encabezamiento de esta proposicidn se pue-
. . . r .
de intercambiar con: "Si (X,G ) es un grafo reducido y (X,G) es su

transitivizado (que es también antisimétrico)".

El apartado a) permite interpretar la reduccidén como la to-
tal destransitivizacién de un grafo transitivo y antisimétrico y
este concepto es, por tanto, una inequivoca alusidn al grafo que
suele dibujarse para representar un orden parcial. El apartado b)

sugiere la siguiente conversidon de notaciones:

Como sabemos, en un grafo tansitivo y antisimétrico subyacen
las estructuras de espacio topoldgico T0 y orden parcial. Las nota-

—
ciones (x,y), Xy, x €y, y ex*¥ 'y x <y son sinoOnimas; también 1lo

son x, {x} y x¥ y x* con x#t.

Un grafo reducido, por rio ser,; en geperal, transitivo, ni
es un espacio topoldégico ni es un orden parcial, por lo que en él
las notaciones ;} x*¥ y x <y no tienen, a priori, sentido; sin em-
bargo, en vista de lo anterior, las utilizaremos con el siguiente

significado:




= R

Definicidén 2.1.13

P
Para (X,Gr)eg;x, denotaremos:

; = {x / hay un camino en Gr que une x con y} U {y}
y*={x / hay un camino en 4 que une y con x} U {y}

. . I ’
x £ y<==> existe un camino en G que une x con y O x =y

Las notaciones propias de grafos se conservaran. Recordando:
-;? = (x,¥)  si lx,¥)eG.
r
y¢ = {x, (x,y) eG } U {yl}
r
yt = {x, (y,x)eG } U{y}
Asi pues, en un grafo transitivo y antisimétrico ¥y = y4 Yy
y* = y+ pero en un reducido, en general, y # yy € y*¥ # y4 . No
obstante, obsérvese que hay grafos transitivos y antisimétricos que

coinciden con su reducido . Es claro cuales son:

Observacidn 2.1.14

r

= g
Sl (X’G )ng,

son equivalentes:
a) VYye X, Y = Y4
b) ¥yeX, y¥* = yt
¢) (x,6") = (x,6" %)

d) En Gr no hay caminos de longitud mayor que uno.

La proposicidén 2.1.12 muestra la coherencia entre estas
notaciones referidas a un grafo reducido y las mismas referidas al
grafo transitivo y antisimétrico que representa. Los ; y el orden

< tienen diferente significado en uno y otro, sin embargo:



—38-

Proposicién 2.1.15

TA

x ¥ (X,Gr) su reducido:

Sea (X,G)e§
a) La familia {y , y ex}, tomada como subbase de cerrados

define en (X,GP) la misma topologia T, que caracteriza a (X,G).

0

b) Si < es la relacidén definida en (X,Gr), {5 s )ies el

orden parcial homélogo a (X,G).
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2.2. GRAFOS ACICLICOS

En el apartado anterior se ha puesto de manifiesto que los
grafos aciclicos constituyen la clase mas amplia de grafos para los
que el reducido y el transitivizado se representan mutuamente. Vere
mos, en este paragrafo, otra caracterizacidén que contempla una con-

dicidn sobre el etiquetado del grafo.

Proposicidon 2.2.1

1 A ulx = 2y,
Si (X,G)EQQC =
2) Jy/y*= {y}-

Es decir, en todo grafo aciclico hay al menos un punto que
no posee anteriores y otro sin siguientes. Esto es claro, pues si
(X,G) es aciclico y todo punto de X es adyacente de algln otro,

entonces, partiendo de un punto cualquiera x_, se toma X5€ ;1—-{x1},

1

Xy € x2_-{x2} y asi sucesivamente. Podemos construir un camino
x1 x2x3 x4... que, por ser el grafo finito, repite al menos uno de
sus puntos, en contra de que el grafo no posee ciclos. Analogamente

se prueba 2).

Como consecuencia,en un grafo acicliclo se puede hablar de
"minimiales" y "maximales" caracterizados por las condiciones 1)

y 2) respectivamente.

Esta propiedad de los grafos aciclicos permite hacer la si-

guicnte clasificacidén en su conjunto de puntos.
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Definicién 2.2.2

Sea (X,G)eg;ic. Se definen los siguientes con juntos:

NO = {x e X, x es minimal de (X,G)}
N1 = 5% sX-NO, x es minimal de (X—NO, G/X—NO)}
_ L . - I U ol U
N2 {x e X NOLJN1, X es minimal de (X NO N1, G/ X NO N1)}
y, en general, para todo p, 0 < p <n, sea
p-1 p-1 p-1
N = {xeX- UN , x es minimal en (X- U Nr, GIX = | Nr)
P G=0 " =0 =0
Observacion 2.2.3
p—1 p-1
1) Nbtese que Yp, (X- U Nr’ G/X - U Nr) es aciclico y por
r=0 r=0

tanto tiene sentido el uso del término "minimal" en las definicio-
nes de los N .
p
2) La sucesidon de los Np es estacionaria en el sentido de
que existe k < n-1, tal que Nk # @ y Nk+J = ... = Nn = @, siendo
n = Card(X).
Como 1los Np son dis juntos, constituyen un particidn de X y
K

escribiremos X= U Nr’ con Nr £ @, YR =0,
r=0

A los conjuntos Np les llamaremos '"niveles' del grafo aci-
clico (X,G) y si x¢ Nr’ diremos que "x es un punto de nivel r'".

La relacién de equivalencia que define esta particidén puede
caracterizarse por medio de las 1longitudes de los caminos ¢n

(XyG).
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Definiciones 2.2.4

Sea (X,G)egic y X EX:

Llamaremos longitud del punto x, a la longitud del mas lar-—

go camino que termina en x. Es decir:

long(x) = max {long(x1...xp) / x1...xp es un camino en

(X.G) con x = x}
p
Es claro que la igualdad de longitudes entre los puntos de
X es la relacibén de equivalencia asociada a la particién en niveles
de X, pues x eNp <=>1long(x) = p.
Llamaremos dimensién del grafo (X,G), y lo denotaremos por
k
dim(X,G), al max{long(x),x € X}. Nétese que si X = U Ny N# [

G=0
para todo r, entonces dim(X,G) = k. El reciproco también es cierto.

La clasificacidn en niveles proporciona la siguiente carac-

terizacién de grafos aciclicos.

Proposicién 2.2.5

Sea (X,G) un grafo con Card(X) = n. Entonces, se tiene que
(X,G) es aciclico si y sb6lo si se puede etiquetar X por el conjunto
de etiquetas E = {1,...,n } de modo que si (xi,xj)e G entonces i< j.

En efecto, supdngase que (X,G) es aciclico. Podemos clasificar sus
K

puntos por niveles: X = U Nr’ con Nr £ @, y asignarles etiquetas
=0

respetando el orden creciente de los niveles; es decir, si nr= Card(Nr)

se define x : E — X de forma que sea biyectiva y que Vme E, x(m) =

p=1 p
= x e N <=> Z np< m 5_{ np, lo que debe interpretarse en el caso
r=0 r=0

p = 0, como O <m_§n0.
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Obviamente, si (x.,x.) € G se tiene x. e N y x.e N con
L) P J q
g >p y por tanto i <j.
Probemos ahora la condicidén suficiente. Supongamos que
(X,G) posee un ciclo Xixj"'xkxi' Sea m = max{i,j,...,k} y sea X

el siguiente a xm en el ciclo. Entonces (xm,xn) eG y, como m es

maximo, m >n, contra la hipbtesis m <n.

Observacidon 2.2.6

TA

Si (2,6) € Gx

y (X,GP) es su reducido, ambos se pueden
clasificar en niveles pues son aciclicos. Como la reduccidn suprime
caminos ;; cuando existen otros de longitud mayor que unen x con y
las particiones para ambos grafos coinciden. Lo mismo se puede decir
de un grafo reducido (X,G) y su transitivizado (X,Gt). La propiedad
se extiende, obviamente, a los grafos parcialmente reducidos y par-
cialmente transitivizados de éstos.

Si [(X,G)] es la clase de los grafos parcialmente redu-

- TA .
cidos del grafo (X,G)e QX , todos los elementos de esta clase tienen

la misma particidén en niveles. El reciproco no es cierto, los grafos

tienen la misma particidén en niveles y son de distinta clase como

aAciclicos.
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2.3. EXPLOSION DE GRAFOS REDUCIDOS

Definiciones 2.3.1

Sea (X,G) € G

x un grafo cualquiera. Llamaremos in-grado

del punto x e X, y lo denotaremos por Ig(x), al nimero de arcos que
llegan a x. Denotaremos por Og(x) al ndmero de arcos que parten de

x y lo llamaremos out-grado de x. Dicho con mas precisidn:

L}

Ig(x) = Card{y, (y,x) eG} = Card(x+)-1

Og(x) Card {y, (x,y)eG Card(x +)-1

Si (X,G) € gTA

¥ Igia) = Card(x)-1, Og(x) = Card(x*)-1.

Si (X,Gr)ezg;, Ig(x)_ﬁCard(;)—1, Og(x) <Card(x*)-1.

También, diremos que x e X es un punto singular<=>0g(x)> 2.

Observaciones previas 2.3.2

Vamos a describir -un proceso de-separacidn de arcos._con_
origen comlin que llamaremos 'explosidn". La explosidén se realizara
en grafos reducidos, afectarda a cada punto singular y consistira en
la separacidn de los arcos que parten de él; estos arcos se conser-—
van heredando, en cada uno de sus nuevos extemos inferiores, la
parte del grafo conexa por abajo; es decir, los nuevos arcos conser
van, adyacente en su extremo inferior, la clausura del punto singu-
lar que se explota. En cada explosidén el resto del grafo se con-
serva.

El grafo reducido
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tiene a x como Unico punto singular. La explosion del punto x trans

kA

Cuando en un grafo haya mas de un punto singular, la ex-—

formarda el grafo en

plosidn del grafo, entendida como resultado de la explosidn de todos

sus puntos singulares, depende del orden de explosidn.

El grafo

4
tiene a 1,2,3 por puntos singulares.
Si explotasemos estos puntos en el orden 1 — 2 — 3 ob-

tendremos

3 3 3 3 3
i 2 2 2 2 3 2 2 2
e s e ~—————— s
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

sin embargo, si el orden de explosién es 1 — 3 — 2:

a
3 3 & 3 3 3 3
1 2 2 2 2 2y 2 2 42 2
_— — —
1 1| 1 1 1 1 e

En este Gltimo caso, al explotar el punto 3 habria que
precisar si el arco (2,a) se conserva o no. Si lo conservamos, el

punto 2 duplicado habra que explotarlo dos veces (como se ha hecho
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en la figura) ; si no, el punto 2 deja de ser singular por lo que el
grafo no se transforma; en cualquier caso el resultado obtenido es
distinto.

Estas anomalias se presentaran cuando el orden de explosidn
altere el orden de los niveles en los que se encuentran los puntos
singulares. Se observa, sin embargo, que si conservamos como orden
de explosidn el de los niveles también se conserva en cada explosidn
el conjunto de puntos singulares que quedan por explotar. En este
sentido podra interpretarse la explosién como una ordenada desingu-—
larizacién del grafo reducido. Para puntos singulares de un mismo
nivel. el orden de explosidén no condicionara el resultado. En con-

secuencia, la explosidn del grafo se hara ordenadamente por niveles.

En la precisidn de estas ideas utilizaremos el lenguaje to-

polégico referido a grafos reducidos, en el siguiente sentido:

Notaciones 2.3.3

Ya hemos visto (proposicién 2.1.15) que si (X,G)Ef;;A y

r P : o =
(X,G ) sg;x es su reducido, la familia {x,x € X} tomada como subbase

de cerrados define el mismo espacio topoldgico T (X,T), en ambos;

07
en un caso x = {y, (y,x) eG}U {x}, y en el otro, x = {y, existe un

camino, en (X,GP), que une y con x }U {x}.

TA -0
g

Como g : v lx es tal que g(X,G) = (X,T) (definicidn

TA
206 v e Qx —*-Q;, con r(X,G) = (X,Gr), es biyectiva (notacio-

nes 2.1.10), denotaremos por gr la aplicacidn gp : Q; —+7-2 tal que
(o — ; £
g = ger Yy que asocia a cada grafo reducido el espacio topologico

asociado a su transitivizado.
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0

Reciprocamente, al espacio topoldgico (X,T) e TX

le hemos aso
. . -0 TA s

ciado mediante f : Ix —¢-§X (definicidén 1.2.4) el grafo (X,G) donde

(e = AHE il e e{;} , X2y }. Podemos, también, dada la biyeccidn entre

Q;A y g;,asociarle el grafo reducido (X,G"). Denotaremos por f

5 r
la aplicacién £ Fon Qx tal que 7 = rof.

Es claro, después del teorema 1.2.13, que Fr es biyectiva y

-1 = = - =
(FT) 7 = rof) = e r T = gor = g"

La siguiente definicidn sera clave en el resto del capitulo.

Definicién 2.3.4

Sea E un conjunto finito totalmente ordenado. Diremos que
un grafo (X,G), cuyo conjunto de puntos X estda etiquetado por E, es

un grafo E-ordenado si la biyeccién x : E —= X tal que x(i) = X5

verifica (xi’xj) eG = i< j.
Si E = {1,2,...,n} diremos que el grafo E-ordenado esta

ordenado naturalmente.

Esta condiciédn, (xi,xJ)g G => i< j, en el etiquetado del
grafo,caracteriza a los grafos aciclicos (proposicién 2.2.5) y, en
particular, es posible para los grafos reducidos.

Notese que si el grafo es E-ordenado, el orden parcial aso-
ciado al grafo (X,G) es un orden menos fino que el orden imagen del
de E por la biyeccién x. Asi, dar un E-orden sobre el grafo es esen
cialmente dar un orden total sobre X que es mas fino que el orden

asociado al grafo.

El etiquetado anterior no serda absolutamente necesario para

explicar las sucesivas explosiones, de tal manera que los sucesivos
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explotados de un grafo no etiquetado seran grafos no etiquetados
determinados a partir de aquel. Sucedera, sin embargo, que sobre el
explotado de un grafo E-ordenado se podra dar también un etiquetado
cuyo conjunto E de etiquetas adquiere un orden total quedando el
~
grafo explotado E-ordenado.
Sea E wun conjunto finito totalmente ordenado y (X,G) un
grafo reducido E-ordenado. Describiremos la clasificacidn de X en
K

niveles por X = U N_ con N_ # ® vr = 0,1,..,k, siendo k=dim(X,G).
r=0

Definicién 2.3.5.- (Explosidén del nivel NO)

Llamaremos explotado de (X,G) por los puntos del nivel NO

al grafo (X1,G1) dado por:

Mo (X_NO)lJ{xij’ x; € N0 y (xi,xj)s:G} UM

il 0

donde M_ = {x. X, X, = x*}
0 il it 3

G_1 = (G—{(xi,xj) e G, xiJ.aX_I}) U {(xij’xj)’ xij z-:X_‘}
Describiremos esta transformacidon con la notacidn

m
0
{(X:G) e—= (X1,G1).

De hecho “O representa un morfismo de grafos en el sentido

de la Definicidén 1.2.21. En efecto, LA puede verse como la aplica-

i6 P X X B i =
cién = — dada por no(xi) X, si x, ¢ Ny no(xij) X

(0] 1 i i

si x; e NO y (xi,xj) €G, ¥y ﬂo(xi) = x; siox; e MO. Es obvio que

dicha aplicacién es un morfismo suprayectivo de grafos, al que lla-

maremos explosidén de (X,G) por los puntos del nivel N0 o mas breve-

mente no—explosién de (X,G).
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Observacion 2.3.6

El grafo reducido (X,G) puede ser no-conexo y, en particu-
lar, puede contener puntos desconectados; éstos son los descritos

en M0 gue se han incluido en la definicidén de X al final, porque

1°
previamente se excluyeron (en X—NO).

La notacion MO hace referencia a que estos puntos son los
maximales del nivel NO.

El grafo (X1,G1) es también y claramente, reducido.

Como e jemplo de explosidn:

" L]

A continuacién definiremos la explosidn, punto a punto, del

nivel Np de un grafo (X,G) en el que han sido previamente explota-

dos los niveles inferiores.

Definicidén y observaciones 2.3.7

Diremos que el nivel Np del grafo reducido (X;G) es permisi-

ble si Vxe Nl,con 1<p,se tiene Og(x) <1.

Obsérvese que:
a) Og(x) = 0<—>x es maximal. Puede, por tanto, haber pun-
tos maximales en niveles inferiores a Np. En el grafo explotado en
el ejemplo Ultimo hay un maximal en cada nivel y el nivel N1 es
permisible.
b) La condicidn impuesta a los puntos de niveles inferiores

p

a Np significa que el subgrafo inducido en U Nl es una ramificacion
1=0
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en el sentido definido por Bergé en [B.1].

c) Si llamamos N = U x , la condicidén anterior no se

X N
p® p

puede expresar diciendo que el subgrafo inducido (Np,G;/ﬁp) sea una

ramificacidn, pues obsérvese que en general:

Como contrae jemplo:

X € N3, N3 = x es una ramificacion, sin embargo no todo lo que esta

por debajo del nivel N_ cumple la condicién aludida.

3
Supongamos que el grafo reducido (X,G) tiene el nivel Np
permisible. Supongamos, también, que X esta etiquetado por un con-

junto de etiquetas totalmente ordenado E y que (X,G) esta E-ordenado.

Definicidén 2.3.8.- (Explosion del nivel Np)

Con las hipb6tesis anteriores, sea xhe Np’ h e E, un punto

cualquiera. Se realizard sobre el grafo (X,G) las siguientes trans-

formaciones:

Si Og(xh) = (¢} X, es una componente conexa de (X,G) que con

servamos invariante. Si Og(xh) # 0 construimos el siguiente modelo:

Modelo 2.3.8.A:

Consideremos el grafo reducido M = (;h U{y},G/;hiJ{(xh,y)})
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a

a . :
donde y es un punto que se crea, y sea (xh U{y}, T, ) su topologia

h

hom6loga por gr. Es decir, (x LJ{y},Th) tiene por subbase de cerra-

h
dos la familia {;i’ X, € ;hLJ{y}} donde ;i = {xj/existe un camino en

M con origen en xj y final en xi}U {Xi}'

De este modo se hacen las:

Copilas 2.3:8+B:

Sea X 4= x ¢ —{xh} y (x;f,Td) la topologia discreta en xp .

Construimos la topologia producto:

(thJ{y}, Th) X (XE+’Td)
que denotaremos simplemente poOr: (;h U {y} x XR+’ Tﬂ)-
(y,x )

y o (y,xQ) (y,xr)
| (w0
(xh,xP) h’“q h’“r

(x ;%) e s (X

a’'p a’'q alip

Si Og(xh) = Card(x;+) = 1, la topologia producto costa de 1 compo-

nentes conexas homeomorfas a (;hLJ{y}, Th).

Para conectar estas 1 copias con el resto del grafo debe
tenerse en cuenta que, si bien, cada clase N divide al conjunto de
puntos X en dos partes (intuitivamente), sin embargo, no divide

igualmente al conjunto de arcos G. Dicho de otra manera, puede



S

haber en el grafo arcos que '"crucen'" el nivel Np’ lo que tiene como

consecuencia que no siempre se pueda escribir X = Np u N: siendo
N = U x * - U *
Np i xl, N ol xl

1 1

Como e jemplos:

En se Eiene Ni U Nf = X para 1=0,1 y3 pero
N * £ X,
N2 u N2

p
X —
En se tiene N, = {p} y N, UN* no incluye a
2 2 2
Yy 7

{x,y,z}.

Se pretende que las copias del modelo construidas para X
sustituyan a ;h y se conecten con el resto del grafo que, después
de lo comentado, habra que expresar en términos del '"subgrafo com-
plementario'.

Si (X,G) es un grafo y ACX se pueden considerar los grafos
inducidos (A,G/A) y (X-A, G/X-A), cuyos conjuntos de puntos comple-

tan X, aunque no sucede asi con los conjuntos de arcos:

G/A U G/X-A # G.

L= (XA G A=)
— (A,G/A)

En el grafo de la figura hay cuatro arcos que no estan ni

en uno ni en otro.
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En nuestro contexto, como (X,G) tiene el nivel Np permitido,
los puntos inferiores a xh tienen out-grado <1 por lo que no se pue
de presentar la patologia (y,z) £ G/A U G/X-A de la figura. La otra
patologia, la que afecta a los tres arcos que parten de Xh’ es la
que nos ha conducido a incluir el arco (xh,y) en el modelo.

La conexidén de las copias 2.3.8.B serd descrita topoldgica-—

mente por una identificacidn:

Conexién 2.3.8.C

Se consideran (X-;h, G;/x-;h), el subgrupo inducido en el

complementario de ;h’ y (X—;h ,TC), su espacio topoldgico homdlogo
&
por g .
Sea el conjunto de puntos: H = (X—;h) u (;h W fiyd % ng),
es decir, los puntos del complementario junto con los de la topolo-—

gia producto.

Se definen las funciones:

F (x-?h) —> H es la funcidn identidad y

f2: (;F U {y} x x;+) —> H es tal que:
fz(xi,xj) = (Xi’xj) " ins ;h ; VxJ sx;f
fz(y,xj) =Ry 2 VXJE x;¢

Se toma en H la topologia final de los espacios topoldgicos:

X =% , T X K '
( xh, C) y (xh Bk x, 4 T.) y las funciones F1 y fz que

denotaremos por (H,TE).

Una vez realizadas para cada xhe Np las construcciones des-—

critas en los apartados A,B,C se obtiene un espacio topoldgico

(X',T') cuyo grafo reducido asociado le denotaremos por (X',G') y
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le llamaremos el explotado de (X,G) por los puntos del nivel Np.

Como el grafo (X,G) era E-ordenado por el conjunto de eti-
quetas E totalmente ordenado, su explotado por los puntos del nivel
N , (X',G'), adquiere un etiquetado por E', siendo E' el conjunto

p
de etiquetas E' = E%LJEé donde:

E% {meE, X EN = U x.} y

1
xl€N

. _ migiat P 3
E2 ={ij / i,j €E y existe X, € Np tal que X, EX Y

xJ e x_+} y la biyeccidn x':E' —» X' es, obviamente, x'(m) = x

h m

si me E% y x'(ij) = (xi,xj) si ije Eé.

Por simplificacién y coherencia con las notaciones y razo-
nes que expondremos en la observacidén 2.3.11, en lo sucesivo, deno-—
taremos a los nuevos puntos (Xi’xj) del explotado por Xij’ de
este modo x'(ij) = xij'

El conjunto de etiquetas E' esta, ademas, totalmente orde-
nado por el siguiente orden lexicografico: '"un elemento es menor
que otro en E' cuando, o bien el primer subindice en la etiqueta
del primero es menor que el primer subindice en la etiqueta del
segundo, o bien los primeros subindices coinciden (en cuyo caso
ambas etiquetas tienen dos subindices) y, entonces, el segundo sub-
indice en la etiqueta del primero es menor que el segundo subindice
en la etiqueta del segundo'.

Es claro por 1la construccidén, que el grafo (X',G') queda
E'-ordenado de acuerdo con el orden anterior.

Describiremos la transformacidn realizada en (X,G) para ob-

tener su explotado por los puntos del nivel Np, (X',G'), por 1la
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™

notacion (X,G) oL (X',G') aludiendo al morfismo suprayectivo de

grafos dado por

T + X' ==X con w(x ) = x si meE!
p m m 1
y np(X..) =R s e E TS

23 st 2

A dicho morfismo le llamaremos explosién de (X,G) por los

puntos del nivel Np o mas brevemente wp—explosién de (X,G).

Noétese que el grafo no-etiquetado asociado a (X',G') y el
morfismo "p se pueden construir directamente a partir del grafo
no-etiquetado asociado a (X,G).

En resumen, se tiene definida la explosidén de un grafo redu
cido no-etiquetado obteniendo otro grafo reducido no etiquetado y
si el grafo de partida esta etiquetado por el conjunto E el grafo
explotado queda etiquetado por el conjunto E' construido anterior-
mente y, finalmente, si E es un conjunto totalmente ordenado y el
grafo esta E-ordenado entonces, también, E' esta totalmente ordena-

do como se ha dicho y el grafo explotado queda E'-ordenado.

Proposicién 2.3.9

Con las notaciones anteriores se tiene que el grafo (X',G')
tiene el nivel Np+1 permitido (si p+1<k = dim(X',G') = dim(X,G)).

La demostracidén se sigue de la construccidén de (X',G') y de
la nocidén de permisibilidad.

Como consecuencia, podemos considerar sucesivas explosiones

por los puntos de los sucesivos niveles.
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Definicidén 2.3.10.—- (Explosidn de un grafo reducido)

Sea (X,GQG)¢« 9;, donde X esta etiquetado por E = {1,2,...,n},

un grafo naturalmente ordenado (es decir, E-ordenado). X estd cla-
k

sificado en niveles por X = UN_ con N_# $®, siendo k = dim(X,G).
r=0
La wo—explosién de (X,G) produce un grafo (X1,G1) y el mor

fismo permi-

o (X1,G1) —> (X,G). Como (x1,G1) tiene el nivel N

1

tido, 1la ﬂ1-explosién de este grafo crea (XZ’GZ) y el morfismo

.t (XZ,GZ) —*'(X1,G1). En general, recurrentemente, se crea

(X. .,G. ,) a partir de (X.,G.) a través de la 7.-explosidn obte-
i+17 Ti+1 i1 i

niéndose, ademdas, el morfismo w.: (X. _,G. .) —> (X.,G.). LlLamare-
i i+17 141 g

mos m-explotado de (X,G) (o simplemente explotado de (X,G)) al gra-

~
fo ( ,6) = (Xk’Gk)’ y llamaremos m-explosidn de (X,G) al morfismo

M =To T

oT

~ A
o 1t (X,6) = (X,8)

Observacion 2.3.11

Se notara que la 7,.-explosidn es, en realidad, la np—explo-

(0]

sioén para p = 0, al haber hecho (xi,xj) = , por lo que podriamos

X 4
1J
haber prescindido de su definicién. Se ha dado, sin embargo, porque
las notaciones xiJ para los nuevos puntos de NO en (X1,G1) son me—
nos confusas y sugirieron una mas adecuada notacidén para los nue-
n I —explotado (X o tacid Ly X ar
vos puntos de np exp ( p+1’Gp+1) a notacion (X1’XJ) para
los nuevos puntos de las copias del modelo fue de gran utilidad en
la descripcidn de la ﬂp—explosién, pero una vez realizada ésta,
aquella notacidén se cambid por xiJ porque presentaba el gran incon-

veniente de que si p=1 podria confundirse el punto (xi,xj)e N1 del

grafo (X2,G2) con los arcos de éste. En realidad, esta confusidén se
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extiende a todos los (X e ). Por otro lado, los nuevos puntos
p+1’ p+1

del nivel NO en el ﬂ2—explotado son mas exactamente de la forma

((xi,xj),xk) = (xij’xk) — x(ij)k’ complicandose esta notacidn en

sucesivas explosiones. Se imponen, pues,las siguientes precisiones
A AN
en el etiquetado del explotado (X,G).

Obsérvese que si E = EO = {1,2,...,n} es un conjunto de eti

quetas para X y (X,G) es un grafo reducido Eo—ordenado, entonces el
grafo (X1,G1) queda etiquetado candnicamente por el conjunto total-
mente ordenado E1 y E1-ordenado, como ya se dijo. La aplicacidn
reiterada de las ﬂp—explosiones proporciona un conjunto de etique-

G ), quedan

tas totalmente ordenado candnico E para cada (X y
p+1 p+1" p+1

do éste E —ordenado.
p+1

Notese, también, que los elementos de E1 son sucesiones de
uno o dos elementos de EO y que cada elemento de Ep determina una
sucesién finita creciente de elementos de EO. En particular, si F

es el conjunto de sucesiones finitas crecientes de EO se tiene una

aplicacién inyectiva ¢ : B, —=F.

~
Si denotamos por E la imagen por { de E » se tiene que la

imagen del orden de Ek en E coincide con la restriccidn del orden

~
lexicografico de F a E. En consecuencia, componiendo la aplicacidn
it ~

~
Ek —= X que da el etiquetado de X por Ek con la biyeccidn entre E

A~ -~/
y Ek inducida por ¢, se obtiene un etiquetado de X por E, que repre

~r

~ ~ A ~
sentaremos por :E — X, quedando el grafo (X,G) E-ordenado para

-~

-

el orden lexicografico. De acuerdo con este etiquetado los elemen—
e -

tos de X se denotaran de la forma x. . ;. donde 1 <1 <Ll <1 < Nk

iis...d === =

Un etiquetado analogo por elementos de F se puede dar sobre cada

(X ,G ).
p P
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Obsérvese, finalmente, que al efectuar una np-explosién
los puntos de niveles superiores a p no cambian la etiqueta y, de
aqui, al efectuar sucesivamente las explosiones "0""’“p los pun-—
tos de niveles superiores a p conservan la etiqueta que tenian en

(X,G). La siguiente proposicidn hace algunas precisiones mas.

Proposicidén 2.3.12

Los dos enunciados siguientes son ciertos para cada p=1,..,k.
al) X5 es maximal en (X,G)<—_==>xi es maximal en (Xp,Gp).
-1

b) Si Xig Np en (X,G) entonces los puntos de ("0°"'°"p—1) (xi)

estan en el nivel N en (X ,G ).
p p P

En efecto, a) es claro, pues los puntos de out-grado O no
se explotan; esto quiere decir que los maximales de (Xp,Gp),indepeE
dientemente del nivel en que s& encuentren, conservan las etiquetas

. y ~ A .
que tenian en (X,G). En particular, (X,G) y (X,G) poseen el mismo
conjunto de maximales, al que denotaremos por M. El enunciado b)
debe entenderse en el siguiente sentido: si Og(xi) >1, el punto X4
se multiplica en las sucesivas explosiones a través de las diversas
copias que incluyan a ;i’ originando una coleccidn de puntos de la

forma Xe s ; aue tienen en comin, al menos, el primer subindice

2
. . -1 ; ;
i; es decir, los puntos de ("0 °"1°"'°"p-1) (x.) tienen a i como

it
primer subindice y, desde luego, el enunciado es cierto por cons-—
truccidn.

Con esta notacién el apartado a) se puede escribir:

xiglw<==>xi conserva su etiqueta en (Xp,Gp), (para cada p)

. 2V
<==>x, conserva su etiqueta en (X,G).

Asi pues, los maximales son los (nicos puntos que conservan

su etiqueta en la explosidn.
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Ejemplo 2.3.13

8 8
6 7 68 7
- m™ m
o
5 S 2 ¢568 468 (47
25¢ 24 ¢ 37 2568 ¢2468 9247 437
125 124 137 12568 12468 1247 137

De la definicién de g-explosidon y las notaciones estableci-

das se obiene:

Proposicidon 2.3.14

Para cada x = xi e X

a) Og(x)<1 y 0Og(x) = 0<=>x eM.
b) Card(x*) = q

~ ~
c) Si yeX y (x,y) eG entonces y = X4 i

Definicién 2.3.15

Sea (X,G)e gQC con X clasificado en niveles por X = y Np,
p=0
Np £ @, Yp y k = dim(X,G). Sea s:{1,...,9} —> X una sucesidn de

puntos de X:

Diremos que s es un camino maximal en (X,G) si, y sélo si s

es inyectiva (camino), s(1)e N s(q) e M.

o Y

Diremos que s es un camino con fin maximal en (X,G) si,y

s6lo si s es inyectiva y s(q) e M.

Por razones de compleccidn de las notaciones admitiremos, en
lo que sigue, también, el caso g=1 en las definiciones anteriores.
Asi, los puntos desconectados corresponderan a caminos maximales y

los puntos maximales a caminos con fin maximal.
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Utilizaremos los siguientes con juntos:

Cg(X,G) = {caminos, s, en (X,G), s(1)e Np y s(q) em}
Cg(X,G) = {caminos maximales, s, en (X,G)}.
CM(X,G) = { caminos con fin maximal, s, en (X,G)}.
K
M M
Es claro queC (X,G) = U C (X,G).
p=0

Teorema 2.3.16

5 . i ~
a) Existe una biyeccibébn canénica entre los conjuntos X y
M
C (x,G).
P Ar A
b) Las etiquetas de los puntos del nivel NO de (X,G) des-
criben el grafo (X,G).

En efecto, a) es consecuencia de la Gltima proposicidn vy

~
definicidén; ndtese que x. . IED X <==>se:CM(X,G) es s(1) = x. ,
O i
12 q 1
s(2) = Xy ys e yS{Q) = Xy o Para b) se tiene x; eX si y s6lo si i es

2 9 ~
un subindice en la etiqueta de algin minimal de (X,G) y que (xi,xJ)E G

si y sb6lo si i y j son subindices consecutivos (en este orden) en

-~ N
la etiqueta de algun punto de N0 en (X,G).
Asi, se tendra: X = U, {x, / i es subindice en la etiqueta
svs o xeNo
de x eNCX} vy
6]
~ A~ A
G = {(x.,x.,) / existe x. .. . e N_en (X,G) con i=i y
i’ Soal, eeal 0 r
1 rr+1 q
J=1r+1}

Coroelario 2.3.17

Un grafo reducido (X,G) queda univocamente descrito por sus

M
caminos maximales, CO(X,G).
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Corolario 2.3.18

Sea (X,G)Ef;; con X etiquetado por E = {1,2,...,n} por medio
de x:E — X y (X,G) naturalmente ordenado. En estas condiciones X
esta etiquetado, también, por el conjunto de etiquetas E formado
por aquellos subconjuntos naturalmente ordenados, A, de E (es decir,

partes de E provistas del orden inducido por E) tales que x/A (es

decir, la sucesidn de imagenes de elementos de A) es un camino de

M

C (X,G).
. N ~
La biyeccion del etiquetado, in:E —= X viene dada por
~ A
XA =R . eEX si A={i,<...<ilecE
— ] 1_1...1q il q

El apartado a) del teorema 2.3.16 sugiere una definicidn

alternativa de explosidn,

Definicidn 2.3.19

r
Sea (X,G)E:Qx, con X etiquetado por E = {1,2,...,n} por me-

dio de x:E — X y (X,G) naturalmente ordenado.

A A
Llamaremos m-explotado de (X,G) al grafo (X,G) donde

A
M
K= X Gy
A M M .
G = {(s,s")eC (X,G) xC (X,G) tal que long(s)>1 y el cami

no s' es igual al camino s menos el primer elemento].

Es decir, (s,s') € G si, y s6lo si siendo s:{1,2,...,q} — X

inyectiva tal que s(q)eM, se tiene g>2 y s' =s/{2,...,q}.
A A
Un conjunto de etiquetas para X es el conjunto E descrito
M
anteriormente, correspondiendo a cada se( (X,G), s:{1,2,...,9} — X,
. -1 A A A
la etiqueta x (s({1,2,...,9})) € E. Denotaremos por x:E — X la

. e . ) . A -1
biyeccion correspondiente a este etiquetado, es decir x(x (s))=-s.
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A
El conjunto E esta totalmente ordenado por el orden lexico-

A A A
grafico y con este orden (X,G) esta E-ordenado.
Llamaremos, también, m-explosidén al morfismo de grafos

A MA
m:(X,G) — (X,G) dado por w(s) = s(1), Vs eCM(X,G) ¥ S, e qb—> X,

Proposicién 2,3.20

Las dos definiciones de m-explosidn son equivalentes.

El enunciado anterior equivale a decir que existe un isomor

~ AN A | ~r A
fismo de grafos f:(X,G) — (X,G) y una biyeccién g:E — E, isomor-

fismo de 6rdenes, tal que los diagramas siguientes son equivalentes

X
A~ A ~ — ”~
(X,6) —I> (X,G) E——3 X
A
o4 sl o |t
A A A 8 A
(X,G) E —— X

A
siendo X ¥y X, respectivamente, las correspondientes aplicaciones de

etiquetado.
En efecto, se tienen los siguientes hechos:

a) Las aplicaciones f,g se pueden construir a partir del

~ A
hecho de que los conjuntos X y X tienen un etiquetado por el mismo

A ~ P A
conjunto E. Asi los etiquetados de X por E y E difierenen la biyec-

cién g:E — E, y la aplicacién f:X — X es 1la biyeccibébn que comple-—

ta el diagrama cuadrado de la derecha.

S AN
b) La aplicacidén f es un isomorfismo de grafos f:(X,G) — (X,G)

pues si (x,y) € G entonces x = x. o . Yy por tanto
e it A
A 1 q 2 q
(f(x),f(y)eG ya que f(x) es el camino X5 eeeXy Y f(y) es el cami-
1 qg
- . N
no x. seeXso. Reciprocamente, si (f(x),f(y))e G entonces es obvio
= q
que (x,y) e G.
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c) La biyeccidon g:E — E es un isomorfismo de ordenes, pues
o . 3
g asigna a cada elemento de E, que es una sucesion creciente de ele
mentos de E, el subconjunto naturalmente ordenado de E formado por
los elementos de dicha sucesidén y los O6rdenes que se consideran son

lexicograficos.

Observacion 2.3.21

~
Notese que el punto xi i de X se corresponde con el ca-

M n i
mino Xg Xy eeaxy de C (X,G) = x. Por otro lado, por la explosién,
e 2 q
un punto no maximal de (X,G) da lugar a un nuevo punto en el explo-
tado por cada uno de los caminos con fin maximal en (X,G) que

parten de él. Finalmente en el apartado b) de la proposicidn ante-

rior se indican cuales son los arcos en el explotado.

El apartado b) del teorema 2.3.16 nos dice cémo las etique-
~ ~ N

tas del nivel NO de (X,G) describen el grafo de partida (X,G). Cabe
preguntarse: ;Bajo qué condiciones una coleccidén de etiquetas defi-
nen un grafo reducido (X,G)? Lo que, una vez precisado el etique-

~ A} . A A A
tado de X por el conjunto de etiquetas E y la biyeccion x:E — X
(salvo el isomorfismo f de la proposicién 2.3.20), puede formularse
en los siguientes términos: ;cuando A ¢ P(E) representa o define un
grafo reducido, siendo A el conjunto de etiquetas de los puntos
minimales del explotado de dicho grafo?

La respuesta debe buscarse interpretando las etiquetas

A € P(E) como los caminos maximales del grafo no explotado.

Teorema 2.3.22.- (Determinacién de un grafo por etiquetas)

Sea E = {1,2,...,n} y ACP(E). Supondremos que VAe A, A es-

ta ordenado naturalmente. Entonces:
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A determina un grafo reducido (X,G), siendo A el conjunto de
- L~ . -
etiquetas de los puntos minimales de su explotado (X,G) si y solo
si se verifican las condiciones siguientes:

a) E=U A
AeA

b) Si p es el primer elemento de A y p eB con B e A entonces
p es el primer elemento de B.

Si m es el Gltimo elemento de A y meB con B eA entonces m
es el Gltimo elemento de B.

c) Si p,q eA tal que g no es el siguiente de p en A y p,qe B

con B € A entonces q no es el siguiente de p en B.

En este caso X = E y (p,q) e G <=>dA con p,ge A tal que q es
el siguiente de P en A.

En efecto, las tres condiciones a), b)y c), son claramente
necesarias.

Para la condicién suficiente veamos que A se puede interpre
tar como una coleccidén de caminos maximales de un grafo (X,G).

La notacidén conjuntista y el orden natural en cada A permite
interpretar a éste como un camino (sucesidn inyectiva).

La condicidén b) hace maximales a los caminos (todos empie-
zan en el nivel NO y acaban en un punto maximal).

La condicidn c) impone la reduccidén del grafo. (E1l grafo es

acicliclo por el orden natural en los A).

Observacion 2.3.23

En las condiciones del teorema anterior 4 no representa to-

dos los caminos maximales de (X,G). A4 solamente contiene una coleccidn
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de caminos maximales suficiente para '"cubrir" a G. Por e jemplo,

A= {{1,2,4,5,7} , {1,3,4,6,7}} representa al grafo:

sin embargo, Cg(X,G) = AUV, 2,4,6, 715, 11,3,4,5,71}.

En general, hay otros conjuntos de etiquetas A' que descri-
ben el mismo grafo reducido (X,G). En cualquier caso, se puede ase-
gurar que A'C(f%(X,G) y CS(X,G), que es el que interesa, se puede
obtener a partir de A al menos de dos formas; una, construyendo
(X,G) como se ha dicho en el teorema 2.3.22 y extrayendo de éste
sus caminos maximales; y otra, directamente. Hacerla directamente
equivale a preguntarse por una condicién adicional, d), sobre A que
asegurase que sus etiquetas representan a todos los caminos maxima-
les de un grafo (X,G). Esta condicidn puede ser la siguiente:

Sea ACP(E) que, en las condiciones del teorema 2.3.23, de-
fine el grafo (X,G). Entonces:

d) Sea N0 = {primeros elementos de los conjuntos A ¢ A}

y M = { Gltimos elementos de los conjuntos A e A}

Pues bien, si B = {p1,...,pm}es un subcon junto naturalmente

ordenado de E tal que P, € N pmelw y Yi=12,...,m1, 3 Aj e A

O!

con p., p e A, y tal que p. es el siguiente a p. en A, enton-
J J J+ ? J i

it
ces Be A.

Se llega asi al siguiente teorema:
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Teorema 2.3.24.— (Caracterizacidn de conjuntos de etiquetas de gra-

fos reducidos)

Sea E = {1,2,...,n} y A un subcon junto de partes (natural-
mente ordenadas) de E tal que se verifican para él1 las propiedades
a), b), c) y d). Entonces, existe un,y sbélo un, grafo reducido (X,G)
con Card(X) = n y un,y s6lo un, etiquetado, x:E —> X, de X por E tal
que (X,G) estad E-ordenado y tal que A4 es el conjunto de etiquetas
del nivel NO de su explotado.

En efecto, segun lo anterior es suficiente ver que todo ca-
mino que empieza-en-el nivel-N-z; del grafo-censtruido-en el teorema.
2.3.22, y acaba en un maximal "es" un elemento de A. Sea B el con-

Junto naturalmente ordenado correspondiente a un tal camino. Es cla

ro que B satisface las condiciones de d), por tanto se tiene BeA4.

En todo lo anterior, la coleccidn de etiquetas é y la colec
cidén de etiquetas A de los puntos minimales del m—explotado se han
deteminado en funcidén de un etiquetado de X por E = [iy.25 ses i Bide
tal manera que X esta naturalmente ordenado. En la prueba de la
proposicién 2.2.5, que caracteriza grafos aciclicos por la condi-
cidn (xi’xj) e G =—=>i < j, y que, por tanto, muestra la existencia
de E-6rdenes, se veia de hecho que dichos E-O6rdenes se podrian con-

k
seguir de una manera concreta: Si X = U Nr es la descomposicidn en
r=0
niveles del grafo reducido (X,G), entonces se asignan las etiquetas
{1,2,...,n0}, siendo Ny = Card(No), a los puntos de NO; las etique-
tas {noﬁq,...,no+n1}, siendo n, = Card(N1), a los puntos de N1;

etc. Es obvio, que un etiquetado de este tipo es un orden natural

sobre (X,G) pero, en general, el reciproco no es cierto.
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Definiciones 2.3.25

Sea E un conjunto finito totalmente ordenado.

A : 3
Sea (X,G) egXC, con X etiquetado por E, por x:E — X, 5(1)=xi,
k
un grafo E-ordenado. Y sea X = U Nr’ con k = dim(X,G), la descom—
r=0
posicidén en niveles.

Diremos que el grafo (X,G) esta E-ordenado por niveles si

s6lo si x. eN , x.eN con <q entonces i < j.
y 1 20 = e M fBon pisg J

En el caso particular E = {1,2,...,n} diremos que (X,G) es-

ta naturalmente ordenado por niveles. Ahora podemos precisar mas:

En las condiciones anteriores (X,G) esta naturalmente orde-

p—1 p
nado por nivel® si y sélo si Y n <i< § n_, siendo n_ = Card(N ),
r — r r r
r=0 r=0 p-1
para cada x.e Np, ieE, y para cada p = 0,...,k (entiéndase | n =0
r=0

cuando p=0).
Los etiquetados del grafo de la siguiente figura dan lugar,
ambos, a oOrdenes naturales siendo el primero de ellos un orden

natural por niveles, mientras que el segundo no lo es.

7 4

: /6\ 2 : /7\

1 2 S il 5 6
Supongamos que E = {1,2,...,n} y que el conjunto A € P(E)

verifica las propiedades a), b), c) y d). Entonces, Vie E llamaremos

longitud de i, y lo denotaremos por 1(i), al maximo de los lugares

que i ocupa en los conjuntos A € A que lo contienen. Es claro que el
conjunto A determina un grafo naturalmente ordenado en el que se

verifica que X, € Np<=’—'—>1(i) =No
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Teorema 2.3.26.—(Caracterizacidén de etiquetas ordenadas por longitudes)

Sea E = {1,2,...,n} y ACP(E), con cada A ¢4 naturalmente
ordenado. 4 es la coleccidon de etiquetas de los puntos minimales
del explotado de un grafo reducido naturalmente ordenado por nive-—

les si, y s6lo si, A verifica las propiedades a), b), c), d) y

ey (i)Y = 1{§) =51 < Js

En efecto, después del teorema 2.3.24 basta tener en cuenta
que la igualdad de longitudes entre los puntos de X es la relacion
de equivalencia asociada a la particién en niveles de X, asi

X Np <==>long(xi) =P (ver definicidn 2.2.4)

Los teoremas anteriores permiten rescatar un grafo no-eti-
quetado a partir de una coleccidn de etiquetas en su wp-explotado,
sin embargo, el mismo grafo no-etiquetado tendra, en general, asig-
nados varios de estos conjuntos de etiquetas ya que, en general,
existe mas de un orden natural sobre un grafo y, mas aun, mas de un
orden natural por niveles. EL nimero de posibles 6rdenes naturales,
ordenes naturales por niveles, o de colecciones de etiquetas segun
los dos teoremas anteriores se puede estudiar aritméticamente como

indicamos a continuacién.

Sea E = {1,2,...,n} y AC P(E) verificando las propiedades
a), b), ¢c) y d) y sea (X,G) el grafo no-etiquetado asociado. Denota
remos por Sn el grupo de las permutaciones de E. Sea B el subgrupo
de Sn formado por las permutaciones b:E —= E tales que para todo
A e A se tiene que si A = {i1< o <iq}gf4 entonces b(i1)< 3= b(iq).

Sea BOCfB el subgrupo de B formado por aquellas permutaciones b € B
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tales que b(A) € A, VA e A.

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn 2.3.27

1) E1 nimero de Ordenes naturales sobre el grafo no-etique-
tado (X,G) es igual al cardinal de B.
2) El1 grupo de automorfismos del grafo no-etiquetado (X,G)

es isomorfo al grupo B En particular, Card(Aut(X,G)) = Card(BO).

o'
3) E1 ndmero de colecciones de P(E) con las propiedades a),

b), c¢c) y d) que determinan el grafo no etiquetado (X,G) es igual a

Card(B)/Card(BO).

En efecto, es obvio que si x:E — X es un etiquetado que
proporciona un orden natural sobre (X,G) y si b eB entonces xob:E— X
es de nuevo un etiquetado que proporciona un orden natural sobre
(X,G). Reciprocamente, si x:E — X, x':E —> X son dos etiquetados
que proporcionan o6rdenes naturales sobre (X,G) entonces la biyec-

cién b:E —> E dada por b = X oXx' es un elemento de B. Por tanto,
fijada la coleccidén 4 con las propiedades a), b), c) y d) y el eti-
quetado asociado x:E —> X (que da lugar a un orden natural sobre
(X,G)), entonces la correspondencia que a cada orden naturalff:E-—> X
le asocia el elemento de B, 5_105' es una biyeccién. Esto prueba el
apartado 1).

El apartado 2) se deduce del hecho de que si x:E —> X es
el etiquetado de (X,G) correspondiente a la coleccidén A, entonces

cada automorfismo o: (X,G) — (X,G) determina una biyeccidén b:E —E

con la propiedad b eB y b(A) ¢ A, YA e A. Reciprocamente, si be B
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es una permutacién con la propiedad b(A) eA, vAeA entonces b deter-
mina una biyeccidén g¢g:X —> X que es, claramente, un automorfismo
cuando se considera como aplicacidn entre grafos g¢:(X,G) —» (X,G).
Puesto que a la composicidén de dos automorfismos le corresponde la
composicidon de las permutaciones homélogas se tiene que los grupos
Aut (X,G) y BO son isomorfos.
Para probar el apartado 3) basta tener en cuenta que si
C={ACP(E) que verifican las propiedades a), b), c) y d) y que
determinan el mismo grafo (X,G)}, entonces el grupo B actla tran
sitivamente sobre C y, por tanto, dicha accién tiene una Gnica 6rbi

ta C. El grupo de isotropia del elemento AeCes B_, por lo que

O’
Card(C).Card(Bo) = Card(B).

Si se consideran oOrdenes naturales por niveles se puede pro
bar una proposicidn similar a la anterior.

Sea, ahora, 4 € P(E) verificando las propiedades a), b), c)
d) y e) y sea (X,G) el grafo no-etiquetado asociado a 4. Sea C el
subgrupo de Sn formado por aquellos b ¢ Sn tales que VYA ¢ 4, si
Al = <{i1< 55 <iq} se tiene b(i1) e <b(iq) y ademas Vi eE, 1(i)=
= 1(b(i)). Y sea C_ el subgrupo de C formado por aquellos be C ta-

0
les que b(A)e 4, VYA e4. Entonces se tiene:

Proposicién 2.3.28

1) E1l ndmero de drdenes naturales por niveles sobre el gra-
fo no-etiquetado (X,G) es igual al Cardinal de C.

2) Los grupos Aut(X,G) y CO son isomorfos. En particular,
Card(Aut(X,G)) = Card(CO).
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3) El ndmero de colecciones de P(E) con las propiedades a),
b), c), d) y e) que determinan el mismo grafo no-etiquetado (X,G)
es igual a Card(C)/Card(CO).

La demostracidn es idéntica a la de la proposicidén anterior.

Observacidon 2.3.29

K
S5i X = U Nr es la descomposicidon en niveles del grafo no
r=0
etiquetado (X,G) y si np = Card(Np) entonces se tiene, obviamente,
que C es isomorfo al grupo Sn P ) Y, en particular, Card(C) =

0 "k
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2.4. PROPIEDAD UNIVERSAL DE LA EXPLOSION. APLICACIONES Y MORFISMOS

BIRRACIONALES

Si (X,G) es un grafo reducido, el procedimiento seguido en

Ar
(X,

la seccidén anterior nos indica que el grafo explotado ) y el
morfismo explosidn ﬂ:(§;€d —> (X,G) no dependen de las etiquetas
de X, es decir, a partir de (X,G) se puede construir directamente
el grafo (i;g) junto con el morfismo de grafos m. Es claro, también,
que los grafos intermedios (Xi,Gi), obtenidos explotando niveles
sucesivos, y los morfismos parciales Wi se pueden construir del
mismo modo a partir de grafos no etiquetados. En esta seccién con-
sideraremos los grafos libres de etiquetas.

~ NS
X

En primer lugar indicaremos que el grafo reducido (X,G) es

un bosque en el sentido que se precisa a continuacidn.

Definicidén 2.4.1

Diremos que el grafo (X,G) es un arbol si cumple alguna de
las condiciones equivalentes:

a) (X,G) es aciclico y existe y € X tal que Og(y)

Il
o
<

MR =y, Ot =

b) (X,G) es conexo y existe y € X tal que Og(y) = 0 y ¥x # y,
Gg(x) = .

c) En (X,G) existe y € X tal que Og(y) = 0 y ¥x # y existe

Un UNico Ccamino X.,,««s;X. . GON K., = X5 X = ¥
1° Xq 1 » Xq Y

Al punto y le llamaremos maximo o maximal del arbol. Notese
que dicho punto es {nico y que un arbol es un grafo reducido.
Diremos que el grafo (X,G) es un bosque si cada una de sus

componentes conexas es un arbol.
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NOTA: Algunos autores llaman "arborescencia" y "ramificacién" a lo
que aqui hemos llamado "arbol' y "bosque' respectivamente; reservan
do estos nombres para los conceptos homélogos en grafos no-dirigi-

dos. Estos autores suelen utilizar el término "raiz" para designar

a nuestro maximal; también hablan de "arbol con raiz". |K.1| y [B.1].

Demostracién de la equivalencia:

a=>b y a=pc

Si x # vy, eomo Oglx) = 1 existe X € X con (x,x1)€ G. Si X4=Ys

el camino XX conecta x con y. Si X4 # y, existe X, € X tal que

(X1,x2)e G. Si X5 = Y el camino x X4 X5 conecta x con y. Si X5 £y

se continla el proceso. Como el grafo es aciclico, cada uno de los

puntos x x2,x3,... es distinto de todos sus anteriores y como el

.1’
grafo es finito alguno de ellos es necesariamente y, lo que prueba

que el grafo es conexo y que existe un camino xx cseX Yo La unici-

1
dad de este camino se desprende de que Og(x) = 1 y Og(xi) N

Las condiciones "aciclico'" y '"conexo" son ineludibles; el

grafo

cumple la condiciédn Og(x5) = 18] 4 Og(xi) = 1, para a=1,2,3,4.

b =>a

Si existe un ciclo x1x2...xmx1, todos sus puntos tienen out-

grado 1 luego y no esta entre ellos.

Sea c(y) = {x | existe un camino z ...z con x=z_, y=z e
"

Se tiene c(y) # @, pues estamos en un grafo conexo, y Og(y) = 0. El
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ciclo y c(y) son disjuntos, pues si tuvieran un punto comin xj, en—

tonces existiria un camino 21"'Zr con )(J_zz_1 y y:zr. Como y no esta

en el ciclo, entonces existe un punto Z, comin al ciclo y al cami-

no, tal que z no esta en el ciclo y por tanto OQ(ZK)ELZ- Luego

k+1

(X,G) no es conexo.

c=>b

Og(x) = 1, Vx # y pues, en caso contrario, o no habria cami
NO X eeeX €O X =X, X =Y {(si Og(x) = 0) o habria mds de un tal
camino (si Og(x) >1).

Como todos los puntos de X se conectan con y por medio de

un camino, el grafo es conexo.

Después de esta definicién y de los resultados obtenidos

anteriormente podemos afirmar que:

Proposicion 2.4.2

a) Si (X,G) es un grafo reducido, entonces su explotado
(g,g) es un bosque con m arboles, siendo m = Card(M) y M el conjun-
to de maximales de (X,G).

b) (X,G) es un bosque si y s6lo si (X,G) es un grafo redu-—

cido isomorfo a su explotado.

En efecto, para probar b) obsérvese que si (X,G) es un

bosque entonces es un grafo reducido sin puntos singulares por lo




el

que su explotado es el mismo. Reciprocamente, un grafo reducido
(X,G) isomorfo a su explotado es necesariamente un grafo reducido
sin puntos singulares (pues la explosién en un punto singular
aumenta el nimero de puntos) y esto es, segun la definicidn, un

bosque.

Observacidn 2.4.3

Como consecuencia del resultado anterior los bosques son
precisamente aquellos grafos reducidos que no tienen puntos singu-
lares en el sentido de la definicidn 2.3.1.El proceso de explosio-
nes sucesivas por niveles muestra como la explosidn del nivel N0
elimina los puntos singulares del nivel NO’ a continuacidn la explo
sioén del nivel N1 elimina los puntos singulares de este nivel y

= " ~ oA
asi sucesivamente hasta llegar al grafo sin puntos singulares (X,G).

Desde este punto de vista, y en analogia con la geometria, al mor-

~
fismo explosidén q:(X,G) —= (X,G) se le puede llamar desingulariza-

~ A
cién y al grafo (X,G) el desingularizado de (X,G). La proposicién

anterior nos dice entonces que un grafo reducido es un bosque si y
s6lo si coincide con su desingularizado. (Son iguales como grafos
no-etiquetados).

A continuacién establecemos una propiedad universal que
satisface la desingularizacidén de un grafo reducido. Para ello
necesitaremos el concepto de morfismo dominante que introducimos

a continuaciodn:

Definicidén 2.4.4

Sean (X,G) y (X',G') dos grafos reducidos y y:(X,G) — (X',G')

un morfismo de grafos. Sean M y M', respectivamente, los conjuntos




S

de puntos maximales de (X,G) y (X',G').

Diremos que VY es un morfismo dominante si Vx e M se tiene

P(x) eM".,

Observacidn 2.4.5

a) La terminologia '"morfismo dominante'" es analoga a la
correspondiente geométrica ya que los puntos xeM (x'e M') son los
puntos genéricos de las componentes irreducibles (cerrados irredu-

cibles maximales) del espacio topoldgico T. asociado al grafo redu-

0
cido (X,G) (respectivamente (X',G')). Que el morfismo V¥ sea dominan
te es equivalente a que ¥ transforme puntos genéricos de componen-—
tes irreducibles de (X,G) en puntos genéricos de componentes irre-
ducibles de (X',G').

b) La explosidén de un grafo reducido y la explosidn del
nivel Np de un grafo reducido con nivel Np permisible son e jemplos
de morfismos dominantes.

¢) Si ¥:(X,G} — (X',G") ¥y ¥ (X',G') — (X",G") son mor—

fismos dominantes de grafos reducidos, entonces

¥op: (X,G) — (X",G") es un morfismo dominante.

Teorema 2.4.6

Sea V:(X,G) — (X',G') un morfismo dominante de grafos redu

P g ~ A
cidos y sean m:(X,G) — (X,G) y ™:(X',G') — (X',G') las desingu-
larizaciones respectivas de (X,G) y (X',G'). Entonces, existe un

it S

Gnico morfismo dominante de grafos y:(X,G) — (X',G') que hace con

mutativo el siguiente diagrama:
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(Xx,6) — (X',G")

T '
e —e (X,

La demostracidén se sigue del hecho de que los puntos del

grafo explotado se corresponden con los caminos con fin maximal
Ll ” .

del grafo de partida. Asi, para construir ¥, ndétese que si '"c" es

A A
punto de (X,G) que representa un camino con fin maximal, oo X

X 1% 5

en (X,G) entonces, puesto que V es un morfismo de grafos y por tan-
to (V(x.),¥x.+1)) e G' o W(x.) = ¥x. ), vi, 1<i<g-1, eliminando
i i i i+1 =
los elementos repetidos de la sucesidn ¢(x1)¢(x2)...¢(xq) se obtie-
ne un camino en (X',G') cuyo fin ¢(xq) es maximal al ser ¥ dominan-
te. E1 camino con fin maximal ¢(x1)¢(x2)...¢(xq) en (X',G') esta
~ o~ A
representado por un punto c¢' de (X',G'). Haremos, entonces, V(c)=c'.
-De esta manera 3 aplica '"caminos con fin maximal de (X,G)"
en "caminos con fin maximal de (X',G')". (En realidad la aplicaciodn
es entre puntos que representan a estos caminos).
< . ~ ~ N ~ e -

La aplicacion v:(X,G) — (X',G') es, por construccion, un
morfismo. Es claro, también por construccién que el diagrama del
enunciado es conmutativo y que el morfismo ﬁ’es dominante.

~ Faditad ~ ~
Probaremos ahora la unicidad de V. Sea VY:(X,G) — (X',G')
A~

otro morfismo tal que Yom= 7' o ¥, Sea ¢ € X que representa al camino

X Xpe s e X de (X,G). Si g=1 entonces Vom(c) = Y(x ) = m'o ¥ (c)=¥Y(c)
q qQ

- ~ ~ ~
y como también Vo m = T'o ¥ entonces w(xq) = ¥(c) luego ¥(c) = V(c).

~
Si g >1, sea de X el punto que representa al camino x2...xq de (X,G),
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en cuyo caso, por hipdtesis de induccién ¥(d) = ﬁid).

Como (c,d) € E-entonces (¥(c),v¥(d)) e G' o bien Vific) =% (d}
y Y¥(c) representa el camino con fin maximal a.w(xz)...w(xq) (pues
¥(d) = ¥(d)). Como por otro lado Vo 7(c) = m'o ¥(c) = w(x1) enton-

ces ¥(c) representa un camino que empieza en w(xT) y por tanto ¥(c)

representa al camino w(x1).¢(x2)...¢(xq), es decip %lc) = o' = $kc).

Corolario 2.4.7.- (Propiedad universal de la explosidn)

N A

Sea (X,G) un grafo reducido y w:(X,G) — (X,G) su explo-
sién. Entonces, para todo bosque (Z,H) y todo morfismo dominante

- NN

v:(Z2,H) — (X,G) existe un Unico morfismo ¢':(Z,H) — (X,G) tal que
moy' = y. ELl morfismo ' es también dominante.

El resultado se obtiene del teorema anterior sin mas que

o~ N

tener en cuenta que (Z,H) = (Z,H), al tratarse de un bosque, y que
su desingularizacidn es la identidad:

El diagrama se escribiria ahora:

(z,H) —Y— (x,0)

Tld

- ~
Zh e X

y en consecuencia en el diagrama:

(Z,H) —Y = (x,6)

~
* Tﬂ
basta hacer $,= ' para obtener gwoy' = .

Observacidn 2.4.8

Los resultados anteriores presentan propiedades analogas de

los grafos con las curvas algebraicas. Si y:C — C' es un morfismo
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dominante de curvas algebraicas (singulares en general) y 1nf;-—* C,
~
m':C' — C' son sus respectivas desingularizaciones, entonces exis-
~ A ~ ~

te un Unico morfismo ¥:C — C' tal que Vo7 = 7' Y. E1 modelo no
singular € de una curva C cumple la propiedad universal analoga a
la del corolario anterior y se obtiene o bien componiendo las explo
siones en los sucesivos puntos singulares o bien directamente nor-
malizando la curva. Para el desingularizado de un grafo reducido
(X,G) se tienen también dos formas de obtener (;;6): componiendo
explosiones en puntos singulares (respetando el orden de los nive-
les) o tomando el grafo de las cadenas con fin maximal.

En geometria se manejan también aplicaciones racionales y
muy especialmente las aplicaciones birracionales. Una aplicacidn
racional z:C — ¢' entre dos curvas C y C' estd determinada por una
aplicacidén regular (morfismo algebraico) V — C' donde V es un
abierto no vacio de C. La aplicacidén racional 7z es dominante cuando
lo sea el morfismo V — C. Para cada p e C la aplicacién racional
Z determina su imagen z[p] gue es un subconjunto finito de C'. Se
tiene Card Z[p]_31, Yp eC y Card Z[pl = 1, YVpeV donde V es el méxi
mo abierto para el que existe un morfismo V — C' que determina Z..
Los puntos de C-V se llaman puntos de indeterminacidn de z.

Para eliminar los puntos de indeterminacidn se utilizan las
desingularizaciones. Asi se tiene que si Z:C — C' es una aplica-

~ A
cidén racional dominante existe un Unico morfismo (dominante) y:C—C'
tal que n"o¥= Z o 7. Reciprocamente, todo morfismo dominante entre
las curvas desingularizadas induce una aplicacidn racional dominan-—
te entre las curvas C y ©'.

Las observaciones anteriores permiten establecer el analogo

de las aplicaciones racionales entre grafos reducidos.
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Definicion 2.4.9

Llamaremos aplicacidn racional dominante entre dos grafos

reducidos (X,G) y (X',G') a todo morfismo dominante entre sus desin
Paaravd A N =
gularizados v:(X,G) — (X',G'). Una aplicacion racional dominante
define una correspondencia Z:(X,G) — (X',G') como sigue: Si x e X,
entonces z[x] es el conjunto de puntos de X' que son extremos ini-
ciales de algin mino G S OO siendo x_,X_...X_ un camino con
a alg ca y( 1% q) 1% 4

fin maximal en (X,G) y con X =% Dicho de otra manera, puesto gue

Lol ~ A
m:(X,G) — (X,G) y «w':(X',G') —= (X',G') llevan cada camino con

fin maximal en su punto inicial, si 1llamamos, para cada
i . . . 3
X € X, T (x) = {caminos de (X,G) con fin maximal, que empiezan en x}
- ; )
entonces Z[x] = n'o ¥[nm (x)]. Obsérvese el diagrama
Z
A TGN (o )
m '
~ Y A A

Se tiene Card Z[x] >1, Vx € X y llamaremos puntos de inde-

terminacidn de 7z a los puntos x e X para los que Card z[x]> 1k

Los puntos maximales no son puntos de indeterminacidén por
lo que el conjunto A ={xe X, Card Z[x] = 1}, sobre el que Z define
una verdadera aplicacidn, contiene a M. Si se toma la topologia T0

asociada al grafo (X,G) se tiene que M es abierto denso y de aqui

que A contiene a un abierto denso.

Observacidn 2.4.10

Una misma correspondencia 7z :(X,G) — (X',G') puede provenir
de dos aplicaciones racionales distintas como se indica en el e jem-

plo de la figura:
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3?!

Aqui la correspondencia Z dada por z[5] =5', z[4] =4', 2[3] = {3',3"},
z2[1] = 2[2] = {1',2'} es la correspondencia entre puntos asociada a
dos aplicaciones racionales distintas entre (X,G) y (X',G') ya que
los puntos 1 y 2 tienen la misma imagen y existe un automorfismo de
(X,G) que deja fijos los puntos 3,4,5 e intercambia 1 por 2; auto-
morfismo que se levanta a (;,6). (Notese que ambos grafos tienen el
mismo desingularizado).

La caracterizacidn de las aplicaciones racionales dominan-
tes en términos de los grafos (X,G), (X',G') y no de sus desingula-
rizados se puede hacer aunque en este caso es necesario referirse
también a los caminos con fin maximal. En efecto, si
W:(;,a) —*-(;},g}) es un morfismo dominante, y por tanto una apli-
cacidn racional, asociado a cada cadena con fin maximal c=x1x2...x
en (X,G) hay un elemento determinado z(c) € Z[x1] y, reciprocamente,
cada elemento de Z[x1] es de la forma Z(c) para alguna cadena con
fin maximal que comienza en Xy Por otro lado, si (xo,x1) es un
arco de G entonces la cadena b = x0x1x2...xq, siendo ¢ = x1x2...xq,
cumple que zZ(b) = Z(c) o bien (z(b),z(c)) € G'. Estas propiedades

caracterizan a las aplicaciones racionales dominantes como mostra-

mos a continuaciodn.

Teorema 2.4.11

Sean (X,G) y (X',G') dos grafos reducidos y sea Z una corres

pondencia entre ellos de forma que a cada x € X le asigna el conjun-—

to z[x] €X' y a cada camino ¢ = X4Xpe e X, cON fin maximal le asigna
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un elemento Z (c) eZ[X1].

Si la correspondencia Z verifica las condiciones:

1) ¥x € X, Card Z[x] >1 y vxeM, Card Z[x] = 1 y Z[x]e m.

2) Todo elemento de Z[x] es del tipo Z(c) para alglun camino
con fin maximal ¢ que comienza en x.

3) Si (XO’X1) € G y designamos por b y c, respectivamente,
a las cadenas con fin maximal x_x ...xq y x1...xq entonces Z(b.}=Z{c)

01
o bien (Z(b),Z(c)) e G',

Entonces, existe wuna Unica aplicacidén racional dominante
~ A o~ . : .
¥: (X,G) — (X',G') que induce la correspondencia Z, es decir los

valores z[x] y Z{c) dados inicialmente.

En efecto, las asignaciones z(c) dadas y la propiedad 3)
permiten construir un morfismo dominante de grafos W:(§¥63 — (X',G")
y el Corolario 2.4.7 nos levanta el morfismo ¥ a un morfismo ((nico)
dominante entre sus desingularizados V¥':(X,G) — (X',G'). La apli-

cacién racional buscada es, entonces, Y= V',

Por otro lado, como todo morfismo dominante ¢:(X,G) — (X',G')
Lo o o~

induce un morfismo dominante entre sus desingularizadosy: (X,G)— (X',G')
se puede decir que los morfismos dominantes entre sus grafos redu-
cidos son un caso particular de aplicaciones racionales dominantes.
De hecho los morfismos dominantes son exactamente aquellas aplica-—
ciones racionales dominantes sin puntos de indeterminacidn, de
forma que V¥x € X, Card ZIx] = 1. Notese que, en este caso, la asig-
nacién Z(c) es el Gnico elemento de Z[x] por lo que no es necesario

pndicarias
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Observacidon 2.4.12

Si (X,G6), (X',G') y (X",G") son grafos reducidos y
Z:(X,G) — (X',G") y Z2':(X',G') —= (X",G") son aplicaciones racio-
nales dominantes, entonces se tiene una aplicacidn racional domi-
nante Z', Z:(X,G) — (X",G") dada por la composicidn de los corres-—
pondientes morfismos dominantes entre los desingularizados.

Se tiene, de hecho, una categoria cuyos objetos son los gra
fos reducidos y cuyos morfismos son las aplicaciones racionales
dominantes. Los isomorfismos de dicha categoria se denominaran
aplicaciones birracionales. Con precisidn, se tienen los siguientes

conceptos:

Definicion 2.4.13

Llamaremos aplicacidn birracional entre los grafos reduci-

-~ o~ A
dos (X,G) y (X',G') a todo isomorfismo de grafos v:(X,G) — (X',G').
Las aplicaciones birracionales que son morfismos de grafos reduci-

dos los llamaremos morfismos birracionales.

Como los morfismos birracionales son morfismos de grafos
reducidos, a la vista del teorema 2.4.6 y de la definicidn ante-
rior, un morfismo birracinal puede verse indistintamente como un
morfismo de grafos v:(X,G) — (X',G') o como el isomorfismo induci-

“~ et sk e
do en sus desingularizados V:(X,G) — (X',G").

Observacion 2.4.14

Las explosiones del nivel NO o del nivel Np’ si este es per
misible, y las explosiones (totales) de un grafo reducido son e jem-—
plos de morfismos birracionales. Las inversas de dichas explosiones
(totales o parciales) no son morfismos pero si aplicaciones birra-

cionales.
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El siguiente resultado proporciona una propiedad muy Gtil

de los morfismos birracionales.

Proposicion 2.4.15

Sean (X,G) y (X',G') grafos reducidos y ¥:(X,G) — (X',G")
un morfismo birracional. Entonces se tiene:

a) La aplicacidén V¥ es suprayectiva.

b) ¢ induce una aplicacidén suprayectiva V: G — G' entre
los con juntos de arcos.

En efecto, si x' € X' no fuera imagen de algln punto de X
entonces cualquier camino con fin maximal que comienze en x' no
podria ser la imagen de ningln camino con fin maximal en (X,G) lo
que contradice la biyectividad de ¥. Por otro lado, si {x,;y) € G
entonces no puede ser V(x) = y(y), pues se contradiria nuevamente la
biyectividad de $, y,de este modo, se tiene asociado a cada arco
(x,y) € G un arco (b(x),¥(y)) eG'. Esta aplicacidén entre arcos,V, es
también suprayectiva pues si un arco (x',y') € G' no fuere imagen
por v de algln arco de G, cualquier camino con fin maximal que con-
tuviere al arco (x',y') en (x',G') no podria estar en la imagen

de $.

Corolario 2.4.16

Si (X,G) y (X',G') son grafos reducidos y existen morfismos
birracionales y:(X,G) — (X',G') y ¢':(X',G'") — (X,G), entonces V¥
y ' son, ambos, isomorfismos de grafos.

En efecto, la proposicidén anterior nos asegura que
Card(X)z_Card(X‘) y Card(X') >Card(X) y, por tanto, que Card(X) =
= Card(X'). Por la misma razén Card(G) = Card(G'). Si ¥ y V' son

morfismos de grafos suprayectivos entre grafos con igual ndmero de
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puntos y de arcos, entonces son isomorfismos.

Este corolario permite dar una relacién de orden entre los
grafos reducidos no-etiquetados que tienen igual desingularizado.
Recordemos que un grafo no-etiquetado es una clase de equivalencia

de grafos isomorfos.

Definicidn 2.4.17

Sea (Z,H) un bosque no-etiquetado y sean (X,G) y (X',G')
grafos reducidos no-etiquetados que se desingularizan en (Z,H).

Diremos que (X,G) es menor o igual que (X',G'), y escribire-
mos (X,G) < (X',G"), si existe un morfismo birracional
vt et —e {X, G,

Esta relacién < es, claramente, reflexiva y transitiva y
por.el corolario anterior es, también, antisimétrica, por tanto el
conjunto de grafos no-etiquetados que tienen a (Z,H) como desin-
gularizado queda ordenado por <.

En el prdoximo capitulo estudiaremos este conjunto ordenado.
Es obvio que tiene un elemento maximo, el propio (Z,H), pero, en
general, tendra varios minimales. Probaremos la existencia de un
grafo reducido minimal candnico con un nimero minimo de puntos.

Por otro lado, a este conjunto ordenadc se le puede asociar,
como vimos en el capitulo anterior, un espacio topolégico TO e
por tanto, un grafo transitivo y antisimétrico y, también, su grafo
reducido, teniendo todos estos objetos la misma informacidn. La

estructura de grafo reducido podria describirse cdmodamente.




CAPITULO III

CONTRACCION DE UN BOSQUE
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CAPITULO TIII

CONTRACCION DE UN BOSQUE

Grafos reducidos no-isomorfos pueden tener explotados iso-

morfos, como muestra el e jemplo siguiente:

5 6 2 7
8
) 3 3 4
4
1 1 2 7
tienen por explotado grafos de la misma clase de isomorfia:

I

La relacidn de isomorfismo entre grafos explotados clasifi-
ca a los grafos de procedencia. Obsérvese que en una misma clase
pueden encontrarse grafos reducidos con distinto nimero de puntos.

Nuestro propdsito en este capitulo es, por un lado, recu-
perar a partir del grafo explotado, un grafo reducido que se explo-
te en él1 y, por otro lado, encontrar, para cada clase de grafos
reducidos con igual explotado, un representante canénico con un

minimo ndmero de puntos.

3.1. PRE-ETIQUETADO DE UN BOSQUE

Consideremos un grafo reducido (X,G) y su explotado el bos-
noN ) )
que (X,G). En esta seccidon veremos cOmo un etiquetado de X induce
n
un etiquetado de X por el mismo con junto de etiquetas (al que lla-
maremos pre-etiquetado) a partir del cual se puede recuperar la

estructura de (X,G).
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Observacidén 3.1.1

Si el grafo reducido (X,G) esta etiquetado por E={1,2,..,n}
/orrnm tos
entonces del bosque explotado (X G) son sucesiones (crecientes, si
el grafo esta naturalmente ordenado) de ndmeros naturales de E.
NN n
Como (X,G) es un bosque, cada punto no maximal de X tiene un si-
guiente y la sucesidén que representa la etiqueta de éste no es mas
que la sucesidén que representa la etiqueta de aquel excepto el
5 : A
primer termino. Por tanto, si asignamos a cada punto de X
el elemento de E que es el primer término de la sucesidn
que representa su etiqueta queda definida una aplicacidn suprayec-—
. ~n R . ~ N
tiva p:X — E que determina completamente el etiquetado de X por E,
y en consecuencia, el grafo reducido (X,G) es recuperable, también,
A
& partir de p:X —E.
e .
En el e jmplo de la figura se muestra, para dos grafos redu-
cidos etiquetados distintos, (X,G) y (X',G'), con explotados iso-
N
morfos, el efecto de la aplicacidn suprayectiva p:X —> E sobre el

etiquetado del bosque y la recuperacién del grafo reducido de pro-

cedencia.

4
D X*'E 2 recupe—
e e
3 3 racién 3

1346 2346 1356 2356 2 L

»

~ oA ~r

(X,G) (X,G) por E (X,G) por E (X,G)




= R

=2 7 d 7
6 57 67 . 6
. p':xl_’ E'
m
e e —
4 357 467 4
2 1357 2357 1467 2467 2
e G (gﬂ’g}) por £ (Qﬁ,%ﬁ) por E' [ GE)

R

La aplicacidén p:X —>= E supone un cambio de "etiquetado' en
el bosque (%,g) que determina el etiquetado por E;dado que los cami
nos con fin maximal en un bosque son {(nicos,y desde el cual es recu
perable el grafo de procedencia (X,G) por simple descripcién con-
juntista: X y G son, respectivamente, el conjunto de puntos y de
arcos de (?,E) "etiquetado" por E.

El defecto formal de esta observacidén radica en que E no
es, en general, un conjunto de etiquetas para gipues Card(;3<3Card(E)

Todo ello justifica la siguiente definicidn.

Definicidn 3.1.2

Sea X un conjunto finito y E un conjunto no-vacio de pre-

etiquetas, llamaremos pre-—-etiquetado de X por E a toda aplicacidn

suprayectiva p:X — E. A la imagen de cada x € X la llamaremos pre-

etiquetado de x.

Si (X,G) es un bosque, diremos que (X,G) es un bosque pre-—

etiquetado por E si su conjunto de puntos X estda pre-etiquetado

por E<

De la observacidn y definiciones anteriores se deduce:
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Proposicién 3.1.3

Sea (X,G) un grafo reducido etiquetado por E = {1,2,...,n},

A~ A
con x(di) = X., ¥Yi € E. Sea (X,G) su bosque explotado etiquetado
- i
por E.
a) La aplicacidn p:X —> E tal que p(xi i Y= i1, para
. g7,
cada Xy EX, es un pre—etiquetado de (X,G) por E.

_l..lq

b) Sea K el conjunto de arcos sobre puntos de E dado por
o . .
K = {(i,j) € ExE, existe (x,y)e G con p(x) = i, p(y) = j}

Entonces la biyeccidén del etiquetado x:E — X es un isomorfismo de

grafos entre (E,K) y (X,G).

La definicidn 2.3.4 de grafo E-ordenado y naturalmente or-
denado, asi como la 2.3.25 de E-ordenado por niveles y naturalmente
ordenado por niveles, se pueden extender a los pre-etiquetados de
los bosques pudiéndose, entonces, hablar de bosque E-ordenado y na-
turalmente ordenado, asi como de E-ordenado por niveles y natural-
mente ordenado por niveles, por el conjunto de pre-etiquetas E.

Se tienen, entonces, las siguientes versiones del apartado

a) del teorema anterior.

Corolanrio 3.71.4

Sea (X,G) un grafo reducido naturalmente ordenado (por nive
les), con i(i) = xi.
e N ~
Sea (X,G), su bosque explotado E-ordenado (por niveles).
e

- fors o
Entonces, la aplicacion p:X —> E es un pre-etiquetado de (X,G)

naturalmente ordenado (por niveles).
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3.2. CONTRACCION DE UN BOSQUE EN UN GRAFO REDUCIDO

El problema de encontrar grafos reducidos que tengan por
explotado un bosque dado (salvo isomorfismos) supone aplicaciones
cocientes en los puntos y arcos del bosque que puede traducirse en
lo siguiente:

Dado un bosque no-etiquetado trataremos de dar etiquetas a
sus puntos (no necesariamente distintas y que, por tanto, llamare-
mos pre-etiquetas) de forma que la igualdad entre ellas permita,
por paso al cociente, encontrar el grafo reducido que busquemos.
Esto equivale a definir un pre-etiquetado sobre los puntos del bos-
que. Obviamente no vale cualquiera. La siguiente definicidn precisa

nuestro objetivo e impone condiciones al preetiquetado.

Definicidn 3.2.1

Sea (Z,H) un bosque pre-etiquetado por E mediante la apli-
cacidén suprayectiva p:Z —> E.

Sea k = {(i,])e EXE, existe (x,y)eH con pix)=1, ply)l=j}

Diremos que la aplicacibén suprayectiva p es una aplicacidn
contactiva del bosque (Z,H) si,y sdélo si, (E,K) es un grafo reducido
etiquetado por E cuyo explotado (Elib pre—etiquetado por E es el
bosque (Z,H); es decir, (E:q) y (Z,H) son bosques isomorfos por un
isomorfismo que respeta los pre—etiquetados por E de ambos bosques.

En este caso, diremos que (E,K) es el grafo contraido por p del bos

que (Z,H) o, mas brevemente, que (E,K) es la p-contraccidn de (Z,H).

Como ya vimos en la proposicidn 3.1.3, el pre-etiquetado de

~ P
(E,K) por E es mediante la aplicacién p':E —> E tal que p'(i1..i )=i1,
q
- - i - -
V11...1q€ E. Esta mlsnmlerapyndnno solo nos proporciona e jemplos de
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p-contracciones sino que afirma que todo grafo reducido etiquetado
por E es la p-contraccién de su explotado para la aplicacidén con-
tractiva ’ . = i
v p(xl oL ) e
1 q

tracciones como grafos reducidos que le tienen por explotado.

es decir, un bosque admite tantas p-con-

Obsérvese que dado (Z,H) y la aplicacidén suprayectiva
p:Z — E el par (E,K) no tiene por qué explotarse en (Z,H), ni tiene
por qué ser reducido, incluso pudiera no ser grafo como muestra la

siguiente figura:

Trataremos, aqui, de decir bajo qué condiciones un pre-eti
quetado de un bosque conduce, segun la definicidn anterior, a una
p-contraccién. Observaremos, en primer lugar, relaciones entre un
grafo reducido y su explotado con objeto de hallar condiciones nece
sarias para este pre-etiquetado. Es decir, si seguimos representan-
do por (X,G) y (Q}g) al grafo reducido y su bosque explotado, estu-
diaremos las condiciones que un etiquetado de (X,G) por E impone al

~ o~
pre—etiquetado de (X,G) por E asociado, dado en la proposicidn

o T

Observaciones 3.2.2

—~

1) Cada arbol del bosque (X,G) es la explosidén de un (x,G/x)
siendo x un punto maximal de (X,G). En el bosque explotado hay tan-
tos arboles como puntos maximales en el grafo reducido, en conse-

cuencia, los maximales del bosque deberan tener pre-—-etiquetas dis-—

tintas. Distintas entre si y distintas a las de los demas puntos no

maximales.
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2) Si dos puntos en el bosque (X,G) tiene el mismo siguiente,

entonces tendran pre-etiquetas distintas:

1 2
3) Como la explosién se hace ordenadamente por niveles y
los "puntos explotados'" de un punto singular conservan su longitud,
nos interesard tener clasificado el bosque en niveles y estudiar

posteriormente las identificaciones posibles en cada nivel.

4) Como la explosidén de un punto singular x da lugar a di-
— — i o~ A
versas copias de (x,G/x) no-conexas entre si en el bosque (X,G),
n - . : . .
covendra clasificar en el bosque los subgrafos inducidos isomorfos
no—-conexos. En consecuencia: '"puntos que en el bosque tengan dis-

tinta clausura deberan portar pre-etiquetas distintas.

5) Parece ser que, si dos puntos en el bosque tienen la mis
ma clausura pueden tener la misma pre-etiqueta, siempre que no ten-
gan el mismo siguiente y ninguno de ellos sea maximal. Sin embargo,
esto no es suficiente para que dos puntos puedan tener iguales pre-
etiquetas. Por ejemplo, en el bosque de la figura:

2] 6

1 2 1 1 2 %

s6lo falta por etiquetar el punto x, el cual admite, en principio,
las etiquetas 1 y 2; pero para que el reducido cociente se explote
en este bosque es necesario que x sea 1. Obsérvese que, si x=1, por

paso al cociente (identificando), se obtiene el grafo contraido:




Sy on

5 6
3 4
1 2

gque se explota en el bosque original, mientras que si x=2 el con-

traido es:

5 6
3 4
1 2

que se explota en el bosque, distinto del original :

5 ©

1 2 i 2 1 2 1 2

Es necesaria, pues, también, la siguiente '"condicidén global". "Si

X,y son puntos del bosque a los que se asigna la misma pre-etiqueta
entonces x—{x} y ;-{y} debera tener el mismo pre-etiquetado (mismo
conjunto de pre-etiquetas que se preserva por el isomorfismo)". Es
decir, los puntos con igual etiqueta deberan tener derivados (en el
sentido topoldgico) con el mismo pre-etiquetado. (Notese que
x-1x} = x3%).

Obsérvese que la '"condicidn global" no es una condicidn su-
ficiente para que x e y tengan la misma pre-etiqueta, pues estos

puntos estan sometidos a las condiciones de las observaciones 1 y 2.

Por ejemplo en el bosque:




Sgas

los puntos a, b, y c, a pesar de tener derivados con el mismo pre-—
etiquetado, deben portar pre-etiquetas distintas. Si se puede decir,
sin embargo,

"x,y tienen la misma pre-etiqueta<{=—>x,y tienen el mismo pre—etiquetado"

6) Como el grafo cociente ha de ser reducido, en el bosque

de la figura:

debemos dar a x una etiqueta distinta de 1 y 2, pues, en caso con-

trario obtendriamos, al contraer,el grafo no reducido.

Describiremos esta situacidén diciendo que x 'cubre" a 1 y 2,
en el sentido de que el siguiente de x es mayor (en el sentido del

orden) que 1 y 2. (Observar que 1 y 2 se cubren mutuamente).

Las condiciones descritas en las observaciones anteriores
son condiciones sobre un bosque no-etiquetado (Z,H) y vienen impues
tas por el hecho de que (Z,H) es el explotado de un cierto grafo
reducido (X,G) y de que el pre-etiquetado de (Z,H) viene inducido
por un etiquetado de dicho grafo. Estas condiciones pueden recopi-

larse y resumirse en los siguientes términos:
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1. Puntos maximales tienen pre—-etiquetas distintas.

2. Puntos con mismo siguiente tienen pre-etiquetas distintas.
3. Puntos de distinto nivel tienen pre-etiquetas distintas.
4. Puntos de distinta clausura tienen pre-etiquetas distintas.
5. Condicidn global.

6. Puntos que se cubren (uno al otro) tienen pre-etiquetas

distintas.

La condicién 1 es independiente de las demas. La condicidn
2 es,con una adecuada definicidén de la relacidn "cubrir'" que daremos
a continuacién, mas débil que la condicidén 6. La condicidén 3, que
es mas fuerte que la condicidén 4, sugiere identificar s6lo puntos
de igual nivel y queda, entonces, sumergida en la condicidn 5: "'con
dicién global". Asi pues, parece que todas estas condiciones se pue

den resumir en la siguiente:

Observacidon (sintética) 3.2.3

Fa i ad
Dado el bosque explotado (X,G) y observados en €l dos sub-
. . . 4 _mN_ —/V—
grafos inducidos isomorfos no-conexos entre si, (x,G/x) y (y,G/y),
es claro que, los puntos de x- {x} y ;Q{y} pueden tener las mismas
pre—etiquetas (mismo conjunto de pre-etiquetas preservado por el
isomorfismo). En tal caso, los puntos x e y sélo podran tener la

misma pre-etiqueta si no son maximales y si uno no "cubre'" al otro.

Una vez hechas estas observaciones describiremos bajo qué
condiciones un bosque pre-etiquetado determina un grafo reducido

que lo tiene por explotado. Antes precisaremos la relacidn "cubrir':
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Definicidn 3.2.4

Sea (Z,H) un bosque y M el conjunto de sus maximales.

¥x,y € Z-M diremos que x cubre a y, y lo indicaremos por xcy,
si y sb6lo si existe un camino que conecta y con el siguiente a x,
x“+ . Es decir, x"y <=>y <x +, donde el signo < indica menor es-—
tricto en el sentido del orden.

Esta relacidén es, claramente, un pre-orden aunque no es ni
simétrica ni antisimétrica como muestran, respectivamente, los ejem

plos de la siguiente figura:

Proposicidn 3.2.5

. - — A G c

Vx,y €Z-M, se tiene x *+ = y+<ED xy y y x

En efecto, es claro que dos puntos con el mismo siguiente
se cubren mutuamente. El reciproco también es cierto, pues al exis-—

tir los caminos yy1...ynx—+ ¥oxXx ...xmy_+, como los siguientes

1

son (nicos se tiene x + = X,y y + = y, luego existe el camino

YYqeee¥ XqeeeX Yo ¥, cOMO un bosque es aciclico, entonces ¥ = XysN

de aqui x + = y *.

Teorema 3.2.6

Si (Z,H) es un bosque E-pre-etiquetado por p:Z — E y
k = {(i,]j) e ExE; existe (x,y)eH con pix) = i, ply) = jF entonces
(E,K) es la p-contraccién de (Z,H) si y sdélo si ¥x,ye Z con p(x) =

= pl(y) se verifican las siguientes condiciones:
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1) x e y no son maximales.
2) Ni x cubre a y, ni y cubre a x.
3) Existe un isomorfismo de grafos m:(;,H/;) — (;,H/}) iZEl

MZ):D“MZ”,VZE;

Que estas condiciones son necesarias ya se ha dicho en la
observacion sintética 3.2.3. No es necesario afiadir aqui que los
grafos inducidos en X e y sean.no-conexos entre si, pues esta condi-
cidn es necesaria en un bosque para que x e y puedan ser isomorfos,

siendo x # y. Reciprocamente:

a) (E,K) es un grafo:

En efecto, veamos que kCEXE -4, Si p(x) = ply) = i enton-—
ces X e y son isomorfos y por tanto (x,y) no es un arco de = H, luego
(i,1) & k.

b) (E,K) es reducido:

Si no lo fuera, habria un arco (i,j) e k, que procede de un

arco (x,y) e H con p(x) = i, p(y) = j, y habria también un camino

i1i2...iq en (E,K) con i1=i, iq:j y g >2. En este camino, el arco

(1 ,1 ) procede de (X ,X ) eH con p(x ) =g e N = al
getltq’ ® g-1" g P g1 g-1 ¥ P%g q

: : H 3
¥ el arco (lq—2’1q—1) procede de (yq—2’yq—1)€ con ply )

q-2 lq-2

y p(yq‘1) = iq—i' en consecuencia, xq_1 = yq_1 y por tanto el punto

es tal que pl(x A= , luego hay un camino
o St n2 i b ] J

= (v )
g-2 ke Yg-2

en (Z,H) pre-etiquetado por el camino i de (E,K).

X X X it i
g=2 q=1"q g=23q=iug

Este razonamiento se extiende recurrentemente para los arcos

(iq—g’iq-ﬁ)""’(ii’il) obteniendo un camino x_lxz...xq en (Z,H) pre-
etiquetado por el camino i112"'iq con p(xk) = ik’ YR=T10 sy Gl

Si xq = ¥, entoneces x cubre a X, en contra de que p(x) =
= p(x_,) = i, como muestra la siguiente figura:
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X = —
q L J

Si xq # y, como tienen la misma pre-etiqueta j entonces

xq = y por un cierto y. Como X4 gxq, su homélogo w(x1)e<§ y p(x1) =
= p(w(x1)) = i, luego en y hay dos puntos, x y w(x1), con la misma
pre—etiqueta i y tal que x cubre a w(x1) en contra de la condicidn 2.

La siguiente figura ilustra esta parte de la prueba.

Xq N
Xq Iy
¢—1
xq_1 X xq_1 gx) i ¢(xq_1)
: b | il
Si : entonces : :

I XZ XZI I lIJ(XZ)

X4
x> 1 i< W(x1)

&) (E,K) = (Z,H)

Antes de dar la prueba de este (Gltimo apartado veamos en la

siguiente figura las relaciones entre el bosque (Z,H) pre-etiqueta-
= : ~

do por E, su p-contraccién (E,K), el explotado de éste (E,K) eti-

L arad

quetado por E y su asociado (E,K) pre—-etiquetado por medio de

' & . - . . - o
p':E — E donde p (11...1q) =i, V11...1qe E=
6 6 6 6
4 S 4 5 46 56 4 5
]
3 s By <« 346 36 h 2> 3
1 2 1 = 1 2 1346 2346 1356 2356 1 2 1 2
o~ ~ ~ A
{ZHIpor & (E,K) por E (E,K) por E (E,K) por E
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Como en un bosque los caminos con fin maximal son Unicos
para cada punto del bosque y estos caminos con fin maximal en un
grafo reducido representan los puntos de su explotado, bastara pro-
bar que la aplicacién p induce un morfismo birracional. Pero esto
es claro, pues, por la definiciédn, p:(Z,H) — (E,K) es un morfismo
dominante de grafos y, por tanto, induce un morfismo 3 entre los

~ o~ i A
bosques (Z,H) = (Z,H) y (E,K). El morfismo p es suprayectivo, pues,
cada camino en (E,K) induce, al menos, un camino en (Z,H) como
hemos visto en b). EL morfismo p es, también, inyectivo, pues, si
x1...xq y x%...xé son dos caminos de igual longitud con fin maximal
gue llevan la misma sucesidn 11,...,iq de pre-etiquetas, entonces,
se verifica xj = xj para todo j = 1,2,...,9. En efecto, xq y xa son

maximales con igual etiqueta 1luego xq = xq; xq

igual siguiente e igual pre-etiqueta 1luego xq = xq 40y asi suce-

1 Y xq—1 tienen

. . Cah - .
sivamente. Finalmente, p es un isomorfismo de grafos por construc-—
. # - - Lod -
cion ya que la correspondencia entre arcos asociada a p es, obvia-

mente, una biyeccidn.
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3.3. CONTRACCION CANONICA MINIMAL DE UN BOSQUE

3.3. A OBSERVACIONES PREVIAS Y DESCRIPCION

Observaciones generales 3.3.A.1

Hemos sefialado anteriormente cémo distintos grafos reduci-
dos pueden tener explotados isomorfos y cémo, en consecuencia, la
relacion de isomorfismo entre grafos explotados clasifica los gra-
fos de procedencia. Hemos visto, también, coémo cada grafo reducido
define una p-contraccidén de su bosque explotado. Nuestro objetivo,
ahora, es, encontrar un representante candénico con un minimo nimero
de puntos para cada una de estas clases; es decir, trataremos de
definir en el bosque un pre-etiquetado por E mediante una aplica-
cién contractiva candnica y con Card(E) minimo. Por tanto, el grafo
contraido sera minimal para el orden definido en 2.4.17.

En el apartado anterior estudidbamos bajo qué condiciones
un pre-etiquetado dado en-wunbosque dado definia una p-contracciodn.
Como ahora buscamos un p-contraccidén particular tendremos que cons—
truir tanto el conjunto de pre-etiquetas E como la aplicaciodn supra
yectiva p.

Por lo visto en el apartado anterior, los puntos del bosque
no-etiquetado (Z,H), para el que buscamos E y p:Z — E, se distin-
guen por:

a) E1 nivel en que se encuentran. =

b) Su clausura (lo que hay por debajo de é1).

c) Su siguiente, si existe (lo que hay por encima de é1).

d) Las pree-tiquetas dadas a los puntos de '"caracteristicas

analogas'" en otros lugares del bosque.
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Las peculiaridades a) y b) comportan dos relaciones de equi
valencia independientes y se expresaran, en relacidén con 1la contrac
cidén, aportando dos indices distintivos a cada pre-etiqueta.

En c) contemplamos dos condiciones independientes de a) yb).

c1) Ser o no maximal.

c2) Cubrir o no a otros puntos en igualdad de condiciones

a) y b).

Como los maximales no se identifican entre si y se han de
distinguir de los otros no-maximales, los pre-etiquetaremos por
separado. En lo sucesivo, nos referiremos, entonces, s0lo a puntos
no-maximales.

02) es una condicidén de signo contrario a las condiciones
a) y b). Dicho de otra manera: dos puntos con la misma pre-etiqueta
seran del mismo nivel, tendran la misma clausura, pero sus siguien-
tes son distintos y los niveles en que se encuentran (sus siguien-
tes) son practicamente arbitrarios, incluso, como uno no cubre al
otro, se encuentran adyacentes a cadenas distintas. Posteriormente
veremos como esta condicién influye en las pre-etiquetas.

La condicidén d), que no es otra que la 'condicidn global"
tratada en el apartado anterior, se reducira a una condicidn sobre
el orden de las pre-etiquetas compatible con el orden de los niveles.

Estas condiciones descritas hasta ahora vienen impuestas
(teorema 3.2.6) por el hecho de que el pre-etiquetado defina una
p-contraccidén. Buscamos, a continuacidén, condiciones para que la
contraccién sea candnica y Card(E) minimo. Esto requiere entrar mas

detalladamente en el pre-—-etiquetado por niveles.
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Observaciones 3.3.A.2.- (Sobre el pre—etiquetado del nivel NO)

Supondremos que los puntos del bosque no-etiquetado (Z-H)
estan_ya clasificados en niveles y centraremos, ahora, nuestra

atencidén en el pre-etiquetado de NO.

Al dibujar un grafo aciclico, en general, situaremos 1los

puntos de igual nivel a la misma altura en el dibujo. De este modo,

Los puntos del nivel NO tienen la particularidad de poseer

dibu jaremos

en lugar de

la misma clausura y s6lo se distinguen por sus siguientes; aunque,
como ya hemos visto, esta clasificaci6n no es adecuada para el
pre—-etiquetado. Si puede ser adecuado, sin embargo, distinguirlas
por los niveles en que se encuentran sus siguientes, pues, el orden
de los niveles nos proporciona un orden en los puntos de NO que
puede ser Gtil para su pre-etiquetado.

Para representar me jor este rasygo distintivo exceptuaremos
a los puntos de NO de la regla de dibujo anterior y dibujaremos

estos puntos unidos a sus siguientes por un arco de '"longitud uno'".

Asi, el arbol dibujado mas arriba se representara por
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Como buscamos un grafo cociente con un ndmero minimo de pun

tos, tendremos que pensar aqui en cual es el minimo nimero de pre-—

etiquetas necesarias en el nivel NO'

En el bosque de la figura

1 2 1 2 123 4

al primer arbol le bastan 5 pre-etiquetas; al segundo 6. Los dos no

necesitan, entonces, mids de 6 pre-etiquetas distintas.

Surgen aqui dos problemas. Por un lado, cdémo decir cual es

el ndmero de pre-etiquetas necesarias y, por otro, cémo hacer la

identificacién, es decir, cual es la parte del bosque que soporta

el pre—-etiquetado del resto.
Por lo que respecta al primero, ndotese que el nlimero

max{Card(;r\Nn), x€M} No da el nimero de pre-etiquetas necesarias

en el nivel NO: Asi, en la figura
4 '
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Card(i(\No) =6y X necesita 6 pre-etiquetas para sus puntos de No.

8, sin embargo, X' sélo necesita 5 pre—etiquetas

Card (X' N NO)
para sus puntos de NO.

Obsérvese, también, que un problema referido a un bosque no
se puede restringir a un arboldel bosque al objeto de simplificar

o atomizar su solucidn, pues todo bosque se convierte en un arbol

en cuanto unamos sus puntos maximales por un mismo siguiente.

0,

Si x € N el analisis del conjunto de puntos de N_ que

estan cubiertos por x tampoco proporciona un buen criterio para

buscar las pre-etiquetas necesarias, pues en la figura

a b ¢ d
Los puntos de N0 cubiertos por x son 6, sin embargo, sélo se requie
ren 5 etiquetas. El punto a se debe identificar con uno cualquiera

de los puntos b, c, d. Parece, pues, que entre _los puntos cubiertos

por x s6lo hay que contar aquellos que "distan' un solo arco de la

cadena que 'soporta'" las etiquetas distinguibles b, ¢, d. El1 pro-

blema serd como definir esta cadena.
En el siguiente ejemplo todos los puntos pre-etiquetados

cubren al mismo nuUmero de puntos de N_ que requieren pre-—-etiquetas

0

distintas, 5 en este caso.
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Los problemas son: ;Como definir este nUmero de pre-etique-

>

tas? ;Cémo elegir la 'rama'" con pre-etiquetado soporte para todas

las demas?. Daremos mas adelante las respuestas.

Una vez que hayamos establecido el nlimero de pre-etiquetas
necesarias nos quedara pendiente cémo realizar la identificacidn.

Una identificacidén que conserve los niveles de los siguien-
tes no seria adecuada, pues requeriria mas pre-etiquetas de las ne-
cesarias.

Con esta filosofia el grafo

se contraeria en

que necesitaria 5 pre-etiquetas, siendo sélo 3 las suficientes.

Como tendremos que identificar puntos con siguientes

en distinto nivel, podemos hacerlo de un modo ordenado; por e jemplo,

ordenamos las pre-etiquetas necesarias en NO’ para cada '"rama" del

bosque, segin los niveles de sus siguientes y después hacemos la

identificacién conservando este orden. La figura adjunta muestra el

procedimiento.
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-

3 4

n

N
| X7

2 1 1 2

e §

Esto no es s6lo una idea bien intencionada; es necesario

para que el contraido del bosque sea candnico; por ejemplo

mientras que

Elegir como candnico uno u otro supone fijar un orden en los puntos

de cada '"rama' que se conserve en las identificaciones.

Una vez puestas de manifiesto las dificultades en el pre-

etiquetado de N pensemos momentaneamente en los otros niveles Np'

O!

Observaciones 3.3.A.3.- (Sobre el pre-etiquetado del nivel Np).

Ahora, los puntos de Np pueden tener distinta clausura Yy,
en consecuencia, en su pre—-etiqueta habra un indice que indique
la clase de clausura a la que pertenece. Los puntos de Np que ten-
gan la misma clausura sélo se distinguen por sus siguientes, por

lo que su pre-etiquetado presenta, al menos, las mismas dificulta-

des que las encontradas en NO. En el e jemplo:
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/|

los puntos x,y son del mismo nivel y misma clausura; no tienen el
mismo siguiente, pero si se identifican dan lugar a un grafo no-re-
ducido, pues x '"cubre" a y.

Algo analogo sucede con la canonicidad del contraido.

m' ml
m m" m" d
d
C se contrae en
b b c
€ b —_ b
a a a a a a
mientras que si pre-etiquetamos
m' m'
ml!
m mll
d
d
b se contrae en
b c - b —> b c
a a a a a a

Los reducidos obtenidos no son isomorfos y nada parece indi
car el orden en que las pre-etiquetas b,c € N_| del primer arbol
deben asignarse al segundo. Sin embargo, este orden es esencial.
Como b y ¢ tienen la misma clausura, podriamos reducir el bosque
suprimiendo NO y observar cémo se resuelve este problema ahora que

b,ce N0 en el inducido (x—NO, G/x—No).

El bosque inducido es



i

y aqui no hay ambigliedad en el pre-etiquetado si previamente se ha

fijado un orden en los puntos a pre-etiquetar. Si consideramos el

sugerido anteriormente pondriamos

y una vez recuperado el nivel NO obtendriamos como contraido el

primero de los mostrados arriba.
Es el dibujo lo que ha creado esta ambigiiedad. Para pre—eti
quetar los puntos de NO los dibujabamos colgando de su siguiente y

esto mismo debe hacerse ahora. Si x € N _, x debe colgar (unido por

un arco de "longitud uno") de su siguiente. El dibujo mas adecuado

seria

Precisar un orden en las pre-etiquetas de NO para cada una
de las '"ramas'" que las soportan no s0lo es necesario para poder
hacer las identificaciones respetando este orden y obtener como
resultado del cociente un grafo reducido candnico, sino que es fun
damental, también, para que el explotado de este grafo contraido

sea el bosque no-etiquetado del que se parte.

Veamos un e jemplo:
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m m

cortracciodn exp1051on

c
a
~ m' m m"
e =
e
etiquetado b(ﬁ &d contraccion b d
el _—
a a a a a a a

Como puede observarse, casi todo funciona mal. La contraccidn
no es un grafo reducido, su explosidén (que serd estudiada en el
capitulo siguiente) no es el bosque original y el etiquetado que
hereda no es el que le corresponde, en consecuencia, su contraccion

tampoco coincide con la anterior. Sin embargo, si hacemos:

' '
m m m m m m'
d d e d o d
contraccion e xplosion 9
> e
b c b c c b ¢ b
C
a a a a a a a 2 a

todo va bien.

En el bosque de arriba lo que ha sucedido, al alterar el
orden adecuado de las pre-etiquetas, es que se ha roto la '"condi-
ci6én global" segina la cual, si dos puntos m y m' tienen la misma
clausura, entonces H—{m} y E'—{m'} deben tener el mismo pre-etique-—

tado.
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Que el orden de las pre—-etiquetas conserve el orden de los
niveles de los siguientes y este orden sea el mismo para todas las

ramas asegura la "condicidn global', como veremos mas adelante.

En consecuencia, el procedimiento para pre-etiquetar 1los
puntos de Np seria: Clasificamos Np por igualdad de clausura y para
cada una de estas clases se considera el bosque inducido que se
obtiene al "implotar" cada una de sus clausuras iguales en su punto
maximal. A continuacién se pre-etiqueta este bosque con el criterio
que se establezca para NO' Repitiéndose la operacién para cada cla-
se y todo el proceso para p=1,...,k=1. |a etapa p = k =dim(Z,H) co-

rresponde a los maximales.

Descripcion 3.3.A.4

Haremos aqui una descripcién del método que permite definir
el ndmero minimo de pre-etiquetas suficientes para NO’ las ramas
soporte del grafo contraido, el orden del pre—etiquetado y la iden-

tificacion,

Llamaremos ramas del bosque no-etiquetado a los caminos cu-
yos extremos son un minimal y un maximal. Es decir, ramas son lo
que anteriormente, y por otras razones, hemos llamado caminos maxi—
males. LlLamaremos ramas principales a las ramas cuyoe minimal tiene
su siguiente en el nivel N,.

1

A cada rama principal le afiadimos los puntos de N_ cuyo

0
siguiente esta en dicha rama; puntos que se llamaran brotes de la

rama principal.

El minimal de una rama principal se puede considerar también
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como un brote de la misma rama. Notese también que dos ramas prin-
cipales distintas pueden dar lugar a la misma rama principal con
brotes, esto pasa precisamente cuando ambas ramas principales coin-
ciden en todos sus puntos excepto en los respectivos minimales.

Cada rama principal con brotes posee al menos un brote que
cubre a todos los demds, aquel cuyo siguiente estd en el mas alto
nivel (puede haber varios brotes con esta propiedad). Puesto que
este brote cubre a todos los demas, todos ellos han de portar pre-
etiquetas distintas.

EL méxiho de los nlmeros Ae s}otes de las ramas principales
es el numero de pre-etiquetas suficientes y necesarias para NO.

Este ndmero n es Gnico, sin embargo, puede haber varias
ramas principales con n brotes. Sea cual fuere el orden establecido
entre su n etiquetas, todas estas ramas se enlazan entre si en el
nivel NO constituyéndose en soporte del grafo contraido.

Estas n pre-etiquetas podemos ordenarlas de 1 a n y asignar
las a los brotes de cada rama principal soporte respetando el orden
de sus siguientes.

Para cada h, 1 <h<«n, puede haber varias ramas principales
con h brotes. Algunos de estos brotes estaran ya pre-etiquetados
por ser comunes a los de alguna rama principal soprte. Estos bro-
tes comunes son siempre losque tienen siguiente en los niveles supe-
riores del bosque, y les corresponden, por tanto, las Gltimas pre-
etiquetas. Sin embargo, este orden de asignacidén de pre-etiquetas a
los h brotes (de arriba hacia a abajo) es el contrario del

que sugiere 1la condicién global. En el grafo de la figura
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hay tres ramas principales con 5 brotes pre-etiquetados de 1 a 5.
Hay otras tres ramas principales con 4 brotes. Uno de ellos (el 5)
es comin. Si conservamos el orden descendente tendriamos que eti-

guetar como sigue

pero como a =bnoseverifica la condicién global, condicidn que, por
el contrario, sugiere conéervar el orden ascendente en la asigna-
cidén de pre-etiquetas.

Esto nos obliga a distinguir en las ramas con h brotes en-
tre comunes con otras ramas y propios, y a realizar la identifica-
cién en sentido descendente para las clases de ramas de h brotes
desde h=n a h=1. La identificacidon quedara asi finalizada pues los
brotes de las ramas principales cubren a NO.

Antes de definir el pre-etiquetado candnico y la contrac-
cién del bosque no-etiquetado (Z,H) conviene recordar que este bos-—

que es un grafo reducido y entonces se pueden usar las notaciones

indicadas en el segundo capitulo:
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x <y <==>existe un camino que une x con y 6 x = y.

x+={yeZ, (x;y)e H} U {x}

X 4 = xt —{x}.

En un bosque existen puntos z tal que Og(z) = O (son los
puntos maximales) y ¥x € X — M, existe un (nico z ¢M (su maximal) y
un (nico camino que une x con z. Como Og(x) = 1, el siguiente, Yy,
de x es Gnico, entonces, x* = {x,y}, x + = {y}.

Como los caminos en un bosque son Unicos, estan caracteri-
zados por sus extremos. Al camino XX oo eX 2 lo denotaremos abrevia-

damente por [x,z]. La longitud de un camino es el ndmero de arcos

que contiene y la representaremos por l[x,z].
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3.3.B PRE-ETIQUETADO CANONICO DE UN BOSQUE

Supondremos clasificado el bosque (Z,H) en niveles que in-
k
dicaremos por N , es decir Z = UN_, con N # @, Yh= 05 e K
P _n P P
p=0
k = dim(Z,H).

Notacion 3.3.B.1

La particién de Z en niveles induce una particidén en los
maximales y clasifica, también, a los puntos de cada nivel Np por
los niveles de sus siguientes. De este modo denotaremos por Mp =
= Mf\Np al conjunto de los maximales del nivel Np. A los puntos del
nivel Np con siguiente en el fivel Ng 1os denotaremos por

Ns = {xe Np, x-+eNq}, y esto para cada p = 0,1,...,k-1, g>p.

Eventualmente, puede suceder que Mp 0 Ng pueda ser vacio,

para algin p o algunos p y q.

Definicidn 3.3.B.2

Llamaremos rama del bosque (Z,H) a todo camino maximal, es

decir, [x,y] es una rama <{=)>[x,y]e CF\OA(X,G)

<_—_'_‘>[x,y] es camino, con xe N_ e ye M.,

0
Diremos que una rama ]:x,y] es principal si xe N;), ¢s deeip
si x*teN,.
1 X = 1

Llamaremos brotado de una rama [x,y] al conjunto:

br[x,y] = {z ¢ NO’ z_‘re[x,y]}. Llamaremos brotes a los puntos de

br[x,y].

Diremos que z es un brote de nivel Nq si z_4~ € Nq’ en cuyo

caso z g Ng.
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Ejemplo 3.3.B.3 ¥

En el bosque de la figura todos los caminos [x,y] son ramas.
S6lo dos, en cada arbol, son principales. Cada una de las dos ramas
principales del primer arbol tiene 6 brotes,los puntos sefalados
con x; las dos tienen el mismo brotado. En el segundo arbol, una
rama principal tiene tres brotes y la otra cuatro. Se observa,
pues, que dos ramas distintas pueden tener brotes comunes e incluso

pueden tener el mismo brotado.

Proposicidon 3.3.B.4

a) Toda rama tiene al menos un brote.

b) Dos ramas distintas con brotes comunes estan en el mismo
arbol.

c) Si dos ramas distintas tienen un brote comln, entonces
tienen en comun todos los brotes de igual o superior nivel.

d) En cada rama hay, al menos, un brote que cubre a todos
los demas.

e) Para cada rama [x,y] existe una rama principal [z,y] tal
que br'[x,_y] Cbr[z,y].

f) Los puntos de N -M_ son brotes de ramas principales. En

0 O

efecto, es evidente, pues:
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a) xebrx,y]

b) si [x,y], [u,v] son dos ramas y z e br[x,ylNbr[u,v],
existen los caminos [z +,y] y [z 4,v]. Como en un bosque sélo hay
un camino con fin maximal que parta de z + se tendréa y = v. Por
tanto el arbol ; es el mismo que el arbol v y contiene a las dos
ramas [x,y] y [u,v].

c) Con las notaciones de b), como los caminos son U(nicos,
[z t,y] ¥y [z %,v] son el mismo camino y, en consecuencia, tienen el
mismo brotado.

d) Sea g el maximo natural tal que existe z ebrIx,y] con
z 4+ ¢ Nq, entonces para todo v e br[x,y] se tiene v + <z 4+ y, por
tanto, zcv.

e) Si [x,y] es principal, basta con hacer z = x. Si [x,y]

no es principal entonces x ¢ N%

con g > 1, es decir, x4 qu, con
g >1, luego existe un camino de longitud g que parte de un punto
Ze NS y termina en x 4. Es claro que [z,y] es una rama principal.
Por otro lado, si u ebr[x,y] entonces u + e [x,y] y u +# x luego
u 4 e[x_+,y] Y, en particular, x es brote de [z,y].

f) Las ramas, pues son caminos maximales, cubrawZ—MO; en

particular, todo punto de NO—MO es un brote en alguna rama y el re-—

sultado se sigue de e).

Definicién 3.3.B.5

Sea [x,y] una rama, llamaremos rama brotada al subgrafo

inducido ([x,y]b, G/[x,y]b) donde [x,y]b = [x,y] ubr[x,y].

De la proposicién anterior y esta definicidn se deduce:



-116-

Gorolarie 8.3.B.0

a) Para cada rama [x,y], existe una rama principal [z,y],
tal que [x,y]b(r[z,y]b. Es decir, toda rama brotada es un subgrafo

de una rama principal brotada.

b) E1 bosque (Z,H) es unidén de sus ramas principales bro-

tadas y del conjunto de sus puntos desconectados.

Pues, salvando los puntos de MO’ ya sabemos que el bosque
como grafo aciclico es unidén de sus cadenas maximales, por tanto
es unidén de todas sus ramas y, en consecuencia, unidn de sus ramas
principales brotadas. Esta unidn no es disjunta (ni en los puntos
ni en los arcos). Notese también, que puede ser [x,y]b = [u,v]b sien

do Ex;y] # [u,v}; esto pasa si y=v y x 4 = u +.

Definicién y notaciones 3.3.B.7

Llamaremos dimensién del nivel NO en el bosque (Z,H), y lo

denotaremos por Ny ¥ por dim(NO), al ndmero

no = dim(NO) = max{Card(br[x,y]), [x,y] es una rama de (Z,H)}

Después de la proposicidn anterior, Ny €s el cardinal del
brotado dg}al menos, una rama principal. Nétese que varias ramas
principales pueden tener brotado de cardinal n_.

En general, habra también ramas principales con brotado de
cardinal h, 1_§h_§n0.
Sea P el conjunto de ramas principales y sea

Ph = {[x,y]s B Card(br[x,y]) = h} , para cada h, 1§_h:ino.
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Definicién y notaciones 3.3.B.8.- (Pre-etiquetado del nivel NO)

1) Si [ﬁ,y] € Pn , los puntos de br[x,y] se pre-etiquetan
12 "o 0

X donde los subindices indican que se trata de

CON: XomsXgas s o 00

puntos del bosque de nivel N_ y que, por tanto, carecen de anterio-

0

res. Los superindices distinguen los n_ brotes de esta rama y defi-

0

nen un orden entre las pre-etiquetas que conserva el orden de los

niveles de los siguientes de los Ny brotes. Es decar:

P
0’

q

z'E NO,

Nz, z!' ebr[x,y], zeN si p < g entonces la pre-eti

queta de z es menor que la pre-etiqueta de z' o dicho de otro modo

:xJ

. 1
Si Zz = X
00’

Ooyz' entonces p<q=>ic< j.
Puede suceder, como en el grafo de la siguiente figura, que
distintas ramas de Pn tengan algunos de sus brotes en comlin. Des-
0
pués de la proposicidén 3.3.B.4. c¢), es claro que estos brotes poseen

una pre-etiqueta Unica, exactamente las q Gltimas, siendo g el nﬁmg

ro de brotes comunes.

x6
00
x5
00
x2 x4
00 X3 x4 00
00 00
1 1 2 3

X

00 *oo *oo *o0

Los brotes de las ramas de Pn no cubren, en general, NO—MO,
0

por lo que quedan brotes del bosque sin pre-etiquetar. Para estos

procederemos ordenadamente:
2) Se pre-etiquetan a continuacidn los brotes de las ramas

[x,y]e Pn _1,(51 las hay). Considerada una rama cualquiera Ex,y]s F’n 1
G =
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se observa que algunos de sus brotes estan ya pre-—etiquetados por

pertenecer a br[u,v] para alguna rama [u,v] € Pn ; quedan en esta
0
rama p brotes sin pre-etiquetar a los que se les asignan las pre-
1 p .
etiquetas xoo...xooconservando el orden mencionado anterioremente.
En consecuencia las no—‘l etiquetas de la rama [x,y] son
n

x1 xp xp+2 X v
00°°°"00 "00 """"00°

3) Se procede de la misma manera sobre las ramas de Pn 5

0

y asl sucesivamente, de manera que, de un modo general, se puede
describir el etiquetado de los brotes de Ph con 1<h <ng asi: si
los brotes de las ramas de P ,P P han sido pre-etique

n =25
o "o

tados en este orden y [x,y] € Ph’ quedan, en ]:x,y]b un namero p de

brotes sin pre-etiquetar a los que se les asigna las etiquetas
1

XOO"'XOO conservando el orden mencionado en 1). De este modolas h

etiquetas de [x 5 y] son:

1 o Pq "h -p
XOO"'XOO XOO"'XOO donde p‘l,pz,...,ph p es una sub-
sucesidn de p+2, p+3,...,n0. Por e jemplo, en el grafo de la figura:
1
)(1 X2 XB X4 X5

n, = 5 y hay dos ramas [x‘],y],[xz,y] e P_ y hay otras dos [XS’y]’

5

[xq,_y] £ p4 y una [xs,y] € P3 que se etiquetan ordenadamente como

indicamos en la figura:
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) 2 3 4 5
de modo que las ramas de P5 portan pre-—-etiquetas XOO XOO XOO xOO XOO’
1 2 g B 1 3 5
las ramas de P4, XOO XOO XOO XOO , y la rama de pB’XOO XOO XOO'
4) Los puntos de MO’ puntos desconectados, los distinguire-—
= =t
mos, con etiquetas XOO""’XOO , Siendo mO = Card(MO) e interpretan

do el signo como que se trata de un punto que no tiene siguiente.

Observacién 3.3.B.9

El etiquetado de NO es unico salvo automorfismos. Los auto-
morfismos actGan sobre los brotes que tienen el mismo siguiente y

también sobre los puntos de MO. Clasificando los puntos de N

por

0

la relacidén "tener el mismo siguiente o, bien, ser maximal", si las

clases constan respectivamente de n B My puntos, hay un

11Mpr -0l

nimero de automorfismos que conservan el tipo de pre-etiquetado de
1 ! LIS ) ! 1 L e e L e A

NO igual a n1 n2 nr mO , donde es claro que L e

= dim(No), dandose la igualdad sbélo en el caso de que el bosque

conste de una sola rama principal.

Definicidén y notaciones 3.3.B.10.- (Pre-etiquetado del nivel N1)

Antes de asignar pre-etiquetas a los puntos de N1 debemos

clasificarlos por medio de sus clausuras.

Para x,y ¢ N1 diremos que x e y tienen clausuras isomorfas
si los arboles inducidos (x,Z/x), (3,27;) son grafos isomorfos. A
las clases de equivalencia de elementos de N_l moédulo la relacidn

"tener clausuras isomorfas'" las denotaremos por [x11],[x12],..,[x1r ],
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Aunque es anecddtico para nuestros propdsitos podemos repre

sentar estas clases por arboles no-etiquetados del tipo:

y, si se prefiere, los subindices se pueden elegir ordenados con-
forme al nlmero de caminos de longitud uno que aparecen en el arbol

no—etiquetado que define cada clase.

Para .cada_clase [xﬂqj, i=1,...7r‘1 consideramos el subgrafo
1
inducido por (Z,H) en G1i = k ] x*, es decir, el bosque [x1i]*:
xe[xji]

= (G1i’H/G1i)'

El nivel NO en [xjil*, (sus puntos minimales), son exacta-
mente los puntos de la clase [X1i] en (Z,H). Los maximales de (Z,H)
que estan en [x1i] son puntos desconectados en [x1i]*, estos son

exactamente Mf][x1i] = M1f\[x1i] y los denotaremos por M,,.

Sea n,. la dimensién de N, en [X1i]x y sea m,. = Card(M_. ).

o~

Pre—etiquetamos el nivel No de [Xqil” por el procedimiento descrito

en la definicibén y notaciones 3.3.B.8, utilizando ahora las pre-eti

|6 =M
t 1 2 1 o imales " "y |
UETAaS X _ . ;X _.5ee0e,3X ara 0SS no—-maxima X, .geee = ara
q .11, -i 2 ) 1 p y 11’ k4 11 p
P i Mo o o To S R R £ 1Ny T O Y
1US pPUliLuUs JUgosLulicL tauus U L7\11J “liaA lilialtco en Ny T1] ]y SUsLliuycii—

do, asi, la notacidn xéo de [x1i]* porla que le corresponde como

punto del nivel N1 en (Z,H), la pre—-etiqueta xJ..

Ja
g
Llamaremos dimensidn de N1 al nimero n_, = 7§ nays anadloga-
r, L=
mente, denotaremo o 1 nd = = d(Mm,).
ente, aremos por m. a Gmero m i§1m11 Caral 1)

Ejemplo 3. 3.B. 11

En la siguiente figura se ilustran los pre-etiquetados del

nivel NO y N_1 de un bosque en el que se hacen algunas contracciones
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[x,]
[ o
///////;' c
1 1 1 1
- -
o0 1 00 11
G
1= A 2R o R (O R 2 | J/A\\= go_bfz
00 00 00 0000 00 00 00 00 00 00 00 2 _§2
00 12
- 1 -

00 12 00 12

X 1
volviendo
e contraccidon de

—_—_—
2 boague 1 2 i F 2 3 qits g Sa 4

00 00 00 00 00 00

los arboles contraccién del

—_—

00 00 00 00

Los puntos (cuatro) del nivel N1,
en ambos arboles, se han fundido

entre si. Es de presuponer que

también a = a'.
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Observacidén 3.3.B.12

Pre-etiquetar por separado cada clase [X1i] es esencial.
Una vez pre-—-etiquetado el nivel NO de (Z,H) no debemos pensar en el

pre—etiquetado de los minimales de (Z—NO,H/Z-NO) COmO recurso para

pre-etiquetar el nivel N1 de (Z,H), pues en este caso, la pre-eti-

queta x3

00 habria que traducirla por x#i donde ahora 1 no es fijo

y habria que definir qué clase 1i hereda cada etiqueta xJ

. Incluso
00 <

subsanada esta dificultad surgirian otras nuevas y éstas ya irre-
mediables.

En el ejemplo anterior, (Z—NO,Z/Z-NO) seria

4 _ 4
4 4 00~ 11
12
00 11 00 12
1 A 2 1 2

= -
0041 00242 00 ~11 00 12
volviendo al bosque

(&
b
a
2 3
il 5 11 1
il 1 2 1 1 2
00 00 00 00 QO 00 00 00 00 00 00 00

contraccidon de los arboles
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Hasta aqui las cosas van bien, pues estos arboles son iso-
morfos a los del ejemplo anterior. Sin embargo, en estos arboles
hay 6 puntos en el nivel N_| con pre-etiquetas distintas por lo que
la contraccidn del bosque no es minimal. Conseguir una contraccidn
minimal por este procedimiento exigiria, no s6lo definir el paso
00 — 1i en los subindices, sino también definir una traduccidn,
j — k, del superindice (3 — 4 y 4 — 3 en nuestro ejemplo) que
alteraria el orden de los siguientes y como consecuencia, en gene-
ral, N1 obtendriamos un contraido candénico ni, lo que es peor, un
contraido que se explote en el bosque de partida. Precisamente el

ejemplo de arriba pone ésto de manifiesto: los puntos de la clase

VAN

en los dos arboles se deben poder identificar, pues son isomorfos
con distinto siguiente, mientras que el tener siguiente en distinto
nivel 1impide conservar este orden en el pre-etiquetado por este

procedimiento.

Definicidén y notaciones 3.3.B.13.- (Pre-etiquetado del nivel Np)

El procedimiento seguido para etiquetar los puntos del nivel

N se extiende sin dificultad al resto de los niveles N

1 5 para

Bl e e e g e

Como antes para cada x,ye Np diremos que x e y tienen clau-—
suras isomorfas cuando los grafos inducidos (x,Z/x) e (§,z/§) son
isomorfos. Esta relacidén de equivalencia divide a Np en clases que

designaremos por [xp1]""’[xprp1'

La representacibn grafica de estas clases no es tan trivial

como en 3.3.B.10, tampoco es tan sencillo ordenarlas, aunque esto
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no impide etiquetar.
Los puntos de cada clase, [xpi], para i:1,...,rp, se pre-

etiquetan, considerados como brotes del bosque inducido [xpi]* =

= (G /6 ), donde G . = L_J x*, por el procedimiento descrito
pi pi pi ;
XE[xpi] n
: S 2 i
en 3.3.B.8, obteniendo las etiquetas xpi’xpi""’x ?1para los pun-
-m

-1 i .
tos conectados y xpi,...,x ‘p para los desconectados, siendo:

e dlm(NO) en [xpi]A Yy mo = Card(M(\[xpi])

también denotaremos por M . a M X .| =M X .
P o1 Nlxps) =m0 Ixg,]

(Cada notacién xJ en 3.3.B.8 se traduce, como punto de nivel Np y

de la clase de clausura [xpi]’ por la pre-etiqueta x;i).

Llamaremos dimensién de Np, y lo indicaremos por dim(Np) y
| g
por n . al ndmero n_ = dim(N ) = zpn . que representa el ndmero
P p jEq P
minimo de etiquetas necesarias para el nivel N . También denotaremcs
D p
p
porm = ym . = Card(M ).
B = P P

El etiquetado es GUnico salvo automorfismos. Los automorfis—
mos actlan en cada [xpi]* por la igualdad de siguiente en los bro-

tes y en los maximales.

Observacion 3.3.B.14

Obsérvese que pudiéramos haber pre-etiquetado los maximales
de (Z,H) por separado, sin contemplar su clase de clausura en cada
nivel, lo que les clasifica, y sin necesidad de contemplar tampoco
los niveles. De haberlo hecho asi hubiéramos obtenido un mayor nime
ro de posibilidades para las preetiquetas, pue€s,si m=m_+m_+..+m en—

k

tonces se tiene m!>m!.m !'...m ! y si m_ = m_. entonces
pi

m! > " m !
. z H . s ®
=4 P2
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En nuestro pre—etiquetado sobre los maximales actda un n&mg
ro minimo de automorfismos.

Notese, también, que si p=k, Nk son los puntos maximales de
(Z,H) y por tanto, para cada clase [xki] de N, [xki]* es un grafo

=

totalmente desconectado y sus pre-etiquetas son s

con J:1,2,..,mki.

El numero de etiquetas utilizado es n+m,siendo:

k-1 k=1 'p k=1
1= s s 'n = ng + Y on i) =} dim(N )
p=1 P p=1 i=1 P p=0 L
y
k k rp
m=m + Im = my + Y (Im ;) = Card(M)
p=1 P p=1 i=1

En el siguiente cuadro se recogen las etiquetas creadas y

las condiciones que las caracterizan.

Recopilacién de etiquetas 3.3.B.15

El bosque (Z,H) queda pre-etiquetado por niveles como sigue:

Nivel N

102 "o
n

*00’ 00" """ %00 ’ "o

I

dim(N;) en (z,H) = max{card(br[x,y]),[x,y] es

una rama de (Z,H)}

-1 -2 0
XOO’xOO ""XOO , mO = Card(MO), (puntos desconcectados).
Nivel N_: clases [x11],[x12],...,[x1r1] y para cada clase [x1i]:
n
1 2 1 . S _
ST SHRTERTE P L P d1m(NO) en [x1i] E (G1i’H|G1i) con G, .=
= x?‘c
X € [x‘li]
-1 -2 -m11
Xqq0%957 00 0% pomyy s Card(M1i) = Card(M/\[x1i])
COnNNI =R S
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ry 2
= 1 = \ - v —
n, = d1m(N1) L Ny oy omy 1My Card(Mj)
1="1 =]
Nivel Np ;  en general, para p = 1,2,...,k=1.
oo d ik o4
clases [xp1],[xp2], ,[xprp], y para cada clase [xpl]
x14,x2_,...,x R& ; n . = dim(N_) en [x |*=(G . ,H/G .) con G . =
pi’ p1 pi pi 0 pi pi pi pi
Xg[xpi]
i =2 Moi
x xS ex P ; m . = Card(M_.) = Card(MN [x__.]).
pi’ pi pi pi pi pi
con i = 1 aee,k
P
0 r
p p
n =dim(N) = Yn . ¥y m = ¥ m _ = Card(M )
L L
i=1 Pt Pizq P2 P

Nivel N ; clases [xk1],[xK2],...,[xk . ] y para cada clase [xki]:

K
—m
-1 -2 ki
R T P —Card(Mki) = Card(Mf][xki])
i = S 58 e
con i s 29
"
= v -
m P m Card(Mk)
1=}
k=1 k=1
Finalmente: no=n, + Z np = Z dim(N )
p=1 p=0
m = Card(M)
Definicién 3.3.B.16.- (Pre-etiquetado candénico de un bosque)

Denotaremos por E el conjunto de las n+m pre-etiquetas asig
nadas a los puntos del bosque (Z,H), bajo las condiciones precisa-—

das en las definiciones anteriores, que han sido recopiladas en el
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cuadro anterior. Denotaremos por c:Z —= E la aplicacidn suprayec-
tiva que asigna a cada punto del bosque, x ¢ Z, su pre-etiqueta
xgig E (bajo las condiciones mencionadas) y escribiremos c(x) = xgi.

El pre—etiquetado de (Z,H) por E mediante la aplicacidn c

es candnico por construccidn (dada la unicidad (salvo automorfismo)

en la asignacidén de pre-etiquetas a los puntos del bosque).

Teorema 3.3.B.17

La aplicacidén c:Z — E del pre-etiquetado del bosque (Z,H)
por E es una aplicacién contractiva.

Probaremos las tres condiciones para aplicaciones contrac-
tivas dadas en el teorema 3.2.6. Si x,y ¢Z son puntos con la misma
pre—etiqueta, entonces, es obvio, por la construccidén, que ni son
maximales ni uno cubre al otro y, por tanto, se cumplen las dos pri
meras condiciones. Para la tercera es claro, también, que si x e y
tienen la misma pre-etiqueta, c(x) = c(y), los grafos inducidos en
sus clausuras (x,H/x) y (;,H/g) son isomorfos. Pues bien, construi-
remos un isomorfismo y : (x,H/X) — (;,H/J) para el que c(z)=c(y(z))
vz e;-

a) Si x,ye N1 entonces ;—{x} J—{y}c:Ng. Como estos puntos

son brotes con siguiente en N, no pueden ser comunes a ninguna otra

1
rama principal y, en consecuencia, reciben las p primeras pre-eti-

quetas de las nonecesarias en NO' siendo p = Card(?—{x}):Card(y—{y})

] 1
Estas pre-etiquetas son x

p -—
00,...,x00 tanto para los puntos de x-{x}

como para los de ;—{y}. Cualquier biyeccidn entre ;—{x} y ;—{y} es
un isomorfismo, pues los puntos son desconectados, en cuyo caso
tomaremos la aplicacidn piX—{x} —= y-{y} que identifica las pre-eti

guetas de ambos con juntos.
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b) Si X;Ve Nq, g>1 y zex sea ¢:x —»y un isomorfismo

cualquiera y vy (z) = z' 55 el homdélogo de z por y.
Sean c(z) = x9. ¥ oz
pi

Como ¥ es un isomorfismo de grafos conserva la relacidén de adyacen-

o gl

= xp'i' las pre-etiquetas de z y z'.

cia y, por tanto, ¥/z es un isomorfismo entre los grafos inducidos
en z y z'. Es decir, z y z' son de la misma clase de clausura y,
en consecuencia, i=i' y, por ello, p=p' (ndtese que si tienen igual
clausura son del mismo nivel). Denotaremos esta clase de clausura
por [xpi].

La siguiente figura nos servira de gula en la prueba, que

damos a continuacidn, de que j=j'.

N/

En [xpi]*, z,z"' &N

Z
u

e
/

H L
y tienen pre-etiquetas xJ ,xJ respec—

0 00" 00

tivamente.

Como x e y son arboles disjuntos, entonces ;{ﬁ[xpi]* e
;f\[xpi]* son dis juntos. Si z y z' son brotes, respectivamente, de
las ramas principales [u,v] € Ph y [u',v']e Ph' con (presumiblemen-—
te) h # h', entonces Y/\[xpi]* y ;f][xpi]* son partes inferiores
isomorfas de las ramas [u,v] y [u',v'], luego si z t ¢ Nq también
218 e Nq y hay el mismo nidmero de brotes con siguientes en niveles
inferiores a Nq en las dos ramas y, por tanto, salvo el automorfis-

mo que actla sobre los brotes con siguientes en Nq, z y z' ocupan
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el mismo lugar entre los brotes de [xpi]*, luego j=j'.

c) Los indices j y j' coinciden salvo el automorfismo que
actGa sobre los brotes de [xpi]* con siguiente en el nivel Nq. Esto
exige corregir el isomorfismo ¥ , de forma que identifique las pre-
etiquetas de los brotes mencionados con los de sus imagenes, median
te una permutacién adecuada de dichos brotes. Y esto hay que rea-
lizarlo para cada par de puntos homdlogos z y z' de x e y, de un
modo ordenado por niveles y de abajo hacia arriba. Con mas preci-

sién: fijado un punto we N 1 < g, para cada clase de clausura

17

[xpi]’ con p <1l e i cualquiera, se considera el conjunto Api =

a5l = = ' — ' v = I .

= {te [xpi]’ th o =wlyel Al =t e[xpi], t' 4 = w'= w(w)} Ao
. k+1 )

y Aéi reciben el mismo con junto de pre-etiquetas pr ...xk:a siendo

A . —>A .
pi pi

a = Card(Api) = Card(Aéi) y existe una permutacién p :-
tal que \y/Api o p identifica las etiquetas de los puntos de A i con
las de sus imagenes en Aéi' Esta operacidn se realiza para cada
p<1l y cada i tal que [xpi] es una clase de clausura con siguiente
en z. La operacidén se extiende a todos los puntos w del mismo nivel

N1 y se recorren ordenadamente los niveles desde 1=1 hasta 1l=g-1.

De todas estas correcciones resulta el isomorfismo Y buscado.

Definicidén 3.3.B.18.- (Contraccidén candnica de un bosque)

Sea (Z,H) un bosque pre-etiquetado candnicamente por E me-
diante la aplicacidn contractiva c¢:Z — E de la definicién 3.3.B.16
Seatii= £ e ExXE. (x, viiel Y el aii=d Sec i) = L ET gra
fo (E,K) es, entonces, la c-contraccidn del bosque (Z,H) y le llamé

remos contraccién canénica de (Z,H). El grafo (E,K) esta, obviamen-

te, etiquetado por E.
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Observacién 3.3.B.19

La construccidén del pre-etiquetado candnico asegura que el
grafo contraido (E,K) es un grafo con un minimo nimero de puntos y
arcos entre los grafos reducidos que se explotan en (Z,H). Sin
embargo, existen, otros grafos reducidos con el mismo ndmero minimo
de puntos y arcos que también se explotan en (Z,H).

La siguiente figura muestra un grafo reducido, su bosque
explotado, este mismo bosque con el pre-etiquetado candénico y su

contraccién candnica, también, etiquetada.

) 5 -1 -2 -1
et -_ X
_ 1 %21 %22
Yo X20  Xo4q 2
21
2

1 2 x‘l . x1 X‘!‘I

— — *44q X4 11 %11 11
1 1 o o N
*00 *o00 00 100 00

Los dos grafos reducidos (no-bosques) de la figura tienen
el mismo nimero de puntos y de arcos y son distintos.
Diremos, entonces, que la contraccidn candnica de un bosque

es una contraccidn candnica minimal.

Observacién 3.3.B.20

a) Si se ordenan en cadena los elementos, xgi, de E (lo que
podria conseguirse ordenando léxico graficamente las ternas (p,i,j)
en este orden) dispondremos de un etiquetado natural del grafo con-
traido de tal manera que dicho grafo gqueda naturalmente ordenado.

Si la ordenacidén se hace como se ha sugerido este paréntesis obten-—

dremos, incluso, un grafo naturalmente ordenado por niveles.




b) E1 posible orden lexicografico de las ternas (p,i,j) pue-
de precisarse mucho mas. El orden para la primera coordenada p es
claramente el natural de 0 a k = dim(Z,H). El1 orden para la coor-

denada j es también natural, pues en igualdad de indices p e i se
m . e
pi -2 -1 1 2 pi
. 9 % e sy <y X Ly ve e X

pi pi’ pi’ pi’xpl pi
q = = 1 - * .
siendo L Card(Mf][xpi]) R dim(N,) en [xpi]

tienen las pre-etiquetas X

El orden para la coordenada i no es tan inmediato. Obsér-—
vese que en igualdad de la coordenada p el indice i representa cual
quier clase de clausura de longitud p lo que es tanto como decir
que se trata de cualquier arbol de longitud p.

Una ordenacidn (total) de un conjunto de arboles se puede
hacer como sigue:

1) Se clasifican los 4rboles por igualdad de longitudes.
[n] puede representar los arboles de longitud n. Las clases [n] se
ordenan naturalmente.

2) Hay un Unico arbol de longitud O que puede ser el primer
elemento si estd en el conjunto.

3) Los arboles de [1] se pueden ordenar seglin el orden natu
ral de sus ingrados.

4) Para cada arbol de [2], si x es su maximal y
X o = {x1,...,xr} siendo r el ingrado de x, se puede tomar la r+1-
upla (r,;1,...,;r) con ;151;25-"'-i;r' Ahora podemos ordenar estas
r+1-uplas lexicograficamente; donde los 6rdenes para las coordena-—
das ;i son los de [1].

5) Para cada arbol de [3], si x es su maximal y

X = {x1,...,xr} siendo r el ingrado de x se toma la r+1-upla

(PyX_ ,0005% ) €cON X, <X <...<x_y se ordenan éstas lexicografi-
1 r STt R

1 2 B

camente; los Ordenes para los xi son ahora los de [2].

6) Se procede recurrentemente.
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En la siguiente figura el arbol de la izquierda es menor

que el de la derecha.

A RN

(6,0,0,1,1,2,8]) {650,0:0515343)




3.4. ESTRUCTURA-BEL-EONJUNTO -DE- GRAFOS REDUCIDOS ISO=EXPLOTADOS

Retomamos aqui el orden definido (2.4.17) sobre el conjunto
de grafos reducidos no-etiquetados que tienen el mismo desingulari-
zado (Z,H). Recordemos que (X,G) <(X',G') si existe un morfismo bi-
rracional y: (X',G') — (X,G). Hemos estudiado en este capitulo
bajo qué condiciones una aplicacidn suprayectiva p:Z — E (un pre-

etiquetado) define una p-contraccidén de (Z,H) en (E,K), es decir,

bajo qué condiciones la aplicacién p, llamada contractiva, es un
morfismo birracional entre los grafos reducidos (Z,H) y (E,K). Tam-
bién hemos dado un procedimiento constructivo para determinar cand—
nicamente un elemento minimal del con junto ordenado aludido ante-—
riermente.

A este conjunto ordenado se le asocia por los procedimien-
tos descritos en el capitulo I un grafo transitivo y antisimétrico
Y, en consecuencia, también su grafo reducido. El siguiente teore-
ma aporta informacion sobre la estructura de este grafo reducido,
al que denotaremos por Iso{Z,H). Notese que Iso(Z,H) tiene un sdlo
elemento si, y sb6lo si, (Z,H) no admite contracciones, es decir, si,

y s6lo si,es un bosque formado por un solo arbol en el que los puntos

de Ng tienen el mismo siguiente.

Teorema 3.4.1

Si p:(X,G) — (X',G') es un morfismo birracional de grafos
reducidos, con Card(X) = m y Card(X') = n, entonces para cada p,
con n<p <m, existe un grafo reducido (X",G"), con Card(X") = p, vy
morfismos birracionales ¢1:(X,G) — (X",G") y wz:(X",G") — (X',G")

tales que wz o¢1 = P.




~134-

Bastara probarlo para el caso p = n+1 ya que el caso gene-

ral se deduce de éste usando recurrencia.

Sean x:E — X y i':E' — X', respectivamente, etiquetados
para los grafos (X,G) y (X',G') que tienen por desingularizacidn
comin un bosque (Z,H). Dichos etiquetados inducen pre-etiquetados
p:Z —> E y p':Z — E' sobre el bosque (Z,H). La aplicacién ¥ induce
una aplicacidén suprayectiva q:E — E' tal que g o p = p'. Podemos

representar estas aplicaciones en el siguiente diagrama:

donde 7= xop y m = x'op' son los morfismos explosidén que in-
ducen los pre-etiquetados p y p'.

Se tiene en particular que dos puntos de Z que tengan igual
pre—etiqueta relativa a E también tienen igual pre-etiqueta relati-
va a E'. Tomemos un par de puntos, x,y, en el maximo nivel posible
de (Z,H) tales que tengan igual pre-etiqueta relativa a E', es decir
p'(x) = p'(y), pero distinta pre-etiqueta relativa a E, es decir
p(x) # p(y). Sea E" el conjunto cociente de E obtenido identifican-
do las pre-etiquetas, relativas a E, p(x) y pl(y). La aplicacidn

q:E — E' factoriza a través de E'", es decir se tiene un diagrama:

A E oo
P ~
b o" | g .
4 E"

p\"/{

E|
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Por construccidn, es obvio que p" = r,p es un pre-etique-—
tado contractivo (teorema 3.2.6) y, en consecuencia, tenemos el dia

grama de grafos y morfismos birracinales:

//////1 (X,G)

(R e
= k/////
“'\ ,G") Y2 '

De la estructura del grafo reducido Iso(Z,H) ya sabemos que

(Z,H)

tiene un UGnico punto maximal, el bosque (Z,H), y que pueden exis—
tir, sin embargo, varios puntos minimales con el mismo ndmero de
puntos. (Observacidon 3.3.B.19). Del teorema anterior se deducen in-

mediatamente las siguientes conclusiones.

Corolario 3.4.2

Para cada grafo reducido (X,G) € Iso(Z,H), con Card(X) = n
y Card(Z) = m:

a) Existe, al menos, un camino con fin maximal que empieza
en (X,G) de longitud m-n.

b) Todos los caminos con fin maximal que empiezan en (X,G)

son de longitud m-n.

Corolario 3.4.3

Si (E,K) es el grafo contraccidén candnica minimal del bos-
que (Z,H) y Card(E) = n y Card(2) = m, entonces m-n es la dimensién

de Iso(Z,H).
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Corolario 3.4.4

a) Los arcos del grafo dual de Iso(Z,H) unen puntos que se
encuentran en niveles consecutivos.

b) En el grafo dual de Iso(Z,H) los puntos de un mismo ni-
vel son grafos del mismo cardinal (de puntos). Con mas precision,
si (X,G) ¢ Iso(Z,H) es un grafo de nivel Np en el dual de Iso(Z,H),

con Card(Z) = m, entonces Card(X) = m-p.

Observacidén 3.4.5

No se puede asegurar, sin embargo, que todos los minimales
del grafo Iso(Z,H) tengan el mismo nimero de puntos. En el siguien-
te ejemplo se muestra un bosque, su contraccidn candnica minimal y
una contraccién minimal (no candnica)del bosque con distinto nimero

de puntos que la contraccidn candnica minimal.

AN X

(Z,H) (E,K) (X,G)

Ejemplo 3.4.6

Para el bosque de la observacidn anterior se obtienen dos

contracciones con 8 puntos:

A NA

otras dos contracciones con 7 puntos; una de ellas minimal:

g KA
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y una contraccién con 6 puntos, la candnica minimal:

g

En la siguiente figura se muestra el grafo reducido Iso(Z,H)

E

y su dual.
(ZH) E = SUESKY)

E= (E,K) (Z:H)
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CAPITULO IV

EXPLOSIONES DE UN GRAFO ACICLICO

Nos proponemos extender el concepto de explosidén de un gra-
fo reducido dado en el capitulo II a grafos aciclicos para obtener,
en particular, la explosidn de un grafo transitivo y antisimétrico
gue puede ser considerado como un objetivo central en este trabajo

En la explosidén de un grafo reducido fue de vital importan-
cia poder clasificar sus puntos en niveles para explotar punto a
punto sin ambigiiedades. Esta propiedad, en realidad, caracteriza a
los grafos aciclicos (proposicion 2.2.1 y definicidn 2.2.2) y sera
utilizada para explotarlos, también, punto a punto, por niveles.
De ella se deduce la posibilidad de etiquetar ordenadamente sus
puntos respetando el orden de los niveles, en cuyo caso los caminos
son crecientes en las etiquetas de sus puntos, lo que también carac
teriza a los aciclicos (proposicidén 2.2.5). Esta (ltima propiedad
fue utilizada en grafos reducidos para dar una comoda definicidn
alternativa, esta vez global, de explosidén. Su importancia no se
reduce a la comodidad de esta definicidn sino que, como vimos a
continuacidn (teorema 2.3.22), nos permitid representar un grafo
reducido, a través de sus caminos maximales, por una coleccidn de
etiquetas. En el fondo de esta cuestidon lo que subyace verdadera-
mente importante es la representacidn de un grafo reducido por sus
caminos maximales (corolario 2.3.17). Una extensidén de esta repre-

sentacion a grafos aciclicos nos permitird explotarlos globalmente.



439

Finalmente se da un concepto de explosién de un grafo aci-
clico en un punto con independencia de su nivel y de la forma del
grafo en niveles inferiores y se establecen relaciones con los
otros conceptos de explosidén. Al resultado de aplicar sucesivas
explosiones puntuales le llamaremos '"explosidn geométrica'debido a la
conexidén con los procesos geométricos dados en la introduccidn.

Una vez introducido el concepto de explosidn geométrica, la
desingularizacidén de un grafo aciclico consistira en una terna
(?,E,é) donde (g,g) es un bosque y G da una estructura clbica sobre
dicho bosque. El1 nombre estructura clibica se debe a la aparicion,
en general, de numerosos cubos de distintas dimensiones en el grafo

e

{X,G). De hecho, propiamente hablando, una estructura cibica dara
lugar a un complejo celular cuyas células son cubos, es decir un
comple jo clbico, cuya estructura se detallard al final del capitulo.

La desingularizacién de un grafo aciclico se caracterizara
mediante una cierta propiedad universal resultando, a grosso modo,
la minima estructura clbica que se puede superponer, en un cierto
sentido, al grafo aciclico de partida. La relacidn de equivalencia
birracional geométrica, es decir aquella cuyas clases son los gra-
fos aciclicos con igual desingularizado,se podra analizar mediante
los conceptos apropiados de aplicaciones y morfismos birracionales

y birracionales geométricos.
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4.1. BOSQUE DE LAS CADENAS DE UN GRAFO ACICLICO

En la definicién de explosidn por niveles de un grafo redu-
cido (definicidén 2.3.8) utilizamos el espacio topoldgico asociado
u homdélogo al grafo reducido que es, también, homdélogo al grafo
transitivo de éste. Como tanto el grafo reducido (X,Gr) como su
transitivo y antisimétrico (X,Gt) representan a la clase de grafos
aciclicos (definicién 2.1.11) que son grafos parciales de (X,Gt),
el espacio topoldgico asociado (X,T) representa a toda la clase

como vemos a continuacién.

Proposicién 4.1.1

Sea (X,G) un grafo aciclico, (X,Gt) el grafo transitivo
representante de su clase, (X,GP) su grafo reducido y (X,T) el espa
cio topolégico asociado.

La familia {x,x € X}, donde x = {y, hay un camino en (X,G)
que une y con x } U {x} tomada como subbase de cerrados define en
(X,G) el espacio topolégico (X,T).

Esto es claro, pues, dos puntos estan unidos por un camino
en (X,GP) si, y sb6lo si, lo estan en (X,G), por lo que la familia

{;}x e X} coincide con la que define (X,T) como espacio topolégico

asociado a (X,Gr).

La unicidad de los representantes (X,Gt) y (X,Gr) para cada
clase de aciclicos es lo que permite recuperar estos grafos a par-
tir de su espacio topoldgico homdélogo (X,T) por medio de las apli-
caciones f y f" (notaciones 1.2.4 y 2.3.3). Lamentablemente, los
otros aciclicos distintos de estos no podran ser recuperados a
partir del espacio (X,T), pues hay informacién en cada aciclico no

representada en el espacio topoldgico, concretamente, todos aquellos
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caminos que no estdn en el reducido. Esto nos obligara a introducir
alguna variante en la definicidn de explosidn por niveles de un

aciclico.

En la definicidén de explosidén de un grafo aciclico que da-
remos a continuacién seguiremos paso a paso la definicidn de explo-
sién de un grafo reducido, de este modo obviaremos las observacio-
nes que sean comunes a ambas y sefialaremos sdlo aquellas que las

distingan.

En la observacidén 2.2.6 se ponia de manifiesto que si (X,G)
es un grafo transitivo y antisimétrico todos sus grafos parcialmen-
te reducidos tienen la misma particidén en niveles. Es decir, dado
un grafo aciclico, su particidén en niveles coincide con la del gra-

fo reducido representante de su clase.

Notaciones 4.1.2

Sea (X,G) un grafo aciclico, (X,Gt) su grafo transitivo y
(X,GP) su grafo reducido. Sean las aplicaciones t: QQC —+-§;A

r:g}ic == Q; que llevan cada aciclico en su transitivo y reducido,
respectivamente. Si denotamos por ga la aplicacidén que asocia a
cada grafo aciclico el espacio topolégico descrito en la proposi-
cién anterior,

a Ac
2 6

g > Tg tal que g (X,G) = (X,T),

g

es claro que ga =got =g o r.

Supondremos que los puntos de (X,G) estan etiquetados por
E=1{1,2,...,n}, siendo n = Card(X), y que el grafo (X,G) esta or-

denado naturalmente. La clasificacién de X en niveles quedara



A

k
descrita por X = | Np, con Np # ¢, p=20,1,...,k, siendo k=dim(X,G)
p=0

Definicién 4.1.3.- (Explosidn del nivel NO)

Llamaremos explotado del grafo aciclico (X,G) por los pun-—

tos del nivel NO al grafo (X1,G1) dado por:

X, = (X=N_) U {x.., x.eN
0 ij i

1 y (xi,xJ)e G}U M

0 0

donde MO son los maximales del grafo en No.

G = (6 —=Pflx. . x Ve, % e X B {0 ), x. e X}
1 e | ij 1 s 1] 1
Describiremos esta transformacidén con la notacidn

m
(50,16 = (% ) donde T_ representa al morfismo suprayectivo de

Ik G1 0

grafos dado por

1TO:><_l — X con WO(Xij) = X, si X, € NO - MO y (Xi’xj) eG, ¥

ﬂo(xi) =X WXy &NO - MO' A este morfismo le llamaremos explosidn

de (X,G) por los puntos del nivel NO).

Definicién 4.1.4.- (Explosidn del nivel Np)

Supondremos, ahora, que el grafo aciclico (X,G) es permisi-

ble en el nivel Np con p <k, es decir, que el subgrafo inducido en

p
u Nr es un bosque.

=0
=

Sea Xh € Np un punto cualquiera sobre el que realizamos las

siguientes transformaciones: si Og(xh) = 0, X}, €s una componente
conexa de (X,G) que conservamos invariante; si Og(xh) # 0 construi-
mos un

Modelo 4.1.4.A

il = (X, U dyh G/xp U {(xh,y)}) que es reducido y sea

(;h U {yiy, Th) su topologia homdloga por gr. De este modelo se



—143-

hacen las

Copias 4.1.4.8B

Tt = x4 a i i ook
Sea Xp Xp {xh} y (xh+, T4) la topologia discreta en xp 4

Construimos el espacio topoldgico producto (;h U{y],Th) X (xh

+,Td)

que denotaremos por (xh Uiy}, Xh*,T“)-

Conexidn 4.1.4.C

Sea (X—xh,G/X*gh) el subgrafo inducido en el complementario

de X, ¥y sea (X—;F,TC) su espacio topolégico hombélogo por ga. Obsér-
vese que este grafo inducido es aciclico pero no reducido ni tran-
sitivo, en general.

Sea el conjunto de puntos H = (X-;h) U (;h U {y} x x;+),

es decir, los puntos del complementario junto con los de la topo-

logia producto.
Se definen las funciones:

f1: (X - ;h) — H es la funcidn identidad y

f2: (xh U {y} x xh+) — H es tal que:

fz(xi,xj) = (xi,xj), ine xh, ij exho}

fz(y,xj) = xj, VXJ € Xy
Se toma en H la topologia final de los espacios topoldgicos

(X - xh,TC) y ( h U {y} x Xt ﬂr) y las funciones F1 y f espacio

2’

f
que denotaremos por (H’Th)'

Obsérvese que a partir de este espacio topolégico (H,T:)

. r .
no se recupera mediante f la parte no-reducida del grafo comple-

mentario de Xp» por lo que tendremos que recurrir al siguiente

arbificio.
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Recuperacién del grafo 4.1.4.D

Denotaremos por (XH,Gh) el grafo reducido asociado, median-

Ty,

r . 1o
te f , al espacio topolodgico (H,Th

La recuperacidén de la parte no reducida se hace adjuntando
a este grafo las cadenas suprimidas en la reduccidn.
Sea el grafo (XH,Gh U G/X - ;B) al que denotaremos, mas

abreviadamente, por (XH,GH) y al que llamaremos explotado de (X,G)

por el punto xh del nivel Np.

Una vez realizadas estas transformaciones para todos los
puntos xh € Np’ obtendremos como resultado final un grafo aciclico
que denominaremos por (X',G') y que es independiente del orden en

que se hayan tomado los puntos Xp del nivel Np. Diremos que (X',G')

es el explotado de (X,G) por los puntos del nivel Np'

Si E es un conjunto totalmente ordenado que etiqueta a X y

el grafo (X,G) esta E-ordenado entonces su explotado por los puntos

del nivel Np, (X',G'), queda E'-ordenado siendo E' = E% U Eé donde
. -~ . e |= = o+ 1 - . -
E} = {meE, x_ ¢ Np = U xl} ¥=EJ {ijli,j e E y existe X, € Np
xleNp

tal que Xig;;h y xje x;*]»y la biyeccidn x':E' — X' es, obviamente,

" — z ' N — $ 03 1 ' 4 _
x'(m) = x ~si me E1 y x'(ij) = (xi,xj) siije EZ' E' esta total

mente ordenado por el orden lexicografico y (X',G') esta E-ordenado.
Los nuevos puntos (Xi’xj) del explotado (X',G') les denotaremos en

lo sucesivo por x.., de este modo x'(ij) = x. ,.

1] = 1]
La transformacidn que pasa del grafo aciclico (X,G) a su

explotado por los puntos de nivel Np, (X',G'), es la explosidn de

(X,G) por los puntos de nivel Np que describiremos con la notacion
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™
(X,G)-w—E—— (X',G') aludiendo al morfismo suprayectivo de grafos

T XY —% = i ' = i ',
p.x X dado por np(xm) x sim €El Y "p(xij) x; si ij] aE2

Nétese que el grafo no-etiquetado asociado a (X',G') y el
morfismo Wp se pueden construir directamente a partir del grafo
no—-etiquetado asociado a (X,Q).

El grafo (X',G') es aciclico pero no reducido, en general,

aunque si es permisible en el nivel N

1 por lo que podemos explo-

tar por recurrencia en los niveles Np para p=1,...,k-1.

Definicién 4.1.5.— (Bosque de las cadenas de un grafo aciclico)

Sea (X,G) un grafo aciclico ordenado naturalmente por
k
E=1{1,2,...,n}. X estd clasificado en niveles por X = Y N_ siendo
p=0 P
k = dim (X,G). La ﬂo—explosién de (X,G) produce un grafo (X1,Gj) y

el morfismo no:(x1,G1) —> (X,G). Y para cada i=1,...,k-1, la
— s .

i explosion produce, a partir de (xi’Gi)’ el grafo (xi+1’Gi+1) y
el morfismo wi:(xi+1,Gi+1)-—* (Xi,Gi).

Llamaremos T-explotado o bosque de las cadenas del grafo

aciclico (X,G), y lo representaremos por (Q,G) = (Xk Gk)’ al grafo
]

resultante de la composicidén de explosiones sucesivas por los pun-

tos de nivel Np para p = 0,1,...,k=1. Al correspondiente morfismo,

m o o™ (X,G) — (X,G) le llamaremos T—-explosidn de

pore ol 4

k1
1

:'ﬂa
(X,G)

Notese que al igual que en la explosién de grafos reducidos
el grafo T-explotado (?,G) esta E;ordenado, donde las etiquetas de
E son sucesiones crecientes de puntos de E y, en consecuencia, los

puntos de X se denotaran de la forma x. . donde 1< i_< ...
1iipe-l = T

e SIS N
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En el siguiente e jemplo mostramos un grafo aciclico y su

explotado con las correspondientes notaciones para sus puntos:

5 5
3 4 35 25 %45
2 T 245
123 125
1 1235 1245

Siguiendo paralelamente lo obtenido en la explosidén de un

reducido podemos enunciar los siguientes resultados.

Proposicidén 4.1.6

a) x; es maximal en (X,G) si y sd6lo si x; es maximal en
(Xp,Gp), pata icada p=lL. K

b) Si X; € Np en (X,G) entonces los puntos de

(T B0 e a0 ) (x.) estédn en el nivel N de (X ,G ), para cada
0" 1 p-1 i P PP

D=k e ete 518 s

Pad
c) Para cada x = x. . € X se tiene que:

11.-.1

c1) Og(x) <1 y Og(x) = 0<=>xeM ((;;G) es un bosque)

C2) Card(x*) = q.

~ ~
c3) Si yeX y (x,y)eG entonces y = X4 i

Teorema 4.1.7

~
a) Existe una biyeccidn candnica entre los puntos de X y
los caminos con fin maximal de (X,G).
~ A A
b) Las etiguetas de los puntos del nivel NO de (X,G) des-

criben el grafo (X,G) como sigue:
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N oA
X = {x, | i es subindice en la etiqueta de alglin x € NoC %

Ar Fadiad
G = {(x.,x.) | existe x. - . EN. en (X,G) con i=i y
R T oe el Bk eosd 0] r
1 o+ q

En consecuencia, un grafo aciclico (X,G) queda univocamente

descrito por sus caminos maximales.
o - .~ . -

c) X esta etiquetado, también, por el conjunto de etiquetas
A
E formado por aquellos subconjuntos naturalmente ordenados, A, de
E tales que x/A es un camino con fin maximal de (X,G). La biyeccidn

A I A
del etiquetado iﬂ:E —» X viene dada por 1“(A) = X, g X si
A 1 a
=l e s
1 q

Como ya vimos en la explosidn de grafos reducidos, el apar-—

tado c) del teorema anterior sugiere la siguiente definicidn glo-—

bal, alternativa, de Tm-explosién y de bosque de las cadenas del

grafo aciclico (X,G).

Definicidn 4.1.8

A
Sea (X,G) ngc ordenado naturalmente por E = {1,...,n}

siendo x:E —= X la biyeccién del etiquetado.

A A A M
(X,G) donde X =(C (X,G) vy

A M M
G = {(s,s")eC (X,G)xC (X,G) tal que long(s) >1 y el camino s'

es igual al camino s menos el primer elemento }

A A
Es decir, (s,s') eG si,y sb6lo si, siendo s = Xo X eeeX o€ i
4 i, 1q
Se 22 St = &6 =
iene g > y X4 X

Z q
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A
El conjunto E del teorema anterior es un conjunto de etique

n . Y A e .
tas para X, la biyeccidon x:E — X es 1({11""’1q}) = Xy oeeeXg Y
A A A 1 q
el grafo (X,G) esta E-ordenado.
n AA [
Al morfismo de grafos 7:(X,G) — (X,G) dado por ﬂ(s)=xi
1
siendo s = Xg oweeXy le llamaremos m—-explosidén de (X,G).
1 qQ
Nétese que el punto Xs 4 i de X se corresponde con el
o 1 2;"
camino X, X5 ..o de CTKG) = X.
i i i
1 2 q

Como también vimos en la explosién de grafos reducidos se
puede determinar un grafo aciclico por un conjunto de etiquetas y
se pueden caracterizar los conjuntos de etiquetas de los grafos

aciclicos como vemos a continuacidn.

Teorema 4.1.9

Sea E = {1,...,nt y ACP(E). Supondremos para todo AeA ,
que A esta ordenado naturalmente. Entonces A determina un grafo
aciclico (X,G) para el cual A es el conjunto de etiquetas de los

~ Cellong p;
puntos de No de su bosque de las cadenas (X,G) si y so0lo si se veri

fican las condiciones siguientes:

ANNE =" A
Ace 4

b) Si p es el primer elemento de A y p e B con BeA, entonces
p es el primer elemento de B. Y si m es el Gltimo elemento de A y

me B con BeA4, entonces m es el Gltimo elemento de B.

En este caso X = E y (p,q)€G si,y s6lo si,existe A con

p,qe A tal que g es el siguiente a p en A.
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La condicién c) del teorema 2.3.22 que imponia la reduccién

del grafo no es necesaria aqui.

Si E y A descritos en el teorema anterior verifican las
condiciones a), b) y la siguiente condicidn:

e ST N0 = {primeros elementos de los conjuntos AeA} y
M = {Gltimos elementos de los conjuntos A€eAly si B = {p1,...,pm}
es un subconjunto naturalmente ordenado de E tal que p1€ NO y pme M

y para cada j = 1,2,...,m-1, existe AjE A con € AJ y tal

PP
1 sigui A. A
que pJ+1 es el siguiente a pJ en e entonces Be A,
entonces, existe un, y sdélo un, grafo reducido (X,G) con
Card(X) = n y un,y s6lo un, etiquetado x:E — X tal que (X,G) esta
~
E-ordenado y tal que A es el conjunto de etiquetas de N0 en el
Ve
bosque de las cadenas (X,G).
De un modo andlogo a como se hizo para grafos reducidos en
el teorema 2.3.26 podriamos dar una caracterizacidén de etiquetas
ordenadas por longitudes que representarian a los puntos del nivel

P
N_ del bosque de las cadenas de un grafo aciclico naturalmente orde

0
nado por niveles.

Los T-explotados de grafos aciclicos son la misma clase de
objetos que obteniamos al explotar grafos reducidos, bosques aqui
llamados bosques de las cadenas. Los puntos del bosque de las cade-
nas representan, como hemos visto y al igual que en la explosidn de
grafos reducidos, caminos con fin maximal del grafo aciclico de
partida. Esta es la raz6n por la que, también, disponemos aqui de

una propiedad universal para la T-explosidn y por la que, también,

podemos hablar de aplicaciones y morfismos birracionales.




-150-

Diremos, al igual que en grafos reducidos, que el bosque

e . . . .
de las cadenas (X,G) es el desingularizado del grafo aciclico (X,G)
E1l concepto de morfismo dominante se extiende, obviamente, a grafos

aciclicos. Se tiene entonces:

Teorema 4.1.10

Si  P:(X,G) — (X',G') es un morfismo dominante de grafos
y A A A NV
aciclicos vy n:(X,G) — (X,G) y q':(X',G') — (X',G') son sus de-
singularizaciones respectivas, entonces existe un Unico morfismo
A el ad o~ " . .
de grafos y:(X,G) — (X',G') que hace conmutativo el diagrama si-

guiente:

N
siendo el morfismo ¢ , también, dominante.

P
La construccidn de ¥ es igual que en el teorema 2.4.6

Corolario 4.1.11.— (Propiedad universal)

Si (X,G) es un grafo aciclico y w:(X,G) — (X,G) su explo-

sidén, entonces para todo bosque (Z,H) y todo morfismo ¢ : (Z,H) — (X,GQ)

A A
existe un Gnico morfismo V':(Z,H) — (X,G) tal que mo §'= y. E1

morfismo ' es, también, dominante.

Las aplicaciones racionales dominantes entre grafos acicli-
cos seguiran siendo los morfismos dominantes entes sus desingulari-
zados, aunque podran caracterizarse en términos de los aciclicos

haciendo referencia a los caminos con fin maximal.
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Teorema 4.1.12

Si (X,G), (X',G') son grafos aciclicos y Z es una corres-—
pondencia tal que para cada x € X, Z[x](:X' y para cada camino con
fin maximal en (X,G), c = x1x2...xq se tiene Z(c)e Z[x1], que cum-
ple las propiedades

1) Card Z|x| >1 VYxeX y VYxeM, Card z[x] =1 y z{x] e m'.

2) Todo elemento de Z[x] es del tipo Z(c) para algin camino

con fin maximal ¢ que comience en x.

3) 51 (XO’X1) eGyc = x1x2...xq es un camino con fin maxi-
mal en (X,G) entonces, llamando c¢' al camino x0x1...xq, se tiene
Z(c') = Z(c) o bien (Z(c'),Z(c)) € G', entonces, existe una dnica

aplicacién racional

~ A A A
¥:(X,G) — (X',G') que induce la correspondencia Z.

Los morfismos dominantes se pueden ver, entonces, como
aplicaciones racionales dominantes sin puntos de indeterminacidn.

Los isomorfismos de la categoria de grafos aciclicos y apli
caciones racionales dominantes les llamaremos aplicaciones birra-
cionales y cuando éstas sean morfismos les llamaremos morfismos
birracionales.

Obviamente, los morfismos birracionales entre grafos aci-
clicos son suprayectivos en los puntos y en los arcos, lo que permi
te definir una relacién de orden entre los grafos aciclicos que

tienen el mismo bosque de las cadenas.

Definicion 4.1.13

Sea (Z,H) un bosque no etiquetado y sean (X,G) y (X',G")

grafos no-etiquetados que se desingularizan en (Z,H). Diremos que
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(X,G) < (X',G"') si existe un morfismo birracional y:(X',G') — (X,GQ).

En la explosidén de un grafo reducido el etiquetado no era
necesario para la obtencidén del bosque explotado. Hay una relacion
estrictamente morfoldgica entre un grafo reducido y su explotado,
lo que permitidé hablar de contracciones de un bosque. Ahora un bos-—
que puede ser visto como el bosque de las cadenas de un grafo aci-
clico y puede ser contraido como tal, de un modo andlogo a como
hicimos con 1los grafos reducidos. Después de las observaciones
realizadas en la seccidén 3.2 y con los conceptos alli precisados
podemos enunciar la siguiente réplica al teorema 3.2.6 de carac-
terizaciones de p-contracciones.

Como en el capitulo anterior, si (Z,H) es un bosque pre-—
etiquetado por E mediante la aplicacidn suprayectiva p:Z — E y
K= {(i,j) ¢ ExE, existe (x,y) € H con p(x) = i, ply) = j}, diremos

que p es una aplicacidn contractiva aciclica del bosque (Z,H) si,

y sb6lo si, (E,K) es un grafo aciclico etiquetado por E cuyo bosque
de las cadenas (E,K) pre-etiquetado por E es el bosque (Z,H). Tam-

bién diremos que (E,K) es la p-contraccidén aciclica del bosque

(Z,H).

Teorema 4.1.14

Si (Z,H) es un bosque E-pre-etiquetado por p:Z — E y K el
conjunto de arcos dado arriba, entonces (E,K) es la p-contracciédn
aciclica de (Z,H) si,y s6lo si, Vx,ye Z con p(x) = p(y) se verifican
las siguientes condiciones:

1) x e y no son maximales.

2) x e y no tienen el mismo siguiente.

3) Existe un isomorfismo de grafos W:(;,H4/;d——b(§}H/§) tal

que p(z) = ply(z)), Yz ex.
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Se ha modificado la condicidén 2) del teorema 3.2.6, "ni x
cubre a y, ni y cubre a x'", que caracterizaba la reduccidén del gra-
fo contraido, por esta condicidon 2) necesaria para la contraccidn.
Las condiciones 1) y 3) siguen siendo necesarias para que el grafo
contraido (E,K) se explote en el bosque (Z,H).

En la siguiente figura se muestra un bosque y todas sus
posibles contracciones como bosque de las cadenas de un grafo aci-
clico. El pre-etiquetado mostrado en el bosque de partida da lugar
a la p-contraccidn representada por el (Gltimo de los grafos acicli-

cos mostrados, G. Los demas '"pre—etiquetados'" son caprichosos:

4 4 4 4 4 4 4
3 192 3 2 3 2 3 2 3 2 3 13
2 12 1 2 1 2 2 > 2
; ! ’ 1 1 1 1
A=(Z,H) B C D E = G=(E,K)

Obsérvese que, a excepcibén del propio bosque de las cade-
nas, A, s6lo el grafo del centro, D, es reducido, los demas son

aciclicos no reducidos.

Este teorema de caracterizacidon de p-contracciones acicli-
cas de un bosque nos va a permitir describir con mas precision la
estructura de orden del conjunto de grafos aciclicos con un mismo

desingularizado definida en 4.1.13.

La construccion de un grafo aciclico candnico y con un mini

mo nimero de puntos que tenga por desingularizado un bosque dado
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(Z,H) es mas sencilla que la realizada para grafos reducidos. La
contraccidén debe seguir haciéndose por niveles identificando puntos
de la misma clausura bajo la condicién global expresada como condi-
cién 3) en el teorema 4.1.14 (necesaria para que el contraido se
explote en el bosque dado) a excepcién de los puntos maximales
(que deben tener pre-etiquetas distintas) y de los puntos con el
mismo siguiente, condicidén esta Gltima que simplifica notablemente
la construccidn del contraido minimal. Al no tener que considerar
la condicién '"ni x cubre a y, ni y cubre a x'" que aseguraba que
el contraido fuera reducido, nos evitamos el tener que hablar de
brotes y de ramas brotadas para caracterizar el nimero minimo de
pre—etiquetas necesarias en el nivel NO. Ahora basta clasificar
los puntos del nivel NO por la relacidn '"tener el mismo siguiente"
y entonces to = maximo de los cardinales de las clases de equiva-
lencia de la relacidn "tener el mismo siguiente" es el nimero mini-
mo de pre-etiquetas para los puntos del nivel N_. Estas pre-etique-

0
2 %

tas pueden ser XOO’XOO""’XOO

como puntos de nivel N0 y de clase

de clausura 0. Si p<t_ y hay p puntos de N_ con el mismo siguiente

0 0

(independientemente de cual sea éste) se les asignan las p primeras

; 1 2 p
etigquetas x

OO’XOO’XOO' En niveles Np’ con p_z1, se clasifican sus

puntos por clausuras isomorfas como hicimos para la contraccion

candénica reducida. Para cada clase [xpi] se considera igualmente

el subgrafo inducido por (Z,H) en G i = U x*, es decir, el
~ XE[xpi]

b = . 1 i 3

osque [xpi] (Gpi’H/Gpi) El nivel N, del bosque [xpi]’ son

exactamente los puntos de la clase [xpi] en (Z,H), y puede clasifi-
carse por la relacidn '"tener el mismo siguiente'". Podemos llamar

tpi al numero de pre-etiquetas necesarias para los puntos de la
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1 2 pi :

clase de clausura [x .] y denotarlos por x_ _.,X .,...,%X . .Los maxi
pi pi’ pi pi =

males, como hicimos con la contraccién reducida, se pre-etiguetan

por separado de la misma manera. De este modo disponemos del si-

guiente cuadro de pre-etiquetas:

Recopilacién de pre-etiquetas 4.1.15

El bosque (Z,H) queda pre-etiquetado por:

Nivel N _:
ive 0
]l t0
XOO""’XOO s tO:=max1mo numero de puntos de NO con igual siguiente.
—-m
-1 0
00’ " *%00 3 Mg = Card(MO).

Para cada p = 1,2,..s,k=1 se tiene:

Nivel Np :clases de clausura [xp1],...,[x - ] y para cada [xpi]:

t "
1 pi = 2
el ey ) y Tt _ . = maximo numero de puntos de N_ en rx .]*
pi pi pi 0 =i
con igual siguiente.
=4 “Moi
Nomsegiaa g o g , m . = Card(M_,) = Card(M |x . |*
pi pi pi pi pi
(B0 3 Il b S
P
r r
Y‘p (‘p
t = |} t_. y m = J m_ . = Card(M )
IS 2 P 4Pl p
ivel N : clase 3
Nivel N, : clases de clausura [xk1], ’[xk"k] y para cada [xki]
-m
-1 ki
FEREEEE ; m, = Card(M _.) = Card(Mﬂ[xki])
con 1 = 1,..,rk
v
K
- v =
My L Card(Mk)
1=
k=1
Finalmente, t = t + !t y m = cCard(M)
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Estas pre-etiquetas son, en su descripcidn genérica, las
mismas que las recopiladas en 3.3.B.15 para la contraccién candnica
reducida, solamente cambia el significado de los tO y tpi'

Si denotamos por E el conjunto de estas t+m pre-—-etiquetas
la aplicacidén c:Z — E que asigna a cada punto del bosque, xe Z, su
pre—etiqueta, xéi e E, es un pre-etiquetado sobre Z (por ser supra-—
yectiva) y es candénico por construccidén (salvo los automorfismos

que actlan sobre los puntos de la misma clase de clausura con igual

siguiente).

Teorema 4.1.16

La aplicacidén c:Z — E mencionada anteriormente es una apli
cacién contractiva.

Probaremos las tres condiciones para aplicaciones contrac-
tivas aciclicas dadas en el teorema 4.1.14 siguiendo la prueba del
teorema homdlogo para grafos reducidos dada en 3.3.B.17. Si x,yeZ
tienen la misma pre-etiqueta, entonces, por construccidén, ni son
maximales ni tienen igual siguiente.

Como c(x) = c(y), los grafos inducidos en sus clausuras son
isomorfos. Construiremos un isomorfismo w:(;,H/Y) = (Y,H/;) para
el que c(z) = c(¥(z)), Yz €x.

a) Si x,y eN1, cualquier biyeccidn entre x = x} e y-{y}
es un isomorfismo y basta tomar la aplicacidn y: x={x}—=>y - {y}
que identifica las pre-etiquetas de ambos conjuntos.

B 81 X,V e Nq, q>1 y zeX, sea ¥: x — y un isomorfismo
cualquiera y Y¥(z) = z'ey. Sean c(z) = xgi NEctEZ = xé; (pues es

obvio que z y z' son del mismo nivel y misma clase de clausura),
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probaremos que j=j'. Pero esto es claro, pues en [xpi]*, Zyz'e NO
y tienen siguientes respectivos w y w' (ver figura en 3.3.B.17).
Como los subgrafos inducidos en w y w' son isomorfos, hay el mismo
nimero de puntos de la clase [Xpi] con siguiente en w, que con
siguiente en w' y, en consecuencia, salvo los automorfismos que
actlan sobre estos puntos, a z y z'se les asigna el mismo superin-
dice: j=j'. En el apartado c) de 3.3.B.17 esta construido con pre-

cisidn el isomorfismo § como producto de sucesivas correcciones del

isomorfismo W:;'—Py'de partida para cada x,y eNq.

Definicidén 4.1.17.-(Contraccidn aciclica candnica de un bosque)

Si (Z,H) es un bosque pre-—-etiquetado candnicamente por la
aplicacidn contractica ¢:Z — E definida anteriormente y
K= {li,.j¥e ExE, (x;y)e H ¥ elx) = i; ely) = jl; Llamacemos con-

traccidén aciclica candnica de (Z,H) al grafo (E,K).

Por construccidén, Card(E) = t+m es minimo para todas las
posibles contracciones de (Z,H), sin embargo hay otros grafos aci-
clicos con el mismo nimero de puntos y de arcos que (E,K) que tam-

bién éé”éxblotan en (Z,H) como ya vimos en la observacidén 3.3.B.19.

Estamos ya en condiciones de describir con mas precisidn
la estructura de orden del conjunto de grafos aciclicos con un
mismo desingularizado (Z,H). Como en el caso de los reducidos, a
este conjunto ordenado se le asocia un espacio topoldgico T0 y un
grafo aciclico y transitivo y, en consecuencia, también, su grafo

reducido al que denotaremos por Iso,b(Z,H).

A
Es claro que Iso(z,H) C,ISGA(Z,H). Ahora, IsoA(Z,H) tiene

un s6lo elemento, el propio (Z,H), si y s6lo si, (Z,H) no admite
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contracciones aciclicas, es decir, si,y s6lo si,es un bosque forma-
do por un solo arbol con todos sus brotes con el mismo siguiente

en el nivel N1. Es decir, es de la forma

Como en grafos reducidos, se puede enunciar el siguiente
teorema que aporta gran cantidad de informacidén sobre la estruc-

tura del conjunto Iso,h (Z,H).

A

Teorema 4.1.18

Si (X,G) — (X',G') es un morfismo birracional de grafos
aclclicos, con Card(X) = m y Card(X') = n, entonces para cada p,
con n< p <m, existe un grafo aclcdico (X",G") con Card(X") = p, y
existen morfismos birracionales ¢1 ¢ (X,6) — (X",G") ¥y

1‘12:()(rl,Gul) —> (XI’G') tales que \pzo 'LD_1 = V.

De este teorema y de los resultados descritos anteriormente

se obtienen las siguientes conclusiones:

Corolarios 4.1.19

a) E1 bosque (Z,H) es el Gnico punto maximal de IsoA(Z,H).

b) Para cada grafo aciclico (X,G) eIsoA(Z,H), con Car‘d(x):ny
y Card(Z) = m, se tiene:

b1) Existe, al menos, un camino con fin maximal que empieza

en (X,G) de longitud m-n,
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b2) Todos los caminos con fin maximal que empiezan én (x,G)
son de la misma longitud m-n.

c) Si (E,K)es la contraccién aciclica candnica minimal del
bosque (Z,H) y Card(E) = ny Card(Z) = m, entonces m-n es la dimen-—
sion de IsoA(Z,H).

d) En el grafo dual de IsoA(Z,H) los puntos de un mismo
nivel son grafos con el mismo nimero de puntos. Ademas, si (X,G) €

€ IsoA(Z,H) es un grafo de nivel Np en el dual de IsoA(Z,H) y

Card(Z) = m, entonces Card(X) = m-p.

Observacion 4.1.20

a) Es claro que Iso(Z,H), e IsoA(Z,H) son grafos conexos,
pues tienen un Gnico maximal (Z,H). Iso (Z,H) es, entonces, un
subgrafo conexo de IsoA(Z,H) con el mismo maximal. No se puede
decir, sin embargo, que Iso(Z,H) sea un grafo parcial pero si que
es un subgrafo inducido de IsoA(Z,H). En general, el cardinal de
la contraccién aciclica candénica minimal de (Z,H) es menor que el
de la contraccién candénica minimal reducida.

b) Si (X,G) e IsoA(Z,H) es un grafo no-reducido y
p: (X,G) —= (X',G') es un morfismo birracional, entonces (x*.@at) es
un grafo no-reducido, ya que ¥ conserva los niveles de los puntos.
En consecuencia, en IsoA(Z,H) no hay arcos (x,y) con x reducido e
y no reducido y, por tanto, si hay un camino en IsoA(Z,H) que une
dos grafos reducidos, todos los puntos del camino son grafos redu-
cidos. Esta propiedad la referiremos diciendo que el subcon junto

1so(Z,H) es un subconjunto continuo de IsoA(Z,H). Como por otro

lado Iso(Z,H) es un subgru}o inducido de IsoA(Z,H) diremos, tam-

bién, que es un subgrafo inducido continuo.

Estas observaciones se ponen de manifiesto en el siguiente

e jemplo:



-160-

Ejemplo 4.1.21

En en ejemplo 3.4.7 se da un Iso(Z,H) para el bosque (Z,H)
de la observacidn 3.4.6. Los puntos de Iso(Z,H) han sido descritos
con letras mayusculas. Construimos, a continuacién, otros grafos
no-reducidos de IsoA(Z,H), que designaremos por letras minGsculas,
y, finalmente, dibujamos el grafo IsoA(Z,H).

Hay un grafo no-reducido con 8 puntos:

dos grafos no-reducidos con 7 puntos

b C

un grafo no-reducido con 6 puntos

d
y un grafo no-reducido con 5 puntos, el contraido aciclico canénico

minimal

E1l grafo IsoA(Z,H) es, entonces,
(zZ,H)

A

29
T
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Hay, obviamente, bosques (Z,H) para los que Iso(Z,H) e
lsoA(Z,H) son el mismo grafo. De los teoremas 3.2.6 y 4.1.14, que
caracterizan las p-contracciones reducidas y aciclicas, se obtiene

el siguiente resultado:

Proposicidén 4.1.22

Dado un bosque (Z,H), Iso(Z,H) = IsoA(Z,H) si, y sdlo si,no
existen dos puntos x,y € Z cumpliendo las condiciones:

a) x e y no son maximales.

b) x + # y * pero uno de ellos cubre al otro.

c) (x,H/x) = (y,H/¥).

Observacidon 4.1.23

Hemos visto como no todos los puntos minimales de Iso(Z,H)
son grafos con el mismo nimero de puntos. La razén de esto es que
se pueden hacer contracciones de un bosque (Z,H) que identifican
brotes de ramas principales distintas no respetando el orden indi-
cado en la contraccidn canodnica minimal, lo que puede impedir que
sea posible la identificacidn de puntos de nivel superior sin des-
truir la reduccidn del contraido. En el ejemplo 3.4.6, el bosque
(Z,H) se puede contraer en el grafo B (en contra de los criterios
para la contraccidén candnica minimal) y este grafo B sélo se puede
contraer en un grafo reducido, el D. En este grafo D no se pueden
identificar los puntos del nivel N1 conservando la reduccidon (a
pesar de que estos puntos cumplen las condiciones para una contrac-—

cidén reducida dadas en el terorema 3.2.6), por lo que este grafo D

es minimal en Iso(Z,H) pero no en IsoA(Z,H).
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Parece que la condicidén de reduccidn es la responsable de
que los puntos minimales de Iso(Z,H) no sean, en general, grafos
con el mismo ndmero de puntos, lo que nos podria hacer pensar que
en IsoA(Z,H) los minimales son del mismo cardinal y, en consecuen-
cia, que dos puntos de IsoA(Z,H) estan en el mismo nivel si)y s6lo
si,los grafos que representan son del mismo cardinal.

Pero no sélo la reduccidén es responsable de esta anomalia.
El orden sefalado en la contraccidén candnica minimal con que se
identifican los puntos de la misma clausura es determinante para la
obtencidén de este minimal y este orden también afecta a la contrac-
cidén aciclica candnica minimal. Recuérdese que si n puntos tienen

: 1
etiquetas x .,...,xrl
pi

pi,a g puntos de la misma clase y mismo siguien-—

. 1 .
te se les dan etiquetas x .,“.,xq. y no otras, lo que no solo

pi pi
determina la canonicidad del contraido sino también el nimero mini-

mo de puntos.

El bosque (Z,H) de la siguiente figura

admite dos contracciones (A y B) con 7 puntos y otras dos (C y D)

On N PN

con 6 puntos
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E1l grafo D es el contraido candonico y C es, también, minimal.
El grafo Iso(Z,H), que coincide con IsoA(Z,H) pues el bos-—

que (Z,H) verifica las condiciones de la proposicién anterior, es:

(z,H)

c D

En el bosque anterior, los puntos x € Yy deben portar la pre-
etigueta 1 para contraerse canénicamente; si se hace x=1 e y=2 el
orden en la identificacion se altera, lo que conduce a la contrac-
cién en C.

Si, ahora, tomamos el Dbosque (z',H') consistente en dos
copias de (Z,H) y una la contraemos en el grafo C y la otra en el
grafo D, la contraccién de estos dos por la identificacion dada
en la siguiente figura es, claramente, minimal en IsoA(Z,H), como

se muestra a continuacion.

7 8 i 8
4%5 4% su contraccidn 4®6
—_—
1 2 1 2 ! ¢

La contraccién minimal candnica de (z',H') es la contrac-

cién de dos copias de D, como muestra la figura siguiente:

6 7 6 7
4 5 4 3 ou contraccién 3 = (E,K)
SN 4 \\\\
1 2 1 2 1 2

Este grafo (E,K) tiene un nGmero de puntos menor que el
minimal anterior. Como Iso(Z',H') = IsoA(Z',H‘) es, pues, un ejem-

plo para esta observaciodn.
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4.2. EXPLOSION COMPLETADA DE GRAFOS ACICLICOS

Hasta aqui hemos transformado el grafo aciclico (X,G) en
~ oA
un bosque (X,G) de un modo paralelo a como explotamos grafos redu-
~ A

cidos. El bosque (X,G) es explotado comin de diversos grafos aci-
clicos, reducidos o no; en €l hay disuelta una gran cantidad de in-
formacidén que poseen los grafos aciclicos de procedencia y que se
pierde en la separacidon de las cadenas. En el concepto de explosidn
gque finalmente queremos dar, y que llamaremos explosidn completada,
deseamos conservar una buena parte de la estructura de cada grafo
aciclico.

Obsérvese que en un grafo reducido (X,G) si x es un punto
singular, los puntos de x 4+ pueden encontrarse en niveles arbitra-
rios superiores al de x pero, en cualqguier caso, el grafo (x +,G/x 1)
es, siempre, totalmente desconectado. Sin embargo, si (X,G) es un
grafo aciclico no-reducido el grafo (x +,G/x +) posee arcos (en ge-
neral). Cada punto singular x se explota en tantos puntos como
Card(x—+), pero el defecto de la m-explosidn que acabamos de expo-
ner radica en que los puntos explotados de x no heredan las rela-
ciones orden de su ascendente de referencia, el grafo (x_+,G/x—f).

El ejemplo mas sencillo de lo que queremos hacer nos lo pro

porciona el grafo aciclico (X,G) de la figura:

3

Su bosque de las cadenas es



w5 G

25
13

123

donde el punto 1 se explota en {123,13} vy 174+ =1{2,3}

El grafo inducido en 1 + es ({2,3} , {(2,3)}) que, conser-
vado isomorfamente en la explosidén de 1, nos proporciona el nuevo
arco (123,13) por lo que finalmente el grafo explotado completo va

a ser:

13

123

Por esta razon, el explotado completo del grafo
4

- il
dado que 1 4+ = {2,4} y el grafo inducido en él es totalmente desco-

nectado, sera: 4

34 ‘s

234

1234

Daremos dos versiones alternativas del concepto de explo-
sién completada. En la primera se pondra de manifiesto que el explg
tado completo de un grafo aciclico (X,G) contendra al bosque de las

’ N T . -
cadenas de este, (X,G), como grafo parcial y se obtendra a par-

tir de €1 cuando éste esté convenientemente etiquetado. Desde este



-166-

punto de vista, podremos decir que el explotado completo es el re-
sultado de una explosidn completada por niveles del aciclico. Como
disponemos de un procedimiento alternativo global para obtener el
il - .
bosque de las cadenas, (X,G) esto nos permitira dar otra version

de explosidn completada global del aciclico (X,G).

Definicidén 4.2.1.—- (Explosidn completada de un grafo aciclico)

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2,...,n} y n=Card(X),

un grafo aciclico ordenado naturalmente. X estd clasificado en nive
K
~~ o~
les por X = UN, con N_ # @ y k = dim(K,G). Sea (X,G) el bosque
p=0 ¥
de las cadenas de (X,G) descrito en la definicidén 4.1.5. Llamaremos

el
explotado completo de (X,G) al grafc sobre X cuyo conjunto de arcos

3

?

gue denotaremos por E, es el conjunto de arcos (x,y) con x:xi i

i
X . siendo {j_.,e..,j } C{i,,...,i }. Llamaremos explosiodn
J2...Jq J2 Jq 1 q e

~ —
completada de (X,G) al morfismo de grafos g:(X,G) — (X,G) dado por

y:

Se ha visto, teorema 4.1.7, como un grafo aciclico (X,G)
P . . ) M
queda univocamente descrito por sus caminos maximales, C:O(X,G).
Como en un ciclo no se puede hablar de puntos '"maximales'" y se tie-—
nen, en él, caminos de la longitud que se desee, podemos afirmar,
ademas, que los grafos aciclicos constituyen la clase mas amplia de
grafos caracterizables por sus caminos maximales.
Como los puntos del bosque de las cadenas de un grafo aci-
a M
clico (X,G) representan los caminos con fin maximal, X = C (X,G),
podemos dar una definicidon alternativa de explosidén completada de

~ A

A A
un grafo aciclico en términos del grafo (X,G) = (X,G).
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Definicidn 4.2.2

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2,...,n} por medio
de x:X — E y con n = Card(X), un grafo aciclico ordenado natural-

N
mente. Llamaremos explotado completo de (X,G) al grafo (X,G) donde:

G = Ilssst)e CM(X,G) X CM(X,G), long(s) >1 y s' es igual al camino

s menos uno cualquiera de sus elementos}

Es decir, (s,s') e G si y sélo si siendo s:{1,2,...,q} — X
inyectiva y con s(g)e M, se tiene g>2 y s' = s/{1,2,...,0}-{j}
con 1<j<q.

A A
Un conjunto de etiquetas para X es el conjunto E formado
por aquellos subcon juntos ordenados, A, de E tales que x/A es un
M . A A A
camino de C (X,G). La biyeccidn que define el etiquetado es AESREX
=4 A
tal que si s:{ 102, saaq i} — Xy X (s({1,2,...,9})) € E, entonces
A -1 A . ; 2=
x(x (s)) = s. E esta totalmente ordenado por el orden lexicografi-

A - A
co y (X,G) estd E-ordenado.

Llamaremos explosion completada al morfismo de grafos

A — A
m:(X,G) — (X,G) dado por w(s) = s(1), para todo se X y
Siilyeae,qy —> Xq
Obviamente, ambas explosiones son equivalentes, basta iden-—

P R
tificar el punto x = X3 i del explotado (X,G) con el punto
4t
S = Xg se.X, , es decir, s = {i1,...,iq} —> X, de (X,G). No hay
1 q

ambigiiedad en la designacién de ambos conjuntos de arcos por la
misma notacidén G siempre que se precise cudl es el conjunto de pun-—

~ A
tos, X o X, entre los que se establecen los arcos.

Proposicion 4.2.3

s ==
El grafo (X,G), explotado completo del grafo aciclico (X,G),

es reducido.
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En efiecko; Si x1...xp+1 es un camino de longitud p > 1 en

(X,G), cada punto xi de este camino representa un camino con fin

maximal en (X,G) y difiere de su siguiente L exactamente en un

subindice de su etiqueta por lo que x1 difiere de xp+1 exactamente

en p > 1 subindices y por tanto (x1,x 1) no es un arco de G.

p+

Observacidn 4.2.4

Obsérvese que si (x,y) eG y X=X, i .3 con
1 p-1 p p+1 o]
i, e E, entonces y = x, ; - . donde 1< p <q (si p = q,
il e gt i 5.5 et —
1 p=1"ipil q

entonces xi y xi serian ambos maximales, en cuyo caso

p p-1
e : ¢ %) s

11"'1p—11

" ~
El caso p=1 significa que (x,y) e G (por tanto GCG), es
decir, x e y son puntos consecutivos de un camino del bosque de las
A NS == s
cadenas (X,G). El caso p > 1 significa que (x,y) ¢ G -G, es decir el
arco (x,y) une puntos que se encuentran en caminos distintos del
— N

Ar N
bosque de las cadenas (X,G). Llamaremos a estos arcos de G -G arcos

transversales. En este caso, estos mismos caminos estan unidos, tam-

bién, por otros arcos transversales. Mas explicitamente se tiene

i, ; . e : ) € GG, ;
Lo els L i’ i 5 i € , para todo J< p-
N .o . ¥

id i
p-1 p p+1 a p-1 q

La siguiente figura ilustra esta observacién:
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X
] q
x(p+2)...q
x(p+1)...q

*(p+1)...q

*(p=1)(p+1)...q “(p=1) (p+1)...q

Ix2..(p—1)(p+1)..q Xpeee (p=1)(p+1)..
X . X : X X
2 Do el RO -
I a I x12..(p—‘l)(p+1).?q 9 Tee-te=1lLps1le
X X
1 N2l
: 4209
” - . N_ -
Obsérvese, también, que el morfismo q:(X,G) — (X,G) viene
dado por q(x. . ) = X, y entonces si (x,y) eG con x = x. o N
g0 el i AR oo,
1 q 1 1 q
= ota . Jonaiale s ail e e € se tiene:
y i 5 y {J, Jq}C{ 1 q}
q
”~
a) Si (x,y) € G, es decir jk = ik’ vk = 2,...,q, entonces
= o0 . y (m(x),n(y)) = (x. ,x. ) €eG. Por tanto, el morfismo
12...1q i,

m aplica los arcos de los caminos con fin maximal de (X,G), es
. A A
decir, los arcos del bosque de las cadenas (X,G),en arcos del grafo
e
(X,G).
—
b) Si (x,y) e G -G, entonces i1 = j2, y por tanto g(x) =
nly) = xi . Luego, el morfismo w aplica los arcos transversales del
1

explotado completo en puntos de (X,G). La siguiente figura muestra

este fendmeno:
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La siguiente proposicidn muestra como el concepto de explosidn

explosidn de un grafo reducido.

Proposicion 4.2.5

Si (X,G) es un grafo reducido,su mw-explotado como reducido
coincide con su bosque de las cadenas y con su explotado completo
como aciclico.

En efecto, la primera afirmacién es evidente y para la se-

N - .
gunda, si dos puntos x,y ¢ X estan en caminos distintos del bosque
A A
de las cadenas (X,G), entonces, por ser (X,G) reducido, los sub-
indices de la etiqueta de uno cualquiera de los puntos no son, to-
- —_— A
dos ellos, subindices de la etiqueta del otro, por lo que (x,y)¢ -G

== Pad
es decir, no hay arcos transversales, y, en g¢onsecuencia, G = G.

Por otro lado, es claro que el bosque en que se explota un
grafo reducido es sumergible en el bosque de las cadenas de cual-
quiera de los grafos aciclicos de la clase que representa. Cada uno
de estos bosques de las cadenas es sumergible en el explotado com-
pleto del correspondiente aciclico y los explotados completos de
todos los aciclicos de una misma clase son sumergibles en el explo-

tado completo del transitivo que representa a la clase.

;Qué relaciones hay entre el bosque de las cadenas y el ex-—
plotado completo de los aciclicos de una misma clase? En el siguien
te ejemplo se describen el bosque de las cadenas y el explotado com
pleto de cada uno de los grafos aciclicos de la clase representada
por un camino de longitud tres. En la figura se puede observar cdémo
dos grafos aciclicos distintos de la misma clase pueden tener dis-

tinto bosque de las cadenas e igual explotado completo.
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Reciprocamente a lo observado en el ejemplo anterior, en el
siguiente se muestra como dos grafos aciclicos distintos de la mis-
ma clase, es decir, con el mismo reducido y mismo transitivo, pue-
den tener el mismo bosque de las cadenas y distinto explotado com-—

pleto.

Ejemplo 4.2.7

(X,G) AC X% (X, %

Ao D
A Ay

También es posible dar un par de grafos aciclicos distintos
de la misma clase con el mismo bosque de las cadenas y el mismo

explotado completo, lo que se muestra en el siguiente

Ejemplo 4.2.8

AC s Vv

(X,G)e G (X,G) (X,8)

ASRINS
CHOTRG
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Observacidn 4.2.9

En la explosién de un grafo aciclico el etiquetado no es
necesario para la obtencidn del bosque de las cadenas. Esto es lo
que ha hecho posible que podamos hablar, también en este caso, de
p-contracciones aciclicas de un bosque. Desde este punto de vista
podemos decir que hay una relacidn estrictamente morfoldégica entre
un bosque y sus contracciones. Los objetos que se obtienen en la
explosidon completada de un aciclico se podran describir, a grosso
modo, como 'configuracines de cadenas y semiciclos de cuatro arcos"
(esto requerira algunas precisiones) y su obtencién a partir del
grafo aciclico de partida, o del bosque de las cadenas como paso
intermedio, requiere necesariamente de las etiquetas. Los e jemplos
anteriores ponen de manifiesto el poco sentido que tienen hablar de
contracciones para estas "configuraCiOﬁes" no—etiqqetgdqs. Desde
luego, hay una relacién morfoldgica entre el grafo aciclico y el
explotado completo dado que el bosque de las cadenas de aquel esta
sumergido en éste conteniendo todos sus puntos, pero hay también
una relacién sintactica (a través de las etiquetas) sin la cual no
es posible recuperar ni el bosque de las cadenas ni el grafo aci-
clico de partida. Para empezar, una "configuracidn" no etiquetada
admite mlltiples bosques de cadenas no etiquetados sumergidos en
ella y cubriendo todos sus puntos (ejemplo 4.2.6); ademas, '"confi-
guraciones distintas pueden albergar sumergido el mismo bosque de
las cadenas (e jemplo 4.2.7) y para terminar, la igualdad de los bos
ques de las cadenas y del explotado completo no es suficiente para
determinar el grafo aciclico de procedencia (ejemplo 4.2.8). Y has—
ta ahora nos hemos referido, en los ejemplos, solamente a grafos

aciclicos de la misma clase; si liberamos a los grafos aciclicos de
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procedencia de la condicidén de ser de la misma clase el interés por

la contraccion decrece notablemente.

Los siguiente e jemplos abundan en las escasas relaciones
morfolégicas entre un grafo aciclico o su bosque de las cadenas y
la "configuracién" de su explotado completo y sefialan la vincula-

cién sintactica entre unos y otros.

Deseamos, también, poner de manifiesto que la explosidn de
un grafo aciclico no es una extensidn trivial de la-e;plosién de un
reducido. Los e jemplos sefialan, también, esta diferencia. Como en-
tre los grafos aciclicos tienen especial relevancia los grafos tran
sitivos que representan a cada clase, en los e jemplos, hemos trata-

do sdlo con grafos transitivos por lo que se sefialan aln mas las

observacines anteriormente hechas.

En cada e jemplo se dibuja, en cada fila y para cada uno de
los dos grafos transitivos contemplados, el grafo reducido, el
m—-explotado de este grafo reducido, el bosque de las cadenas del

transitivo y el explotado completo del transitivo.
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Ejemplo 4.2.10

Dos grafos aciclicos y transitivos distintos pueden tener
igual explotado de su reducido, distinto bosque de las cadenas y
distinto explotado completo.

~ AF A AJ‘_
(x,6") (X,8") (X6 (%3

Ejemplo 4.2.11

Dos grafos aciclicos y transitivos distintos pueden tener
distinto explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas Yy

distinto explotado completo.

> M A

# = #

0 0 B
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Ejemplo 4.2.12

Dos grafos aciclicos y transitivos distintos pueden tener
distinto explotado de su reducido, distinto bosque de las cadenas

e igual explotado completo.

TR (X,8") (% &5 (X' G)
< G * ﬂ\q
# £ =

Ejemplo 4.2.13

Dos grafos aciclicos y transitivos distintos pueden tener
igual explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas y dis-

tinto explotado completo.

G s
A

136 146 156 256 136 146 156 256

= %
6 ‘
36 ¢ 56 46 3846 46
16 26
136 156 256 246 I L
Este ejemplo es el de mayor interés al mostrar como tener
igual explotado del reducido e igual bosque de las cadenas no deter

mina el explotado completo estando éste s6lo determinado por aque-

llos a través de sus etiquetados.



477~

Ejemplo 4.2.14

Dos grafos aciclicos y transitivos distintos pueden tener
igual explotado de su reducido, igual bosque de las cadenas e igual

explotado completo.

(x,6") (X,8" (X,65) (%,6)

&

En realidad, hay ejemplos triviales de este caso como: cual
quier par de grafos reducidos de dimensidn uno con igual n-explota-
do. Aqui se muestra el ejemplo mas simple de entre los no trivia-
les, es decir con dim(X,G) > 2. (Es el Unico par de grafos conexos

distintos con menos de seis puntos para el que las tres explosiones

son iguales).
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4.3. EXPLOSION GEOMETRICA DE UN GRAFO ACICLICO

En este paragrafo daremos una definicidén de explosidn de un
grafo aciclico en un punto arbitrario del mismo y veremos que explg
tando sucesivamente el grafo en sus puntos de una manera ordenada
obtenemos el grafo explotado completo. Esta definicidn puntual de
explosidn esta sugerida por el concepto habitual de explosidn en la
geometria tal y como hemos indicado en la introduccidn y, por esta
razéon, utilizaremos el calificativo 'geométrico'" en las explosiones

que aparezcan en esta secciodn.

Definicidn y notaciones 4.3.1

Llamaremos suma de dos grafos (X,G) y (X',G'), y lo denota-

remos por (X,G)x(X',G'), al grafo cuyo conjunto de puntos es XxX y

gque tiene por conjunto de arcos a
{(x,x"),(y,y")) e GxG', (x=y y (x',y')eG') 6 ((x,y)eG y x'=y')}

También escribiremos (X,G) x (X',G')

(X x X', G x G') de-

notando abusivamente por G x G' al conjunto de arcos del grafo suma.

Nota: No hay acuerdo entre los diversos autores en la denominacidn
del grafo que acabamos de definir como "suma'. Esta denominacidn es
la dada por Berge en |B1| pag.304 y por Cvetkovié¢ en |C.D.S.| pag.
65. Sin embargo, Harary en |H.1| pag. 22 llama "producto" a lo que

aqui hemos llamado suma.
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Ejemplo y observaciones 4.3.2

m . e LI
' : ik n2' n3l :nm
I 1 I L |
3 | 3| 34 LB L o . S48
. _ 32| 33
21 - - - - — - ~¢Zm
2 & 22| =
1 1 L R T L m
23
3 13
- 21
x =
! 1 2 11 12

Nétese que si Card(X) = n, Card(G) = p, Card(X') = m y

Card(G') = g entonces Card(XxX') = n.m y Card(GxG') = n.g+m.p.
Obsérvese, también, que la suma es conmutativa aunque no lo

sea el producto cartesiano de sus conjuntos de puntos. Si los gra-

fos sumandos son etiquetados, la suma es conmutativa (salvo el iso-

morfismo 1|J(xi e =

| in) y, por esta razbén, si no son etiquetados el

grafo suma no depende del orden en gue se sumen.

Definicidn 4.3.3

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2,...,n}, siendo

n = Card(X), un grafo aciclico ordenado naturalmente. Sea X, un

punto de nivel NO. Llamaremos ih—explotado puntual de (X,G) al gra-

fo (Xh’Gh) donde:

X

h (4 —{xh}) U{xhj’ (Xh’xj) eG} y

Gh (G - {(Xh’xj)’ xhjs Xh}) ] {(xhj’xj)’xhjs Xh} u

{(x Yo (., % Ve @k
BN |

hi”hj

Llamaremos xh—explosién puntual al morfismo

R —» (X dad O — =
T ( h Gh) (X,G) dado por ﬂh(xl) X s ¥x, eX {xh}y “h(xhj) X\ s
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si (xh,xj) € G. Obsérvese que T _ conserva los arcos de G—{(Xh’xj)’

h

xhj € Xh}, aplica los arcos de {(xhj’xj)’ th = Xh} en los arcos

X

}
{(xh,xj), . EX y reduce los arcos de {(xhl

hij ” N (xi,xJ)E G}

hJ

al punto X, Que se esta explotando.

Llamaremos puntos excepcionales de la “h—explosién puntual

-1 ;
a los puntos de = (xh). Estos puntos se encuentran en niveles ar-
bitrarios del grafo (Xh,Gh). Los puntos no excepcionales de la nh—

explosidn conservan el nivel que tenian en (X,G).

Como e jemplo, si (X,G) es el grafo aciclico de la figura

El grafo (X G1), m_,—-explotado puntual de (X,G), y el grafo

1’ 1

(XZ’G“)’ m.—explotado puntual de (X1,Gﬂ), son respectivamente:
& i

2

25 15

(X2,G2)

Como puede observarse en estos e jemplos, los puntos excep-

i 1 : = A . :
cionales de L (X1,G1) (X,G) estan en NO U N, de (X1,G1) Sin

1

embargo, los puntos excepcionales de ¥ (X2,Gz) e (X1,G1) estan

e .
n NO u N1 U N2
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Definicidn 4.3.4.- (Explosidn puntual de un grafo aciclico)

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2,...,n}, siendo

n = Card(X), un grafo aciclico ordenado naturalmente. Sea X, un

punto cualquiera de X. Llamaremos xh—explotado puntual de (X,G) al
grafo (Xh,Gh) donde:

a) Si x Y

h €s maximal, entonces (XL,GH)W;”(X[G).
(N St i S - T i

b} Si Xy no es maximal, entonces, sean:

3, = (s eCMX,B), BE{T,es;q) == X, (1) ex, vy sa)§xx)

Ah = f& ﬁ,...,q} — X, S es un camino con s(1)e-;h, s(q) ex;+

s(i)¢;h,Vi>1 y s éx-t, vi<aql

y con estas notaciones llamaremos:

= = ~4
Xh (X xh) u {xij’ X;€x, Y Xj exp s () Vss:@h}

G = (G—{(xh’xj)’xhj Exh} = G/xh) U {(th’xj)’x

b e Xh} u

hj

_ -4y . _
U(G/xh X G/xh ) {(xi,xk), existe s eAh con s(1) X3
s(2) = xk} U {(xij’xk)’ existe SE:Ah con si(1) = X4

Si2) = %y sfql = xj}.

k
Donde las operaciones de unidn y diferencia anteriores se
supone que se realizan sucesivamente de una forma ordenada. Even-

tualmente, para s EAh puede ser Q=2 en cuyo caso 5(2)=xk=xje xa+.

Llamaremos ﬂh—explosién puntual de (X,G) al morfismo “h

X - ; _
( h’Gh) — (X,G) dado por w(xi) g, si xis Xr]xh y n(xij) X4
si xij E;% X x;1. Obviamente, se verifica que si (x,y)E Gh entonces

m(x) = 7m(y) o bien (m(x),7(y)) €G, por lo que 7 es un morfismo de

grafos. E1 grafo explotado puntual es aciclico por construccidn.

¥
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Llamaremos puntos excepcionales de la xh-explosién puntual

), es decir, los puntos del grafo suma X ox x4

a los puntos n_j(x
P h h

h
junto con 1los puntos de {s(1), Vs g@h}. Obviamente, estos puntos
excepcionales se encuentran en niveles arbitrarios de (Xh,Gh). Los

puntos no-excepcionales conservan el nivel en la xh—explosién pun—

tual.

En la definicidén de X, se han sustituido los puntcs de ;h

por los de su suma con Xh

+, aunque se conservan aquellos puntos de

fh de los que partan caminos con fin maximal no conectado con x

h?
y que por tanto no pasan por ninglin punto de xE*,Estos son los pun-
tos de Eh' Obsérvese que estos puntos hay que conservarlos porque
se han conservado los arcos de los caminos que los definen, pues
no hay ninguna referencia a ellos en la descripcidn de Gh. No obs-
tante, la presencia de este conjunto de puntos @hen la definicidn
de xh—explosién puntual es puramente formal e incluso anecddtica
dentro del marco de nuestros propdsitos pues, como veremos mas ade-

lante, en una explosidén puntual sucesiva y ordenada de (X,G) por

los puntos XKgrXpasern® los suvesivos con juntos @h son vacios.

Observacion 4.3.5

La definicidn de xh—explosién puntual para X, € NO es un

caso particular de la xh—explosién puntual para xh € X de nivel ar-
bitrario. También las m-explosiones de un grafo reducido o aciclico

por puntos de nivel N_ son un caso particular de explosidén puntual.

0

Ejemplos 4.3.6

Se dan a continuacidn las x4—explosiones de los grafos a)

(X, G) b) (X1,G1) y ¢) (XZ’GZ) de la definicién 4.3.3. Son respec-

tivamente:



SHEA

a)

En el grafo de a),x4—explosién puntual de (X,G) de la defi-

nicién 4.2.19, se observa como la parte del grafo (X,G) que no

conecta 74 con x,4 no juega ningln papel en la explosidén puntual,

simplemente se conserva como un grafo separado de la componente

conexa en la que se realiza la explosidn. En este caso ®4 = i

En el grafo de b) se muestra el resultado de haber explo-

tado (X,G) sucesivamente por los puntos x Ahora @4 = {2} ¥

1Y Xgr

la explosidén puntual opera sobre la parte del grafo que conecta ?4

con x4+,el resto se conserva invariable.
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El grafo de c) se ha obtenido después de realizar explosio-
nes en los puntos Xgr Xo ¥ X, Cuando se ha ido a explotar Xq Y2
estaba explotado el grafo en los puntos de ?4—{x4} por loi gue to-—
dos los caminos que parten de X4 tienen fin maximal en x;} En este

caso @4 es vacio.

Definicidon 4.3.7

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,2,...,n} y n =

= Card(X), un grafo aciclico ordenado naturalmente por niveles, es

decir, si X, € Np’ xje Nq y p<q entonces i< j (definicidén 2.3.25).

Llamaremos explotado geométrico de (X,G) al grafo resultan-

te de las sucesivas explosiones puntuales de (X,G) por los puntos

: i i 1 - 1 do pun-
P PTRTEEE Es decir, si llamamos (X1,G1) a ﬂx1 explota p
de (X,G) y si, para cada i=2,...,n, llamamos (Xi’Gi) al 2 -explota
i
do puntual de (xi—1’Gi—1)’ entonces llamaremos explotado geométrico

de (X,G) al grafo (X ,G ).
n’n

Cada LY —-explotado puntual lleva asociado el morfismo
i
m:(X.,G.) —> (X, .,G. ,) descrito en la definicidén 4.3.4. Pues
1 00 i-1""i-1

bien, llamaremos explosiOn geométrica de (X,G) al morfismo

m:(X ,G ) — (X,G) donde 7= T, oM 0-..0T
n’n

1 5 5 siendo m_: (X

1 1,61)-—>(X,G)

el morfismo correspondiente a la n1—explosién puntual.
Consideraremos, también, para cada i, con 1<i<n, las ex-—

plosiones geométricas parciales Tyo Mho0e.. oM i(X,,G) —> (X,G) y

diremos que (Xi,Gi) es el explotado geométrico parcial i-ésimo.

Este concepto es relativo a la ordenacidén de los elementos

de X. El explotado geométrico (X ,G ) y, también, cada explotado
n’n

geométrico parcial (Xi,Gi), con i<n, es un grafo aciclico por cons

trucciodn.
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Para cada explosién geométrica parcial i-ésima llamaremos

puntos excepcionales de (Xiigi) a los puntos de

—
(ﬂ1 oMpo0nes °“i) ({x1,x2,...,xi}). Estos puntos se encuentran en
niveles arbitrarios de (Xi,Gi); los puntos no-excepcionales,
X, ,q1c 2%, COnservan el nivel en la explosib6n geométrica parcial,
los puntos excepcionales de (Xn,Gn) son el propio Xn dado que el

morfismo m es suprayectivo.

Observacidén 4.3.8

a)l Si x1,...,xg son puntos consecutivos del nivel N0 y

(

xs(1)""’xs(g)) es una permutacién cualquiera de estos puntos,

entonces, el explotado geométrico g-ésimo (Xg,Gg) resulta, también,

de las g x,—explosiones puntuales sucesivas segin los puntos

h
*s(1)? " *s(g)°

Sl ...,X%X. son puntos consecutivos del nivel Np y

P 1

(

Sa e na permutacidn lquiera de estos ntos,
xs(j+1)’ »Xg(1y) &S U permu i cualqu pu

entonces, el explotado geométrico parcial 1l-ésimo (xl’Gl) resulta,

también, de las 1 xh—explosiones puntuales sucesivas segun los pun-

BOS! X ove w g X5 K . e A . En consecuencia, si X esta clasi-
1 j’ s (j+1) s(1)
Kk
ficado en niveles por X = LJNp con k = dim(X,G), el explotado
p=0

geométrico (Xn,Gn) resulta, también, de las n xh—explosiones pun—

tuales sucesivas segln los puntos x siendo

S("\)’...’XS(H)

(xs(1),...,x5(n)) una permutacidn de (x1,...,xn) que conserva el

orden de 1lo ivel 1 i ; > ;
s niveles, es decir, si xs(l) € Np xS(J) € Nq y p <qg

entonces s(i) <s(j).

El lotad 2 i i -
b) explotado geométrico parcial (Xi+1’Gi+1) es el Foe

explotado puntual del explotado geométrico parcial (X,,G.). En esta
k.

% 1—explosién puntual, el conjunto @i — gCM(X,G), tal que

it +1
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S A (R : x. o {
{ q}l — X, s(1)e Xipq Y s(q) ¢xh} es vacio dado que en X1

no hay puntos de X inferiores a Xs

, es decir, XN X, carece de
+71 i

puntos. Dicho de otra manera, los puntos de Ti+1 en (Xi’Gi) son

todos ellos, salvo el propio Xy puntos excepcionales de (Xi,Gi)

497

y los caminos con fin maximal que parten de estos puntos excepcio-

nales pasan por x;;1+ o conectan Xi+1 con el maximal y, en conse-—

cuencia ) = M.
’ ®1+1 b
c) Como consecuencia de lo anterior, en cada una de las xh—ex-
plosiones puntuales, con h = 1,...,n, que componen la explosidn
P . . =
geométrica, los puntos excepcionales son exactamente “h () =

xh X xh+.

Ejemplo 4.3.9

Mostramos, a continuacidn, la explosidén geométrica del gra-
fo (X,G) de la definicién 4.3.3 obtenida a través de sus sucesivas
explosiones geométricas parciales.

En la definicidén 4.3.3 se mostraron el grafo de partida
(X,G3) y las explosiones geométricas parciales (X1,G1) y (XZ,GZ)
segin los puntos de {1,2} = N_.. Por lo que respecta a los puntos

0

del nivel N1 = {3,4,5}, en el ejemplo 4.3.6 apartado c) se mostrd

la x4—explosi6n de (X2,G2). Si a continuacidn hacemos la xs—explo-
sién de éste sd6lo cambia la notacidén del camino 13-3-8. La Xy explo

sién da el explotado geométrico parcial (x5,G5) que mostramos a con

tinuacidn.
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b
8 5b 2
58 59
2d 25b 15b *
258 158 250 199
Para N, = {6,7,8,9}, las explosiones puntuales segin los

2
puntos 6 y 8, como tienen un Unico siguiente, a y b respectivamen-
te, cambian las etiquetas de algunos puntos pero no la estructura
del grafo de procedencia. El punto 9 es maximal y no se modifica
nada en la x

g-explosién puntual. Haciendo la x?—explosién puntual,

obtenemos el explotado geométrico parcial (Xg,G ) siguiente:

9

a C

8b

(v b
9
Ve b
D
47c 38b 59
el 25b  15b
59 159

146a  246a 147a 247a 147c 247c 138b 2580 158b 2

Como los puntos de N_ = {a,b,c} son maximales, el explotado

3

geométrico de (X,G) coincide con el grafo explotado parcial (Xg,Gg)
gue acabamos de mostrar.

Probaremos a continuacidén que la explosidn completada y la
explosidén geométrica de un grafo aciclico son conceptos equivalen-—
tes. Para ello necesitaremos los siguientes resultados previos.

Notese que la explosidén puntual proporciona etiquetas para
el grafo explotado en funcidén de las etiquetas del grafo de partida

Yy, por ello, partiendo de un etiquetado naturalmente ordenado por

niveles de (X,G) se obtiene un etiquetado sobre (Xn,Gn).
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Lema 4.3.10

Sea (X,G) un grafo aciclico, con X etiquetado por E={1,..,n}
siendo n = Card(X) y (X,G) ordenado naturalmente por niveles. Sea

(Xn,Gn) la explosién geométrica de (X,G). Se tiene:

a) Si X; *; --+*x; €s un camino con fin maximal de (X,G)
i

1 2 q
entonces x. . 2 e Rk, S . ) elG.., para, cada
1 19...1 n 2 s I es el 1 4...1 n
a2 q p pt+l g ptl
= 1,...,9-1 en cosecuencia, X, . . oA o oo ok e
P 2 »4 Yo S et i e

PO 1L 1 5 i
il g S q g-1"g9 g

e€s un camino con fin maximal en (Xn,Gn).

b) Reciprocamente, si x. i i € X

92

k , con 1<k <g se tiene (xi X5 ) ¢ G. X; es un maximal de X.
K k+1 q

o entonces, para todo

En consecuencia, x. x. ...xi es un camino con fin maximal en (X,Q)
1B
12 q

En efecto:

a) Sea (Xi 1’Gi 1) el explotado geométrico parcial previo
1 -

a la realizacidén de 1la xi -explosién puntual. Como el camino
|

¥ xi ...xi estd ordenado naturalmente, podemos asegurar que
1

e 2 o}
{xi ' Xy ,...,xi} c Xi
1 2 q 1

ues son puntos no-excepcionales de este
=1 p

grafo. Al hacer la X5 —explosidén puntual de (Xi i’Gi 1), como
1 1 1

xi € X. 4, se crea el punto xi i exi y el arco (xi i ,xi ) € Gi .
2 14 12 1 =z *2 1

Si i1+1 = i2 hariamos, a continuacién, 1la X5 -explosidén credndose
2

por la misma razdn, el punto x. . . e X. y los arcos
1_‘1213 11+1

(xi ii 0% g )y (xi 0%y ) de G1 o Por el contrario, si m+1#n,
23 23 A 3

en cualquiera de las xh—explosiones puntuales con i1+4 <h <i_ se

2

tienen s}, . ‘¢ x por lo que no se transformaran ni los puntos x.
1112 h 1112
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y xi ni el arco que los une y esto independientemente de que xi

2 1

esté o no en ;i y de que xi esté o no en x _tcomo se desprende de
2 2

la definicidon de xh—explosién puntual. Este razonamiento puede

h

extenderse sucesivamente hasta la s -explosidén puntual, creandose
q-1
la cadena xi i i .xi i ...xi i .xi en (Xi ,Gi ). Esta
172" "Tg 2" "7q g-1 g q g=t="g-1
~cadena no se transforma en las xh—explosiones,,ountualgs, para
iq_ih <n, ya que ninguno de los puntos que la componen esta en nin-

guno de los X

h? salvo para h = iq que tampoco transforma nada pues

xi es maximal.

b) Ahora, x. i i € Xn' Si para algun k, 1 <k<g, se tiene
152" " g
(X % ) ¢ G, como x. . se crea en el producto cartesiano del

v ke Tktk4+1

conjunto de puntos del grafo sumaYh X XEQ, existe un Xy, € X tal que

Xole X N X, € X~4, €N Cuyo caso existe un camino X. ...X ..X.
i h h i h
k k+1 k T+

en (X,G) y las xh-explosiones puntuales por puntos intermedios

o el b impedirian que i, e i fueran indices consecutivos
1k 1k+1 k k+1

en algln punto de X .

Como consecuencia de lo anterior Xg Xy eeeX, €s un camino
1 2 q
en (X,G). Si x; no fuera maximal, la X —-explosién puntual susti-
q q
tuiria el punto x. L Xi _1 por el punto Xs 4 i siendo
2 q q 12 o

a4

X EX; + # § impidiendo que iq sea el (ltimo indice en alguna eti-
r q

queta de punto de Xn. Es claro que los maximales de (X,G) son los

Unicos puntos que no cambian de etiqueta en la explosidén geométrica.

Lema 4.3.11
Sea (X,G) un grafo aciclico en las condiciones del Lema

anterior y sea (Xn,Gn) su explotado geométrico.
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SEL il Eie] S : o . entonces
n A el Gt st 2okl
1 p-1 p p+i q

W= ., para algin p con 1 <p <g. En efecto; en

1_1...3Lp___11p+_1...lq

cada xh—explosién puntual se crean arcos de la forma (xh,,xj), don-

de xJ € x;+, que cumplen la condicidén del lema para p=1, y también,

se crean los arcos de G/?h X G/x;+ = {(xij’xrs)’ con xi = xr y

(xj,xs)e G/x;+ o bien (xi,xr)s G/Yh y x-j = xs} y, que por tanto,
son arcos de la forma (x..,x. ) con (x.,x ) €G/x_, o bien (x. ,x .)
ij' is s ht ij’'rj

con (xi,xr)e G/Yh que, claramente, no cumplen la condicidén del lema.
Veamos, sin embargo, que el lema se cumple cuando se realizan suce-

sivamente las explosiones puntuales por los puntos x1,...,xn.

En primer lugar, contemplamos los arcos de la forma (xij’xiq)

con (XJ’XS)E G/x;\+ creados en la xh-explosién puntual.
Debemos tener en cuenta que previamente se han realizado

las explosines puntuales en x1,x2,...,x 1 por lo que la etiqueta

h
de x. €x,_ es, en realidad, de la forma x. . . con i =Nk
1 h L et p-1
12 p-1
y por tanto aqui estamos tratando con el arco (Xij’xis) =
= (5 ) donde (x.,x ) €G/x7, . Las explosiones
) s ht

i i M i
4t p_1J R

puntuales en puntos comprendidos entre Xy ¥ xj, exclusivos, no mo-

p—1S

difican las etiquetas de Xo : y X . : g Pues estos
Tk TELLE -

puntos no se encuentran en xh para h <k <j. En la x -explosibén, como
J

X.. %X, ¥ x ex7t el punte x.,. = X, . . se transforma en el
ij J S J ij 11...1p_1J

unto x.. = x. - . el nto x. = x. ) 3
p i js x11...1p_1Js Y punt xls Xy o g» gue no esta

en xj, no cambia de etiqueta, asi pues (x. oK

i i .j M 3. =g
1* oY 1°° " Tp-1

€ (Xj’Gj)' Obsérvese que el camino

X

y ; X : e .x_es Unico y es tal que
i S i e S s

: X .
1"'lp—1J ey p—1 2 p-1 lp—1S
empieza en ?J,acaba en x3+ y los puntos intermedios no estdn ni en

uno ni en otro.
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Las explosiones puntuales en puntos xk comprendidos entre
X. y x_, exclusivas, no afectan a nuestros puntos x.. y x. al no
J S 1S is

estar en ;k' La xs—explosién puntual, y de modo andlogo las siguien

tes, modifican de la misma manera las etiquetas de x,. y

ijs pues

X .
is
ambas estan en xq, para cada xqe x; 4, en cuyo caso se transforman

X . . y x. . En resumidas cuentas, el arco (x..,x. ) de la
ijsq isq ij’ is

xh—explosién puntual tiene en el explotado geométrico la forma

e , L
A st el oo Ayl e fipers

i i ) donde hemos hecho
1 p-1 p p+1 q 1

1p_11p+1...1q

gty s = ip_’__1 Y los siguientes coinciden en ambos.

Finalmente, contemplamos los arcos de la forma (xij’xrj)

con (xi,xr) € G/;h creados en la xh—explosién 7puntuatl. Como en el
caso anterior, las etiquetas reales de estos puntos, después de las
h-1 primeras explosiones puntuales, tienen un aspecto muy diferen-
te. S8i xa...xi.xp...xh es un camino maximal en (;h,G/;h) es claro

después del Lema anterior que los puntos transformados de xi y xp

en el explotado geométrico parcial (X G ) estan etiquetados,

h=1’"h-1

respectivamente por x.

o en consecuencia, nuestro
ir...h Y e ..n Y7 *

arco (x..,x .) es. de la ftorma {x.

o X .) verificando el
= B Tl )| 1R <alhli™ F. Sehy

enunciado de este Lema para ip = 1

Teorema 4.3.12

Sea (X,G), con X etiquetado por E = {1,...,n} siendo
n = Card(X), un grafo aciclico ordenado naturalmente por niveles.
. A N -
Si (X,G) es el bosque de las cadenas, (X,G) es el explotado comple-
N
to y (Xn,Gn) es el explotado geométrico, entonces (X,G) y (Xn’Gn)

son grafos isomorfos por un isomorfismo compatible con los corres-

pondientes morfismos de explosiédn.



~1Gg~

En efecto, el Lema 4.3.70 nos proporciona g = Xn y G C'Gn'
—_
Si (x,y) € G-G,es un arco transversal, entonces X=x i

1 p-11plp+1"lq
== x:_L i 4 g ° Como x,y € Xn sus etiquetas representan
10 tpttpit g
caminos con fin maximal en (X,G), en consecuencia, X. xi ...xi
12 p—1

es un camino en (xi ,G/;i )y (xi Xy ) es un arco de
Bl p-1 P pt

G/x 7T 4y, por tanto, (x. . o % . . ) es un arco del
i A s i A ete o %
p=1 il p-1p 1 p-1 p+1

explotado geométrico parcial (Xi ,Gi ). Las sucesivas explosio-
p-1 p—1

nes puntuales en los puntos xi ,...,xi transforman las etiquetas de
p g

los puntos de este arco en (x, _ .. Sy . . o)
1 6l = PR S O 2 5 P
1 p-1 p p+1 q 1 p-1 o+l q
— o~ -

con lo que (x,y) e Gn y por tanto, también, G—Gc:Gn luego Gc:Gn. La
otra inclusidn, (%]C @, nos la proporciona el Lema anterior, luego

ambos grafos tienen también, el mismo conjunto de arcos.
Finalmente, tanto la explosidén completada como la explosidn
geométrica aplican cada punto X ;i &n el punto X de (X,G) por

45 iy 1
lo que ambos morfismos explosidn son coincidentes.

Corolario 4.3.13

Un etiquetado para el explotado geométrico (Xn,Gn) esta
descrito en el teorema 4.1.7 y, en version alternativa a través de

n_
(X,G), en la definicidn 4.2.2.
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4.4, EQUIVALENCIA BIRRACIONAL GEOMETRICA. PROPIEDAD UNIVERSAL DE

LA EXPLOSION COMPLETADA

N N
Sea (X,G) un grafo aciclico, (X,G) su bosque de las cadenas
NV — . N
y (X,G) su explotado completo. La aplicacion g:X —= X dada por

n(xi i J = x; es un mofismo dominante de grafos, tanto para
4o

o

N AN 5
(X,G) como para (X,G). Ademas, si se conoce el morfismo

AL A ’
ﬂ:(QZG) — (X,G) se puede recuperar (X,G) pues, como comentabamos

” o ”
en la observacidon 4.2.4, G = {(x,y) €G, =w(x) # w(y)}. Llamabamos

—_—
transversales a los arcos de G-G.

Definicidén 4.4.1

Llamaremos desingularizado completo del grafo aciclico

AT N —
(X,G) a la terna (X,G,G) y desingularizacidn completada de (X,G) al

morfismo ﬂ:(i,é) — (X,G).

Notese, que seglin la observacidn del parrafo anterior, el
desingularizado completo contiene sb6lo una parte de la informacidn
que hay en la desingularizacidén completada. Notese, también, que
estos conceptos son una extensién de los de desingularizado y de-
singularizacién dados para grafos reducidos en la seccién 2.4 ya

yo o
que para un grafo reducido (X,G) se tiene G=G.

El siguiente resultado muestra la functorialidad de la de-

singularizacién completada.

Proposici6n 4.4.2

S

Sea (X,G) y (X',G') dos grafos aciclicos, m:(X,G) — (X,Q)

y w':(X',G') — (X',G') las correspondientes desingularizaciones

completadas, y ¢:(X,G) — (X',G') un morfismo dominante. Entonces,
' s . Cari i s —

existe un unico morfismo P:(X,G) — (X',G') tal que Yom =10 Y.

Dicho morfismo es dominante.
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” o - .
La construccion de V¥ es igual a la realizada en el teorema
2.4.6 para grafos reducidos y como ya se comentd en el teorema
4.1.10 es un morfismo dominante entre los bosques de las cadenas
A~ Pl ad ~ N i A . i
P :(X,G) — (X',G'). Ahora bien, V¥ es tambien morfismo entre los
grafos explotados completos pues si se considera un arco transver-—

sal (x,y)e G se tiene x = X eeeXy 5 ¥ =X, co0x. cCON
1 q I2 Yq

{jz,...,jq} & {i_‘,...,iq }; por tanto, %}x) y E(y) son los caminos

\l’(x:_L )...lb(xi )y W(x. )...p(x. ) en los que se han eliminado los
1 q J2
términos repetidos en las sucesiones. Como dichas sucesiones o bien
tienen los mismos puntos o bien la primera tiene un punto mas que
~ A - A s

la segunda se sigue que P{x) = Ply) & (b(x),wly)) eG".

Como el desingularizado completo de (QCG) no es, en general
€l mismo, no puede deducirse de esta proposicién una propiedad

universal para la desingularizacidn completa como obtuvimos para

grafos reducidos en el corolario 2.4.7.

Observacion 4.4.3

Se puede considerar la categoria cuyos objetos son las ter-
nas (Y,L,L) tales que (Y,L) es un grafo parcial del grafo (Y,L) y
cuyos morfismos son las aplicaciones ¥:Y — Y' que son morfismos de
grafos tanto para la primera estructura como para la segunda.

Desde este punto de vista, la proposicidén anterior muestra
que si P:(X,G) — (X',G') es un morfismo dominante de grafos aci-
- ~ . o~ A
clicos, entonces, ¢y es wun morfismo de ternas entre (X,G,G) vy

(s - . - . b
(X',G',G'). Esta situacion motiva conceptos analogos a los dados en

la seccién 2.4. para grafos reducidos.
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Definicidn 4.4.4

Llamaremos aplicacidn racional dominante geométrica (o com-

pleta) entre dos grafos aciclicos (X,G) y (X',G') a todo morfismo
. % ~n N - P
dominante entre sus desingularizados completos ¥ (x,G,G) — (X',G',G'")

-_—
que conserve arcos transversales, es decir, tales que si (x,y) e G-G

entonces, o bien ¥(x) = ¥(y) o bien (¥(x),¥{y)) € G'-G'.

Observaciones 4.4.5

a) La observacidén anterior muestra que todo morfismo domi-
nante de grafos aciclicos, puesto que induce un morfismo dominante
entre sus desingularizados completos, es una aplicacidén racional
dominante geométrica sin puntos de indeterminacidn.

b) En términos de los grafos (X,G) y (X',G') una aplica-
cién racional dominanle geométrica consiste en una aplicacidn racio
nal dominante (es decir, dos correspondencias x —» Z[x] y c—= Z(c)

con las propiedades del teorema 4.1.12) teniendo la propiedad adi-

cional.
Si €C = X, eoeeX, ¥ et = s R S son
it 4. i §i i i
1 q 1 p-1 p+1 q
caminos en (X,G), entonces, o bien Z(c) = Z{c') o bien
(Z(c'),Z(c)) e G' siendo en este caso Z(c) # zZ(c") con c":xi X5 s X
P p+T q

lo que asegura que el arco (Z(c'),Z(c)) es transversal.

c) Como la composicién de morfismos dominantes (entre de-
singularizados) es un morfismo dominante, se tiene una nueva cate-
goria cuyos objetos son los grafos aciclicos y cuyos morfismos son
las aplicaciones racionales dominantes geométricas. Los isomorfis-—
mos de dicha categoria serdn las aplicaciones birracionales geomé-—

tricas; con mas precisidn.
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Definicidén 4.4.6

Llamaremos aplicacidén birracional geométrica entre dos gra-

fos aciclicos (X,G) y (X',G') a todo isomorfismo entre sus desin-
gularizados completos ¢ :(X,G,G) — (X',G',G'). A las aplicaciones

birracionales geométricas que sean morfismos de grafos aciclicos,

p:(X,6) — (X',G'), les llamaremos morfismos birracionales geomé-

. o . . s g reastiy o~ o
tricos; en este caso, el morfismo inducido 7:(X,G,G) — (X',G',G")
bl
es el isomorfismo de ternas que le define como aplicacidén birra-

cional geométrica.

Ejemplos 4.4.7

Todo morfismo birracional geométrico (isomorfismo entre
ternas) es, obviamente, un morfismo birracional (isomorfismo entre
los bosques de las cadenas), pero no todo morfismo birracinal es
geométrico como mostramos a continuacidn.

El morfismo de grafos de la figura

a4 4
3 3
v R
2 2
1 1

induce un isomorfismo entre sus desingularizados (bosques de las

cadenas).

que no es un isomorfismo entre sus desingularizados completos
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l

es, entonces, un morfismo birracional no geométrico.

Por ejemplo, si (X,G) es un grafo aciclico para el que

P — A A
G # G entonces el morfismo explosién q:(X,G) — (X,G) es birracio-

nal pero no geométrico. Obviamente, si ?; = E todo morfismo birra-
cional es geométrico independientemente de que (X,G) sea reducido
o no.

El siguiente resultado establece una cdémoda relacidén entre

las propiedades de morfismo birracional y morfismo birracional

geométrico.

Proposicidén 4.4.8

Sea Y:(X,G) — (X',G') un morfismo birracional de grafos
~T A A
aciclicos y sea V:(X,G) —= (X',G') el isomorfismo entre sus desin-
gularizados. Entonces,
a) $ induce una aplicacién inyectiva E:E —4-6', por lo que
Card(G) < Card(G').
b) ¢ es un morfismo birracional geométrico si y s6lo si
Card(G) = Card(G').
En efecto, ¥ induce el morfismo dominante de ternas
~ A o~ — ~ A~ =
v: (X,G,G) — (X',G',G') que es el isomorfismo entre los bosques.
i — e ~
Si (x,y) € G, entonces WV(x) # W(y) y por tanto podemos definir

S — — P~ —
:G — G' como V(x,y) = (w(x),QRy))e G'. ¥ es inyectiva por serlo

=) = |

. El resto de la demostracidn es evidente.
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Corolario 4.4.9

Sean y:(X,G) — (X',G'), ¢':(X',G') — (X",G") morfismos
birracionales entre grafos aciclicos. Si ¢', ¢ es un morfismo bi-
rracional geométrico, entonces, § y ' son, también, geométricos.

En efecto, pues Card(G) < Card(G') < Card(G") y Card(G) =

= Card(G") luego Card(G) = Card(G') = Card(G").

Definicidn 4.4.10

Diremos que dos grafos aciclicos (X,G),(X',G') son birra-

cionalmente equivalentes si existe una aplicacién birracional entre

ellos, es decir, si tienen el mismo bosque de las cadenas. Diremos

que son geométrico birracionalmente equivalentes si existe una apli

cacién birracional geométrica entre ambos, es decir si tienen el

mismo desingularizado completo.

Observaciones 4.4.11

El corolario anterior muestra que si (Z,H) es un bosque y
s1 (%60, [X',GY), (X G eIsoA(Z,H) son tales que (X,G)_i(X',G')z
> (x",G") y si (X,G) y (X",G") son grafos geométrico-birracional-
mente equivalentes, entonces, también, lo son con (X',G').

Sea (Z,H) un bosque e IsoA(Z,H) el conjunto de grafos aci-
clicos con igual bosque de las cadenas (Z,H) con la estructura de
grafo reducido. Los puntos de IsoA(Z,H) se clasifican en clases de
grafos geométrico-birracionalmente equivalentes (con igual G). Los
morfismos birracionales geométricos entre los grafos de cada clase
definen una estructura de grafo aciclico y transitivo (un orden)
cuyo reducido es exactamente el inducido por IsoA(Z,H) y al que

denotaremos por Iso(Z,H,|H|).
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Cada uno de estos subgrafos inducidos tiene la propiedad de
ser continuo en el sentido de que si un camino en IsoA(Z,H) tiene
sus extremos en el subgrafo inducido entonces todos los puntos in-
termedios estan en dicho subgrafo (véase observacidn 4.1.20).

Una clase particular es la que contiene al propio (Z,H),
clase que se caracteriza por ser el conjunto de grafos del IsoA(Z,H)
geométrico-birracionalmente equivalentes y sin arcos transversales,
es decir, grafos (X,G) de IsoA(Z,H) para los que g'= E. Denotaremos
este subgrafo por Iso(Z,H, |H}).

Obsérvese que Iso(Z,H), que es el subgrafo inducido por
IsoA(Z,H) en el subconjunto de reducidos, es, también, un subgrafo
inducido por Iso(Z,H,|H|).Iso(Z,H), Iso(Z,H,|H|) e IsoA(Z,H) tienen

el mismo maximal (Z,H).

Ejemplo 4.4.12

El bosque A = (Z,H) de la figura
4

1
admite los contraidos sin arcos transversales siguientes

admite otros cuatro contraidos no reducidos
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cuyos desingularizados completos son respectivamente:

Por lo que las clases de grafos de IsoA(Z,H) geométrico-
birracionalmente equivalentes son; en primer lugar {A,B,C} cuyo
subgrafo inducido es Iso(Z,H, |H|) y que, en particular, contiene a
Iso(Z,H), el subgrafo inducido en {A,B}; por otro lado, {E,D} 'y
finalmente, F y G estan en clases distintas. El grafo IsoA(Z,H) y

sus subgrafos inducidos aludidos se pueden observar en la siguiente

A
figura:
B D
A D
F E /\
o F e G
G B C

E
La figura de arriba muestra cbémo estas clases de equivalen-

cia birracional geométrica son una particidén del conjunto de pun-

tos de IsoA(Z,H) pero no asi de su conjunto de arcos.

Pasamos, a continuacidon, a estudiar la estructura de una
o AN - - . .
terna (X,G,G) (objeto que caracteriza cada clase de equivalencia)
- v ﬂ = - . -
y a caracterizar (X,G,G) a partir de (X,G) mediante una propiedad

universal.
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Proposicidn 4.4.13

Sea (X,G) un grafo aciclico, (%,E;E) su desingularizado
completo y n:(g,é) — (X,G) su desingularizacidn completada. En-—
tonces, se tienen las siguientes propiedades:

a) Si (x,y)e 6—8; entonces x e y estdn en el mismo arbol
del bosque (g,G).

b) Si (x,y) € G-G el simbolo 4 denota el siguiente en el
bosque (?165, entonces existen x * e y * y (x t,y *) €G.

c) B (xyy) e 645; eaéonces los subgrafos inducidos (x,G/x)
e (y,G/y) son isomorfos mediante un isomorfismo @ que tiene la pro-
piedad (z,@(z)) e GG (o equivalentemente (z,@(z)) € G) para todo
B

d) Si x e y se pueden unir por un semicamino (definicidn
1.1.10) formado por arcos transversales, entonces x *+ # y *. Con
mas precisidén, para cada sucesidn inyectiva s: {1,...,9} —= X, con
(s(i),s(i+1)) e G-G o (s(i+1),s(i)) €eG-G Vi<gq, se tiene s(1) + #
# s(q) +.

e) Si (x,y) e G-G, entonces m(x) = ml(y).

—_
La demostracién se apoya en el hecho de que si (x,y) € G-G,

entonces x = X._ X ., Y = X, . . X con 1< p <q.
AL 3 O e i - Fnt
1 P q ) p—1 p+1 q

Las propiedades a), b) y e) son evidentes. Para c) basta tener en

cuenta que los arboles (x,G/x) e (y,G/y) son, ambos, isomorfos al

bosque de las cadenas (Xx. ,G/?i ). Para d), como los arcos del semi
1 & |

camino son transversales, entonces, segin e) w(x) = w(y) luego

x 4 £y t.

Las propiedades anteriores motivan la siguiente definicién:
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Definiciones 4.4.14

Llamaremos bosque con estructura clbica a una terna (Z,H,ﬁ)
donde (Z,H) es un bosque que es grafo parcial del grafo (Z,H), de
forma que si (x,y) € ﬁ;H, entonces (x,y) verifica las propiedades

analogas a a), b), c¢) y d) de la proposicién anterior.

Si (Z,H,a) es un bosque con estructura cubica y (X,G) es

un grafo aciclico, llamaremos morfismo geométrico a todo morfismo

dominante de grafos w:(z,ﬁd — (X,G) tal que si (x,y) € H-H, enton-

Proposicib6n 4.1.15

Si (Z,11,11) es un bosque con estructura cGbica, enLonces
a) Si (x,y) €eH y € y c' son respectivamente, los caminos
con fin maximal de x e y en (Z,H), entonces 1l(c) = 1(c')+1.

b) E1 grafo (Z,H) es reducido.

c) Los grafos (Z,H) y (Z,H) tienen el mismo conjunto de

maximales.

En efecto:

a) Si (x,y) e H, x e y son puntos consecutivos del mismo
camino con fin maximal y la propiedad es evidente. Si (x,y)e ﬁ;H,
por b) (x 4,y 4)e H. Si (x +,y 4) e H estamos en el caso anterior
y en caso contrario existen otros siguientes unidos por un arco en
ﬁ. Por recurrencia y en un numero finito de pasos se alcanza un
arco de H o un maximal (en cuyo caso, también, el Gltimo arco es
de H). Luego 1(c) = 1l(c')+1.

b) Si en (Z,H) hay un ciclo zZ.zZ :.+2.2

1% KZq? con k > 2, como

cada(zi,zi ) ¢ H, entonces l(c.) = 1l(c )+1, siendo ¢4 el camino

kil il s B
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con fin maximal en (Z,H) que empieza en Zi’ para cada i = 1,...,K.
En consecuencia, de z1 parten dos caminos con fin maximal cuyas
longitudes difieren en k unidades, en contra de la existencia del
ciclo. También, se deduce de a) que todos los caminos de (Z,H) que
unen dos puntos son de la misma longitud y, por tanto, dos puntos
unidos por un camino de longitud mayor o igual que dos no pueden
estar unidos por un arco, lo que prueba la reduccidn de (Z,H).

c) Se deduce inmediatamente de la propiedad a) de la proposi

cibén 4.4.13.

Observaciones 4.4.16

A A —
Si (X,G) es un grafo aciclico, entonces la terna (X,G,G) es
- S
un bosque con estructura clbica y q:(X,G) — (X,G) es un morfismo
geométrico.
El nombre bosque con estructura clbica estd justificado por
el significado grafico de las propiedades a), b), c) y d). Asi, si
. o
(X,G) es el grafo de la figura entonces (X,G) es el cubo de 1la

figura:

4 4

)
3 . 34 14
= (XyG) ) (Xyé) = "‘
2 234 14 1294
1

1234

En general, el grafo aciclico transitivo cuyo reducido es

un camino de longitud n se desingulariza (como completado) en un

n—cubo.
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Ya hemos tenido ocasidén de observar en el ejemplo 4.4.12
que existen bosques con estructura clUbica sin arcos transversales
por lo que son simplemente un bosque. Esto sucede siempre con el
desingularizado completo de un grafo reducido pero, también, puede

fod

suceder que G = G para grafos aciclicos no reducidos. E1l e jemplo

mas sencillo de esto lo proporciona el grafo de la figura siguiente

= (X,G) , (

=~ \

Se puede, claramente, afirmar que:

Proposicién 4.4.17

A —

Si (X,G) es un grafo aciclico, (X,G,G) su bosque con estruc

A —

tura clbica y w:(X,G) — (X,G) su morfismo geométrico, las condi-
ciones siguientes son equivalentes:

a) En (X,G) no hay semiciclos de longitud tres.

= - -
b) En (X,G) no hay semiciclos.

c) G =G.

N5 =
En cuyo caso, podremos decir que (X,G,G) se reduce al bos-
~

qgque de las cadenas (X,G). La demostracidén s6lo requiere recordar la

definicidon en 1.1.10.

Teorema 4.4.18.— (Propiedad universal de la explosidn geométrica o

completada)

~
X,

A
Sea (X,G) un grafo aciclico, (X,G,G) su desingularizado

YT G—
completo y w:(X,G) — (X,G) la desingularizacidn completada. Para
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todo bosque con estructura clbica (Z,H,ﬁ) y para todo morfismo geo-

e

,Eﬁé) tal que To V=1V,

métrico V:(Z,H) — (X,G) existe un Gnico morfismo de ternas
~
X

gﬁ(Z,H,ﬁ) —

En efecto, como V:(Z,H) — (X,G) es un morfismo dominante,
v:(Z,H) — (X,G) es, también, morfismo dominante, pues (Z,H) y
(Z,ﬁ) tienen el mismo conjuntoc de maximales. La propiedad universal
del bosque de las cadenas (X,G) (Corolario 4.1.) nos proporciona

Ar

Ar AT
un morfismo dominante Gnico V:(Z,H) — (X,G) tal que mo ifz V.
o~

Para ver que ‘g:(Z,H,ﬁ) — (X,G,a) es un morfismo de ternas con
o - A = p

mTo Y= ¢ s6lo hace falta comprobar que ¢ :(Z,H) — (X,G) es un

morfismo. Para ello, tomamos (x,y) € H-H. Las propiedades a) y b) de

la proposicidén 4.4.13 nos permiten asegurar que los caminos con fin

maximal de los puntos x e y en el bosque (Z,H) son, respectivamen-—

te, del tipo Z. :eeZ s oZ N ez

1 seaZ N Eon ZE =X Y7 =y

1 p-1%p+1 q 1 1

Ademas, se tiene que (zi,zi) € H-H, para 1<i<p-1. Por ser { geomé-

trico se tiene w(zi) = w(zi), para 1<i <p-1 y, por tanto, los
Faa
X

~
elementos V(x) 'y g(y) de ( ,63 representan caminos con fin maxi-

mal de (X,G) que o bien son iguales (si w(zp_1) = m(zp) o si w(zp)=

= w(zp+1)) o difieren sdélo en el elemento ¢(zp). Se tiene, enton-
5 ~ A . ~ A —

ces, que o bien V(x) = V(y) o bien (¥(x),¥(y)) e G lo cual deter-

mina la demostracidn. Las figuras de la observacidon 4.2.4 dan una

ilustracidén de esta prueba.

Observaciones 4.4.19

Las propiedades c) y d) de la proposicidon 4.4.13 no han si-
do utilizadas hasta el momento. En particular, la propiedad univer-—
sal anterior también es cierta si se toman ternas (Z,H,;) con las

propiedades a) y b).
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Las propiedades c¢) y d) serviran para establecer que todo
bosque con estructura clbica es el desingularizado completo de

algln grafo aciclico.

Teorema 4.4.20

Si (Z,H,ﬁ) es un bosque con estructura clbica, entonces
existe un grafo aciclico (Xm,Gm) cuyo desingularizado completo es
isomorfo (como terna) a (Z,H,H) y con la propiedad de que para cual
quier otro grafo aciclico (X,G) cuyo desingularizado completo sea
isomorfo a (Z,H,;) existe un Gnico morfismo birracional geométrico
v: (X", 6™ — (x,6).

El resultado es consecuencia de la caracterizacidn de las
p-contracciones aciclicas dada en el teorema 4.1.14. En efecto,
para construir el grafo aciclico (Xm,Gm) basta dar un pre-etiqueta-
do a (Z,H,H) que sea una p-contraccién aciclica. Para ello basta
dar pre-etiquetas iguales a los puntos unidos por arcos transversa-
les. Con mas precisidén: Dos puntos x,y € z tienen la misma pre-
etiqueta si y s6lo si existe un semicamino formado por arcos trans-—
versales que une x con y.

Segun b) los arcos que conectan a un punto maximal no son
transversales por lo que los maximales portan pre-etiquetas dis-
tintas. Segin d) dos puntos con igual pre-etiqueta no pueden tener
igual siguiente. Finalmente y seglin c¢), se cumple la propiedad
global de las p-contracciones por lo que el pre-etiquetado es una
p-contraccidn aciclica.

Si, ahora, (X,G) es otro grafo aciclico que tiene a (Z,H,a)
como desingularizado completo entonces se tienen dos pre—-etiqueta-

dos de (Z,H): uno pm: Z—+>quue corresponde a(Xm,Gm) y otro p:Z —> E
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que corresponde a (X,G). Como la desingularizacién completa de
(X,G) es un morfismo geométrico se sigue que si dos puntos de Z
tienen igual pre-etiqueta por Em, entonces, también la tienen por
E y, por tanto, se tiene el diagrama conmutativo

2 e B

T

Este diagrama define un morfismo birracional
v:(xm,Gm) — (X,G). Como Card(ém) = Card(G) = Card(H) se sigue de

la proposicidn 4.4.8 que es un morfimo birracional geométrico.

Ejemplo 4.4.21

Los grafos D y E del ejemplo 4.4.12 son '"contracciones"

distintas del bosque con estructura clbica (Z,H,H) alli mostrado.

m _m : ; : o

es el grafo (X ,G ) construido arriba identificando los puntos que
pueden unirse por semicaminos transversales y muestra, también, el
morfismo birracional geométrico ¢:D —> E. (Los arcos transversa-

les se dibujan a trazos).

(Z,H,H) 0 = (x",6")

=2

E (X,G)
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Como consecuencia del teorema anterior se pueden hacer algu
nas precisiones mas sobre el grafo IsoA(Z,H) y los subgrafos indu-

cidos Iso(Z,H,|H|) que dividen su conjunto de puntos.

Corolario 4.4.22

a) Cada subgrafo inducido Iso(Z,H, |H|) tiene un miximo, el
grafo (Xm,Gm).

b) E1 conjunto cociente dado por la particién de
IsoA(Z,H) en las clases de equivalencia Iso(Z,H,|ﬁ|) queda ordenado

por la relacién de orden entre los maximales de las clases.

Observacidén 4.4.23

A~ —

Si (X,G) es un grafo aciclico y (X,G,G) es su explotado

completo, el teorema anterior nos proporciona el maximo (Xm,Gm) de
o m _m i e

la clase Iso(X,G,|G|). Como (X ,G ) es una p-contraccién aciclica

o
del bosque de las cadenas (X,G) para un pre-—-etiquetado p:X — E que
- - ” NAI_

esta bien definido por el bosque con estructura cibica (X,G,G), el
! 5 i . . m _m

morfismo explosidén q:(X,G) — (X,G) factoriza a través de (X ,G ),

es decir se tiene un morfismo w:(Xm,Gm) — (X,G) que hace conmuta-—

tivo el diagrama

~e m
(4,G] —=—% 2,0
e
(X,G)

El morfismo | es birracional geométrico y es el maximo po-
sible en el sentido de que si ¢':(X',G') —= (X,G) es un morfismo
birracinal geométrico entonces existe un (nico 6:(Xm,Gm) — (X',G")

tal que ', 8= Y, como se puede ver en el siguiente diagrama:



(X,G) _lT’_> (Xm’Gm)\é.L
\ ilb (X',G')
™
(x,e)4

Todo lo cual sugiere la siguiente definicidn:

Definicidon 4.4.24

Dado un grafo aciclico (X,G), si (X,G,G) es su explotado

completo, llamaremos explotado birracional geométrico de (X,G) al

e A

maximo (X",G") de la clase Iso(X,G,|G|). Al morfismo birracional

geométrico w:(xm,Gm) —> (X,3) le llamaremos explosidn birracional

geométrica.
En el ejemplo 4.4.21 el explotado birracinal geométrico del
grafo E es el grafo D. En definitiva, el maximo (X",G") de cada
clase Iso(gggtiai) es el explotado birracional geométrico de todos
los grafos de la clase. En particular, el bosque de las cadenas
A~ o~
(X,G) es el explotado birracional geométrico para todos los grafos
aciclicos cuyos explotados completos carecen de arcos transversales
El interés de la explosidén birracional geométrica radica en
gue permite eliminar los puntos de indeterminacidén de las aplica-

ciones racionales geométricas tal y como se indica a continuacidn.

Proposicidon 4.4.25

Sean (Z,H,A) y (Z',H',H') bosques con estructura ci(bica y

m m m '
m

(ZE) —> (Xm,Gm), ™ o (2',H') — (X' ,G m) las contracciones

aciclicas correspondientes a H y H' respectivamente. Si
y¥: (Z,H,H) —> (Z',H',H') es un morfismo de ternas, que conserva
arcos transversales en el sentido de la definicidn 4.4.4.,entonces,
ym

se tiene un Unico morfismo de grafos wm:(xm,Gm) —éb(X'm,G ) tal

que el diagrama siguiente es conmutativo:
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= L _
(Z,H,H) — (2',H',A")

[ lw-m

x™,a™M — (x'™ g™
y

m m,-1 ;
En efecto, para cada x €X , (m ) (x) es un conjunto de pun
tos de Z que constituyen un semicamino transversal en (Z,H). La
imagen por ¥ de este semicamino transversal es un semicamino trans-—
— m : i

versal en (Z',H') que es llevado por ¢ ' , al ser morfismo geometri-
2 m . i m .

co, en un Gnico puntc y eX' La aplicacién ¥ (x) = y es, obvia-

mente, un morfismo de grafos que hace conmutativo el diagrama.

Corolario 4.4.26

Si (X,G) y (X',G') son grafos aciclicos y Z:(X,G) — (X',G")
es una aplicacidén racional dominante geométrica (4.4.5), entonces
existe un morfismo h : (Xm,Gm) — (X',G') que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

(xX",6")
v h
(X,G) _ji#, (XSG

es decir, y elimina los puntos de indeterminacién de Z.

En efecto, Z corresponde a un morfismo de ternas
N A~ A T -
y: (X,G,G) — (X,G,G') que, por la proposicidén anterior, induce el
morfismo de grafos WQ(Xm,Gm) —%-(X'm,G‘m). Basta, entonces, tomar
1 m 1 ' Im lm ' 1
h = 'o ¥ siendo y': (X' ,G'") — (X',G') (ver teorema 4.4.23 y

proposicidon 4.4.25).

Observacion 4.4.27

Si (X,G) es un grafo aciclico cuyo explotado completo care-
m m ol ot 3
ce de arcos transversales entonces (X ,G ) = (X,G) luego la inde-

terminacién de las aplicaciones racionales dominantes (son todas
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N A
geométricas) se resuelve a través de (X,G). Si (X,G) posee explota-—
do completo con arcos transversales las indeterminaciones de las
. Ar N
aplicaciones racionales dominantes también las resuelve (X,G) pero,
’ A : ; m _m .
con mas precision, las resuelve el grafo intermedio (X ,G ) si las

aplicaciones racionales dominantes son geométricas.

Corolario 4.4.28.- (Propiedad universal de la explosidén birracional)

Sea (X,G) un grafo aciclico y ¢:(Xm,Gm) — (X,G) su explo-
sién birracional geométrica. Entonces, para todo bosque con estruc-—
tura clbica (Z,H,H) y todo morfismo geométrico v:(Z,H) — (X,G)

existe un Gnico morfismo ¥ :(Z,H) —> (X",G") tal que po ¥ = ¥ .

En efecto se tiene el diagrma:

(X,G)
”/f/jL’//f/t:;:/’r
(X", 6") =~—— (X,G,8)
TTm ¥
—m
»~m y o
¥ ¥

(2% HY) e (7 4 H)

_n,!ITI

que se construye como sigue: por la propiedad universal para la

~

explosion geométrica (4.4.18) Y induce el morfismo de ternas ¥ que
> Vad

conserva arcos transversales (por construccion de Y ), por tanto,

segln el teorema anterior,queda inducido un morfismo

72" H") — (x™,6™M), siendo (zZ",H") el contraido maximal del bos-

que con estructura cubica (Z,H,H) y Wrn se obtiene entonces como

diagonal de este UGltimo diagrama. En realidad, para probar que

— ~
v o¥" = ¥ pasta considerar que To¥ =Y (4.4.18), que Vg, = por

- s - ) i ~
la observacion 4.4.23 y la definicion ?m =" o ¥ en cuyo caso

Y=m ocl‘vZ\poﬂmofi’v=lboTl"m.
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4.5. GRAFOS ACICLICOS TRANSITIVOS

En cada clase de grafos aciclicos asociada a cada espacio
topoldgico TO hay un dUnico grafo transitivo representante, por
tanto, de la clase y cada uno de estos grafos transitivos contiene,
inmersos en él, a todos los grafos aciclicos de su clase. Lo mismo
puede decirse de sus explotados y de sus explotados completos. Por
otro lado, generalmente, los 'lugares'" geométricos, o de otra indo-
le, en los que la aplicacidn de las técnicas descritas anteriormen-
te pueda tener interés: desingularizacidn en geometria, espectros

de anillos, conjuntos ordenados, espacios topoldgicos T son tran-

0’
sitivos. La explosidn de grafos aciclicos y transitivos tiene, pues
un interés especial.

En la np~explosién (por niveles) de un grafo reducido se ha
visto como los sucesivos grafos explotados resultaban, también,
reducidos. La explosidn por niveles de un grafo aciclico (transiti-
vo) proporciona, sucesivamente, grafos aciclicos no reducidos (no

transitivos), y reducidos en los niveles ya explotados) salvo en

las dos Gltimas etapas (nivel Nk—1 YN siendo k la dimensidn del

k!
grafo) de las que resulta un grafo reducido, el bosque de las cade-

nas. La explosidén completada se construye globalmente sobre el bos-
gue de las cadenas produciendo un grafo reducido: el bosque con
estructura cubica. Este puede obtenerse, también, como explosidn
geométrica del grafo aciclico (transitivo) de partida, lo que se
hace explotando por puntos de un modo ordenado. En la primera explo
sidon puntual geométrica de un grafo aciclico (transitivo) se obtie-
ne un grafo aciclico (no transitivo). En las sucesivas explosiones
puntuales se va '"reduciendo' la condicidn de aciclico (y de transi-

tivo) de modo que una vez explotados los puntos de los p primeros
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niveles resulta un grafo que es reducido en sus p primeros niveles
y aciclico (no necesariamente transitivo) en los k-p Gltimos nive-

les. La siguiente figura ilustra este Gltimo comentario

a 4
3 3 14 3 14 34 14
<
2 2 23 ’Q" 124 23 124
1 12 ) 123 123

EQ. w1-explotado puntual no es transitivo. El nz—explotado

ya es reducido. (La explosidn de los Nk > primeros niveles es redu-

cida)l. EL na—explotado es morfoldgicamente igual al anterior, pero

no sintacticamente.

. 2 et %
En esta seccidn representaremos por (X ,G ) a un grafo aci-
. - e .
clico transitivo y por (X ,G ) a su reducido. Denotaremos, enton-

ces, por (&r,%r) al explotado del reducido, por (%t,ét) al explota-

4 . L. GapLot G
do, como aciclico, del transitivo y por (X ,G ) al explotado com-

o ] - 8 r \d
pleto del transitivo. Son obvias las relaciones siguientes: X = X,

~N '
GPC_ Gt; XrC';('t y 'érclétc Gt. (Xr,Gr) es un grafo parcial de

r ~r R e

(Xt,Gt) y (§ ;6 ) es el subgrafo inducido por (X ,G ) en X" pues

=8N & x XN,

En los e jemplos de la seccidén 4.2 se mostrd la dependencia
sintactica entre un explotado completo y los explotados del redu-
cido y aciclico de procedencia incluso en el caso de grafos acicli-
cos y transitivos. Concretamente el ejemplo 4.2.13 muestra dos

grafos aciclicos transitivos distintos con el mismo explotado de su

reducido, 1igual bosque de 1las cadenas, pero distinto bosque con
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estructura clbica por lo que ésta no esta determinada por las an-
teriores. En las siguientes proposiciones mostramos hasta que punto

EP), (%t,ét)

. ar

el conocimiento de dos de estas tres estructuras, (X ,
At —t . i

y (X ,G°), determina la tercera en el caso de grafos aciclicos Yy

transitivos.

Proposicién 4.5.1

: B E .
Sea (XP,GP) un grafo reducido y (X ,G") su transitivo, en-

tonces con las notaciones anteriores, se tiene que:

- A At =
Si se conoce laterna (X,G ,G ), también se conoce el grafo

A ol d o v P . 3
(X ,G ). Como (X ,G ) es un subgrafo inducido por

t ~ 2
(% ,Gt) bastara

AL S :
determinar el conjunto X . En la siguiente figura

X

a

se observa cdémo si un arco, (x,z), no esta en el reducido entonces

x', el explotado de x en el aciclico por el camino mas corto, es

extremo superior de un arco transversal, por lo que los puntos de
r ; ;

X =X se caracterizan por ser extremos supeéeriores de los arcos

=T
transversales de G . En efecto, veamos que

t -
& = I % egﬁ / j:ysx v d) aGtﬁét}. Por una parte, si x e X" enton-
NP N ) —t ~
GRSl X = 0 L lax dseX,.  en (XP,GP) y si (y,x)e@G —Gt entonces
i i i i
1 p pt+l o]
t .t
VS B oot o od «..X. , con 1<p<gqg, en (X ,G ) luego
i 1 1 1 ==
1 p p+1 q
t 15 ~r
(xi z) e Gy (z,xi ) e G en contra de que (xi X J e G . Pop
p’ p+1 p p+1
N
la otra, si x ¢ X" Y X = Ko oeeex. X s+.X, , entonces hay algun

1 p p+i q
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r : T
arco (xi ) Xs ) ¢6 y hay un camino X Zo...z % en (X ,Gt),
P Tp+1 p 1" Yo

t . &
en cuyo caso, (xi ,z1) eG y (21,x. ) e G (por la tran-

p p+1
sitividad). En consecuencia, hay un camino y = X, eeeX, Z X, o 3

1 P p+1 q
A
en (xt,Gt) y por tanto (y,x) gét—gt contra la descripcién de X"

La siguiente figura ilustra la segunda parte de la demos-—

tracidn anterior

® X5
g
1
1
Xy
= p+1
n,
1
: —_
Zo
24
X,
i 1P
|
]
|
® x.
14

Lema 4.5.2

Con las notaciones senaladas anterioremente para esta sec-

o 1% = o
cion, sea (% ,Et,Gt) el bosque con estructura cubica de (Xt,Gt).

- A A ~t ~t
Entenderemos por + el siguiente en (X ,G7).

: AL —= -
Si x e y son puntos de X tales que (y,x) th e y P £ x
entonces el siguiente semiciclo de longitud cuatro es Unico:

x 4

y *

Y
En efecto, la propiedad b) de la proposicidén 4.4.13 nos ase

. . - = =k . _
gura la existencia del arco (y +4,x 4) e G que cierra el semiciclo.
Para la unicidad, si existiera, para otro punto ZzZ # xd+ , el semi-

ciclo de longitud cuatro:



como el siguiente en un bosque es Unico, entonces (y,x) y (x,z) son
~t ~t 2 < .
arcos transversales de (X ,G ), existiendo, entonces, un camino
y x z de arcos transversales con (y 4,z) € G. E1 morfismo geométrico
at vt Tt Gttt . 121
n:(xt,Gt,G ) — (X",G") identifica los puntos y,x y z,con lo que

se obtienen en el contraido (Xt,Gt) dos arcos (y,y 4),(y *,z), en

T b P i
contra de que (X ,G ) sea aciclico.

Zat

Proposicién 4.5.3

o~ t
Si se conoce (Xt,gt) y los subcon juntos ch.gt y’érc e,

t At
entonces se conoce (X G
T . ~t .
En definitiva, basta localizar G, lo que es equivalente a
~t = _
encontrar, para cada xe X , su siguiente x * en el bosque de las
e st " .
cadenas (X ,G ). (Se sobreentiende quex no es maximal).
< . ~r at
Llamaremos distancia de X a un punto xe X y lo denotare-

vr i . :
mos por d (X ,x), al minimo de las longitudes de los caminos en

~t wt N A X
(X",G") quecomienzan en un punto de X y acaban en x. Obviamente,

ot —_ . . or
los puntos de X quedan clasificados por su distancia a X

~S

. ~r - p .
Si d(X ,x) 0, entonces x ¢ X" y x 4 esta determinado

I

LA o Nr‘
en (X ,G ).

~/
si d(X",x)

1, entonces el lema 4.5.2 nos determina x *.



==

Recurrentemente se obtienen los siguientes de los otros puntos de

~1 . .
A=, es decir, Sk

oas L a @ =1 P - P
X =X u{x, d(x = VAR G R = (G X ARG € G
o2 .
. . . T v i
el lema 4.5.2 nos proporciona el siguiente de x e X - X . De es-

A

te modo se llega a X ek Xt siendo k el maximo del conjunto
{d(&r,x), % s%t}.

Aunque para un grafo aciclico transitivo (X,G) el explotado

AVEl= -
completo (X,G) no esta determinado por el bosque de las cadenas
N N - N —
(X,G), mucha de la informacidén contenida en (X,G) resulta estar ya
Fo e -

en el bosque (X,G). Esta informacion hace referencia a la estruc-

tura clbica.

Definiciones 4.5.4

Sea (X,G) un grafo aciclico no necesariamente transitivo y
NN N
sea (X,G,G) su desingularizado completo.
Si I representa al grafo ({0,1}, {(0,1)}), e i es un nimero

natural = 0, denotaremos por Ii el grafo suma de i copias de I y

llamaremos a Ii:"cubo standar" de dimensidén i. Por extensidn, el

cubo standar de dimensidén O serd el grafo con un solo punto.

I I1 12 13

deon Y
Lal

b ]

: '7 ‘ i’\‘/f :'\ ) = ' - ¥ ~ P}
Llamaremos i-cubo de (X,G) a todo subconjunto C, de
que el grafo inducido (ci,E/ci) sea isomorfo al '"cubo standar'" de

dimensib6n i. Si 0 <j <i, llamaremos cara j-dimensional de un i-cubo

N W=
<y de (X,G) a todo j-cubo Cj de (X,G) tal que CJC(Gﬁ Cada i-cubo

tiene, obviamente, caras j-dimensionales Vj, O < j <i. Los cubos
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P Jp— L
de dimensidén 0 de (X,G) son simplemente los puntos de X, los cubos
L S
de dimensién 1 de (X,G) son los arcos de G, mientras que los cubos

~ L —
de dimensidn 2 son los semiciclos de longitud cuatro en (X,G).

Lema 4.5.5

N— - - -
Cada cubo Ci de (X,G) esta determinado por el conjunto x4
siendo x el punto minimo de C. (x4 consta del propio x y de sus i
. . N =
puntos siguientes en (X,G)).
En efecto, si x = x1...xq, entonces cada uno de los i ele-
mentos de x_+ es el resultado de extraer un elemento xp, con p # .4,
de la anterior sucesidn. El resto de los vértices (puntos) del cubo
Ci es el resultado de ir extrayendo simultdneamente pares, ternas,
etc... de esos i puntos xp estraidos en la primera etapa. E1 maximo
de Ci se obtiene extrayendo de la sucesidn x1...xq los i puntos xp
anteriores. (Lema 4.5.2).
Sin embargo, no es cierto, en general, que dado un punto
~ - b .
xXeX, x = x1...xq y dados i subindices 1< p1< p2< 0 pi< q exista
un i-cubo con minimo en X y que corresponda a las extracciones
xp ,...,xp , ya que extrayendo algin elemento xp no se puede ase-—
1 i

gurar que el arco (x ) esté en el grafo (X,G). Si el grafo

p~1’xp+1
es transitivo, entonces, tal problema no existe y, por tanto, dar
. - ” ey .
un cubo i-dimensional de (X,G) con minimo x = x1...xq es equivalen-
te a dar un subconjunto de i elementos del conjunto {1,2,...,g9-1}
(el maximal no se puede extraer).
Recordemos que indicabamos (definicidn 2.2.4) por 1l(x) la
longitud del punto x es decir, 1(x) = p si y s6lo si x¢ Np. Si in-

dicamos por ld(x) la longitud de x en el grafo dual se tiene, para

un grafo aciclico y transitivo, que l(x)+1d(x) = k, siendo k la
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dimensidén del grafo. En consecuencia, si x = X -eeX  entonces

ld(x) = g-1, es decir, la longitud del camino con fin maximal

Teorema 4.5.6

Si (X,G) es un grafo aciclico transitivo de dimensidn k vy,
para cada i >0, c; es el nimero de cubos i-dimensionales de (X,G),

entonces gse tiene

ldft)
S ) '0.75”_{“{ .| 5, siifk y ¢, =0 para’ i>k.
A ~ \ L - - 1
X ex
k : .
b) §o=1) c, =m, siendo m el nimero de maximales de (X,G)
i=0

(o bien de (X,3) o de (X,8)).

a) es consecuencia inmediata de lo comentado en el lema an-—
terior, pues la coleccién de todos los cubos i-dimensionales de

el
(X,G) se puede clasificar por la relacién de equivalencia '"tener

d

. F 3 s 1
igual minimo", y para una clase cuyo minimo sea x hay ( i(X))cubos.

: —= d
En particular, Card(G) = zwl () e

X € X

Para probar el apartado b) necesitamos acudir a la Topolo-

gia. En efecto, si Ai es la familia de cubos i-dimensionales de

(QZG), entonces A forman un complejo de cubos (analogo

sA17"'1A

0 Kk

de un comple jo simplicial) ya que para cada cubo t:eAi estan espe—
cificadas sus j-caras y la interseccidn de dos cubos c e Ai y c'e Aj
es 0 bien vacia, o bien una cara de cada uno de ellos. Esta propie-
dad permite visualizar el espacio topoldgico '"subyacente" T al com-
plejo de cubos, sin mds que tomar un cubo (macizo) topoldgico en

un espacio afin por cada uno de los cubos de (X,G) y hacer las ideg

tificaciones de acuerdo con las propiedades de ser un cubo una cara



-220-

de otro y de ser un cubo la interseccién de otros dos. El comple jo
de cubos se ve, ahora, como una descomposicidon celular del espacio

topoldgico T y, por tanto, el teorema de Euler dice que:

k
(-1)'.card(A,) = § (-1)*.dim_H. (T,R)
i : R 1

(—1)lci =
0 1=0

0 i

Il &~ X
I~ X

it

Los espacios vectoriales de homologia singular Hi(T,R) son

nulos para i1 >0 ya que, por construccidén, cada componente conexa de

T es contractil. Por otro lado, dimRHO(T,R) es el numero de com-
’v = - -

ponentes conexas del grafo (X,G), es decir, el numero m de elemen—

tos maximales del mismo. Notese,también, que m es el nimero de ar-—

N~ N
boles del bosque (X,G).

En el teorema anterior se muestra que los nimeros ci depen-—

NN
den s6lo del bosque (X,G) bajo la hipdtesis de que el grafo acicli-

co (X,G) sea transitivo. Si (X,G) no es transitivo, entonces, es
claro que el nimero ci de cubos i-dimensionales de (X,G) es a lo

sumo la cantidad calculada, es decir se tiene

d
. max T 1 (x)
max siendo C. = L .
G <l il i

I — i x € X

5 2 9= : max
Mas aun, de la demostracion de este teorema se sigue que cizci

b

para todo i si,y sé6lo si, el grafo (X,G) es transitivo. Incluso se

sigue una propiedad mas fuerte:

Corolario 4.5.7

~n NV
Sea (X,G) un grafo aciclico, (X,G) su bosque de las cadenas

d

max 17 (x) oo ;

v

yc = i i . Entonces son condiciones equivalentes:
x £ X

a) (X,G) es transitivo.

b) ‘e para todo i.

I
O
e

d
c) g - & = EA} (x).
e X
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: _max ~ .
En efecto, si C1 = c1 , entonces para cada x € X el numero

A . d
de arcos de (X,G) que comienzan en x es 1 (x) y, por tanto, para
cada camino con fin maximal, x ...xq, en (X,G) y para cada p,

1

1 <p <g, el camino x_...x

X ...%x existe en (X,G). En conse-
1 p—1 p+1 q

cuencia)(X,G) tiene la propiedad de que si (x,y) eG e (y,z)eG en—

tonces (x,z) ¢ G, es decir es transitivo.

De este corolario se deduce el siguiente:

Corolario 4.5.8

Si un grafo aciclico (X,G) es geométrico-birracionalmente
equivalente a un grafo transitivo (X',G') entonces (X,G) es, tam-

bién, transitivo.

Corolario 4.5.9

a) Para cada clase de estructuras clbicas |H| sobre un bos-
= d -
que (Z,H) tal que Card(H) = ) 1 (x) se tiene que todos los grafos
_ £ EZ
de Iso(Z,H, |H|)son transitivos y todos ellos tienen igual explota-
do de su reducido (Z',H').
b) Con las notaciones anteriores, Iso(Z,H,|H|) es isomorfo al
subgrafo inducido por Iso(Z',H') en Im(Y¥) siendo

y: Iso(Z,H ’Iﬁl)—+ Iso(Z',H') la aplicacién que asocia a cada grafo

e . t e .
transitivo su reducido: ¥(X,G ) = (X,G ). Dicho subgrafo es continuo.

En efecto, a) es consecuencia del corolario anterior y la
proposicidon 4.5.1. (Ver ejemplo 4.2.13 y 4.2.14). Para el apartado
- e t ] . . . B
b): si (X,G7) > (X',G' ), existe un morfismo birracional geométrico
e t . . <
P:(X,G°) — (X',G"") que, por tanto, es morfismo birracinal entre
los reducidos (proposicidén 4.5.1) ] :(X,Gr) —> (X',G'P) luego
r r . :
(X,G ) >(X',G'" ) y, entonces, ¥ es morfismo de grafos. E1 reciproco

también es cierto. NOtese que ¥ es inyectiva y si
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(X,GP),(X,G‘P) e Im(¥) con (X,GP) X (X',G'F), existe un morfismo
birracional w:(X,GP) —> (X',G'P) que induce un morfismo birracio-
nal geométrico entre los transitivos de la siguiente manera: sea

N~ N o~ ~ M n : ’
P:(X,G ) — (X',G' ) el isomorfismo entre los explotados de los

~ ~, L ~t
reducidos y $t:(g’gt) —> (%ﬁdt) la aplicacion U] (x1x2...xq) =
= W(X1)¢(X2)---W(Xq)- $ es biyectiva entre los caminos con fin

maximal en los reducidos y conserva su longitud. Los caminos con
: ; it . r
fin maximal de (X,G ) que no estan en (X,G ) son todos los subca-
. : ; . ’ r
minos con fin maximal de los caminos con fin maximal de (X,G ) y se
corresponden biyectivamente con los homélogos en (xv,Gﬁ)dado que ¥
: ~t i
conserva sus longitudes. Que V es morfismo es claro, pues Y conser

5 - At -1 . ;
va los niveles. Analogamente para ({y ) , obsérvese que si x1...xq
: : ; At : T y
es un camino con fin maximal en (X,G ) existe el maximo camino con

. : : p o~ Ap
fin maximal que une X, con x y, este camino c, esta en (X,G ) e
q

incluye a x .X_como subcamino, V¥(c) incluye, entonces, a

47"

Pl Jeenailx ) = Eﬁ(x ...xq). Asi pues, %t es un isomorfismo birra-

1 q 1
lad
¥ 3 (50,6
Como los H tienen el mismo cardinal (proposicidén 4.4.8)
entonces % es morfismo birracional geométrico y entonces
& vt =t o~ oMt Tt
(X, 8" ,67) > (X',;6" ;6" )
Obviamente,Iso(z,H,[ﬁ|)es el subgrafo inducido en Im(¥) por
Iso(Z',H'). Veamos que este subgrafo es continuo. Sean (X,Gt) y
t - ; : ; :
(X',G' ) grafos geométrico birracionamente equivalentes, tales que
T T r
(X,G") > (X',G'""), respecto del orden en IsoA(Z,H) y sea (X",G" )
un grafo reducido tal que(X,Q")i(xmym)>(xﬂyphentonces se tienen

morfismos birracionales ¢ :(X,GP) — (X”,G”P) yqb:(X”,G”r) —> (X',G'r).

1
A v~ oAt p .
Como (X,G ) y (X',G'") son geométrico birracinalmente equivalentes,

%5 o $$ es morfismo birracional geométrico. Como todos los morfis-—

mos son suprayectivos en puntecs y arcos se tiene (corolario 4.4.9)



-223-

lad

P 5
que ¢1 es morfismo birracional geométrico y, por tanto, (X",G" )

esta en Im(¥), como se queria probar.

El siguiente e jemplo muestra coémo los grafos geométrico
birracionalmente equivalentes a un grafo transitivo se obtienen a

través de sus reducidos.

Ejemplo 4.5.10

Sea el bosque con estructura clbica (Z,H,|H|) con Card(H)=

= J 1 (x) = 13 de la figura:

Su bosque de las cadenas estd marcado con trazos continuos;

su bosque (Z',H') explotado de su reducido es:

Los elementos de Im(¥) son, entonces, ademas de (Z,H'):

VO I Y A
YV

Para obtener los puntos de (Z,H,|H|) basta transitivizar

estos grafos reducidos. Obsérvese que, por ejemplo, el grafo



_224-

estd en Iso(Z',H') pero no procede de ningin grafo de Iso(Z,H,|H|)

pues su estructura clbica

—
x

—
I

no verifica Card|H| = 13 (en este caso es 12).

m vt~

La siguiente tabla muestra, en cada fila, para cada grafo
v e e P : r o_r
aciclico y transitivo (X ,G ), su grafo reducido (X ,G ), el explo-
. Ao d o ~t ~t
tado de éste (X ,G ), el bosque de las cadenas (X ,G ) y el bosque
con estructura cabica (X,G). Las filas recorren los grafos acicli-
cos transitivos no-etiquetados con tres y cuatro puntos y los cone-
X0S con cinco puntos.
En los e jemplos de esta tabla se pueden comprobar las pro-

piedades enunciadas en este paragrafo.



r ) . ~vpo~p

El grafo reducido(xr,G ) se dibuja en color negro; su explotado (XP,G )y
sl ~at wt . :

en azul. En el bosque de las cadenas del transitivo (X ,G°) se distin-

guen los puntos y arcos nuevos con el color rojo. En el explotado com-

Lo 4 il ey L .
pleto (X ,G) se dibujan en verde los arcos transversales.

Card(x") = 3

(x",6") (%8 (%, 85 (k" ,65 (x",6") (X", 8" (%" .8%) (3°,8%
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