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Introduccion

La teoria de los cédigos correctores de errores nacié en 1948 de la
mano de C.E. Shannon [60], trabajador de Bell Laboratories. Los cédigos
correctores de errores se utilizan en la industria cuando se quiere enviar
una informacién a través de un canal sujeto a ruido. El ruido en un canal
es la alteracién de parte de la informacion producida por interferencias en
las telecomunicaciones o por la degradacion del medio de almacenamiento
de la informacién (por ejemplo, el compact-disc). Un cédigo corrector
anade informacién extra al mensaje que queremos transmitir con el fin
de recuperar la informacion enviada, al igual que en el lenguaje natural
la redundancia de éste nos permite corregir de manera automatica ciertos
errores e imprecisiones que cometemos cuando hablamos o escribimos. C.E.
Shannon demostré que, manteniendo la probabilidad de corregir errores tan
alta como se quiera, es posible codificar mensajes de tal forma que el niimero
de bits de informacién extra que se transmiten sea tan pequeno como permita
el canal. La demostracién del resultado anterior no es constructiva, por lo
que no hay un método explicito para construir una familia éptima de coédigos.

En 1950 R.W. Hamming, también trabajador de Bell Laboratories,
empezd a estudiar céddigos correctores con tasa de transmisién mejor que
el codigo de repeticién. Su primer intento produjo los conocidos codigos
de Hamming que permiten corregir facilmente un error en la transmisién
[27]. En 1965 el NASA Mariner 4 envié a la Tierra las primeras imagenes
del planeta Marte, fue un gran avance, aunque las fotografias fueron de
una calidad decepcionante. Poco después (1969-73) los Mariner 6, 7 y 9
repetian el experimento, sin embargo en este caso las imégenes fueron
mucho mejores. Los Mariner 6, 7 y 9 usaron un potente cédigo de Reed-
Muller capaz de corregir 7 errores de 32 bits transmitidos, que consistia
en 6 bits de datos y 26 bits de control. Los cédigos ciclicos son codigos
lineales cuyas palabras son invariantes por permutaciones ciclicas. Permiten,
ademas de la correccion de multiples errores aleatorios, la correccién de
errores a rafagas (por ejemplo rayones en un CD o DVD). Una familia
importante de cédigos ciclicos son los cédigos de BCH, introducidos de forma
independiente por R.C. Bose y D.K. Ray-Chaudhuri y por A. Hocquenghem.
Los cédigos BCH permiten estimar la capacidad correctora del cédigo a
priori y son ampliamente utilizados en la industria (por ejemplo los CD o
DVD). Los cédigos dlgebro-geométricos son una generalizacion de los cédigos
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VI INTRODUCCION

clasicos de Goppa, permiten estimar la capacidad correctora de los mismos
de manera andloga a los BCH, y serdn detallados posteriormente. Otras
familias de cédigos utilizadas en la industria son los cédigos LDPC, que
permiten una decodificacién mediante grafos, y los turbocddigos, utilizados
en las comunicaciones méviles. Los cédigos convolucionales han sido también
utilizados en las telecomunicaciones, usualmente junto con un cédigo ciclico,
y son facilmente implementables en un circuito integrado.

Los denominados cédigos de bloque transmiten la informacién en pa-
labras de la misma longitud, contrariamente a los cédigos convolucionales
que realizan un cifrado en flujo (se codifica a la vez que se transmite), y
que tienen por tanto longitud variable. Dentro de los cédigos de bloque, los
codigos lineales son los més estudiados y utilizados en la practica, debido a
que su estructura lineal permite utilizar las herramientas del dlgebra lineal
tanto para obtener resultados tedricos como para su manejo practico. Los
codigos lineales son subespacios vectoriales de dimensiéon k£ de un espacio
vectorial de dimensién finita n sobre un cuerpo finito F, (alfabeto) con ¢
elementos. Un cédigo lineal tiene tres pardametros: longitud n, dimensién k y
distancia minima d. Las palabras de tamano k£ que contienen la informacién
a transmitir (simbolos de informacién) se codifican en palabras de longitud n
(palabras c6digo) con una redundancia n—k. Normalmente la codificacién se
realiza de manera que los k primeros simbolos de la palabra cédigo coincidan
con los simbolos de informacién (codificacién sistemética), en cuyo caso los
n — k simbolos redundantes se denominan simbolos de control. Si en la
transmisién se cometen “pocos” errores, podemos corregirlos (teéricamente)
o al menos detectar que la palabra recibida es errénea. De manera mas
precisa, si d es la distancia minima del cédigo, éste es capaz de detectar t
errores si t < d y corregir t errores si 2t < d. Asi pues, cuanto mayor sea la
distancia minima del cédigo, mayor serd la capacidad correctora del mismo,
es decir, mayor numero de errores podremos detectar y corregir. En el caso
particular de los codigos lineales, la deteccidn de errores se realiza mediante
el calculo del sindrome, que consiste en multiplicar la palabra recibida por
la llamada matriz de control. En general, el proceso de decodificacién es un
problema NP, y su eficiencia depende de la estructura particular de cada
codigo.

Una familia importante de cédigos lineales son los cédigos algebro-
geométricos, introducidos por Goppa a principios de los 80. La aplicacién
de métodos de la geometria algebraica fue la clave para la construccién de
dichos codigos. Se hicieron notables en 1982 cuando Tsfasman, Vladut y Zink
construyeron una sucesiéon de cédigos que excedia, por primera vez en 30
anos, la cota de Gilbert-Varshamov, es decir, con un buen comportamiento
de sus pardametros asintéticos R =k/ny 6 = d/n.

En estos codigos es posible aplicar resultados de la geometria algebraica
(tales como el teorema de Riemann-Roch o el algoritmo de Brill-Noether)
tanto para la construccién efectiva de los cédigos como para la estimacién
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de sus parametros. Esto tultimo, aunque parezca trivial no lo es, y es
fundamental para conocer de antemano la capacidad correctora de los
codigos, como era el caso de los cédigos BCH. Por otro lado, desde el punto
de vista de la implementacién practica de un cédigo es interesante que se
pueda decodificar de manera eficiente (es decir, con complejidad polinomial),
y en este sentido, para los cédigos algebro-geométricos se han disenado
a partir de los anos 90 algoritmos de decodificacién con una complejidad
O(n?) o menor, debidos entre otros a Porter, Pellikaan, Feng, Rao, Hgholdt,
Justensen, Sudan, ... La idea bésica de tales algoritmos es hallar un conjunto
“pequeno” de posiciones que contenga las posiciones erréneas y entonces el
problema se reduce a resolver un sistema lineal.

Los cédigos algebro-geométricos se definen evaluando funciones alge-
braicas sobre una curva proyectiva lisa definida sobre un cuerpo finito. Eva-
luamos las funciones racionales de £(D) en ciertos puntos racionales de la
curva, donde D es un divisor cuyo soporte no contiene ninguno de los puntos
racionales en los que evaluamos. Las funciones de £(D) tienen ceros y polos
acotados por D. Los pardmetros de los cédigos se estiman facilmente gra-
cias al teorema de Riemann-Roch, ya que los puntos pueden ser vistos como
divisores. Este método para definir cédigos puede extenderse a variedades
proyectivas de dimension arbitraria. Podemos evaluar funciones racionales,
pero construir una base de £(D) y estimar la distancia minima no es factible
en general.

J.P. Hansen en 1998 consideré cédigos algebro-geométricos definidos
sobre superficies tdéricas [28]; gracias a las técnicas combinatorias de dichas
superficies pudo estimar los parametros de los cédigos asi definidos. La
geometria torica estudia variedades que contienen un toro algebraico como
subconjunto denso y donde ademads el toro actiia sobre la variedad. La
importancia de dichas variedades, llamadas toricas, reside en que éstas se
corresponden con objetos combinatorios, lo que hace que las técnicas para el
estudio de variedades (tales como la cohomologia, la teoria de interseccién,
resolucién de singularidades, etc) sean més precisas y los cdlculos més
asequibles.

Una variedad térica puede ser definida mediante un abanico, que es
una coleccién de conos que verifican ciertas propiedades de contencién e
interseccion. Los divisores de la variedad también pueden ser descritos de
forma combinatoria, de tal forma que un politopo racional convexo es el
mismo dato que una variedad térica y un divisor de Cartier. J.P. Hansen
defini6 los cédigo toricos a partir de politopos convexos planos. Es decir,
considerando la superficie térica y el divisor de Cartier D que define un
politopo P y evaluando las funciones de L(D) en los puntos del toro
T = (F,)"; son por tanto cédigos dlgebro-geométricos. Una base de L£(D)
son los monomios cuyos exponentes son los puntos racionales del politopo
P. La distancia minima se estima usando teoria de intersecciéon. D. Joyner
en [38] calculé ejemplos de cédigos téricos con buenos pardmetros, propuso
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varias preguntas y enuncié dos conjeturas sobre los pardmetros de un cédigo
térico.

La presente memoria consta de cuatro capitulos. En el capitulo 1, de
caracter introductorio, presentamos los cédigos lineales y sus duales, es decir,
consideramos su subespacio ortogonal con respecto a la forma bilineal B
con matriz asociada igual a la identidad. También tratamos el concepto de
matriz generatriz y de control y presentamos la decodificacion por distancia
minima y algunos resultados asociados. Finalmente, introducimos los cédigos
algebro-geométricos para curvas y, posteriormente, para variedades de
dimensién arbitraria.

En el capitulo 2 consideramos una introduccién a la geometria térica.
Presentamos las variedades toricas a partir de conos, abanicos y politopos.
También presentamos sus principales propiedades. Introducimos los cédigos
toricos de la misma forma que fueron definidos por J.P. Hansen, pero
consideramos cédigos definidos a partir de un politopo de dimensién
arbitraria r. Calculamos el nicleo de la aplicaciéon de evaluacién, y por
tanto la dimensién del cédigo (ver Teorema 2.14). Dicho resultado permite
responder a una de las preguntas de D. Joyner sobre la inyectividad de
la aplicacién de evaluacién [38]. Estimamos la distancia minima de un
codigo torico calculando una cota inferior, usando teoria de interseccién
(ver Seccién 2.1). Calculamos los nimeros de interseccién por medio de
volimenes mixtos, dichos calculos extienden los calculos de J.P. Hansen para
codigos definidos a partir de una superficie torica. También obtenemos una
cota superior de la distancia minima (ver Proposicién 2.17). Finalmente
presentamos algunos ejemplos y damos respuesta a las conjeturas de D.
Joyner (ver Contraejemplos 2.21 y 2.23).

En el capitulo 3 definimos una extension de los cddigos toricos, los
denominados cddigos téricos generalizados. Estos se definen considerando
un algebra polinomial arbitraria y evaluando sus elementos en los puntos
del toro T'. Por tanto, un cédigo térico es un cédigo térico generalizado y en
particular todos los resultados existentes para coédigos toricos generalizados
son véalidos para cédigos téricos. Comprobamos (ver Proposicién 3.2)
que para definir la familia de cédigos téricos generalizados es suficiente
considerar polinomios cuyos exponentes tengan grado menor o igual que
¢ — 2 en cada variable, es decir subdlgebras de F,[H]| = (Y | u € H) donde
H = ({0,...,9 — 2})". En este capitulo estudiamos su estructura ciclica y
métrica. Probamos que los cédigos toricos generalizados son multiciclicos
(ver Proposicién 3.3). Un cédigo multiciclico es un cédigo cuyas palabras
son invariantes por ciertas permutaciones ciclicas, una forma alternativa
de verlos es como ideales de F[X7,..., X,]/(XM —1,..., XN — 1), con
Ni,..., N, € N. Reciprocamente, probamos céomo toda una clase de cédigos
multiciclicos son cddigos toricos generalizados (ver Teorema 3.5). Es decir,
probamos que todos los ideales de F,[X7,.. ., XT]/(Xf*1 —1,.., Xt -
son codigos toricos generalizados.
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Mediante el estudio de la estructura métrica dada por la forma bilineal
B, que define el cédigo dual de un cédigo lineal, calculamos el codigo
dual de un cédigo térico generalizado (ver Teorema 3.6), que es un cédigo
torico generalizado. Precisamente, el dual del cédigo definido por U C H
es Cp = Cyu1, donde Ut = H\U' y U' = {(—u1 mod (¢ —1),...,—u,
mod (¢ — 1)) | w € U}. Sin embargo, el dual de un cddigo térico no es un
cédigo térico en general. Consideramos una matriz generatriz y una matriz
de control dadas por un subconjunto de filas de la matriz de evaluacién
M, que es la matriz cuadrada de tamano n asociada a la aplicacién de
evaluacion de F,[H] en los puntos del toro. El conocimiento del dual de un
codigo térico generalizado nos permite obtener un método para calcular la
distancia minima (ver Proposicién 3.8); dicho resultado es andlogo a [45,
Proposition 2.1]. Ordenando la base de monomios de F,[H]| se tiene que
MM es la matriz de una involucién, que tiene la forma siguiente

= O
O =

0 1
10

Ademsds, determinamos el nimero de unos en la diagonal principal de la
matriz anterior, 1 si la caracteristica de IF; es 2 y 2" si no lo es, y deducimos
que no existen cddigos téricos generalizados autoduales (ver Proposicién
3.9). Finalmente, en la seccién tercera de este capitulo mostramos cémo los
cédlculos con cédigos toricos generalizados pueden implementarse facilmente
en un sistema de dlgebra computacional como SINGULAR [26].

La estructura métrica de los cddigos téricos generalizados motivo el
capitulo 4 de esta memoria, obtener una estructura similar para un
codigo lineal arbitrario. Para ello, en el capitulo 4 se estudian las formas
bilineales definidas en un espacio vectorial sobre un cuerpo finito. Una parte
de la bibliografia de geometria sobre cuerpos finitos suele restringirse a
caracteristica distinta de dos, pero en el caso de los cédigos es igualmente
interesante y por ello se estudia en este capitulo. La demostraciones son
diferentes en caracteristica dos, pero se desarrollan de forma paralela.

Para F, de caracteristica distinta de dos, decimos que Fj tiene una
descomposiciéon geométrica de tipo 7, s si

F!' = HiL--- LH, 1L L-- LL,

donde Hy, ..., H, son planos hiperbdlicos y L1, ..., Ls son variedades linea-
les unidimensionales no isétropas. Cada plano hiperbdlico esta generado por
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dos generadores geométricos H; = (x2;_1, x2;), tales que B(z9;—1,x2—1) = 0,
B(zoi,x9;) = 0, B(xgi—1,%2;) = 1, para i = 1,...,r. Cada variedad de

dimensién 1 esta generada por L; = (xa,44), para i = 1,...,s. Se tiene que
{z1,...,2,} es una base de Fy que denominamos base de la descomposicion
geométrica.

Sea M la matriz de B en dicha base, entonces se tiene que M M! = JIrs

= O
O =
=]
O =

€1

€s

donde €; es o bien 1 o bien un no cuadrado fijo de Fg.

Decimos que un cédigo lineal es compatible con una descomposicion
geométrica de tipo J, s si existe una base {z1,...,z,} de [y, compatible
con dicha descomposicién, de tal forma que existe I C {1,...,n} tal que
{x; | i € I'} es una base del cédigo. Probamos que todo cédigo lineal sobre un
cuerpo de caracteristica distinta de 2 es compatible con una descomposicion
geométrica con s < 4 (ver Teorema 4.10).

Para F, de caracteristica 2, decimos que Fy tiene una descomposicion
geométrica de tipo r,s,t si

IF'Z =H1l---1H.1L{1l---1Ls, cont=20

F;‘ =H1l---1H.1L{1l---1L;1FE, cont=1

donde Hi, ..., H, son planos hiperbdlicos, L1, ..., Ls son variedades lineales
unidimensionales no isétropas y E es un plano eliptico. Cada plano
hiperbdlico esta generado por dos generadores geométricos H; = (xo;_1, T2;),

tales que B(xg;—1,72;-1) = 0, B(w2;,22) = 0, B(x2i_1,%2;) = 1, para
i = 1,...,7. Cada variedad de dimensién 1 esta generado por L; =
(xor44), tales que B(xop44,x2,4;) = 1 parai = 1,...,s y el plano eliptico

estd generado por dos generadores geométricos F = (zp_1,2y) si t = 1,
tales que B(xp—1,2n—1) = 0, B(xp,x,) = 1, B(xp—1,x,) = 1. Se tiene que
{z1,...,2,} es una base de Fy que denominamos base de la descomposicion
geométrica.

Sea M la matriz de B en dicha base, entonces se tiene que MM* = J, ¢,
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0 1
10
0 1
Jr,s,O = 1 0
1
1
01
10
01
10
Jr,s,l = 1
1
0 1
1 1
Decimos que un cédigo lineal es compatible con una descomposicion
geométrica de tipo J, s si existe una base {z1,...,z,} de [Fy compatible
con dicha descomposicién, de tal forma que existe I C {1,...,n} tal que

{zi | i € I} es una base del cédigo. Probamos que todo cddigo lineal sobre un
cuerpo de caracteristica 2 es compatible con una descomposiciéon geométrica
con s <4yt=06,siel codigo es autodual, s =0y ¢t =1 (Teorema 4.19).

La descomposicién geométrica permite escribir las matrices generatriz y
de control como un subconjunto de filas de la matriz que tiene por filas los
elementos de la base de la descomposicién geométrica de Fy (ver Proposicién
4.23). Extendemos los resultados para calcular la distancia minima de
cédigos toricos generalizados de [45, Proposition 2.1] y proposicién 3.8 para
un c6digo lineal arbitrario (ver Teorema 4.24).

De esta forma M, sy = {M € Myxn | MM" = J.s;} con (s,t) €
{0,1,2,3,4} x {0} U{0} x {1} y 2r = n — s — 2t, permite definir la familia
de cédigos lineales por medio de sus submatrices. Finalmente, mostramos
cémo el grupo ortogonal actia sobre M, s; (ver Proposicién 4.25). Por
tanto, tenemos un nuevo paradigma para los cédigos lineales que, junto
con la correspondencia con el grupo ortogonal, abre una via alternativa
para estudiar problemas clésicos de cédigos lineales en términos de teoria de
grupos.






Introduction

The theory of error-correcting codes started up in 1948 with C.E.
Shannon [60], worker of Bell Laboratories. Error-correcting codes are used
in the industry when one sends information through a noisy channel. The
noise in a channel is the corruption of a part of the information due to
interferences in the telecommunications or to degradation of the information
storing support (for instance, compact disc). An error-correcting code adds
extra information to the message to be transmitted with the aim to recover
the sent information, in the same way as redundancy in the natural language
allows us to correct some errors or imprecisions made while speaking or
writing. C.E. Sannon proved that, keeping the probability of correcting
errors as high as one wants, it is possible to codify the messages so that
the number of extra bits transmitted is as small as the channel allows. The
proof of the previous result is not constructive, therefore there is no explicit
method to construct an optimal family of codes.

In 1950 R.W. Hamming, who also worked for Bell Laboratories, started
to study error-correcting codes which had a better transmission rate than
the repetition code. His first attempt produced the well-known Hamming
codes which easily correct one error occurred during transmission [27]. In
1965 NASA Mariner 4 sent to the Earth the first images of Mars, which was a
big progress, nevertheless the quality of the photographs was disappointing.
Later (1969-73) Mariner 6, 7 and 9 repeated the experiment, but the images
were much better this time. Mariner 6, 7 and 9 used a potent Reed-Muller
code able to correct 7 errors in each 32 transmitted bits, consisting of 6
data bits and 26 control bits. Cyclic codes are linear codes whose words
stay invariant by cyclic permutations. They allow, besides of correcting
random multiple errors, to correct streak errors (for instance scratches on
a CD or a DVD). An important family of cyclic codes are the BCH codes,
independently introduced by R.C. Bose and D.K. Ray-Chaudhuri and by
A. Hocquenghem. These codes allow to estimate the error-correcting code
capacity and they are widely used in the industry (for instance CD or DVD).
Algebraic-geometry codes are a generalization of the Classic Goppa codes,
the error-correcting code capacity can be estimated in a similar way to that
of BCH codes, and they will be later detailed. Some other families of codes
that are used in the industry are LDPC codes, which can be decoded using
graphs, and turbocodes, used in mobile telecommunications. Convolutional

XIII
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codes have been also used in telecommunications, usually together with a
cyclic code, and they can be easily implemented in an integrated circuit.

The so-called block codes transmit the information in words of the same
length, oppositely to convolutional codes which uses stream codification
(codification and transmission happen at the same time), and therefore have
variable length. From the family of block codes, the most studied and used
in practice are the linear ones, because of their linear structure, which allows
to use tools of linear algebra both to obtain theoretical results and to use
them in practice. Error-correcting codes are vector subspaces of dimension
k of a finite n-dimensional vector space over a finite field F, (alphabet) with
g elements. A linear code has three parameters: length n, dimension k and
minimum distance d. The words of length k& which contain the information
to be transmitted (information symbols) are codified in words of length n
(code words) with redundancy n — k. Usually the codification is carried out
so that the first £ symbols of a code word are the same as the information
ones (systematic codification), where the n —k redundant symbols are called
control symbols. If during the transmission occur only “few” errors, we can
(theoretically) correct them or at least detect that the received word is
incorrect. Namely, if the minimum distance of the code is d, it will be able
to detect ¢ errors if t < d and correct ¢ errors if 2¢ < d. Therefore, the larger
the minimum distance of the codes is, the larger its error-correcting capacity
is, that is, more errors can be detected and corrected. In the particular case
of linear codes, the detection of errors is achieved computing the syndrome,
which consists of multiplying the received word by the so-called control
matrix. In general, the decoding process is a NP problem, and its efficiency
depends on the particular structure of each code.

An important family of linear codes are algebraic-geometry codes,
introduced by Goppa at the early 80’s. The key for their construction was the
application of algebraic geometry methods. They became important in 1982
when Tsfasman, Vladut and Zink constructed a sequence of codes which
exceeded, for the first time in 30 years, the Gilbert-Varshamov bound, that
is, with a good behaviour of their asymptotic parameters R = k/n and
d=d/n.

In these codes it is possible to apply results from algebraic geometry
(such as the Riemann-Roch theorem or the Brill-Noether algorithm) both for
the effective construction of the codes and for estimating their parameters.
Although estimating the parameters may seem trivial, it is not and it is
basic to know in advance the error-correcting capacity of the codes, as in
the case of BCH codes. On the other hand, from the point of view of the
practical implementation of a code it is interesting that it can be efficiently
decoded (that is, with polinomial complexity), and in this sense, from the
90’s decoding algorithms with complexity O(n?) or lower have been designed
by for example Porter, Pellikaan, Feng, Rao, Hgholdt, Justensen, Sudan, ...
among others. The basic idea of such algorithms is to compute a “small” set
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of positions which contains the wrong positions and then the problem is
reduced to solving a linear system.

Algebraic-geometry codes are defined evaluating algebraic functions over
a smooth projective curve defined over a finite field. The rational functions
of L(D) are evaluated at certain rational points of the curve, where D is
a divisor whose support does not contain any of the rational evaluation
points. The zeros and poles of the functions of £(D) are bounded by D.
The parameters of the codes are easily estimated using the Riemann-Roch
theorem, since points can be seen as divisors. This method can be extended
to define codes over varieties of arbitrary dimension. It is possible to evaluate
rational functions, but in general hard to compute a basis of £(D) and
estimate its minimum distance.

In 1998 J.P. Hansen considered algebraic-geometry codes defined over
toric surfaces [28]. Thanks to combinatorial technics of such varieties he
was able to estimate the parameters of the codes defined in that way. Toric
geometry studies varieties which contain an algebraic torus as a dense subset
and where moreover the torus acts over the variety. The importance of
such varieties, called toric varieties, resides in their correspondence with
combinatorial objects, which makes the technics to study the varieties (such
as cohomology, intersection theory, resolution of singularities, etc) more
precise and the computations reachable.

A toric variety can be defined by a fan, which is a set of cones that
verify some properties of inclusion and intersection. The divisors of the
variety can be also described in a combinatorial way, in such a way that a
rational convex polytope is the same datum as a toric variety and a Cartier
divisor. J.P. Hansen defined toric codes from convex plane polytopes. That
is, he considered a toric surface and the Cartier divisor D which defines a
polytope P, and he evaluated the functions of £(D) at the points of the
torus T = (F;)", they are therefore algebraic-geometry codes. A basis of
L(D) is given by the monomials whose exponents are the rational points
of the polytope P. The minimum distance is estimated using intersection
theory. D. Joyner in [38] computed some examples of toric codes with good
parameters, he asked several questions and formulated two conjectures about
the parameters of a toric code.

This essay consists of four chapters. In chapter 1, preparatory, we
introduce linear codes and their duals, which means we consider their
orthogonal subspace with respect to the bilinear form B whose associated
matrix is the identity one. We also deal with the concept of generator and
control matrices and introduce the minimum distance decoding and some
associated results. We last present algebraic-geometry codes for curves and,
afterwards, for arbitrary dimensional varieties.

In chapter 2 we consider an introduction to toric geometry. We bring
forward toric varieties from cones, fans and polytopes. We also present their
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main properties. We introduce toric codes in the same way as they were
defined by J.P. Hansen, but we consider codes defined from an arbitrary
r-dimensional polytope. We compute the kernel of the evaluation map, and
so the dimension of the code (see Theorem 2.14). This result allows us to
answer one of Joyner’s questions about the injectivity of the evaluation
map [38]. We estimate the minimum distance of a toric code computing
a lower bound, using intersection theory (see Section 2.1). We compute the
intersection numbers using mixed volumes, such computations extend those
of J.P. Hansen for codes defined from a toric surface. We also obtain an upper
bound of the minimum distance (see Proposition 2.17). We last present some
examples and we answer D. Joyner’s conjectures (see Counterexamples 2.21
and 2.23).

In chapter 3 we define an extension of toric codes, the so-called gen-
eralized toric codes. They are defined considering an arbitrary polynomial
algebra and evaluating its elements at the points of the torus T'. Therefore,
a toric code is a generalized toric code and in particular every result for gen-
eralized toric codes is valid for toric codes. We determine (see Proposition
3.2) that in order to define the family of generalized toric codes it suffices
to consider polynomials whose exponents have degree lower than or equal
to ¢ — 2 in each variable, that is, subalgebras of F,[H] = (Y" | u € H)
where H = ({0,...,¢ — 2})". In this chapter we study their multicyclic and
metric structure. We prove that generalized toric codes are multicyclic (see
Proposition 3.3). A multicyclic code is a code whose words stay invariant by
certain cyclic permutations, an alternative way to think of them is as ideals
of Fy[X1,..., X, ]/(XM —1,..., XN — 1), with Ny,...,N, € N. Recipro-
cally, we prove that a whole class of multicyclic toric codes are generalized
toric codes (see Theorem 3.5), which means that we prove that every ideal
of Fy[X1,..., X, ]/(XT1 —1,...,XZ" —1) is a generalized toric code.

Through the study of the metric structure given by the bilinear form
B, which defines the dual code of a linear code, we compute the dual code
of a generalized toric code (see Theorem 3.6), which is a generalized toric
code. Namely, the dual of the code defined by U C H is Cﬁ = Cy1, where
Ut =H\U" and U’ = {(~u; mod (¢g—1),...,—u, mod (¢—1)) | u € U},
However, the dual of a toric code is not in general a toric code. We consider
a generator matrix and a control matrix given by a subset of rows of the
evaluation matrix M, which is the square n-sized matrix associated to the
evaluation map of F,[H] at the points of the torus. The knowledge of the
dual of a generalized toric code allows us to obtain a method to compute
the minimum distance (see Proposition 3.8). This result is similar to [45,
Proposition 2.1]. Ordering the monomial basis of F,[H] one has that M M*
is the matrix of an involution, which has the following form
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Moreover, we determine the number of ones in the main diagonal of the
previous matrix, 1 if the characteristic of F, is 2 and 2" if it is not, and we
deduce there exist no self-dual generalized toric code (see Proposition 3.9).
Last, in the third section of this chapter we show how the computations with
generalized toric codes can be easily implemented in a computer algebra
system as SINGULAR [26].

The metric structure of generalized toric codes gave rise to the fourth
chapter of this essay, which obtains a similar structure for an arbitrary linear
code. Therefore, the bilinear forms defined on a vector space over a finite
field are studied in chapter 4. Part of the bibliography about geometry over
finite fields does not usually take into account characteristic equal to two,
but for codes this characteristic is as interesting and thus it is studied in
this chapter. The proofs for characteristic 2 are different, but they will be
developed parallel.

If the characteristic of F, is not equal to 2, we say that Fy has a geometric
decomposition of type r, s if

F' = Hyl-- LH, 1Lyl LL,

where Hi,...,H, are hyperbolic planes and Lq,...,Ls are non isotropic
one-dimensional linear varieties. Each hyperbolic plane is generated by
two geometric generators H; = (x9;_1,x9;), such that B(ze;_1,z2-1) =
0, B(z2i,x2;) = 0, B(wgi—1,22;) = 1, when ¢ = 1,...,r. Each one-
dimensional variety is generated by L; = (z9,4;), when i = 1,...,s. One
has that {x1,...,2,} is a basis of Fj that we call basis of the geometric
decomposition.

Let M be the matrix of B in this basis, then one has that M M? = Irs
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A linear code is said to be compatible with a geometric decomposition
of type Jys if there exists a basis {z1,...,2,} of Fy compatible with such
decomposition, in such a way that exists I C {1,...,n} such that {z; | i € I}
is a basis of the code. We prove that every linear code over a field of
characteristic different from 2 is compatible with a geometric decomposition
with s <4 (see Theorem 4.10).

If the characteristic of Fy is equal to 2, we say that Fj has a geometric
decomposition of type r, s, t if

where g; is either 1 or a fixed non-square element of [F

F' = Hi L LH, 1Ll LL,, witht =0

IF'Z =Hyl---1H. 141l 1L 1FE, witht=1

where Hip,...,H, are hyperbolic planes, L1,...,Ls are isotropic one-
dimensional linear varieties and E is an elliptic plane. Each hyperbolic
plane is generated by two geometric generators H; = (x9;—1,x2;), such that
B(Igi_l,l‘gi_l) = 0, B(ajgi,l‘gi) == 0, B(:Cgi_l,xgi) = 1, when 7 = 1, e, T
Each one-dimensional variety is generated by L; = (x2,4;), such that
B(x9y44,2,4;) =1 when i = 1,... s and the elliptic plane is generated by
two geometric generators E = (z,_1, xy) if t = 1, such that B(x,—1,2,-1) =
0, B(xn,xn) = 1, B(zp—1,2,) = 1. One has that {z1,...,2,} is a basis of
[y that we call basis of the geometric decomposition.

Let M be the matrix of B in this basis, then one has that MM = J,

= O
O =
= O
O =

Jr,s,(] =
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A linear code is said to be compatible with a geometric decomposition
of type J,s. if there exists a basis {x1,...,2z,} of Fj compatible with
such decomposition, in such a way that exists I C {1,...,n} such that
{z; | i € I} is a basis of the code. We prove that every linear code over a
field of characteristic 2 is compatible with a geometric decomposition with
s <4 and t = 0 or, if the code is self-dual, s = 0 and ¢t = 1 (see Theorem
4.19).

The geometric decomposition allows us to write the generator and
control matrices as subsets of the rows of the matrix whose rows are the
elements of the basis of the geometric decomposition of Fy (see Proposition
4.23). We extend the methods to compute the minimum distance of
generalized toric codes of [45, Proposition 2.1] and proposition 3.8 to an
arbitrary linear code (see Theorem 4.24)

In this way M, s: = {M € Muxn | MM' = J,4;} with (s,t) €
{0,1,2,3,4} x {0} U {0} x {1} and 2r = n — s — 2t, allows us to define
the family of linear codes throughout their submatrices. Last, we show how
the orthogonal group acts over M, s; (see Proposition 4.25). Therefore,
we have obtained a new paradigm for linear codes which, along with
the correspondence with the orthogonal group, gives rise to study classic
problems of linear codes in terms of group theory.






CAPITULO 1

Coddigos Lineales Correctores de Errores

En este capitulo introductorio presentamos los conceptos béasicos sobre
codigos lineales y sobre cédigos &algebro-geométricos. Introducimos los
codigos correctores de errores lineales y mostramos sus principales resultados
asociados. Posteriormente, presentamos los cédigos algebro-geométricos.

1. Cdbdigos Lineales

Presentamos los conceptos basicos sobre codigos lineales, necesarios en
la presente memoria. Un estudio detallado de los cddigos lineales puede
encontrarse en [39, 47, 48]. Sea F, el cuerpo finito con ¢ elementos.

Un cédigo lineal C de longitud n sobre [, es un subespacio vectorial
de Fy, sus elementos se denominan palabras y [, alfabeto del cédigo. Se
denota la dimensién de C como k = dim C (en particular #C = ¢*).

Consideramos dos aplicaciones lineales: la aplicacién de codificacion
g vy la aplicacién sindrome h (que sirve para detectar errores) dadas,
respectivamente, por GG, denominada matriz generatriz, y por la matriz
transpuesta H® de la denominada matriz de control H, ambas de rango
maximo, de forma que

k9 h —k
Fg—Fy —Fg
donde Im(g) = C y Ker(h) = C. Se tiene entonces que GH' = 0. Las filas
de G son una base del cédigo. H se deduce en la practica mediante algebra
lineal, calculando una base de soluciones de un sistema lineal indeterminado.

Si se recibe una palabra z € Fy tal que h(z) = 0 entonces la palabra
recibida es correcta. En cambio si h(x) # 0 entonces « ¢ C y en principio
decodificaremos esta palabra por el criterio de méxima verosimilitud o
minima distancia que describimos posteriormente. Dicho criterio minimiza
ademads la probabilidad de error en la decodificacion.

La distancia de Hamming es la dada por
d(z,y) = #{i | 1 <i <,z # yi}
para z,y € Fy, que dota a Fy de estructura de espacio métrico.
El peso de Hamming w(x) de x se define como
w(z) = d(z,0)

1
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La distancia minima d(C) de un cédigo lineal se define por
d=d(C) =min{d(z,y) | z,y € C,z # y} = min{w(z) | z € C, x # 0}

Se denominan a [n,k,d] los parametros del cédigo lineal C. A veces se
escribe [n, k, d|, para indicar el alfabeto.

PROPOSICION 1.1. Un cddigo lineal C puede corregir L%J errores, Yy
detectar t errores si t < d.

DEMOSTRACION. Las bolas euclideas con centro en cada palabra del

cédigo C y radio L%J son disjuntas. Asi, para una palabra recibida x

con L%J 0 menos errores, se tiene que x pertenece a una unica bola de

centro una palabra cédigo y radio L%J Por lo tanto decodificamos x por
la palabra cédigo que es el centro de dicha bola (es decir, decodificamos por

minima distancia).

Podemos detectar ¢ errores, con t < d, porque si en x se han producido
1 < t < d errores entonces x no es una palabra del codigo. Ademas, podemos
comprobarlo usando la matriz de control del cédigo, puesto que zH! # 0. [

EjempLO 1.2. Hay dos ejemplos triviales:

] C1 = Fy. No se puede ni detectar ni corregir ningin error, puesto que

El cédigo de repeticion:

Fy — > FY
0 — (0,...,0)
——

n
1 — (1,...,1)
——

obviamente d = n. Por ejemplo si n = 4, Unicamente se puede corregir

[%] =1 error, si bien pueden detectarse hasta 3 errores.

Sea C un cddigo lineal y sea H una matriz de control de C. Podemos
considerar H como la matriz generatriz de otro cédigo sobre IF,. Este cédigo
es el denominado cédigo dual de C, y se denota por C=.

De hecho, C* es el cédigo que consiste en el subespacio ortogonal de
C respecto de la forma bilineal simétrica B : Fy x Fy — F, dada por
B(z,y) = Y1, 2;y;. Como dicha forma es no degenerada, se tiene que ct
tiene dimensién n — k si C tiene dimension k. Ademés, si G es una matriz

generatriz de C, la igualdad GH' = 0 implica que G es una matriz de control
de C*.

El siguiente resultado permite calcular la distancia minima a partir de
la matriz de control del cédigo, en lugar de calcular el peso de todas sus
palabras.
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PROPOSICION 1.3. Sea C un cddigo lineal, sean G una matriz generatriz
y H una matriz de control de C. Entonces

C tiene distancia minima d si cualesquiera d — 1 columnas de H son
linealmente independientes y existen d linealmente dependientes.

C tiene distancia minima d si para cualesquiera n — d + 1 columnas de
de G existen k columnas que son linealmente independientes y existen n —d
columnas que no contienen a k columnas linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Se tiene que x € [y pertenece a C siy solo si xH! =0,
por tanto existe una palabra de peso d si y sélo si xH! da una combinacién
lineal de d columnas que son linealmente dependientes.

Sea x € C, se tiene que = es combinacién lineal de las k filas de G. Por
tanto x tiene peso d si y sélo si tiene n — d coordenadas igual a cero, que
definen un sistema homogéneo de k ecuaciones. O

EJEMPLO 1.4. Sea n = (¢ — 1)/(¢ — 1). El [n,n — k] cédigo de
Hamming sobre F, es un cédigo cuya matriz de control tiene columnas
linealmente independientes dos a dos. Por tanto, la distancia minima de un
codigo de Hamming es 3, independientemente de q.

Por ejemplo, el [7,4, 3] cédigo binario de Hamming C tiene la siguiente
matriz de control

T

Il
— O O
O = O
)
S O =
_ o
O~
—

2. Caddigos Algebro-Geométricos

V.D. Goppa introdujo los cédigos dlgebro-geométricos a principios de los
80 [24]. Son una generalizacién de las ideas sobre los denominados cddigos
clésicos de Goppa, que son una extension de los codigos BCH.

En principio fueron obtenidos evaluando funciones racionales sobre una
curva proyectiva lisa definida sobre un cuerpo finito Iy, posteriormente
esta definicién se extendié a variedades de dimension arbitraria. En esta
seccion se introducen los codigos algebro geométricos y se muestran algunos
resultados asociados. Dichos resultados pueden encontrase en [63] y para
cédigos definidos a partir de una curva en [33].

Sea X una curva proyectiva no singular y absolutamente irreducible
definida sobre F,.

Sea G un divisor racional sobre X. Sea L(G) el espacio vectorial de
funciones racionales sobre X con polos y ceros acotados por G

L(G) ={f € Fo(X)" [ (f) + G = 03 U {0}
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El cédigo algebro-geométrico Cr(D,G) de longitud n sobre [y es la
imagen de la aplicacién de evaluacion F-lineal dada por

ev: L(G) — Fy

donde Pi,..., P, son puntos racionales de X, D = Y " | P;(divisor), y G
es cualquier divisor racional tal que sup(D)(\sup(G) = . Aunque no es
necesario, se considera sobre G la restricciéon 2g — 2 < deg(G) < n. De esta
forma la aplicacién ev es inyectiva y se tiene el siguiente resultado que hace
uso del teorema de Riemann-Roch.

TEOREMA 1.5. El cédigo Cr(D,G), de longitud n sobre F,, tiene
dimension k = deg(G) — g + 1 y distancia minima d > n — deg(G). La
cota n — deg(G) se denomina distancia de Goppa de Cr(D,G).

DEMOSTRACION. Si f pertenece al nicleo de ev, entonces f € L(G— D),
y por lo tanto f = 0 (pues deg(G — D) < 0). Esto prueba que ev es inyectiva,
y aplicando el teorema de Riemann-Roch se tiene que k = dim(L(G)) que
es igual a deg(G) — g + 1, ya que deg(D) > 2g — 2.

Por otra parte, si ev(f) tiene peso d, con f no nula, existen n — d puntos
P;, denotados P;, P;,, ..., P; _,, que verifican f(P;) = 0. En consecuencia,
feL(G-FE),donde E = P, +P;,+---+PF;, _,, v setiene deg(G)—n+d > 0,
al ser L(G — E) # 0. O

EJjEMPLO 1.6. Sea X la recta proyectiva sobre Fgm. Sean n = ¢™ — 1,

Py=(0:1), Po=(1:0),D =37 Pj,donde P; = (# : 1), 1 <j <mn,
0 raiz primitiva n—ésima de 1. Sea G = aPy+ bPs, con a > 0,b > 0.
Por el teorema de Riemann-Roch sabemos que:
dim(L(G))=1(G)=a+b—-0+1=a+b+1
El conjunto {(%)Z | —a < i < b} es una base de L(G), porque f € L(G)
sélo tiene polos en Py y Py, con orden a lo sumo a o b, respectivamente.

En consecuencia ev((%)i) = ((?)Z, e (BTR)’) Una matriz generatriz para
este cédigo es
g g-ett ... ... b
G —
(ﬂn)—a (ﬁn)_a—H A (6n)b

Se puede ver que (c1,...,¢n) es una palabra del cédigo Cr(D,G) siy
sélo si Z?:l ¢j(B) = 0 para todo a < I < n —b. Se deduce que Cr(D, G)
es un codigo de Reed-Solomon [45, section 6.8] y el cédigo subcuerpo con
coordenadas en F, es un cédigo BCH [45, section 6.6].
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En 1982, Tsfasman, Vladut y Zink [62], construyeron una sucesién de
cédigos élgebro-geométricos que mejoran la cota de Gilbert-Varshamov [45,
section 5.1]. Fue la primera vez en 30 anos que se superé dicha cota de
manera efectiva. Habitualmente se trabaja con la familia dual de los codigos
anteriormente definidos, i.e., se considera la matriz generatriz de un cédigo
Cr(D,G) como la matriz de control de un nuevo cédigo Cq (D, G), que puede
ser descrito, gracias al teorema de los residuos, por medio de las formas
diferenciales racionales sobre X. Dentro de éstos ultimos se considera una
familia especial, los denominados cédigos algebro-geométricos sobre
un punto, en los cuales G = mP, donde P es un punto racional extra.
Para estos cédigos se conocen métodos de decodificacion eficientes, como el
algoritmo de Feng-Rao, con complejidad menor que O(n?).

Finalmente, damos la definicién de cédigo algebro-geométrico para una
variedad de dimensién arbitraria. Sea X una variedad normal proyectiva
sobre F,. Sean Py, ..., P, puntos de X racionales sobre Fy, y consideramos
P ={Py,...,P,}. Sea D un divisor de Cartier con soporte disjunto con P.
El cédigo algebro-geométrico C(X, D, P) de longitud n es la imagen de
la aplicacién de evaluacion F-lineal

ev: L(D) — TFy

Si la aplicacién de evaluacién ev es inyectiva la dimensién de C(X, D, P)
es igual a k = dim(L£(D)). En caso contrario, la dimensién de C(X, D, P) es
igual a k = dim(£(D)) — dim(ker(ev)). Ademds en la codificacién se tiene
que el nimero de filas no coincide con la dimensién, por lo tanto se deben
eliminar las filas que sean linealmente dependientes para tener una matriz
generatriz, que es la que se usaria en la practica para codificar.

No es sencillo trabajar con un cédigo algebro-geométrico sobre una
variedad de dimensién arbitraria, concretamente, salvo en pocos casos,
se desconocen métodos para calcular una base de L£(D) y sobre todo su
distancia minima. En el capitulo siguiente estudiamos los cédigos algebro-
geométricos para variedades toricas, denominados cédigos téricos, donde
se aprovecha su estructura combinatoria para definirlos y estimar sus
parametros.






CAPITULO 2
Codigos Toricos

J.P. Hansen presenté los cddigos toéricos en 1998 [28], los cddigos
toricos son codigos algebro-geométricos sobre variedades toéricas. En este
capitulo introducimos los codigos téricos y calculamos sus parametros.
Primero presentamos una introduccion a la geometria térica que contiene
las definiciones y resultados necesarios para el estudio de los cédigos téricos.

1. Geometria Torica

Sea K un cuerpo. Una variedad térica X es una variedad normal que
contiene al toro algebraico T' = K* x --- x K* como subconjunto denso,
junto con la accién T'x X — X de T sobre X que extiende la accién natural
de T sobre si mismo. La importancia de las variedades tdricas reside en
su correspondencia con objetos combinatorios como los conos y politopos.
Todos los resultados de esta seccién se encuentran en [8] para un cuerpo
base arbitrario, y en [21, 50] para K = C. Para los conceptos de geometria
térica usamos principalmente la notacién de [21].

1.1. Conos, abanicos, politopos y variedades téricas. Sea N un
reticulo isomorfo a Z" para algin r > 1. Sea M = Hom(N,Z) el reticulo
dual de N. Se tiene la aplicacién Z-bilineal (, ) : M X N — Z, (u,v) — u(v).
Sean Ng = N @Ry Mr = M ® R, donde My es el espacio vectorial dual
de Ng. Se tiene la aplicacién R-bilineal (, ) : Mg x Ng — R, (u,v) — u(v).

Un cono poliédrico convexo ¢ es un conjunto

o={siv1 + -+ spvp € Nr | s; > 0}

generado por un conjunto finito de elementos vq,...,vs € Ngr. La
dimension de o, dim(o), es la dimensién del espacio vectorial
o+ (—o) =Ro

El cono dual ¢V C Mg de un cono poliédrico convexo, se define como

o ={uée Mg | {(u,v) >0V veo}
Una cara 7 de un cono ¢ es la interseccion de o con un hiperplano
definido por una forma lineal que es no negativa en o, es decir se tiene
que 7 = oNut = {v € o | (uv) =0} para un u € ¢". El propio cono
convexo o es una cara ya que es la intersecciéon con la forma lineal definida
por 0. Ademads cada cara es un cono poliédrico convexo, generado por los

7
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vectores de o tal que (u,v;) = 0. Las caras unidimensionales se denotan por
p v se denominan bordes. El elemento primitivo v(p) € N de un borde
p es el unico generador de pN N como semigrupo aditivo. Se tiene un orden
parcial en las caras de o, sean 7 y 7' dos caras de o, si 7 C 7’ se denota
T<T.

Un cono poliédrico convexo o se dice que es racional si sus generadores
pueden tomarse en el reticulo N. Un cono poliédrico convexo o es
fuertemente convexo si 0N (—c) = {0} o, equivalentemente, si o genera
Mp. Cualquier cono racional estd generado por un conjunto minimal de
elementos de N, cuando el cono es fuertemente convexo, los generadores
minimales son los elementos primitivos de los bordes. Ademds si o es
un cono poliédrico racional fuertemente convexo entonces ¢¥ es un cono
racional poliédrico en My [50, Proposition 1.3]. Por simplicidad llamaremos
Unicamente cono a un cono poliédrico racional fuertemente convexo en este
trabajo.

Sea ¢ un cono, entonces S, = ¢ N M es un semigrupo finitamente
generado por el lema de Gordan [50, Proposition 1.1]. Consideramos la
K-dlgebra asociada a S,, K[S;] = @,cs, Kx* (donde ix® = vt
la unidad es x°). Por lo tanto podemos definir la variedad afin U, como
U, = Spec(K][S,]) que denominamos variedad térica afin asociada a o.

Un algebra conmutativa finitamente generada A determina una variedad
afin que se denota Spec(A). Si se escogen los generadores de A entonces A
se puede presentar como K[X7,..., X,]|/I, donde I es un ideal. Por tanto se
identifica la variedad afin V(1) con Spec(A), en concreto a cada punto de
V(I) le corresponde un ideal maximal de Spec(A), que se denominan puntos
cerrados de la variedad y se denotan como Specm(A). Un homomorfismo
A — B de élgebras determina un morfismo Spec(B) — Spec(A) de
variedades y en particular los puntos cerrados corresponden a morfismos
de algebras de A a K.

En el caso de variedades téricas, los puntos cerrados corresponden a
homomorfismos de semigrupos de S, a K, donde se considera K = K* U {0}
como semigrupo multiplicativo y se tiene Specm(K][S,]) ~ Hom(S,, K).

Se puede considerar x" como un monomio de Laurent, x“(t) =
tyt ety € Kty, ..o, 4]ty t,), ademads define una aplicacién 7' — K*. En la
teoria de grupos algebraicos x* se conoce como un caracter.

Denominamos toro algebraico de dimensién r a T' = (K*)". Se tiene
que T estd contenido en toda variedad torica afin y que ademds actia
sobre la variedad extendiendo la accién sobre si mismo. De hecho, estas
dos propiedades caracterizan las variedades téricas [40].

Veamos que el toro T' = K* x --- x K* estd incluido en U,. Se tiene
que S, es un subsemigrupo de Sy = M. Sea vi,...,v, una base de

Ny w = vf,...,ur = v} su base dual de M. Como semigrupo, M
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tiene como generadores uj,...,uy,—uj,...,—uy, por lo que si escribimos
x; = x% € K[M], se tiene
-1 -1 -1
K[M] = K[xl,xg, cey Tpy Xq ,x2 yoeey Ly ] = K[Il,xg, ey mT](wlxz---xr)

que es el anillo de polinomios de Laurent con r indeterminadas y se tiene
que Uy = Spec(K[M]) = K* x - -- x K* = (K*)" = T'. En consecuencia, como
todos los semigrupos S, son subsemigrupos de M, se tiene que K[S,] es una
subélgebra de K[M]. Por consiguiente, K[S,] es un dominio y 7' C U,,.

Ademaés podemos describir el toro T intrinsecamente como

T = Spec(K[M]) = Hom(M, K)

Sea ¢ un cono en N, el toro T actia sobre U, de la manera siguiente:
hemos visto que un punto ¢t € T es identificado con un homomorfismo
M — K de grupos y que un punto z € U, es identificado con un
homomorfismo S, — K de semigrupos. Entonces

TxU, — U,
(t,z) +— t-x

donde t - z es el homomorfismo de semigrupos

t-x: S, — K

EJEMPLO 2.1. Sea o el cono generado por vi,...,v; con 1 <[ < 7. Se
tiene

So = L>our + -+ + Z>ow + Lugyy + - -+ + Luy

Por consiguiente se tiene que K[o] = Kz, ... ,xl,xl+1,3:l_+11, o xmr Yy

Uy, =K' x (K)—.

Por tanto, podemos deducir que si o esta generado por [ elementos que
se pueden completar a una base de IV, entonces U, es producto de un espacio
afin de dimensién [ y de un toro (r —l)-dimensional, que es una variedad no
singular (como veremos en el teorema 2.6).

Un abanico A en N es un conjunto finito de conos en Ng tales que:
cada cara de los conos en A es también un cono de A y la interseccién de
dos conos en A es una cara de cada uno de ellos. Para un abanico A la
variedad térica X se construye tomando la unién disjunta de variedades
toricas afines U, con o0 € A,y pegando dichas variedades afines por las caras
comunes: para conos o, o’ € /A se tiene que o N o’ es una cara de cada uno
de ellos, y por lo tanto podemos identificar U, como variedad abierta de
U, y de U,.

Las identificaciones son compatibles debido a que en la correspondencia
entre conos y variedades afines se mantiene el orden. Ademas el pre-esquema
resultante es un esquema debido al siguiente lema [21, Section 1.4].
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LEMA 2.2. Sio y o' son dos conos que se intersecan en una cara comin
entonces la aplicacion diagonal Uyng — Uy X Uy es una inmersion cerrada.

En particular, se tiene:

» Para dos conos o y ¢’ en un abanico se verifica que U,NU,s = Uyngr.
= Sea o un cono en N y sea A el abanico formado por todas las caras
de 0. Entonces XA = U,.

Veamos un ejemplo en el que construimos una variedad térica a partir
de un abanico.

EJEMPLO 2.3. Sea A el abanico de la Figura 1. Los conos de dimensién
uno son las 4 semirrectas desde el origen sobre los ejes, y los conos de
dimensién 2 son los 4 cuadrantes o;, i =1,...,4.

v(p,)

v(p,)

v(p,)

vip,)

Ficura 1. Abanico A, ejemplo 2.3

Las variedades téricas afines U,, ~ K? (que corresponden a las dlgebras
Kz, 22, Klzy !t @], Kz, 251, Klz1,25']) se pegan de la manera usual
para dar P! x P! (fijando coordenadas, z1 = t1/ty, y xa = t}/t;, donde
(t1 :to) x (t; : t}) son las coordenadas de P x P!).

Un politopo racional convexo en Mp es el cierre convexo de un conjunto
finito de puntos en M, por simplicidad diremos tunicamente politopo.
Podemos representar un politopo como intersecciéon de semiespacios. Al igual
que en Ng podemos considerar caras de politopos en My. Una faceta I’ de
un politopo P es una cara de P de codimensién 1 en M, por tanto existe un
subespacio normal a esa cara que esta generado por dos elementos primitivos
en el reticulo N, uno interno al politopo y otro externo. Sea vp € N el
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elemento interno y primitivo que genera la cara normal a F'y ar un entero
tal que

P= ﬂ {u € Mg | (u,vp) > —ar}
F faceta de P

Dada una cara 7 de P, sea o, el cono generado por vy para todas las
facetas F' que contienen a 7. Entonces

Ap ={o; | 7 es una cara de P}

es un abanico que denominamos abanico asociado a P, la variedad térica
que define se denota por Xp.

EJEMPLO 2.4. Sea P el politopo plano de Mg con vértices (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1), i.e. la envolvente convexa de esos puntos.

Ficura 2. Politopo P, ejemplo 2.4

P es la interseccion de los siguientes semiespacios,
P={u >0} n{-u > =1} N{ug > 0} N {~ug > —1}

Los elementos primitivos internos de N normales a las facetas son
v1, —v1, Vg, —v9. Cada vértice del politopo da lugar a un cono de dimensién
2 en el abanico normal (por ejemplo (0,0) da lugar al cono generado por v;
y v2). Por lo tanto, se tiene que el abanico normal Ap es el del ejemplo 2.3,
y en consecuencia Xp = P! x P!

1.2. Propiedades de las variedades téricas. Se tiene una caracte-
rizacién de las variedades téricas definidas mediante un politopo [6, Theorem
12.2].
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TEOREMA 2.5. Sea A\ un abanico. La variedad térica X o asociada a A\
es proyectiva si y solo si /\ es el abanico normal asociado a un politopo.

Se dice que un abanico A es no singular si para cada cara o € A existe
una Z-base {v1,...,v,} de N tal que o esta generado por {vy,...,vs}, donde
s <1 es la dimension de o. Se tiene de esta forma un criterio combinatorio
para determinar si una variedad térica es singular [21, section 2.1], [50,
theorem 1.10].

TEOREMA 2.6. La variedad toérica X asociada a un abanico /\ es no
singular si y solo si /\ es no singular.

Sea A un abanico, un abanico A’ es un refinamiento de A si cada
cono de A es unién de conos de A’. El morfismo X/ — X inducido por
la aplicacion identidad de N en N es birracional y propio. De hecho, es un
isomorfismo sobre el toro contenido en ambas variedades [21, section 2.4].

Asi, esta construccion puede usarse para comprender las resoluciones de
singularidades de variedades tdricas. Al abanico A\’, que es no singular y es
un refinamiento de A\, lo denominamos abanico refinado de A. En el caso
de superficies, esta construccién es computable en términos de fracciones
continuas con la complejidad del algoritmo de Euclides [21, section 2.6].

EJEMPLO 2.7. Sea P el politopo de vértices (0,0), (2,2) y (0,4).

v(p,)

v(p,) v(p,)

v(p,)

FigurA 3. P y su abanico normal refinado.
P = {u1 ZO}Q{—ul+u2 20}0{*1” —Ug > *4}

Se tiene que los bordes de Ap son (1,0), (—1,1) y (—1,—1) por lo que Ap
es un abanico singular ya que (—1,1) y (=1, —1) no generan el reticulo N.

Refinamos el abanico Ap considerando el borde (—1,0), es decir el
abanico refinado A’ tiene los bordes (1,0), (—1,1), (-1,0) y (-1,-1) y
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los 4 conos de dimensién 2 generados por dos bordes consecutivos. Se tiene
que A’ es un refinamiento de A y X/, es una variedad no singular por el
teorema 2.6.

Las variedades téricas definidas anteriormente son variedades normales,
también denominadas variedades téricas normales. Es decir, todos sus anillos
locales son dominios integramente cerrados en sus cuerpos de fracciones [21,
section 2.1]. El motivo por el que las variedades téricas que consideramos
son normales es que hemos utilizado todos los puntos del reticulo del cono
dual para definir la variedad [6, theorem 7.2].

Sea o un cono generado por uq, ..., u; entonces K[S,| = K[x*“, ..., x*].
Se tiene que K[S,] = K[Y1,...,Y};]/I donde I estd generado por binomios
de la forma Y{"' ...V — Y1b1~--Ytbt, con ai,...,as bi,...,b; enteros no

negativos que verifican la ecuacién
arug + -+ agug = biuy + - - - + bpuy

Sin embargo, no toda algebra cociente definida por un ideal generado por
binomios define una variedad térica normal [61].

Se dice que un abanico A es completo si la unién de todas sus caras
es INr. Se tiene el siguiente resultado que caracteriza las variedades téricas
completas [21, Section 2.4], [50, Section 1.4].

TEOREMA 2.8. Una variedad torica X es completa si y sélo si A es
completo.

Al haber supuesto en la definicién de politopo que el origen est4 incluido,
se tiene que el abanico normal Ap definido por un politopo P es completo
y por tanto la variedad Xp es completa.

1.3. Orbitas y divisores. Sea P un politopo y Ap su abanico
normal. Como Xp es una variedad proyectiva normal, podemos considerar
el grupo conmutativo Div(Xp) de divisores de Weil de X. Un divisor de
Weil es una suma finita de combinaciones lineales sobre Z de variedades
irreducibles de codimensién 1. Denotamos por T-Div(Xp) el subgrupo de
divisores de Weil que son invariantes por la accién de T

El siguiente teorema caracteriza las T-6rbitas, orbitas por la accién de
T, en funcién de Ap [50, proposition 1.6]
TEOREMA 2.9. Sea P un abanico y Ap su abanico normal. Para cada
o € Ap se considera
orb(c) = Hom(M N o+, K*)

Toda T-orbita de Xp es de esta forma y se tiene una correspondencia
biunivoca entre Ap y las T-orbitas de Xp. Ademds se verifica:

= orb({0}) =T.
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» Sea o € A. Entonces orb(c) es un abierto en su propia clausura que
denotamos por V(o). La variedad V(o) es una subvariedad térica
cerrada de Xp de codimension dim(o), es decir dimo+dim V(o) =
r.

» Si Xp es no singular entonces V(o) es no singular.

Por el resultado anterior, {V(p) | p € Ap(1)} es una base de T-Div(Xp)
sobre Z. Denotamos por PDiv(Xp) el subgrupo de divisores principales
de Div(Xp), i.e., los divisores de la forma

div(f) =Y ww(H)V
14

con f una funcién racional en Xp distinta de cero, y vy (f) el orden de f
en las subvariedades cerradas V de Xp de codimension 1. Cada u € M
corresponde a un caracter x“ que es una funcién regular en T, que da lugar
a una funcion racional en Xp.

El subgrupo CDiv(Xp) de divisores de Cartier de Div(Xp) son los
divisores de Weil localmente principales, i.e., existe un recubrimiento abierto
Xp = UU; y funciones racionales distintas de cero fj, tales que el divisor
de Cartier se escribe como el divisor div( fj_l) en Uj;. Si Xp es regular todo
divisor de Weil es un divisor de Cartier, i.e. CDiv(Xp) = Div(Xp) [32,

proposition 6.11].

Un politopo define el siguiente divisor de Cartier T-invariante

Dp= > arV(pr)
F faceta de P
y dado v € P

div(x*) = Z (u,vr)V (pF)

F faceta de P

EJjempLO 2.10. Dos politopos con los mismos vectores normales internos
definen la misma variedad térica. Por ejemplo, los politopos P, ; con vértices
(0,0), (a,0), (a,b) y (0,b) definen la misma variedad térica P* x P! para todo
a,b € N. En particular para a = b = 1 se tiene el politopo del ejemplo 2.4.
FEn cambio, definen divisores de Cartier diferentes

Dp,, = aV(p) + bV (o)
donde p y p’ son los conos generados por (—1,0) y (0, —1) respectivamente.
Un abanico completo A y D = > a,V(p) un divisor de Cartier T-
invariante definen un politopo,
Pp ={u € Mg | (u,v(p)) > —a, ¥ p borde de A}

Ademas, Pp, = P. Por tanto, un politopo es el mismo dato que una variedad
torica completa normal y un divisor de Cartier.
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El siguiente lema permite calcular una base de H°(Xp, O(Dp)) =
L(Dp), i.e., funciones racionales f sobre Xp tales que div(f) + Dp = 0.

LEMA 2.11. Sea Xp una variedad torica asociada a un politopo P. Fl
conjunto HY(Xp, O(Dp)) de secciones globales de O(Dp) es un K-espacio
vectorial de dimensidn finita que tiene a {x* | u € PN M} como base.

2. Cdbdigos Téricos

Sea I, el cuerpo finito con ¢ elementos. Sea P un politopo racional de
dimensién r > 2, X p su variedad torica refinada asociada y Dp su divisor de
Cartier asociado sobre Xp como en la seccién anterior. Por tanto, se tiene
que Xp es una variedad regular.

Para t € T = (IF})", las funciones racionales de H’(Xp, O(Dp)) pueden
evaluarse en t
H(Xp,O(Dp)) — F,
f = f(t)
puesto que f es una combinacién lineal de caracteres x*“ que pueden ser
considerados monomios de Laurent en virtud del lema 2.11. Esta aplicacién
es simplemente la evaluacién de un polinomio de Laurent cuyos monomios
tienen exponentes en P N M en un punto cuyas coordenadas son distintas
de cero.

Introducimos los coédigos toricos de la misma forma que fueron
definidos por J.P. Hansen en [28]. Evaluando las funciones racionales de
HY(Xp,O(Dp)) en los (¢ — 1) puntos de T' = (F)" obtenemos el cédigo
térico CL asociado a P, que es un c6digo dlgebro-geométrico, como los
presentados en la seccién 1.2. Por consiguiente, Ch es la imagen de la
aplicaciéon de evaluacién Fg-lineal dada por

ev:HY(Xp,O(Dp)) — (F)*"
f = (f())eer
Como evaluamos en #7" puntos, Ch tiene longitud n = #7 = (¢ — 1)".

Del lema 2.11 se deduce que H*(Xp, O(Dp)) es un F,-espacio vectorial
de dimensién finita con base {x* | v € P N M}, por tanto un sistema de
generadores del c6digo Ch es {(x“(t))ter | w € P N M}. Dicho sistema de
generadores es una base del cédigo si y sélo si la aplicaciéon de evaluacion ev
es inyectiva.

Nota 2.12. D. Joyner, en [38], define un c6digo térico a partir de una
variedad torica proveniente de un abanico completo, un divisor de Cartier
y un l-ciclo. El 1-ciclo se usa para evaluar las funciones racionales en su
soporte. Ademads, se considera el caso particular en el que el 1-ciclo tiene
a T como soporte, denominando a esta familia cédigos téricos estandar
[38, definition 4.5]. Como hemos visto en la seccién anterior, un abanico
completo y un divisor de Cartier es el mismo dato que un politopo P. Por
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tanto, los cédigos toéricos definidos aqui y en el resto de la bibliografia de
cédigos toricos son tan generales como los cddigos toéricos estdndar de [38].

El siguiente resultado se usa para calcular el ntcleo de la aplicacion de
evaluacién y la dimensién del cédigo que se dan en el teorema 2.14.

LEMA 2.13. Sea P un politopo tal que PN M estd contenido en
H={0,...,q—2} x---x{0,...,q—2} C M. Consideremos

f: Z )\uXuv )\u qu
ue PNM

Entonces (f(t))er = (0)ter (f € ker(ev) para algin D) si y sélo si Ay, =0,
Yue PNM.

DEMOSTRACION. Sea f =" - pras AuX", podemos escribir f como
f(tla e 7t7‘) = Z )\ul,...,urtqfl o 't;«h' S Fq[tla cee 7tr]
0<uy,..,ur<q—2
con Ay,....u, €Fy. Veamos que f = 0.

Probamos el resultado por induccién en el niimero de variables. Sir =1,
— ul *
f= Zogulg g—2 Aui by, como f se anula para todos los valores de F entonces

pertenece al ideal generado por t‘f_l — 1, y por tanto f = 0 (por cuestién de
grados).

Supongamos el resultado cierto para r—1 variables. Sea t1, ..., t—1 € F}
entonces

fltr, ... t) = gq72(7f1, . ,tr,l)tg_2+. g1ty .yttt tgo(te, oo tr—1)
con gi(ti, ..., tr—1) € Fq[tl, T A
El polinomio f(t1,...,tr—1,t) € Fy[t;] se anula para todo t, € Fy. Por

consiguiente f pertenece al ideal generado por - 1, y se tiene f = 0 (por
cuestién de grados). Por tanto g; = 0 para todo i = 1,...,q — 2 y podemos
aplicar la hipétesis de induccion a g; para obtener f = 0. O

El siguiente resultado permite calcular el nticleo de la aplicacién de
evaluacién, una base del cédigo y por tanto su dimension.

TEOREMA 2.14. Sea P un politopo y C su cddigo térico asociado.

Para todo w € P N M escribimos w = ¢, + b, donde ¢, € H =
{0,000, =2} x - x{0,...,q =2} C M, yb, € ((g—1)Z)". También
denotaremos U = ¢,,. Sea P el conjunto, P = {¢, | u€ P} C PN M.

Se tiene que,

(1) Elnicleo de la aplicacion de evaluacion ev es el Fy-espacio vectorial
generado por

{Xu_Xu/ | u,u’ e PNM, e, :Cu’}
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(2) Una base del cédigo CY es
{(X*“@)ier | we PN M}

Y por tanto la dimensién de Cl,

k=#{u|ue PNM}=#P

DEMOSTRACION.

(1) Sean u,u’ € PN M tales que cy = Cy- Entonces ev(x*) = ev(x") y
se tiene por tanto que ev(x* — x*) € ker(ev).

Por otro lado sea f € HO(XP, (Dp)), con ev(f) =0.

F= D0 Ax*= D Al =x+ Y ™

uePNM uePNM uePNM

Se tiene para todo t € T

Do A X)) ()

uePNM uePNM

Como el primer término de la igualdad y el primer sumando del segundo
término de la igualdad anterior son cero, se tiene que >, pras Aux“(t) =0
para todot € T', y por el lema 2.13 (¢, € H V u) se tiene que Y, pras AduX™
es la funcién cero. Por tanto, f pertenece al espacio vectorial generado por
X=X | u, ' € POM, ¢y = cy.

(2) Sea f € HO(Xp,(’)(Dp)) yseateT,

Z /\uX Z >‘Xcu+bu ): Z )\uXC“(t)

uePNM uePNM ue PNM

Por tanto (f(t))ier € {(x*“())ter | u € PN M}.

Y ademds {(x“(t))ter | v € PN M} es un conjunto linealmente
independiente por el lema 2.13 (¢, € H V u). O

Dos politopos P, P’ tales que P = P’ tienen el mismo cédigo térico
asociado (C% = CL,). Calcular x“ es equivalente a calcular la clase de x“ en
Fq[Xi,...,X,]/J,donde J = (Xffl—l, .., XZ 1 —1). En [11] se prueba que
un cédigo térico definido mediante un politopo plano es multiciclico usando
una representacién matricial de las palabras del cédigo. Considerando la
clase de x* en F,[X1,...,X,]/J, puede comprobarse que Cl es un cédigo
multiciclico para un politopo de dimensién arbitraria. La demostracion de
este fendmeno se presenta en el capitulo 3 para codigos toricos generalizados
que incluyen en particular los cédigos toéricos.

En [38, Question 3.4] D. Joyner pregunta “under what conditions (if
any) is the map ev an injection?”. Nuestro teorema 2.14 responde a esta
pregunta completamente para codigos téricos estandar.
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Decimos que un politopo P verifica la condicién de inyectividad si
para todo u,u’ € PN M con u # u se tiene que ¢, # ¢, . Por el teorema
anterior, P verifica la condicién de inyectividad si y sélo si la aplicacién de
evaluacion ev es inyectiva y Cl tiene por tanto dimensién k = #(P N M),
que es el nimero de puntos racionales del politopo. En [28, 29] se restringe
el tamano de los politopos considerando la cota de la distancia minima para
hacer inyectiva la aplicacién de evaluacién. Por tanto, en sus ejemplos la
dimensién del codigo es el nimero de puntos racionales del politopo.

Se puede encontrar en [9] y sus referencias una discusién de los algoritmos
para calcular el nimero de puntos en el reticulo de un politopo, tales
algoritmos tienen complejidad polinémica. Ademds, para politopos planos
se tiene la férmula de Pick [21]:

LEMA 2.15. Sea P un politopo plano en Mg. Entonces
Perimetro(P)

#(PN M) =voly(P) + >

+1
donde voly es el volumen plano de Lebesgue.

2.1. Calculo de la distancia minima. En esta seccién estimamos
la distancia minima de los cddigos téricos y calculamos una cota inferior y
una superior de la distancia minima. Primero extendemos las técnicas de
[28] para politopos de dimensién r=2 a dimensién arbitraria, calculando
los numeros de interseccién usando volimenes mixtos. Posteriormente,
presentamos los calculos de [28] para politopos planos.

Para calcular la distancia minima d del cédigo lineal Cl debemos calcular
el peso minimo de una palabra no nula, i.e. el maximo nimero de ceros de
una funcién f en HO(Xp, O(Dp)) \ {0} en T. Resolveremos este problema
usando teorfa de interseccién [19].

Seawu; = (1,0,...,0),us = (0,1,0,...,0),...,u, = (0,...,0,1) una base
de M. Cada punto de T = (F})" estd contenido en una de las (¢ — 1)
rectas

Coprops = VAX" =i | i=1,...,r = 1}), ;; € F, Vi

Sea f € H(Xp,O(Dp)) \ {0}. Supongamos que f se anula completa-
mente, es decir se anula en todos sus puntos, a lo largo de a de las rectas
anteriormente definidas y denotemos por A el conjunto de subindices de las
a rectas donde f es cero.

Siguiendo [31, proposition 3.2], en las otras rectas el nimero de ceros
estd dado por el nimero de interseccién de un divisor de Cartier con un
1-ciclo, el entero Dp - Cy, ... 4._,- Por lo que el niimero de ceros de f en T'
esta acotado por

alg—1)+ > Dp-Coyoms
niGFZ)(nlw'wn’r*l)%A
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Para conocer el maximo ntmero de ceros de f tenemos que calcular el
nimero de interseccién correspondiente al divisor de Cartier Dp y el 1-ciclo
Cir,...;mr_1» ademds de acotar el nimero de rectas en las que f puede ser 0.

Siguiendo [42] Dp - Cy,....y._, = Dp - C para cualquier recta C' definida
anteriormente. Por tanto el niimero de ceros de f estd acotado por
alg=1)+((¢—1)""" —a)(Dp-C)
y por tanto la distancia minima estd acotada por
d(Cp) 2 n—(alg—1)+((¢ - 1) —a)(Dp-C))
Se tiene que
Dp-C=Dp-(div(x“))o ... (div(x“*))o

donde (div(x*))o es el divisor de ceros del divisor principal definido por el
cardcter x"'. Siguiendo [21] se tiene que este nimero de interseccién es el
volumen mixto de sus politopos asociados

Dp - C = rVi(P, Plaiv(y1))os - -+ Plaivxr=1))0)

El volumen mixto V, de r politopos P,..., P, es

1 < ;
Vr(Pl,...,PT):ﬁZ(—l)’”*J > vol(Py -+ PBy)
| &

1<iy <<y <r

donde vol, es el volumen de Lebesgue. Un algoritmo para calcular el volumen
de Lebesgue de un politopo se encuentra en [3]. Ademds, bajo ciertas
hipétesis extra, el volumen mixto puede ser calculado directamente [41].

Sea f € H'(Xp,O(Dp)); como CL = CL, siy sélo si P = P/, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que deg;, f < g — 2.

f(tl, ... ,tr) = fo(tl, e tT,1)+f1(t1, .. ,trfl)tr—i-- . '—I-quz(tl, .. 7tr,1)tg_2
Sea Cy,,.n_, una recta donde f se anula, f(n1,...,7—1,t,) € Fylt,], ¥

deg f(n1, ... r—1,tr) < 7! Por tanto, como se tiene que f(n1,...,n—1,ty)
es cero para todo t, € [y, se tiene que fi(n1,...,m—1) =0V i.

Por consiguiente el entero a es menor o igual que el maximo numero de
ceros de una funcién no nula f € H(Xp/, O(Dpr)), donde P’ es la proyeccién
r-ésima, del politopo P. Repetimos este proceso hasta obtener un politopo
de dimension 2.

Para un politopo plano calculamos la distancia minima como en [29]:

Sea P un politopo plano. Se puede mejorar el cdlculo anterior de la
cota de la distancia minima. Sea f € H°(Xp, O(Dp)) \ {0}, y supongamos
que f es idénticamente cero en a de esas rectas. Por tanto, siguiendo [31,
proposition 3.2], en las otras (¢ — 1 — a) rectas el maximo nimero de ceros
de f es Dp - div(x™).
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En dimensién 2 un 1-ciclo es un divisor de Weil y como f se anula en a
de las rectas anteriores se tiene que

div(f) + Dp — a(div(x*))o = 0

Equivalentemente, f € H°(Xp,O(Dp — a(div(x*))o)), y por tanto
el méximo numero de ceros de f en las otras (¢ — 1 — a) rectas es
(Dp — a(div(x*))o) - (div(x"*))o, que es menor o igual que el nimero
anterior para un politopo de dimensién mayor que 2. Esto probablemente
permitird dar una cota mas ajustada.

Del lema 2.11 se deduce que

a < méx{ug — uh | up = uy, (u1,u2) € P, (u},uy) € P}

Finalmente, calculamos el nimero de interseccién de los dos divisores de
Cartier de la misma manera que para dimensién r > 2, usando el volumen
mixto de los politopos asociados:

(Dp —a(div(x™))o) - (div(x"*))o = 2Va(Pp,—a(div(x®1))os Pldivix1))o)

NotA 2.16. Para un politopo P suficientemente grande se pueden
obtener cotas triviales para la distancia minima, lo que no es el caso cuando
la condiciéon de inyectividad se verifica. Por ejemplo, si consideramos un
rectangulo P con una base mayor que ¢ — 1, obtenemos una cota negativa
para la distancia minima. Otra posibilidad puede ser aplicar los calculos
anteriores a P para obtener una cota no trivial pero, desafortunadamente,
P no es en general el conjunto de puntos racionales de un politopo convexo.
Este fenémeno es similar a la situacién en la que se considera un cédigo
algebro-geométrico Cr,(D, G) con deg(G) > n [63].

El siguiente resultado proporciona una cota superior de la distancia
minima que puede ser usada para comprobar si la cota anterior es ajustada.
Este resultado extiende los ejemplos de [29] y los célculos de [38].

PROPOSICION 2.17. Sea P un politopo y Ct su cddigo lineal asociado.

Sean w € M y Q = {0,1,...,0;} x --- x {0,1,...,0,} C M, donde
0 <1; <gq—2 (algunos l; pueden ser igual a cero). Siu+ @Q estd contenido
en el conjunto P, (donde uw = cy + by, cw € H, by € ((¢ — 1)Z)",
P={c, |ue PNM} como en el teorema 2.14) entonces

r

d<n-— Z:(—l)j+1 Z liy -+ 1i;(q — 1)

j=1 i1 <<
DEMOSTRACION. Sean a},d, ..., afi € [} diferentes dos a dos para
1=1,...,r.
Sea f(ty, ... ty) =t{t - tur [[(ti—at) - - (ti—ai). El ntimero de ceros de

fen T esigual a Z;:l(—l)jJrl Zil<,_,<ij liy -+ li;(q— 1)"=7 (por el principio
de inclusién-exclusion).
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Como f es una combinacion lineal de monomios con exponentes en
(u+Q)NM yu+Q C P, se tiene que para cada monomio x* en f existe
bu € ((g—1)Z)" tal que x“=*+o« € H(Xp, O(Dp)), ademds ambos monomios
toman los mismos valores en T'. Procediendo de la misma manera con todos
los monomios de f se obtiene una funcién f’ tal que f'(t) = f(t),Vt € Ty
f € H'(Xp,O(Dp)). Por tanto una cota superior para la distancia minima
es

r

d<n-— Z:(—l)j+1 Z liy -+ li;(q — 1)

j=1 i< <i

3. Ejemplos y Conjeturas de Joyner

Consideramos dos ejemplos. El primero ilustra el calculo de los
pardmetros de una sucesién de politopos (P,),>2 con dim(P,) = r en los
que la r-proyeccion de P, es P,._i. El segundo ejemplo muestra que la
cota inferior de la distancia minima usando teoria de interseccion y la cota
superior de la proposicion 2.17 no siempre coinciden.

EJEMPLO 2.18. Sea P, el politopo plano con vértices (0,0), (b1,0),
(b1,b2), (0,b2) con by, by < g—1. Este cédigo es estudiado en [28, proposition
3.2].

El abanico normal Ap, definido por P tiene como bordes los conos

generados por v(p1) = (1,0), v(p2) = (0,1), v(ps) = (=1,0) ¥ v(ps) =
(0,—1), el abanico del ejemplo 2.3. La variedad térica Xp, es regular.

4
Py = ({(u, pi) > —as}
i=1

donde a; = 0, ag = 0, a3 = by, ag = by. Por lo que se tiene que
Dp =3"a;V(pi) =b1V(p3) + b2V (ps).

Como P, es un politopo plano el c¢édigo 6}2 tiene longitud n = (¢ — 1)%.
La aplicacion de evaluacion ev es inyectiva ya que verifica la restriccién de
inyectividad puesto que by, bs < g—1 (teorema 2.14). Por tanto la dimensién
del cédigo C}Q es

k =dimH(Xp,,O(Dp,)) = #P, N M = (by + 1)(bs + 1)
De la seccion 2.1 se deduce que el maximo numero de ceros de una
funcién no nula f de H°(Xp,, O(Dp,)) es menor o igual que
alg—1) + (¢ —1—a)(Dp, — a(div(x""))o - (div(x**))o)
donde a < b;.

Se tiene div(x*') = > (u1,v(p:))V(pi) = V(p1) — V(ps). Por lo que
(div(x**))o = V(p1).
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Calculamos el ntimero de interseccion de los dos divisores usando
voliimenes mixtos
Dp, = a(div(x"))o - (div(x"))o = 2Va(Pp, —a(div(x1))e> Pldivix*1))0)
= Vola(Ppp, —a(divix1))o T Plaivixe1)))
—vola(Ppp, —a(div(x*1))o)
—=vola(Pdiy(xu1)),)
((b1 = a+1)bz) — ((b1 — a)b2) — (0)
— by

Porque

* Ppp —a(div(x*1))e T Pldiv(x#1)), €s €l politopo de vértices (a — 1,0),

(b1,0), (b1,b2) y (a —1,b9).
. PDP2—a(div(xu1))o es el politopo de vértices (a,0), (b1,0), (b1,b2) v

(av bQ)
= Plaiv(yu1)), es el politopo de vértices (—1,0) y (0,0).

Por tanto el nimero de ceros de f € HY(Xp,,O(Dp,)) estd acotado
superiormente por

a(g—1—b2)+(q—1)b2a <b1(q—1—b2)+ (¢ —1)b2
y por consiguiente la distancia minima esta acotada por
d(Ch,) > (¢ =1)> = (hi(g—1 = b2) + (¢ — Db2) = (g = 1 = b1) (g — 1 — bo)

Aplicando la proposicién 2.17, con v = 0, [y = by y ls = bs, obtenemos
que u+ @ C Py, de hecho u + Q = P, y obtenemos

d(Ch,) < (q—1)>=bi(q—1) —balqg— 1)+ brba = (¢ —1—b1)(g— 1 —bp)

Considerando ambas cotas, se tiene d(Cp,) = (¢ —1—b1)(qg — 1 — ba)

Sea P3 el politopo tridimensional con vértices (0,0,0), (b1,0,0),
(bl, bQ, 0), (O, bz, 0), (0, 0, bg), (bl, O, bg), (bl, bz, bg), (0, b2, bg) donde ademéas
b1,b2,b3 < ¢ — 1. Es decir, el prisma rectangular de lados by, bo, bs.

El abanico normal Ap, definido por P3 tiene como bordes los conos
generados por U(pl) = (170a0)7 U(pZ) = (*17070% U(pg) = (0,1,0),
v(ps) = (0,—1,0), v(ps) = (0,0,1) y v(ps) = (0,0,—1). La variedad térica
Xp, es regular.

6
Py = ({(u, pi) > —as}
i=1
donde a1 = 0, as = by, a3 = 0, ag = by, a5 = 0, ag = b3. Por tanto
Dp =3 a;V(pi) = b1V (p2) + b2V (p4) + b3V (ps)-
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Como Ps es un cono tridimensional, el cédigo C}S tiene longitud n =

(¢ — 1)3. La aplicacién de evaluacién ev es inyectiva ya que P3 verifica la
restriccién de inyectividad puesto que by, b2, b3 < ¢ — 1 (teorema 2.14). Por
tanto se tiene que la dimensién de C}S es

k= dimH°(Xp,,O(Dp,)) = #P3 N M = (b 4 1)(by 4+ 1)(b3 + 1)

De la seccion 2.1 se deduce que el maximo numero de ceros de una
funcién no nula f € H(Xp,, O(Dp,)) es menor o igual que

a(g—1) + (¢ = 1)* — a)(Dp, - O)

donde C' = V({x"*,x"2}) v a es menor o igual que el méximo nimero de
ceros de una funcién racional definida por la 3-proyeccién de Ps, i.e. Ps.
Entonces a < b1(¢ — 1 — b2) + (g — 1)ba.

Se tiene que div(x“') = > (u1,v(p:))V(pi) = V(p1) — V(p2). Por tanto

(div(x"))o = V(p1)- div(x"?) = 2_(u1, v(pi))V (pi) = V(p3) = V(pa). Por lo
que (div(x"?))o = V(p3)-

Calculamos el nimero de intersecciéon Dp, - C' usando volimenes mixtos

Dp,-C = Dpy - (div(x*))o - (div(x"*))o

3IV3(P, Paiv(x1))os Plaivix2))0)

= vols(P3 + Plaiv(x1))o + Pdiv(x2))o) = VOls(F3 + Pldiv(x1))o)
—vol3(P3 4 Plgiv(ye2)),) — VoI (Pdiv(xu1))o + Pldiv(xu2))o)
+vol3(Ps) + volz(Paiv(ye1)),) + VOl3(Pldiv(x¥2))o)

= ((b1 +1)(b2 + 1)(b3)) — ((br + 1)b2b3) — (b1 (b2 + 1)bs) — (0)
+(b1b2b3) + (0) + (0

= b3

~— —

Porque

= P53+ Plaiv(yu1)), + Plaiv(xu2)), €s el politopo de vértices (—1,—1,0),
(bla _170)7 (blbeaO)a (_1ab270)a (_17 _17b3)7 (bla _17b3)7 (blaanb3)
y (=1, b2, b3).

= P3 + Pliv(yu)), es el politopo de vértices (—1,0,0), (b1,0,0),
(blab%o)a (_17b270)7 (_LO’ b3)7 (b1707 b3) (b17b27b3) y ( 1 b27b3)
= P3 + Piv(yu2)), s el politopo de vértices (0,~1,0), (b1,—1,0),

b
(bla ba, 0)’ (O’ ba, O)’ (07 -1, b3)’ (blv -1, b3)a (blv b2, b3) (07 25 )
= Plaiv(yu1))o T Pdiv(yu2)), s el politopo de vértices (0, 0,0), (-1,0,0),
(—1,-1,0) y (0, ~1,0).
= Ps es el politopo de vértices (0,0,0), (b1,0,0), (b1,b2,0), (0,be,0),
(0,0,b3), (b1,0,bs), (b1, b2, bs) y (0, b, bs).
= Paiv(yu1)), es el politopo de vértices (—1,0,0) y (0,0,0
= Pliv(yu2)), s el politopo de vértices (0,—1,0) y (0,0,0

).
)
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Por tanto el maximo ntimero de ceros f € HY(Xp,, O(Dp,)) esté acotado
superiormente por

a(g—1=b3)+(¢—1)%b3 < (bi(g—1—b2) +(¢—1)b2)(g— 1= b3) + (¢—1)%b3
y por consiguiente la distancia minima estd acotada por

d(Ch,) >n — ((b1(g =1 —=ba) + (¢ —1)b2)(g — 1 = b3) + (¢ — 1)b3) =
(q—=1—-0b1)(g—1—b2)(q—1—bs3).

Aplicando la proposicién 2.17, con u = 0, I; = by, ls = by y I3 = b3, se
tiene que u + @ C P3, de hecho u + @ = Ps, y obtenemos

Considerando ambas cotas, se tiene

d(Ch,) =(q—1—b1)(g—1—b2)(q—1— bs)

Calculando la cota superior e inferior de un hipercubo P, de dimensién r de

lados by,...,b. < ¢ — 1 se obtiene que la distancia minima d, = d(C}T) de
CL es

dy=1(q—1-b1)(q—1-b2)
dr=(q—-1)"=((¢g—1)"" —dr_1)(g—1-=b)—=b(¢—1)"" , ¥Vr>3

y se comprueba por induccién en r que es igual a
d-=(q—1-=b1)---(gq—1—1b,)

Por tanto, el cédigo C},T asociado al hipercubo de lados by,...,b,
tiene pardmetros [(¢ — 1)",[[(b; + 1),][(¢ — 1 — b;)]. En [45] usando una
generalizacion de determinantes de Vandermonde en varias variables se

estudia esta misma sucesién de cédigos.

En todos los ejemplos de J.P. Hansen [28, 29] para politopos planos,
asi como en el ejemplo anterior se tiene que la cota inferior de la distancia
minima, usando teoria de interseccién, y la cota superior de la proposicién
2.17 coinciden. El siguiente ejemplo muestra que ambas cotas no siempre
coinciden.

EJEMPLO 2.19. Sea P el politopo plano de vértices (0,0), (b,0), (2b,b),
(20,2b), (b,2b), (0,b) con b < q— 1.

El abanico normal Ap definido por P tiene como bordes los conos

generados pOI‘U(pl) = (170)7 U(pQ) = (07 1)7 ’U(pg) = (_]-7 1)7 U(p4) = (_170)7
v(ps) = (0,—1), v(ps) = (1,—1). La variedad térica Xp es regular.

6
P = ﬂ{(u,v(m)> > —aif
=1

donde a1 = 0, a0 = 0, a3 = b, ag = 2b, a5 = 2b, ag = b. Por lo que
Dp =3"aiV(pi) = bV (p3) + 26V (pa) + 26V (p5) + V (pe)-
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V(Py) | v(p,)

vip,) V(Pl)

v(oy)

FI1GURA 4. P y su abanico normal.

Como P es un politopo plano el cédigo Cp tiene longitud n = (g — 1)2.
La aplicacién de evaluacién ev es inyectiva ya que P verifica la restriccién
de inyectividad puesto que b < g — 1. Por tanto se tiene que la dimensién de
CL usando la férmula de Pick (lema 2.15) es
Perimetro(P)

5 +1=3>+3b+1

k= dimH°(Xp, O(Dp)) = voly(P) +

De la seccion 2.1 se deduce que el maximo numero de ceros de una
funcién no nula f € H(Xp, O(Dp)) es menor o igual que

alg—1)+ (¢—1—a)(Dp — a(div(x"*))o - (div(x*"))o)
donde a < 2b.

Se tiene que div(x"') = > (u1,v(pi))V(pi) = V(p1) = V(ps) = V(pa) +
V(pe)- Por lo que (div(x"*))o =V (p1) + V(ps)-

Calculamos el numero de interseccién de los dos divisores usando
voliumenes mixtos
Dp - a(diV<XUI>)0 ’ (diV<XUI>)0 = 2V2(PDp—a(diV(Xu1))07 P(div(xul))o)
= vola(Ppy—a(aiv(x*1))o + Plaivix1))o)
—vola(Pp,_a(div(x1))o)

—vola(Paiv(y)),)
(30 — 2ab + 2b) — (3b* — 2ab) — (0)
2b

Porque

» Ppo_a(div(x®1))o T+ Pdiv(xe1)), s el politopo de vértices (a — 1,0),
(b7 0)7 (2b7 b)a (2b7 Qb)v (b +a— 17 2b) y (a - 17 b— a)'
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* Pp,_adiv(x#1)), e el politopo de vértices (a,0), (b,0), (2b,b),
(2b,2b), (b+ a,2b) y (a,b—a).
= Pliv(yu1)), es el politopo de vértices (—1,0) y (0,0).

Por tanto el ntimero de ceros de f € H°(Xp,O(Dp)) estd acotado
superiormente por

alg—1—2b) + (g —1)2b < 2b(q — 1 — 2b) + (q — 1)2b = 4b(q — 1) — 4b*
y por consiguiente la distancia minima esta acotada por

d>n— (4b(g—1) —4b*) = (¢ — 1)® — 4b(q — 1) + 4b?

Aplicamos la proposicién 2.17 para obtener una cota superior de la
distancia minima, consideramos un segmento de longitud 2b y un cuadrado

de lado b en P.

Sea u = (0,b) y Q@ = {0,1,...,2b} x {0}, u+ @ C P. Por lo que
d<(qg—1)%—2b(q—1).

Sea u = (0,0) y @ ={0,1,...,b} x{0,1,...,b}, u+ Q C P. Por lo que
d<(qg—1)%—(2b(q — 1) — b?). Entonces

(q—1)* —4b(qg—1)+4b* < (¢—1)* = 2b(¢ —1) < (¢ —1)* — (2b(g — 1) — b?)

y por tanto la cota inferior calculada usando teoria de interseccién no
coincide con ninguna de las cotas superiores.

A continuacién probamos que las conjeturas 4.2 y 4.3 de [38] no son
ciertas. Como contraejemplos consideramos un cédigo del teorema 1.2 de
[29] y un c6digo del teorema 1.3 de [29] respectivamente.

CONJETURA 2.20. [38, Conjecture 4.2]: Sea C(E,D,X) [38, definition
(5), section 3.1] un cédigo torico asociado al 1-ciclo E, el divisor de Cartier
T-invariante D y la variedad torica X . Sea

s X una variedad térica no singular de dimension r.
= n lo suficientemente grande de tal manera que exista un entero
N > 1 tal que 2Nvol,.(Pp) < n < 2N?vol,(Pp)

Si q es “suficientemente grande” entonces todo f € HY(X,O(D)) tiene
a lo sumo n ceros en los puntos racionales de X . Consecuentemente,

d > n—2Nvol,.(Pp)

Aqui “suficientemente grande” puede depender de X, C' y D pero no de
f.

CONTRAEJEMPLO 2.21. Damos un contraejemplo a la conjetura anterior.
Sea Cp un c6digo asociado al politopo plano P de vértices (0,0), (1,1), (0,2).
En [29] se muestra que Cp tiene longitud n = (¢ — 1)? y distancia minima
d=(qg—1)2—-2(q¢—1). La variedad térica no singular X es X, donde A es
el abanico cuyos bordes estan generados por v(p1) = (1,0), v(p2) = (-1, 1),
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v(ps) = (—1,0), v(ps) = (—1,—1). E es la suma formal de todos los puntos
de T porque Cp es un codigo torico estandar. Consideramos D = Dp, es
decir el divisor de Cartier que define P, D = V(p3) + V(p4) y se tiene
vol,(Pp) = vol,(P) = 1.

Por el teorema 2.14 sabemos ¢ “suficientemente grande” significa ¢ > 3.

Probaremos que la conjetura es falsa para ¢ > 5 en este ejemplo, sea ¢ mayor
oigual que 5y N =¢q — 2.

2Nvol,(Pp) < n < 2N%vol,.(Pp) < 2(q —2) < (¢ — 1)* < 2(q — 2)?
que se verifica para g > 5.

La conjetura dice que la distancia minima satisface la desigualdad
d>n—2Nvol,(Pp)=(q—1)*>=2(q—2)>(¢—1)>-2(¢—1)=d

por tanto para ¢ > 5 la conjetura da una cota inferior de la distancia minima
estrictamente mayor que la distancia minima, por lo tanto la conjetura es
falsa.

CONJETURA 2.22. [38, Conjecture 4.3]: Sea C(E, D, X) [38, definition
(5), section 3.1] el cddigo torico asociado al 1-ciclo E, el divisor de Cartier
T-invariante D y la variedad torica X. Sea

s X una variedad térica no singular de dimension r.
» Yp(v) = mingep,nm(u,v) estrictamente conveza
» deg(E) > deg(D")

Si q es “suficientemente grande” entonces cualquier f € H°(X,O(D))
tiene a lo sumo n ceros en los puntos racionales de X. Consecuentemente,

k> dimH°(X,0(D)) = #Pp "M
d>n—r(#PpNM)
Ademds si n > r!(#Pp N M) entonces dimH°(X, O(D)) = #Pp N M

CONTRAEJEMPLO 2.23. Damos un contraejemplo a la conjetura anterior.
Sea Cp el cédigo asociado al politopo P de vértices (0,0), (1,0), (0,1). En
[29] se muestra que el cédigo Cp tiene longitud n = (¢ — 1)? y distancia
minima igual a d = (¢ — 1)? — (¢ — 1). La variedad térica no singular X es
X, donde A es el abanico cuyos bordes estan generados por v(p1) = (1,0),
v(p2) = (0,1), v(p3) = (=1,—1), ie. X = P2 E es la suma formal de
todos los puntos de T" porque C es un cédigo térico estandar. Consideramos
D = Dp, es decir el divisor de Cartier que define P, D = V(p3), por tanto
se tiene que ¥ p es estrictamente convexa [21, pag 70]. Para P = Pp se tiene
que #PNM =3.Y (¢—1)? = deg(E) > deg(D) =1

Por el teorema 2.14 sabemos que “suficientemente grande” significa
q > 3. Probaremos que la conjetura no se verifica en este ejemplo para
q > 8, sea ¢ mayor o igual que 8.
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La conjetura dice que la distancia minima verifica la desigualdad
d>n—rW(#PpNM)=(¢g—1)*-2-3>(q-1)*—-(¢—1)=d

por tanto para g > 8 la conjetura da una cota inferior estrictamente mayor
que la distancia minima, por lo tanto la conjetura es falsa.



CAPITULO 3

Codigos Toricos Generalizados

En este capitulo definimos y estudiamos los cédigos téricos generalizados
que son una extension de los cédigos toricos estudiados en el capitulo 2. Los
cédigos toricos generalizados son cédigos de evaluacién en el toro algebraico,
la extensién consiste en evaluar elementos de un éalgebra de polinomios
arbitraria en lugar de polinomios con monomios cuyos exponentes son
los puntos del reticulo de un politopo. Los cédigos toricos generalizados
son multiciclicos, el propédsito de este capitulo es estudiar su estructura
multiciclica y métrica. Dicho estudio nos va a permitir calcular su dual
y estimar su distancia minima.

SeaUCH={0,...,q—2} x---x{0,...,q =2}, T = (F;)" y F,[U] el
[F4-espacio vectorial

F U] = (Y=Y - Y% | u=(u,...,u) € U) CFy[¥i, ..., Y]

El cédigo térico generalizado Cyy es la imagen de la aplicacién F,-
lineal
ev:F, U] — [y
f = (f(O)er

Donde n = #T = (¢ — 1)". Algunos resultados de cédigos téricos
son validos para codigos toricos generalizados. Concretamente, el siguiente
resultado permite concluir que la aplicacién de evaluacién ev es inyectiva y
por tanto la dimension del cédigo torico Cyy es k = #U.

LEMA 3.1. Sea U C H, consideramos

F=Y MY M €EF,
uelU

Entonces (f(t))ter = (0)ter st y solo st A, =0, Vue H.

La demostracién del resultado anterior es la misma que la del lema 2.13
de cédigos toricos por lo que no la reproducimos. Esto se debe a que el
lema 2.13 demuestra que un polinomio no nulo que es combinacién lineal de
monomios con exponentes en H no se anula completamente en 7" y no hace
uso de que los exponentes sean puntos del reticulo de un politopo.

Aunque hemos definido los cédigos toéricos generalizados para U C H
como la evaluaciéon de F,[U] en T, esta familia de cddigos incluye todos
los cédigos definidos como la evaluacién de polinomios de una subéalgebra

29
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Fy[Y1,...,Y;] en T. El siguiente resultado muestra este fenémeno que
habiamos anunciado al comienzo del capitulo.

PROPOSICION 3.2. Sea V C Z", Fy[V] = (YV | v € V) y Cy el cédigo
definido por la imagen de la aplicacion de evaluacion en T

ev:F V] — Fy
f = (f(®)er

Sea v € Z", como en el capitulo anterior escribimos V = ¢, + b, donde
cy € H y by € ((¢ — 1)Z)". También denotamos v = ¢,. Entonces Cy = Cy,
donde U =V C H.

DEMOSTRACION. Sea f =3 ., AY" € Fg[V] y t € T. Entonces

HOEDPPH AP

veV veV
Y se tiene el resultado. O

Sea P un politopo en Mp, por la proposiciéon 3.2 se tiene que C} =Cy
con U = P. Por tanto todos los resultados para cédigos téricos generalizados
seran validos en particular para codigos téricos.

Una extension no tan general pero andloga a la que se da entre los
codigos toéricos y los cddigos toricos generalizados se da entre los codigos de
Reed-Muller y los cédigos hiperboélicos de [22] y sus referencias.

1. Estructura Multiciclica de los Cédigos Téricos Generalizados

Los cédigos multiciclicos pueden entenderse como palabras invariantes
por ciertas permutaciones ciclicas o bien como ideales de una cierta dlgebra
polinomial. En [11] se prueba que un c6digo térico definido a partir de una
superficie térica (r = 2) es multiciclico usando una representacién matricial
de las palabras del c6digo, aunque se conjetur6 el resultado para dimensién
arbitraria. Dicha prueba es dificil de extender para politopos o superficies
téricas de dimensién arbitraria porque se deben considerar arreglos r-
dimensionales, es decir el andlogo r-dimensional del concepto de matriz
que se considera bidimensional. Mediante una representacién polinémica
del cédigo veremos que un codigo térico generalizado con r arbitraria es
multiciclico.

Sea C C Fj un cddigo lineal. Se dice que C es un cédigo ciclico
si se verifica que C es invariante por permutaciones ciclicas, es decir si
¢ =(cp,c1y...,cn—1) € C entonces (¢p—1,Co,C1,...,cn—2) € C.

Sea Fy[X]<n—1 el Fg-espacio vectorial de polinomios con grado menor
que n y A en anillo cociente Fy[X]/(X™ — 1). Dado que Fy, Fy[X]<n-1y
A son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de la misma dimension
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finita n, se tiene que son isomorfos. Y por tanto podemos considerar los
isomorfismos

F7 o Fy[X] <1 = Fy[X]/(X" — 1)

podemos identificar (cg, c1, ..., ¢n_1), el polinomio cg+c1 X +- - -+, X1
y la clase cg + 1 X + -+ + ¢, 1 X" 1 + (X" — 1). En la préctica se usa
la notacién mas conveniente en cada momento. La notaciéon polinémica
en el algebra A permite considerar las permutaciones ciclicas mediante la
multiplicacién por polinomios, ya que un cédigo C C A es ciclico si y sélo si
es un ideal en A.

Los cddigos ciclicos han sido ampliamente estudiados y utilizados en
la préctica [47]. Una extensién de los cédigos ciclicos son los cédigos
multiciclicos [54]. Un c6digo C € A = Fy[X1,..., X, /(XM —1,..., XN —1)
es multiciclico o r-D ciclico si es un ideal en A, con Ny,..., N, € N. Sea
Fo[X1,. .., Xel<(vi-1,...,.N.—1) €l Fy espacio vectorial de polinomios en las
variables X1, ..., X, con grado en la variable X; menor que N; para todo 1.
Al igual que en los cédigos ciclicos podemos considerar los isomorfismos de
espacios vectoriales

Fy = Fo[ X1, .., Xel<(vy—1,. 8- = A

donde n = Ny --- N,. Ademas, podemos identificar sus elementos como en
los cédigos ciclicos.

Sea Cy el cédigo térico generalizado con U C H. Sea a un elemento
primitivo de Fg, ie. F; = {a® al,..., 0972} y por tanto se tiene que
T ={a'= (a™,...,a')|i € H}. De esta forma el c6digo Cy es el subespacio
vectorial de Fy generado por {(Y*(a"))ien | u € U}, donde se tiene que

Y¢(at) = alwi) = gquiiittunin . Para estudiar su estructura multiciclica,
en virtud del isomorfismo anterior, vamos a considerar las palabras como
polinomios o clases de polinomios en A en lugar de como n-uplas y
denotamos el codigo Cyy en A como Cﬁ. Concretamente, representamos

(a'“);ey € Cy por Z ol X e cft
i€H

Sea U C H, A = F [X1,...,X]/(XI71 —1,..., X" — 1), el codigo

Cé C A que es isomorfo a Cy C Fy es
CH={> > o™X |\ eF}CA
uelU 1€H

PROPOSICION 3.3. Sea U C H = ({0,...,q—2})", Cé es un codigo r-D

ciclico con Ny=q—1, ..., N, =q— 1.

DEMOSTRACION. Seau € U, 3.y a/“9 X" € Cf.
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Xa Z a<u7i>Xi — Z aul(il—a1)+~~-+ur(ir—ar)Xi _ a—(u,d) Z a<uﬂ>X'L
i€H i€H i€H

Y se tiene el resultado por la linealidad de C(‘}‘. O

Ademés del producto de polinomios en F,[H] que denotamos por -,
Y¢.Y? = Y% podemos considerar la estructura multiplicativa del algebra
A en Fy[H]. Para la base de A dada por {X'};cy consideramos producto
X" X7 = X" El siguiente resultado describe la operacién * en Fy[H| que
sera utilizada en el teorema 3.5.

PROPOSICION 3.4. Denotamos ev™ (X") como X en F [H], entonces

Xis YU = q (Wi yu
0 siu# v

u (O
Yy _{ (—1)'Y" siu=v

DEMOSTRACION. Por los siguientes isomorfismos considerados anterior-
mente

se tiene que
Vs Y? =Y ad Xixy? = qleviyv —

Sieg @AY = @(snp(u —v)=0 siu#v

Dieg Y = (=1)Y" siu=v
donde sup(u — v) es el nimero de coordenadas de u — v distintas de cero.
O

Del resultado anterior se deduce que F,[H| puede representarse por

FoH] =F, Y ue H/(Y"*«Y" = (=1)"Y" Y"%Y"(u#v))

donde ademés

Xi _ (_1)r Z a7<u,i>Yu

ueH

En particular, ev(ly) = ZieH X! y erl(lX) = - ZuEH Y.
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El siguiente resultado muestra que todo cédigo lineal sobre un cuerpo

finito con ¢ elementos que es r-D ciclicocon Ny =¢—1,..., N, =q—1es
un codigo térico generalizado. Por tanto, los cédigos toricos generalizados y
los los r-D cédigos ciclicos con Ny = ¢—1, ..., N, = ¢ — 1 son la misma

familia de cédigos

TEOREMA 3.5. Sea J C Fy[X1,..., X /(X" —1,... . X' —1) un
ideal, entonces existe U C H tal que J = Cﬁ.

DEMOSTRACION. Puesto que A es isomorfo a F,[H] por (1) y que
{Y" | uw € H} es una base de F,[H], tenemos que {ev(Y") | u € H} es
una base de A, donde ev(Y%) = 3", al» X € A.

Sean ) . Aev(YV) € Jy u € H, por la proposicién 3.4 se tiene que
ev(Y") > e Avev(Y?) = (=1)"Ayev(Y") € J. Por lo que ev(Y") € J si
Ay # 0. Procediendo de la misma manera con todos los generadores de J y
u en H, obtenemos U tal que J = (ev(Y") | uw € U).

2. Estructura Métrica de los Cédigos Téricos Generalizados

En esta seccion estudiamos la estructura métrica dada por la forma
bilineal B introducida en la seccién 1, B(z,y) = > i 2;y; con x,y € Fy. El
siguiente resultado permite considerar la estructura métrica de Cy C Fy en
F,[H] y calcular explicitamente su cédigo dual.

TEOREMA 3.6. Conservando la motacion anterior, sean u,v € H, se
tiene que

potr oy - {0y, STELLS

Sean uw € H, u' = —u con u como en la proposicion 3.2 yU' ={u' | u €
Uy, #U = #U'. SeaU C H y U+ = H\U' = (H \ U)', entonces el cédigo
dual de Cy es Ci= = Cyy.

DEMOSTRACIéN. Sea u € U, v € UL, entonces se tiene que
B((a<u’l>)ieH, (a(v,z>)i€H) _ ZiEH alutvsi)

LD (qup(uFv)) =0 siuto#£0

3 alevd) = §7 () - 2
i€H i€H Yoiegl=(=1) siu+v=0
donde sup(u + v) es el nimero de coordenadas de u + v distintas de cero.

Entonces B(ev(Y%),ev(Y?)) = 0 para todo u € U, v € UL puesto que
u+v #0.Y se tiene el resultado por las dimensiones de Fy[U] y F (U] y
la linealidad de los c6digos. O
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Como puede observarse en el resultado anterior, en general el dual de
un codigo térico Cp, no es un cédigo térico, tinicamente lo es cuando existe

. — L - . , 1s .
un politopo P, tal que P,~ = P,. En cambio el dual de un cédigo térico
generalizado si que es un cédigo térico generalizado.

Nora 3.7. Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en
[56, 57]. Un resultado similar al del teorema 3.6 ha sido obtenido de forma
independiente en [4].

Se tiene que la matriz M del morfismo de evaluacién ev : Fy[H] — Fy es

olunin)  qlunde) o0 Lo g {unyin)
O[<u277;1> a<u2ai2> e e a(u27in>

O[<'Ufn77;1> a<un7i2> . e a(“nﬂn)

donde {uq,...,u,} = {i1,...,in} = H y si ademds u; = i; entonces M es
una matriz simétrica, por tanto suponemos que u; =i; Vj =1,...,n.

Por tanto, una matriz generatriz del cédigo Cy con U C H, k = #U, es
la (k x n)-matriz compuesta por las k filas alwi o afwin) de M conu € U
y una matriz de control es la (n — k x n)-matriz compuesta por las n — k
filas o) .. a(®in) de M con u € ULt. O, equivalentemente, la matriz
traspuesta de la matriz de control es la (n x n — k)-matriz compuesta por las
n — k columnas o9 ... a8 de M con i € UL puesto que suponemos
Uj:ij Vj:1,...,n.

Del conocimiento del cédigo dual se deduce el siguiente resultado para
estimar la distancia minima. Esta proposicién es anéloga a [45, Proposition
2.1] para cddigos téricos pero cuya prueba es también valida para cédigos
toricos generalizados. Usando la matriz de control se simplifican los calculos
con respecto a la matriz generatriz.

PROPOSICION 3.8. Sea U C H y d un entero positivo. Si¥ S C H con
#S =d—1 existe VC U con #V = d—1 tal que la submatriz de M (S, V)
tiene determinante distinto de cero entonces d(Cy) > d, donde M(S,V) es
la submatriz de la matriz de evaluacion M correspondiente a las filas de S
y las columnas de V', i.e. M(S,V) = (a<us’iv>)uses,z‘vev.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 1.3, se tiene que la distancia minima
de un cédigo lineal es mayor o igual que d si d — 1 columnas cualesquiera de
una matriz de control son linealmente independientes. Una matriz de control
de Cyy es M(UL). Por lo que la distancia minima de Cy es mayor o igual que
d si d—1 columnas de M (U J-) cualesquiera son linealmente independientes,
que es equivalente a que haya una submatriz cuadrada de tamano d — 1 de
M (U%) con determinante distinto de cero. O
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Sea o(u) =/, como o2 = Id, se tiene que o es una involucién. Ademas
vamos a considerar un orden en los elementos de H de forma que la matriz
de la involucién tenga una expresion particular. Por el teorema 3.6 se tiene
que B(ev(Y"),ev(Y"?)) = 0 si y s6lo si u+v # 0. Por tanto, primero
consideramos los elementos u € H tales que o(u) = v/ = u, y por tanto
u+u = 0, se tiene B(ev(Y"),ev(Y")) = (=1)" y B(ev(Y*),ev(Y")) = 0
para todo v € H \ {u}. Posteriormente, consideramos en H los pares de
elementos u y o(u) = «/, con u # o(u) y por tanto u+ v = 0, se tiene
B(ev(Y"),ev(Y")) = (=1)", B(ev(Y%),ev(Y"?)) = 0 para todo v € H\ {u'}
y Bev(Y"),ev(Y")) = 0 para todo v € H \ {u}. Sea H = {u1,...,un}
ordenado de la forma anterior, y sea M la matriz asociada a la aplicacién
de evaluacion ev : IFy[H] — IF}. Entonces se tiene que la matriz I, asociada
a la involucién o se escribe como

1

i)
O =

0 1

1 0

y por tanto MM* = (—=1)"1,, y como M = M se tiene que
M=t =(-1)"I,M

Con esta notacion, el siguiente resultado establece el niimero de 1’s que
se tienen en la diagonal principal de la matriz (—1)"I, y permite deducir
que no existen cédigos téricos generalizados autoduales (C*+ = C).

PROPOSICION 3.9. Con la notacidén anterior, sea o la involucion o(u) =
u' para los elementos de H. El mimero de elementos u € H tales que
o(u) = u es 2" si q es impar y 1 si q es par. Ademds no existen cddigos
toricos autoduales.

DEMOSTRACION. Seau = (uq,...,u,)en H, o(u) = usiysoélosi2u; =0
mod (¢—1),i=1,...,r.

Sea g impar entonces ¢ — 1 es impar y se tiene 2u; = 0 mod (¢ — 1) si
y solo si u; es igual a 0 o (¢ — 1)/2. Por tanto, se tienen 2" elementos con
o(u) = u. En cambio, si ¢ es par, ¢ — 1 es impar y se tiene que el dnico
elemento de H tal que 2u; =0 mod (¢ — 1) para todo i es (0,...,0).

Un cédigo C es autodual si y s6lo si C+ = C, en particular n debe ser
par y k = n/2. Sea ¢ par, entonces n = (¢ — 1)" es impar y por tanto no
existen cédigos toricos autoduales con ¢ par. Si consideramos ¢ impar, puesto
que existen uy,...,usr € H tales que B(ev(Y"),ev(Y;")) # 0, la dimensién
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méxima de un cédigo autoortogonal (C+ C C) es n/2 —2""1 < n/2, y por
tanto no existen cédigos toéricos autoduales. U

EjempLO 3.10. Sea F5 el cuerpo finito con 5 elementos y r = 2.
Por tanto, H = {0,1,2,3} x {0,1,2,3} . La longitud de un cédigo térico
generalizado Cyy con U C H es n = 4> = 16.

Ordenamos los elementos de H para obtener (—1)"I, de la forma
anterior. Como el cuerpo base tiene 5 elementos se tiene o(u) = wu para
22 = 4 elementos u; = (0,0), uz = (2,0), uz = (0,2) y ug = (2,2). Para
el resto de los elementos de H se tiene o(u) # u y consideramos u; = u
y wj+1 = o(u), por ejemplo ¢(0,1) = (0,3) y ¢(0,3) = (0,1). Por tanto
escribimos us = (0,1), ug = (0,3), ur = (1,0), ug = (3,0), ug = (1,1),
uip = (3,3), Uil = (1,2), Ul = (3,2), ulz = (1,3), U4 = (3, 1), Ul = (2, 1),
u1g = (2,3). La ordenacién de H no es tnica. Sea i; = u; Vj € {1,...,n}.
La matriz de evaluaciéon M de la aplicaciéon F5[H] — FZ en la base anterior
es

111111111111 11171
1111441144114 4 4 4
111111444444 4411
11114444114 41144
14142 311234432 23
14143 211324423 3 2
114411232323 2 3 44
M= 1144113232323 2414
14412 3234432113 2
144132 3244231123
1144442 332233211
11444432 23322311
144132 2311324423
14412 3321123443 2
14142 34432112323
141432 442311323 2

Sea U = {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1)} y Cu su cddigo asociado
de longitud n = 16 y dimension k = 6, el cédigo térico generalizado Cy es
también un codigo torico, en concreto el estudiado en el ejemplo 2.18 con

b1 = 2,by = 1. Una matriz generatriz de Cy es la submatriz formada por las
filas1,3,5,7,9y 15 de M

11111111111 1111]1
1111114444444 411
1414231123443 2 23
1144112323232 3414
14412 3 234432113 2
14142 34432112323
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Una matriz de control de Cy, o equivalentemente una matriz generatriz
de CJU-, es la submatriz formada por las filas 2, 4, 5, 7,9, 11, 12, 13, 14 y 15
de M

1 1114 4114 411 4 4 4 4
1 1114 4 4 4114 411 4 4
1 414 2 3 1123 4 4 3 2 2 3
114 4112 3 2 3 2 3 2 3 4 4
1 4412 3 2 3 44 3 2 113 2
114 4 4 4 2 3 3 2 2 33 211
114 4 4 43 2 2 3 3 2 2311
1 4413 2 2 31132 4 4 2 3
1 4412 3 3 2112 3 4 4 3 2
1 41 4 2 3 44 3 2112 3 2 3
Se tiene que la matriz M - Mt = I, es
10000 0O0OO0OO0OOOOOOTGODO
0O01.000O0O0OO0OO0ODOOOOOODOQO0
001 0O0O0OO0OO0OO0ODO0OO0OO0OOTOOQO0ODO 0
0001 0O0O0OO0OO0DO0OO0OO0OO0OTO0ODO0ODO0
0O 000O0OT1TO0O0OSO0OU0OO0OO0O0OO0OO0OO0
00001 O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OOQO0ODO0
0O000O0OO0OO0OT1TUO0LO0OO0OO0OO0OO0OO0ODO0
I— 0O 000O0OO0OT1TO0SUO0TU0OTQO0OO0OO0OO0OO0DO0
g 0O 000O0OO0OO0OO0OTODTI1ITO0OO0OSO0OTGOOQO0ODO0
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3. Cdbdigos Téricos Generalizados en Singular

La implementacion de los cédigos toricos en un lenguaje de calculo
simbdlico como SINGULAR [26] es sencilla. Una introduccién a SINGULAR
puede encontrarse en [25]. Este lenguaje permite trabajar sobre el cuerpo
finito F,; con elemento primitivo «. En el siguiente ejemplo definimos
F = Fg[X] que contiene a Fg, cuyo elemento primitivo es a.
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SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-2
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ July 2006

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> ring F=(2"3,a),X,1p;

> basering;

//  # ground field : 8

// primitive element : a

//  minpoly : 1%a”3+1xa~1+1*%a”0
//  number of vars : 1

// block 1 : ordering lp

// : names X

// block 2 : ordering C

Podemos definir otro polinomio minimo de la extensién, pero si
consideramos el dado por SINGULAR, los cédlculos son més rapidos.

Definimos H como una lista de vectores de enteros, ademds podemos
ordenar sus elementos como en la seccién anterior. Podemos ordenar H =
{0,...,g—2} x{0,...,q — 2} para un cuerpo de caracteristica par usando
el siguiente procedimiento

proc generarHchdos(int q)
{
list H;
intvec tmp;
int ii,jj;
tmp=0,0;
H[1]=tmp;
int cont=2;
for(ii=1;ii<=(q-2)/2;ii++)
{tmp=11i,0;
Hlcont]=tmp;
tmp=q-1-ii,0;
Hlcont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
for(ii=1;ii<=(q-2)/2;ii++)
{tmp=0,1ii;
Hlcont]=tmp;
tmp=0,q9-1-ii;
H[cont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
for(ii=1;ii<=q-2;ii++)
{for(jj=1;jj<=(q-2)/2;jj++)
{tmp=ii,jj;
Hlcont]=tmp;
tmp=q-1-ii,q-1-jj;
Hlcont+1]=tmp;
cont=cont+2;



3. CODIGOS TORICOS GENERALIZADOS EN SINGULAR 39

}
}
return(H);

}

En cambio, para un cuerpo de caracteristica impar usamos el siguiente

proc generarHchNOdos (int q)
{
list H;
intvec tmp;
int ii,jj;
tmp=0,0; H[1]=tmp;
tmp=(q-1)/2,0;H[2]=tmp;
tmp=0, (q-1)/2; H[3]=tmp;
tmp=(q-1)/2, (q-1)/2; H[4]=tmp;
int cont=5;
for(ii=1;ii<(q-1)/2;ii++)
{tmp=1i,0;
Hlcont]=tmp;
tmp=q-1-ii,0;
H[cont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
for(ii=1;ii<(q-1)/2;ii++)
{tmp=0,1ii;
Hlcont]=tmp;
tmp=0,9-1-ii;
Hlcont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
for(ii=1;ii<(q-1)/2;ii++)
{for(jj=1;3j<=q-2;jj++)
{tmp=ii,jj;
Hlcont]=tmp;
tmp=q-1-ii,q-1-jj;
Hlcont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
}
for(jj=1;jj<(q-1)/2;jj++)
{tmp=(q-1)/2,3j;
H[cont]=tmp;
tmp=(q-1)/2,9-1-33;
Hlcont+1]=tmp;
cont=cont+2;
}
return(H);

}
Calculamos H para [Fj5

> ring F=5,x,1p;
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> list H=generarHchNOdos(5);

> H;
[1]: [2]: [3]: [4]: [5]: [6]:
0,0 2,0 0,2 2,2 1,0 3,0
[9]: [10]: [11]: [12]: [13]: [14]:
1,1 3,3 1,2 3,2 1,3

[81:
0,3

[15]:

2,1

[16]:

2,3

Definimos la matriz M de la aplicaciéon de evaluacién lineal ev elevando

el elemento primitivo a las diferentes potencias de H

proc MatrizEvaluacion(int g, poly a, list H)
{
int ii,jj;
matrix M[(gq-1)"2]1[(g-1)"21;
for(ii=1;ii<=(q-1)"2;ii++)
{for(jj=1;jj<=(q-1)"2;jj++)
{

M[ii,jjl=a~(H[ii] [11*H[3j] (1] + H[iil [2]*H[jj][2]1);

}
T
return (M)

}

Para 5 obtenemos M y la matriz de la involucién .

> ring F=5,x,1p;

> list H=generarHchNOdos(5) ;

> poly a=2;

> matrix M=MatrizEvaluacion(5,a,H);

> show(M) ;

// matrix, 16x16

1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1, 1, 1, -1,-1,1, 1, -1,-1,-1,-1,-1,-1,1, 1,

1,1, 1, 1, 1, 1, -1,-1,-1,-1,1, 1, -1,-1,-1,-1,
1,1, 1,1, -1,-1,-14,-1,1, 1, -1,-1,1, 1, -1,-1,
1,-1,1, -1,2, -2,1, 1, 2, -2,2, -2,2, -2,-1,-1,
1,-1,1, -1,-2,2, 1, 1, -2,2, -2,2, -2,2, -1,-1,
1,1, -1,-1,1, 1, 2, -2,2, -2,-1,-1,-2,2, 2, -2,
1,1, -1,-1,1, 1, -2,2, -2,2, -1,-1,2, -2,-2,2,

1,-1,-1,1, 2, -2,2, -2,-1,-1,-2,2, 1, 1, -2,2,

1,-1,-1,1, -2,2, -2,2, -1,-1,2, -2,1, 1, 2, -2,
1,-1,1, -1,2, -2,-1,-1,-2,2, 2, -2,-2,2, 1, 1,

1,-1,1, -1,-2,2, -1,-1,2, -2,-2,2, 2, -2,1, 1,

1,-1,-1,1, 2, -2,-2,2, 1, 1, -2,2, -1,-1,2, -2,
1,-1,-1,1, -2,2, 2, -2,1, 1, 2, -2,-1,-1,-2,2,

1,1, -1,-1,-1,-1,2, -2,-2,2, 1, 1, 2, -2,2, -2,
1,1, -1,-1,-1,-1,-2,2, 2, -2,1, 1, -2,2, -2,2
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>show (M*transpose(M)) ;

// matrix, 16x16

1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0

B

-
-
-
-
-
-

Una forma alternativa de deﬁnir la matriz de evaluacién M es considerar
una matriz de polinomios (X*);ep en el anillo Fy[X,..., X,)]

ring B=q,X(1..n),1lp

y después utilizar la funcién subst para obtener M.

Se pueden obtener submatrices de M con la funcién submat, a
continuacién calculamos la matriz generatriz y la matriz de control del cédigo
[38, Example 3.9]. Dicho c6digo tiene parametros [49,11,28]s y mejora la
distancia minima del anterior cédigo lineal conocido que tenia parametros
[49,11,27)s.

Sea P el politopo de vértices (0,0), (4,1) y (1,4). Los bordes del
abanico normal Ap estdn generados por v(p1) = (5,—1), v(p2) = (—1,5),
v(ps) = (—1,—1). En U tenemos los puntos racionales del politopo P y en
Uort los puntos de H que definen el cédigo ortogonal a Cy.

ring F=(2"3,a),x,1p;

list H=generarHchdos(8)

matrix M=MatrizEvaluacion(2,H);

intvec U=1,14,16,18,20,22,24,26,28,32,49;

intvec Uort=2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,18,20,22,24,26,28,30,
31,32,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,49;

> matrix MatrizGeneratriz=submat(M,U,1..49);

> matrix MatrizDeControl=submat(M,Uort,1..49);

> show(MatrizGeneratriz);

// matrix, 11x49
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,14,14,14,14,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

V V V Vv V
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1,a,a6,a2,a5,a3,a4,a,a6,a2,ab5,a3,a4,a2,ab,a3,ad4,ad,a3,a3,ad,asd, a3,
ab,a2,a4,a3,ab,a2,a6,a,ab,a2,a6,a,1,1,a6,a,1,1,a,a6,1,1,a,a6,a2,ab,
1,a,a6,a2,ab,a3,a4,a2,ab,a4,a3,ab6,a,a3,as4,ab,a2,1,1,a4,a3,ab,a,a,
a6,ab5,a2,1,1,a2,a5,a6,a,a,a6,a3,a4,1,1,a2,a5,a4,a3,a,a6,a3d,as4,ab,a2,
1,a,a6,a2,ab5,a3,a4,a3,ad,ab6,a,a2,ab,ad,a3d,1,1,a3,a4,ab,a2,a,ab,as,
a3,a6,a,a2,ab,ab,a2,1,1,a3,a4,a6,a,a,a6,ad4,a3,1,1,a2,a5,a5,a2,a,ab,
1,a2,ab,a4,a3,a6,a,a,ab6,a2,ab,a3,ad,al3,ad,ad,al3,ab,a2,ab,a2,ab,a,
1,1,1,1,a,a6,a2,ab,a2,ab,a3,a4,a4,a3,a4,a3d,ab,a2,a6,a,a6,a,1,1,a,ab,
1,a2,ab5,a4,a3,a6,a,a2,ab,a4,a3,ab6,a,a4,ald3,ab6,a,a,ab6,ab,a,a,ab,a3,
a4,a,a6,a3d,a4,ab,a2,a3,ad,ab,a2,1,1,ab,a2,1,1,a2,ab,1,1,a2,a5,a4,a3,
1,a2,ab,a4,a3,a6,a,a3,ad,ab,a,a2,ab,ab,a2,a,a6,a4,a3,1,1,a3,a4,ab,
a,a2,ab,ab,a2,a,a6,a4,al3,1,1,a3,a4,a6,a,a2,ab,ab,a2,a,a6,ad,a3,1,1,
1,a3,a4,a6,a,a2,ab,a,a6,a2,ab,a3,a4,as4,al3,ab,a2,a6,a,1,1,a,a6,a2,
ab,a3,a4,a4,a3,ab,a2,a6,a,1,1,a,a6,a2,ab,a3d,ad,ad4,a3,ab,a2,ab,a,l,1,
1,a3,a4,a6,a,a2,ab,a2,ab,a4,a3,ab,a,ab,a2,1,1,a2,a5,a,a6,a3,a4,ab,
a2,ad,a3,ab6,a,a,ab6,1,1,a2,a5,a4,a3,a3,a4,ab,a2,1,1,a6,a,a,a6,a3,as,
1,a4,a3,a,a6,ab,a2,a,a6,a2,ab,al3,a4,ab,a2,a6,a,1,1,a2,a5,a3,ad,as,
a3,a6,a,1,1,a,a6,a3,a4,ad,al3,ab,a2,1,1,a,a6,a2,ab,a4,a3,ab,a2,ab,a,
1,a,a6,a2,ab,a3,a4,a4,a3,a,a6,ab,a2,ab,a2,a2,ab,a6,a,a6,a,ad,as,l,
1,1,1,a4,a3,a,a6,a,a6,ab,a2,a2,ab,a2,ab,ab6,a,a3,a4,a3,ad,1,1,a4,a3

Para trabajar con la notaciéon polinomial de un cédigo térico, también
podemos considerar en SINGULAR el algebra polinomial

A=TF,[X1,..., X ]/(XD —1,... xN —1)
En el siguiente ejemplo construimos A para r = 2 sobre Fg

> ring R=(2"3,a),X(1..2),1p;

> ideal J= X(1)°7 -1,X(2)°7 -1;
> gring Q=groebner(J);

> Q;

//  # ground field : 8

//  primitive element : a

//  minpoly 1 1*%a”3+1*xa”1+1*a"0
//  number of vars : 2

// block 1 : ordering lp

// : names X(1) x(2)
// block 2 : ordering C

// quotient ring from ideal
_[11=X(2)"7+1 _[2]1=X(1)"7+1

Para obtener la forma reducida de un elemento de A debemos considerar
lo siguiente

> X(1)°8;

X(1)-8

> reduce(X(1)"°8,std(0));
X(1)
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> reduce(X(1)"8-X(1),std(0));
0

Una alternativa a trabajar en el anillo cociente es utilizar el dlgebra
R =TFy[X1,...,X,] y trabajar médulo el ideal J = (Xi]_1 1, X5 o,
que ademads es una base de Grobner universal, i.e. es una base de Grobner
para cualquier orden monomial.






CAPITULO 4

Estructuras Métricas sobre Cdédigos Lineales

En el capitulo 1 hemos definido el cédigo dual de un codigo lineal, éste
es el ortogonal del codigo como subespacio vectorial de Fy; con respecto a la
forma bilineal dada por la matriz identidad. En este capitulo estudiamos
las formas bilineales sobre un cuerpo finito y lo usamos para dar una
descomposicién similar a la obtenida para cédigos téricos generalizados
al final del capitulo 3. Dicha descomposicion denominada descomposicion
geométrica de un cédigo lineal puede darse para un codigo lineal arbitrario
de forma constructiva; permite expresar facilmente el dual de un cédigo
lineal y dar un método para calcular la distancia minima que extiende para
codigos lineales la proposicién 3.8 de codigos téricos generalizados. Dicho
estudio es diferente para cuerpos de caracteristica 2, pero se desarrolla de
forma paralela.

1. Estructuras Métricas de ]FZ

Puede encontrarse una introduccion a la geometria sobre cuerpos finitos,
y en particular a las formas bilineales, en [34, 58]. Referimos los resultados
sobre formas bilineales y cuadraticas en caracteristica distinta de 2 a [1].
Un estudio detallado del grupo ortogonal y de las formas cuadraticas en
caracteristica arbitraria puede consultarse en [12, 13, 14]. Aplicaciones de
la geometria sobre cuerpos finitos a codigos autoduales y autoortogonales
pueden encontrarse en [51, 52, 53].

Una estructura métrica sobre Fy viene dada por una forma bilineal no
degenerada. Cuando la forma bilineal es simétrica y la caracteristica es
distinta de dos, una estructura métrica viene dada alternativamente por la
forma cuadratica asociada a la forma bilineal que proporciona la estructura.
En esta seccién introducimos y comentamos las estructuras métricas sobre
F?.

q

Una forma bilineal sobre el espacio vectorial Fj es una aplicacién bilineal
B : Fy x Fy — Fy. Se dice que es simétrica si B(z,y) = B(y,z) Vz,y € Fy
y que es no degenerada si se verifica que

B(z,y) =0Vy eFy =x=0
B(z,y)=0VreFy =y=0

45
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Una forma cuadratica sobre Fy es una aplicacién @ : Fy — F, tal que

Qlaz) = *Q(x)
b(z,y) = Q(xz +vy) — Q(z) — Q(y) es bilineal

Es decir, una forma cuadratica puede ser considerada como un polinomio
homogéneo de grado 2 en el anillo Fy[z1,...,x,] que da lugar a la forma
cuadrdtica evaluando las coordenadas de los vectores de Fy. Ademas, una
forma bilineal simétrica B(x,y) define una forma cuadritica Q(z) = B(z, ).
Y por otro lado, como la aplicacién b(z, y) anterior es simétrica, siempre que
la caracteristica de F sea distinta de dos, una forma cuadratica define una
forma bilineal simétrica. denominada polaridad de @

Blx.y) = 5(Qr +9) ~ Q) ~ Q)

Por tanto, si la caracteristica de Fy es distinta de 2, la polaridad
define una correspondencia biyectiva y reciproca entre las formas bilineales
simétricas y las formas cuadréticas. En cambio, si la caracteristica de Fg
es dos, no se pueden recuperar todas las formas cuadréticas a partir de las
formas bilineales. En el estudio posterior de la métrica sobre caracteristica
2 mostraremos este fenémeno.

mn

¢ 1a matriz asociada a la forma

Sea B = {x1,...,z,} una base de F
bilineal B en la base B es

B(xzy,21) -+ B(x1,xn)
M = : :
B(zp,x1) -+ B(xp,xy)
Ademsds, si z = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,--.,Yn) en la base B, se tiene que

B(z,y) = My, donde y' denota la transpuesta de y. Si M es la matriz de
B en la base {z1,...,2,} y N es la matriz de paso de la base {y1,...,yn} a
{z1,..., 2}, es decir y; N = z;, entonces N M N es la matriz de B en la base
{y1,...,yn}. Al determinante de la matriz M se le denomina discriminante
de B. A la vista del cambio de base dicho determinante estd bien definido
médulo un cuadrado de F puesto que det(NMN') = det(N)? det(M).

A partir de ahora todas las formas bilineales que consideramos son
simétricas. Las formas bilineales simétricas permiten definir el concepto
geométrico de ortogonalidad. Sean z,y € Fy, se dice que = e y son
ortogonales si B(x,y) = 0 y se denota zly. Sean U, W dos subespacios
vectoriales de Iy, se dice que U y W son ortogonales si x Ly para todo
reU,ye W ysedenota ULW.

Sea U C Fy un subespacio vectorial, el radical de U son los vectores de
U que son ortogonales a U, es decir

rad(U) =UNU+
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Se dice que U es no singular si rad(U) = (0) y que es singular en
caso contrario. Se tiene que U es no singular si y sélo si la forma bilineal
restringida a U es no degenerada.

Sea [y suma directa de subespacios dos a dos ortogonales
entonces decimos que Fy es la suma ortogonal de Uy, ..., U, y lo denotamos

F' = UL LU,

Si [y es no singular y U es un subespacio vectorial de [y se tiene que
n = dim(Fy) = dim(U) + dim(U 1). Ademss si U es no singular se tiene que
Fy = ULU+ y Ut es no singular.

Se dice que = € [y es isétropo si B(x,z) = 0, es decir si (z) C rad((z)).
Un subespacio vectorial U C Fy se dice que es is6tropo si B (z,y) = 0 para
todo z,y € U, es decir, si U C rad(U).

Los subespacios isétropos satisfacen por tanto dim(U) < L%J Un
subespacio isétropo U C Fy se denomina maximal si no es subespacio propio
de ningiin otro subespacio is6tropo. Ademas todos los subespacios isétropos
maximales de un subespacio no singular tienen la misma dimensién, que
denominamos indice de U. En particular, el propio espacio Fy tiene su

propio indice, menor o igual que la parte entera de n/2.

Sea H C Fy un subespacio vectorial de dimensién 2, se dice que H es
un plano hiperbdlico si existen z1, ro que generan H tales que

B(a;l,ajl) =0
B(azg,wg) =0
B(a;l,xg) =1

y por tanto H es no singular. Los dos generadores ordenados i, x2 se
denominan generadores geométricos o base geométrica de H, la
matriz de B restringida a H en la base geométrica es

(Vo)

PROPOSICION 4.1. SeaF, de caracteristica distinta de dos, un subespacio
no singular de dimension 2 que contiene a un vector isétropo es un plano
hiperbolico.

DEMOSTRACION. Sea z; un vector isétropo no nulo. Sea y un vector
del subespacio de dimensiéon 2 considerado linealmente independiente de
T1 y sea w2 = Ax1 + Ag2y. Determinemos los valores A1, Ao € [, para
obtener un base geométrica. Se tiene que B(z1,x2) = \oB(z1,y), ademds
B(x1,y) # 0 puesto que un plano hiperbdlico es no singular. Por tanto,
Ao = B(z1,y)" ' #0y B(x1,22) = 1.
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Por otro lado, B(wz2,72) = 0 si y sélo si 2\ X\ B(z1,y) + A3B(y,y) = 0.
Puesto que Ay # 0y B(x1,y) # 0 se tiene que

N = 2By —Blyy)
QB($17y) 2B($17y)2

y X2 es isétropo. O

En este primer resultado se puede observar cémo el estudio para
caracteristica 2 es diferente. En particular, este resultado no es cierto en
caracteristica 2 como muestra el siguiente ejemplo.

EjEMPLO 4.2. Sea [F, un cuerpo de caracteristica 2 y sea B la forma
bilineal que viene dada por la matriz identidad. Sea = = (z1,z2) € ]Fg,
x es un vector isétropo si y sélo si 23 + 23 = 0, es decir, si y sélo si
(v9/x1)? = 1. Luego (1,1) es un vector isétropo, ademds tnicamente los
vectores del subespacio lineal generado por (1,1) son is6tropos, puesto que
elevar al cuadrado es un isomorfismo en caracteristica 2. Por tanto, Fg
contiene a un vector isétropo pero no es un plano hiperbdlico.

En la base {(1,1),(0,1)} de Fg la matriz asociada de B es
0 1
1 1
y por tanto decimos que Fg es un plano eliptico.

Més concretamente, decimos que un subespacio no singular £ C Fy de
dimensién 2 es un plano eliptico si existen x1,x2 que generan F tales que

B(z1,21) =0
B(zg,x29) =1
B(zy,29) =1

y por tanto E es no singular. Los dos generadores ordenados xi, xo se
denominan generadores geométricos o base geométrica de F, la
matriz de B restringida a E en la base geométrica es

(V1)

2. Descomposiciones Geométricas en Caracteristica
Distinta de 2

A partir de ahora consideramos tUnicamente la estructura métrica dada
por la forma bilineal B(z,y) = > ; ;y;, que fue introducida en el capitulo
1 para definir el cédigo dual de un cédigo lineal. A partir de ahora Fy
es el espacio vectorial sobre IF, dotado de la forma bilineal simétrica no
degenerada B que tiene asociada la matriz identidad. Primero presentamos
B con caracteristica distinta de 2 y, posteriormente en la secciéon 4, con
caracteristica 2 puesto que, como hemos indicado, dicho estudio es diferente.
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Consideramos primero Fg, que serd de utilidad para la discusion de
[y . Distinguiremos dos casos dependiendo de si —1 es un cuadrado de [,

-1 € ]F;;Q, 0 1o lo es. Sea ¢ = p', se tiene que —1 es un cuadrado en F,
(con ¢ impar) si y sélo si ¢ = 1 mod 4. Para ¢ = p se tiene el resultado
por la ley de reciprocidad cuadratica [59, seccién 1.3]. Si I > 1 sea K la

clausura algebraica de F;, entonces F,; se realiza como el subcuerpo de K

formado por los elementos de K tales que 2P = z. Ademis se tiene que
Fyu N Fpl/ = F,4, donde d es el mdximo comun divisor de [, I'. Luego si —1
es un cuadrado en [, se tiene que p =1 mod 4, luego p' =1 mod 4 para
todo [, pero si —1 tiene una raiz en F), también la tiene en F,; para todo [.
Si —1 no es un cuadrado en [, se tiene p = 3 mod 4, entonces —1 si es un
cuadrado en F)2. Entonces, como F,; N2 es igual a F, 6 F)2 segin [ sea
impar o par, se tiene que ¢ =p' =1 mod 4silespary g=p' =3 mod 4
si | es impar y de aqui se deduce el resultado.

Un vector no nulo x = (x1,22) € Fg es un vector isétropo, si y sélo si
2?2 + 22 = 0, es decir, si y s6lo si (z2/71)2 = —1. Si —1 es un cuadrado en
el cuerpo, la ecuaciéon anterior tiene solucién y existen por tanto vectores
isétropos. Como B es no degenerada se tiene que FZ es un plano hiperbdlico.
En cambio si —1 no es un cuadrado no existen vectores isétropos y por tanto
Fg no es un plano hiperbélico (ni plano eliptico).

Entonces si ¢ = 1 mod 4 en Iﬁ‘g existe al menos un vector isétropo.
Podemos obtener los dos generadores geométricos del plano hiperbdlico
usando la proposicién 4.1, concretamente x = (x1,z2), y = ﬁ([l)g,%’l)
con (rg/z1)? = —1 verifican B(z,z) = 0, B(y,y) = 0y B(z,y) = 1 si
(x9/21)? = —1. Ademds ambos vectores son diferentes puesto que si z = y
se tendria que 222 = 1, 222 = 1 que implicarfa 1 = (z2/71)? = —1
y linealmente independientes puesto que si no lo fueran se tendria que
1= (.732/:131)2 = —1.

EJEMPLO 4.3. Se tiene que IF% es un plano hiperbdlico porque 5 = 1
mod 4, ademds (4/2)? = —1 y se tiene que x1 = (2,4), x9 = (4,2) verifican
B(z1,z1) = 0, B(z2,22) = 0, B(z1,72) = 1. En cambio en F3 no hay
vectores isétropos ya que 3 Z1 mod 4.

El siguiente lema [59, section 1.7] se utiliza a continuacién para la
discusién de un plano que no es hiperbdlico.

LEMA 4.4. Sean a,b,c € Fy; no nulos, entonces la siguiente ecuacion
tiene solucion en F,

aX?+bY?=c¢

DEMOSTRACION. Sea A el conjunto de elementos de F, de la forma aX?
con X € F, y sea B el conjunto de elementos de F, de la forma ¢ — bY? con
Y € F,. Ay B tienen (¢ + 1)/2 elementos por lo que A y B no pueden ser
disjuntos y se tiene el resultado. U
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En un plano no singular sin vectores isétropos existen dos generadores
ortonormales.

PROPOSICION 4.5. Sea U C [y de dimension 2 sin vectores isétropos Fy.
Entonces existen dos generadores ortonormales x1,x2 de U, es decir, tales
que B(x1,21) = B(x2,22) = 1 y B(z1,22) = 0.

DEMOSTRACION. Sea U = (y1,92), £1 = Ay1 + Aaya. Se tiene que
B(zi,21) = /\%B(yl,yl) + )\%B(yg,yg). Por el lema 4.4 existe un vector x1
en U con B(z1,x1) =1 ya que B(y1,y1) # 0y B(ya,y2) # 0.

Sea z € U no nulo ortogonal a xj, B(AMz1 + A2z, \jz1 + A2z) =
A2 + A3B(z,2). Como no hay vectores isétropos se tiene que —B(z,z) es
un no cuadrado y por tanto B(z, z) es un cuadrado, por lo que existe A € Fy
tal que B(Az,Az) =1y x1 y x2 son ortonormales. O

En la proposicion 4.8 escribimos U C Fy de dimension mayor o igual que
3 como suma ortogonal de planos hiperbdlicos y un subespacio de dimension
menor o igual que 2. Pero para probar este resultado necesitamos dos lemas,
el primero calcula un vector isétropo y el segundo, dado un vector isétropo,
calcula el segundo generador geométrico de un plano hiperbdlico.

LEMA 4.6. Sea U C Fy no singular de dimension mayor o igual que 3,
entonces existe al menos un vector isotropo no nulo en U.

DEMOSTRACION. Sea P un plano no singular de U y z; € Pt
supongamos que B(z1, 1) # 0 (en caso contrario x; es isétropo).

Por el lema 4.4 se tiene que existe xg € P tal que B(xg,x2) = —B(z1,21).
Por tanto z1 + z2 # 0y B(x1 + 9,21 + x2) = 0. O

LEMA 4.7. Sea x1 un vector isétropo del subespacio U C Fy de dimension
mayor o igual que 3, entonces existe un vector isétropo xo de U tal que
B(zy,x9) = 1.

DEMOSTRACION. Sea y un vector de U que no estd en la variedad
ortogonal a x1 y sea r2 = o171 + oy, con o, as € Fy tales que

es decir

20610423(97 1‘2) + agB(y7 y) =0
asB(x1,y) =1

que tiene solucién debido a que la forma cuadratica es no degenerada y
podemos despejar as de la segunda ecuacion. O

Usando estos dos lemas podemos probar el siguiente resultado
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PROPOSICION 4.8. Sea U C [y un espacio vectorial de dimension m no
singular con caracteristica de Fy distinta de dos. Se puede descomponer U
de la siguiente forma:

Para m tmpar

(1) U=HyL--- LHq,_1)/2LL, donde cada H; es un plano hiperbélico
y L es un subespacio lineal de dimension 1.

Para m par

(2) Si el indice de U es m/2: U = HyL--- LH,, 5, donde cada H; es
un plano hiperbdlico.

(3) Si el indice de U es m/2 —1: U = Hy L. LHq, 9yl L1 1Lo,
donde cada H; es un plano hiperbolico y L1 y Lo son dos subespacios
lineales de dimension 1 generados por dos vectores ortonormales.

La forma cuadrdatica Q(x) asociada a la forma bilineal B restringida a
U es equivalente en cada caso a

(1) 2z129 + - + 2T —2Tm—1 + 22, (Q de tipo parabélico en U)
(2) 2z1x2 + - -+ + 22— 124, (Q de tipo hiperbolico en U)
(3) 2m1@9 + - + 2T —3Tm—2 + 22, 1 + 22, (Q de tipo eliptico en U)

DEMOSTRACION. Sea m impar, podemos aplicar los lemas 4.6 y 4.7 para
obtener un plano hiperbdlico H; y U = HlJ_(Hf- NU). De la misma forma,
podemos obtener en H f N U mas planos hiperbdlicos ortogonales dos a dos
iterando el proceso hasta tener U como suma ortogonal de (m —1)/2 planos
hiperbdlicos y una variedad lineal de dimensién 1.

Del mismo modo, en el caso de m par, podemos aplicar los lemas 4.6
y 4.7 sucesivamente hasta que se obtienen (m — 2)/2 planos hiperbdlicos
ortogonales dos a dos y una variedad lineal W de dimensién 2.

Por la proposicién 4.1 se tiene que, o bien W es un plano hiperbdlico y
por tanto el indice de U es m/2, o W no contiene vectores isétropos y el
indice de U es m/2 — 1.

En el caso de que W contenga algin vector isétropo se tiene por la
proposiciéon 4.1 que W es un plano hiperbdlico, y usando el lema 4.7
obtenemos un plano hiperbédlico. De esta forma tenemos U como suma
ortogonal de m /2 planos hiperbdlicos.

En el caso de que W no contenga ningiin vector isétropo usando la
proposiciéon 4.5 se obtienen dos generadores ortonormales de W de forma
que se tiene U como suma ortogonal de (m — 2)/2 planos hiperbdlicos y dos
variedades lineales de dimension 1. Notesé que este tltimo caso inicamente
se tiene cuando ¢ =3 mod 4. (]

Ademas hemos probado que el indice U de un subespacio vectorial de
dimensién m es: (m —1)/2 si m es impar y m/2 o m/2 — 1 si m es par.
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Como corolario deducimos cudndo Fy, con n par, es de tipo hiperbélico
o eliptico.

COROLARIO 4.9. Para U = Fy, con n par se tiene que el indice de Fy
es

= n/2 (y por tanto B es de tipo hiperbolico), si —1 es un cuadrado
de Fy o bien si —1 no es un cuadrado de Fy y 4 | n.

» n/2—1 (y por tanto B es de tipo eliptico), si —1 no es un cuadrado
deFq y41n.

DEMOSTRACION. Usando el resultado anterior podemos escribir Fy
como suma ortogonal de n/2 — 1 planos hiperbdlicos y una variedad lineal
W de dimensién 2 que o bien es un plano hiperbdlico si contiene vectores
isétropos o bien es un subespacio lineal sin espacios isétropos generado
por dos vectores ortonormales. Sea M la matriz de B en la base de Fy
dada por los generadores geométricos de los planos hiperbdlicos y la base
correspondiente de W.

Sea —1 un cuadrado de [F, y supongamos que W estd generado por
x1,x2 ortonormales. Sea y = ajx1 + axa, y es isétropo si B(y,y) = 0,
es decir si a?B(z1,71) + a3B(z2,72) = a? + a3 = 0 o, equivalentemente,
si (a1/ag)? = —1. Como —1 es un cuadrado se tiene que existe un vector
isétropo en W y por tanto W es un plano hiperbdlico.

Sea —1 un no cuadrado de F,; y 4 | n. Supongamos que W esta generado
por dos vectores ortonormales, entonces se tiene que det(M) = —1, lo que
contradice que el discriminante de B es 1 modulo un cuadrado de F,, por lo
que W es un plano hiperbdlico.

Sea —1 un no cuadrado de F, y 4 f n. Supongamos que W es un plano

hiperbdlico, entonces se tiene que det(M) = —1, lo que contradice que el
discriminante de B es 1 modulo un cuadrado de F,, por lo que W no tiene
vectores isétropos. O

En Fj existen bases ortonormales para la forma bilineal B, por ejemplo
la base candnica. Sin embargo, no siempre a partir de una base ortogonal
podemos obtener una base ortonormal multiplicando por el inverso de
la norma, Unicamente lo podremos hacer cuando los vectores tengan un
producto que es un cuadrado en [F,. Por tanto, dada una variedad lineal
L = (z) tenemos que B(z,r) es igual a a® 0 a®g donde g es un no cuadrado
de F;, ademds multiplicando = por a~! podemos suponer que B(z,r) =1 o
bien que B(z,z) = g y diremos que x es una base geométrica de L.

Por los resultados anteriores podemos escribir Fy' como suma ortogonal
de planos hiperbdlicos y de variedades lineales de dimensién uno. Ademas,
los planos hiperbdlicos estan generados por dos vectores isétropos cuyo
producto es uno y la variedades lineales estdn generadas por vectores no
isétropos.
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Decimos que Fj tiene descomposicién geométrica de tipo 7, s si
Fy=HyL--- LH.1Li 1. 1L

donde Hi,...,H, son planos hiperbdlicos y Li,...,Ls son variedades
lineales unidimensionales no isétropas. Cada plano hiperbdlico estd generado
por dos generadores geométricos H; = (x2;—1,%2), i = 1,...,r. Cada
variedad de dimensién 1 estd generada por L; = (x2y44), @ = 1,...,s. Se
tiene que {z1,...,x,} es una base de Fy y se dice que es una base de la
descomposicién geométrica.

Sea M la matriz de B en dicha base, entonces se tiene que M M? = Jrs

01
10

= O
(e

€1

€s
donde €; es o bien 1 o bien un no cuadrado fijo de Fg.

Decimos que una base {z1,...,x,} de F ¢ s una base de compatible
con la descomposicién J,s si {xg—1,22}, con i = 1,...,7, son una
base geométrica de planos hiperbdlicos; x2,44, con ¢ = 1,...s, generan una
variedades lineales de dimensién 1 y de tal forma que son ortogonales dos
a dos. O equivalentemente, si la matriz de B en dicha base, M, verifica
MM = J,,.

Una descomposicién es minima si es de tipo 0, n; se tiene que Jo, es igual
la matriz identidad n x n. La base candnica es una base compatible con una
descomposicion minima. Decimos que una descomposicién es maximal si es
como la dada en la proposiciéon 4.8.

3. Cdbdigos Lineales Compatibles con Descomposiciones
Geométricas en Caracteristica Distinta de 2

Sea C C Fy un co6digo lineal, decimos que C es compatible con una
descomposicién geométrica de tipo J, ; si existe una base {x1,...,2,}
de Fy compatible con dicha descomposicién, de tal forma que existe I C
{1,...,n} tal que {z; | i € I} es una base de C.

El siguiente resultado muestra que todo cédigo lineal es compatible con
una descomposicién geométrica. Este resultado permite estudiar cualquier
codigo lineal dando una descomposicion geométrica, y asi extender el estudio
de [53] de cddigos autoortogonales y autoduales a c6digos lineales arbitrarios.
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TEOREMA 4.10. Sea I, de caracteristica distinta de 2. Todo cdédigo lineal
C C Iy es compatible con al menos una descomposicidn geométrica.

DEMOSTRACION. Sea C = rad(C)LCy, donde rad(C) = (z1,...,x;)

Podemos calcular 2, ..., z] € C; de forma que x;, 2 son los generadores
geométricos de un plano hiperbdlico y ademas los planos hiperbdlicos H; =
(x;, ;) son ortogonales dos a dos y ortogonales a C;. Es decir, se tiene que

C'=HL - LHLC

donde C’ contiene a C y es no singular. Probemos la construccién de C’ por
induccién en [, que es parte del teorema 3.8 de [1].

Para | = 0 no hay nada que probar. El subespacio Cy = (x1,...,2;-1)L1C;
es ortogonal a x; pero no lo contiene, por tanto existe y € COL tal que
B(z;,y) # 0. El plano generado por z;,y es no singular y estd contenido
en COL y por la proposicién 4.1 estd generado por una base geométrica
H; = (x,2;). Como H; C COL, entonces CoLH; y Cy C Hll Como el
radical de Cy tiene dimension [ — 1 por la hipétesis de inducciéon podemos
encontrar bases geométricas x;, , de H; en Hll, parai=1,...,1 —1 que
sean ortogonales dos a dos y a C; y puesto que son ortogonales a H; y H; es
ortogonal a C; se tiene probada la construccién de C'.

Por tanto, tenemos C' = H;L--- LH;1C;, donde H; = (z;,z}), con
x; ¢ C. Ademds C’ es no singular y por tanto Fy = Hy L --- LH1C 1Ct.

Como C; es no singular podemos usar la proposicion 4.8 para escribir C’
como suma de planos hiperbdlicos y un subespacio vectorial W de dimensién
1 0 2 (si la dimensién de C’ es menor de 3 entonces no consideramos ningin
plano hiperbdlico y ' = W). Por tanto obtenemos ¢’ = Hyyq L -+« LH, LW,
donde Hyy; = (2144, 7))

Por la proposiciéon 4.8 podemos tener 3 tipos de geometria para W

(a) Si dim(W) = 1, escribimos W = (z). Ademds z no es isétropo
puesto que B es no degenerada. Podemos considerar z € W de
forma que B(z,x) es igual a 1 o g, donde g es un no cuadrado fijo
yW=1L= <xm+1>-

(b) Si dim(W) = 2 y W contiene algin vector isétropo, entonces
W es un plano hiperbdlico, W = Hp,p1 = (Tmi1,%,4q), POr la
proposiciéon 4.1.

(¢) Si dim(W) = 2 y W no contiene ningtin vector isétropo entonces
W puede generarse por dos vectores ortonormales L1 = (Zy,41),
Ly = (xy42), donde W = Ly L Lo, por la proposicién 4.5.

Descomponemos C' de la misma forma que C y obtenemos

Ci=H{L---LH ,1W
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Por consiguiente, conservando notaciones, tenemos la descomposicion
geométrica de Fy

(a) Fy=HiL--- 1H, Ly 1H{Ll---1H , W'y
C= <fL‘1, <oy Tl Tp41, 1"2_’_17 L) ‘T’mvxlm,a l‘m+1>
(b) Fy=HiL--- 1Hp1Hy LH L. LH AWy
C= <$1a <o L X141, .’EE+1, cee $m+1,l',lm+1>
(c) Fy=HiL-- 1Hp Ly Ly LH{L--- LH , LWy
C= <$1, sy L LL41, xEer s xm>$;n7 xm+17$m+2> U
Decimos que un c6digo lineal C dado por los generadores C = (x1, ..., xk)
estd dado en la forma geométrica estandar si la matriz de B restringida
axi,...,T, es la misma matriz que la de B restringida a los generadores de

C de la base obtenida en el teorema 4.10.

De la construccién de la base de Fy del teorema 4.10 se deduce que un
codigo lineal puede darse como el subespacio lineal generado por parte de
una base geométrica de tipo r,s con s < 4, puesto que generamos planos
hiperbdlicos hasta obtener un subespacio sin vectores isétropos de dimensién
menor o igual que dos. El siguiente ejemplo ilustra una descomposicién
geométrica estandar con s = 4.

EjeMpPLO 4.11. La descomposicién geométrica de un céddigo lineal C
dada por el teorema 4.10 consiste en una suma ortogonal de planos
hiperbdlicos y a lo sumo dos subespacios unidimensionales. A su vez el
complemento de C tiene también una descomposiciéon equivalente. Por
tanto, la descomposicion geométrica de Fy obtenida es una suma ortogonal
de planos hiperbdlicos y a lo sumo 4 subespacios unidimensionales. Sea
C = ((3,2,0,0),(4,4,0,0)) contenido en F}, como —1 no es un cuadrado
se tiene que C = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)) y C" = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)) es la
descomposicién geométrica dada por el teorema 4.10. Por tanto, la forma
bilineal B en esta base tiene por matriz

El siguiente ejemplo ilustra una descomposicién geométrica de F3?
compatible con el codigo de Golay Gis.

EJemMpPLO 4.12. El cédigo de Golay Gio es un cédigo autodual sobre [Fg
que tiene matriz generatriz [47]:
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|

10 000O0OT1T1 1110
01 00O0O0O0T1Z2212
001 00O0O1O01222
000100210122
000010221012
0000O0OT1TT12210 2
Se tiene que Gi3 C ]F'%,2 y, aunque —1 no es un cuadrado en F3, 4 divide
an = 12 y por tanto la descomposicién maximal de F%z compatible con G
es la suma ortogonal de 8 planos hiperbdlicos, donde el primer generador
pertenece al codigo y el segundo no. La matriz M de la descomposicién

geométrica es

G =

1000O0O0111110

200000111110

01 000O0OO0OT12 21 2

02000O0O012 21 2

00100O01O012 2 2

00200010122 2

000100210122

000200210122

000010221012

000020221012

0000O0O112210 2

000O0O0O2122120 2

Una base del cédigo son las filas 1,3,5,7,9,11. Se tiene

01 00O0O0O0OO0OO0OO0OTO 0O 0
100 00O0O0O0OOO0OODQO
0001O0O0O0OO0OO0OO0OTG 0O O
001 0O0O0OO0OO®O0OO OGO 0O
000O0O0OT1O0TO0O0OO0OTG 0O
000O0O1O0O0O0OTO0OO0OTG 0O

000O0O0OO0OOT1TTO0UO0TGO0O0

000O0O0OO0OT1TO0O0OO0OTG 0O

000O0O0OO0ODOOO0OT1TO0T®O0

000O0O0OO0ODOOT1QO0TGO0O0

000O0O0OO0OO0OOO0OO0OTO 01

000O0O0OO0ODOOO0OOT1FQ 0

MM = Jgg
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4. Descomposiciones Geométricas en Caracteristica 2

La situacion en el caso de que la caracteristica de I, sea igual a 2, es decir
g = 2!, es muy diferente y en su mayorfa las demostraciones anteriores no
son validas, aunque obtendremos una descomposicién geométrica andloga.

En el caso de caracteristica distinta de 2, se tiene una correspondencia
entre las forma bilineales simétricas y las formas cuadraticas. Podemos
definir una forma cuadrética a partir de la forma bilineal Q(x) = B(x, z) que
da una correspondencia biunivoca entre las formas bilineales simétricas y las
formas cuadréaticas por medio de la polaridad. En cambio, en caracteristica
2 no se tiene esta propiedad.

En caracteristica 2 se llama una forma cuadratica a una aplicacién @) de
n .
Fy en Fy que verifica

Q\x + ny) = N’Q(x) + 1 Q(y) + MuF (x,y)

donde F es una forma bilineal sobre Fy. Se tiene que F estd determinada
por @ puesto que

F(x,y) = Q(x +y) + Qz) + Qy)

Si definimos Q(z) = Y x? tenemos que F = 0.

Como hemos visto en el ejemplo 4.2, FZ es un plano no singular que
contiene un vector isétropo pero no puede estar generado por dos vectores
isétropos. En cambio en caracteristica distinta de 2 si hay un vector isétropo,
entonces siempre existe otro vector isétropo que junto con el primero genera
un plano hiperbdélico.

El siguiente resultado permite calcular y obtener una base de los vectores
is6tropos de Fy.

PROPOSICION 4.13. Sea x € Fy, se tiene que x es isdtropo si y sdlo si
St xi =0. Los n — 1 vectores y1 = (1,1,0,...,0), y2 = (0,1,1,0,...,0),
ceos Yn = (0,...,0,1,1) consituyen una base del subespacio vectorial de
vectores isétropos de Ky

DEMOSTRACION. Se tiene que x es isétropo si y sélo si B(z,z) = 0.
Es decir Y1 ;22 = 0 si y sélo si (31, 2;)% = 0 o, equivalentemente, si
Z?:l T; = 0.

Los vectores is6tropos de Fy forman un subespacio vectorial. Se tiene
trivialmente que y; es isétropo V i y que wi,...,y, son linealmente
independientes. Veamos que {yi1,...,yn} es un sistema generador del
subespacio vectorial de vectores isétropos. Sea x = (x1,...,,) isétropo,



58 4. ESTRUCTURAS METRICAS SOBRE CODIGOS LINEALES

definimos los coeficientes de la combinacién lineal
)\1 =T
A2 = x2 + 21
)\3 =x3+ 22+ X1

A =Tp1+Tpo+ -+

. n—1 n—1
Se tiene que Y 77 Niyi = (21, Tp—1,2 ;g %) = (1,...,Tp-1,%pn). La
s . .z —1 .
tltima igualdad se deduce de la ecuacién z,, = Y ;" x; debido a que x es

isétropo. O
Como corolario de este resultado deducimos que Fy' con n par no puede

descomponerse en suma ortogonal de n/2 planos hiperbélicos. Nétese la
diferencia con el caso de caracteristica distinta de dos.

FEl siguiente resultado se deduce trivialmente de la proposicién anterior,
pero no de forma constructiva, por lo que presentamos una prueba
constructiva que es util para calcular una base geométrica en la practica.

LEMA 4.14. Sea U C Fy un subespacio vectorial de dimensidn mayor o
igual que 2, entonces existe al menos un vector isétropo en U.

DEMOSTRACION. Sean x1, xo dos vectores linealmente independientes
de U que no son isétropos. Sea y = Ajx1 + Aoz, donde calculamos los
coeficientes A\{ y A9 para que y sea isétropo.

Se tiene que B(y,y) = A2B(x1,71) + M3B(z2,72) = 0, si y sélo si
(M/X2)? = B(xa,22)/B(x1,21). Y como en un cuerpo de caracteristica 2
todo elemento es un cuadrado, se tiene que A\; = \/B(x2,22) y
)\2 = B((L’l, {L'l) O

El siguiente resultado muestra que todo subespacio vectorial de
dimensién 2 no singular es o bien un plano hiperbdlico o bien un plano
eliptico.

PROPOSICION 4.15. Sea U C Fy un subespacio vectorial no singular de
dimension 2. Entonces U es un plano hiperbdlico o un plano eliptico.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 4.13 se tiene que o bien hay dos
rectas diferentes de vectores is6tropos o bien Unicamente una. Veamos que
en el primer caso se tiene un plano hiperbédlico y en el segundo un plano
eliptico.

Sean x1, x9 € U isétropos y linealmente independientes. Por tanto
A = B(w1,22) es distinto de cero, sean y; = A7'z1, yo = x2. Se tiene que
Y1, Y2 son los generadores de un plano hiperbdlico, es decir B(y;,y1) = 0,
B(y2,y2) =0y B(y1,y2) = 1.

Sean x1, xo € U linealmente independientes, con x1 isétropo y s
no isétropo. Sea A = B(xi,z2) y p = B(we,z2) # 0. Se tiene que
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Y1 = A_lﬁzl, Yo = \/FIL‘Q son los generadores de un plano eliptico
B(y1,y1) =0y B(y1,92) = B(y2,y2) = 1. O

Como veremos en la seccién 4.6 los planos elipticos no son apropiados
para calcular el dual de un cédigo lineal. El siguiente lema permite trabajar
con un plano ortonormal en lugar de con un plano eliptico.

LEMA 4.16. Sea E C Fy un plano eliptico con generadores geométricos
E = (x1,z9), entonces existen dos generadores de E ortonormales.

DEMOSTRACION. Sean y; = x1+2, Y2 = T2. Puesto que son linealmente
independientes, son una base de E'y B(y1,y1) = B(z1,21) + B(z2,22) = 1
y B(y1,y2) = B(x1,72) + B(w2,22) = 0. O

En la proposicién 4.18 escribimos U C Fy de dimensién mayor o igual que
3 como suma ortogonal de planos hiperbdlicos y un subespacio de dimensién
menor o igual que 2. Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente
lema que escribe un subespacio vectorial de dimensién mayor o igual que 3
como suma ortogonal de un plano hiperbdlico y su ortogonal.

LEMA 4.17. Sea U C Fy un subespacio wvectorial no singular de
dimension mayor o igual que 3. Entonces existen x,y generadores de un
plano hiperbdlico H de forma que U = H1U' donde U’ es un subespacio
vectorial no singular.

DEMOSTRACION. Usando el lema 4.14, se obtiene x € U isétropo y
tenemos que U = (z) LUy, donde Uy = (x)- NU. Como U; es un subespacio
vectorial no singular de dimensién mayor o igual que dos, por el lema 4.14
se obtiene y € U isétropo. Y por tanto x, y generan un plano hiperbdlico H
y U =H1U' donde U' = H-NU. O

Usando el lema previo podemos probar el siguiente resultado.
PROPOSICION 4.18. Sea U C [y un espacio vectorial no singular de

dimension m con F, de caracteristica igual a dos. Se puede descomponer U
de la siguiente forma:

Para m tmpar

(1) U=HyL-- LHq,_1)/5LL, donde cada H; es un plano hiperbélico
y L es un subespacio lineal de dimension 1.

Para m par

(2) U=HyL--- LHy,, donde cada H; es un plano hiperbdlico.
3)U = HiL---1Hy 1 LL11Ly, donde cada H; es un plano
hiperbolico y L1, Lo son subespacios lineales de dimension 1.

DEMOSTRACION. Sea m impar, podemos aplicar el lema 4.17 sucesi-
vamente para generar planos hiperbélicos hasta que se obtienen (m — 1)/2
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planos hiperbdlicos ortogonales dos a dos y una variedad lineal de dimensién
1.

Del mismo modo, en el caso de m par, podemos aplicar el lema 4.17
sucesivamente hasta que se obtienen m/2—1 planos hiperbdélicos ortogonales
dos a dos y una variedad lineal de dimensién 2. Esta variedad lineal
de dimensién 2 es o bien un plano eliptico o bien un plano hiperbdlico,
dependiendo de si tiene dos vectores isétropos linealmente independientes o
no (proposicién 4.15). En el caso de que sea un plano eliptico éste puede ser
generado por dos vectores ortonormales usando la proposicién 4.16 (]

Sea U = Fj con n par, entonces U necesariamente tiene una
descomposicién de tipo (3), ya que en Fy hay unicamente n — 1 vectores
isétropos linealmente independientes (proposicién 4.13).

Sea z un vector no isétropo, entonces podemos suponer que B(x,z) =1
puesto que todos los elementos de F; son cuadrados y diremos que z es una
base geométrica de L = (z).

Por los resultados anteriores podemos escribir Fy' como suma ortogonal
de planos hiperbdlicos, variedades lineales de dimensién uno y, a lo sumo,
un plano eliptico.

Decimos que Fj tiene una descomposicion geométrica de tipo r, s,t
si

IE‘:; =pP1l---1P1Li1l---1Ls;, cont=0

IF'Z =pPl---1P.1L1---1L,1FE cont=1

donde Hi, ..., H, son planos hiperbdlicos, L1, ..., Ls son variedades lineales
unidimensionales no isétropas y FE es un plano eliptico. Cada plano
hiperbélico esta generado por dos generadores geométricos H; = (xo;_1, T2;),
i=1,...,r, cada variedad de dimension 1 estd generada por un generador
geométrico L; = (x9,44),1 = 1,...,sy el plano eliptico estd generado por dos
generadores geométricos E = (x,_1,2,) si t = 1. Se tiene que {z1,...,2,}
es una base de Fy y se dice que es una base de la descomposicion
geométrica.

Sea M la matriz de B en dicha base, entonces se tiene que M M* = J, ¢,
01
10

= O
O =

Jr,s,O =
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01
10
01
10
J. =
r,s,1 1
1
0 1
11
Decimos que una base {z1,...,x,} de [y es una base compatible con
la descomposicién J,s; si {x9;—1, 22}, con i = 1,...,7, son una base
geométrica de planos hiperbdlicos; xoy44, con ¢ = 1,...,s, son una base

geométrica de variedades lineales de dimension 1; {xo,4s+1,Zor+s+2} son
una base geométrica de un plano eliptico (si t = 1) y de tal forma que son
ortogonales dos a dos. O, equivalentemente, si la matriz de B en dicha base,
M, verifica MM = 8,

Una descomposicién es minima si es de tipo 0,7, 0; se tiene que Jy 0 €s
igual la matriz identidad n x n. La base candnica es una base compatible con
una descomposicion minima. Decimos que una descomposicién es maximal
si es como la dada en la proposicién 4.18.

5. Cdbdigos Lineales Compatibles con Descomposiciones
Geométricas en Caracteristica 2

Sea C C Fy un co6digo lineal, decimos que C es compatible con una
descomposicién geométrica de tipo J, ,; si existe una base {x1,...,z,}
de Fy compatible con dicha descomposicion, de tal forma que existe
Ic{1,...,n} tal que {z; | ¢ € I} es una base de C.

El siguiente resultado muestra que todo cédigo lineal es compatible con
una descomposicién geométrica. Este resultado permite estudiar cualquier
codigo lineal dando una descomposicién geométrica, y asi extender el estudio
de [52] de cddigos autoortogonales y autoduales a c6digos lineales arbitrarios.

TEOREMA 4.19. Sea F, de caracteristica 2. Todo cddigo lineal C C Fy
es compatible con al menos una descomposicion geométrica.

DEMOSTRACION. Sea C = rad(C)LCy, donde rad(C) = (x1,...,x).
Distinguimos dos casos, [ = n/2 con n par y el resto de los casos. Primero
probamos el caso general y, posteriormente, el caso particular | = n/2 con
n par.

Podemos calcular 2, . .., ] € C; de forma que x;, z sean los generadores
geométricos de un plano hiperbdlico y ademas los planos hiperbdlicos H; =
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(z;,2}) sean ortogonales dos a dos y ortogonales a C;. Es decir, se tiene que
C'=HiL - - LH1C;

donde C’ contiene a C y es no singular. Probemos la construccién de C’ por
induccién en .

Para | = 0 no hay nada que probar. El subespacio Cy = (x1,...,2;-1)L1C;
es ortogonal a x; pero no lo contiene, por tanto existe y € COL isétropo tal que
B(x,y) # 0 puesto que el subespacio vectorial de vectores is6tropos tiene
dimensién n—1 (proposicién 4.13). El plano generado por x;, y es no singular
y estd contenido en COL y por la proposicién 4.15 esta generado por una base
geométrica H; = (z;, ;). Como H; C COL entonces CoLH; v Cy C Hll Como
el radical de Cy tiene dimension [ — 1 por la hipotesis de inducciéon podemos
encontrar bases geométricas z;, =, de H; en Hf, parat=1,...,l — 1 que
sean ortogonales dos a dos y a C; y puesto que son ortogonales a H; y H; es
ortogonal a Ci, se tiene probada la construccién de C'.

Como C; es no singular, podemos usar la proposicién 4.18 para escribir
C' como suma de planos hiperbdlicos y un subespacio vectorial W de
dimensién 1 o 2 (si la dimensién de C’ es menor de 3 entonces no
consideramos ningtin plano hiperbélico y C' = W). Por tanto, obtenemos
C'=Hy1 L LHp LW, donde Hyy; = (w144, 77 ;)-

Por la proposicién 4.18 podemos tener 3 tipos de geometria para W

(a) Si dim(W) = 1, escribimos W = (z). Ademds z no es isétropo
puesto que B es no degenerada. Podemos considerar x € W de
forma que B(z,x) esiguala 1l y W = L1 = (Ty41).

(b) Si dim(W) = 2 y W contiene dos vectores isétropos linealmente
independientes entonces por la proposicién 4.15 W es un plano
hiperbélico, W = Hpy 1 = (Timi1, Thypr)s -

(c¢) Si dim(W) = 2 y W no contiene dos rectas de vectores isétropos
entonces W es un plano eliptico por la proposicién 4.15. Usando
el lema 4.16 dicho plano eliptico puede generarse por dos vectores
ortonormales Ly = (zp41), Lo = (m42), donde W = Ly 1 Lo.

Descomponemos C'* de la misma forma que C y obtenemos
I y/ / /
Ci=HL---1H ,1W
Por consiguiente, conservando notaciones tenemos la descomposicién

geométrica de Fy

(a) F' = HyL-- LHy L LH{L--- LH ,1W'y

C=(x,... ,l’l,$l+1,$;+1, ey Ty Ty Tin1)

(b) B = Hy L -+ LHyp L Hyppy LH| L LH , LWy
C = (x1,... 7$l,$l+1,$2+1, e T 1, Ty )

() F" = Hy L+ LHy L Ly LLy LH| L - LH , IW'y
C - <IE1, cee 7xl7xl+17x2+17 .- 'Jxm7$/rn7'rm+17$m+2>
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Sea | = n/2 con n par. Podemos calcular 27, ... ,37;1/2 € C; de forma
que ;,z; sean los generadores geométricos de un plano hiperbélico para
i=1,...,n2—-1yuz, /2 a:; /2 sean los generadores geométricos de un plano
eliptico. Ademads los planos hiperbélicos H; = (z;,2}) y el plano eliptico
E = (x, /9,2 ) son ortogonales dos a dos. Es decir, se tiene que

/ n/2

F' = HiL---LH,y 1 LE

Por el apartado anterior podemos construir HyL--- LHp/;p 1, con
H; = (x;,}), puesto que su indice es menor que n/2. Consideramos
E = (H1J_~~J_Hn/2,1)L. Se tiene que z,, € E y no estd contenido
en Hyl---1Hp,; 1, por tanto no existe ningun vector isétropo en FE
linealmente independiente de x,,5 puesto que el subespacio de vectores
isétropos tiene dimensién n— 1. Por la proposicion 4.15, podemos considerar
y € E tal que z,,/5,y son los generadores geométricos del plano eliptico E.

Por tanto, tenemos la siguiente descomposicién geométrica de Fy

(d) F' = HyL--- LH,/5 1 1LEy
C:<.’E1,...,$n/2> O

Decimos que un c6digo lineal C dado por los generadores C = (x1, ..., xk)
estd dado en la forma geométrica estandar si la matriz de B restringida
axi,...,T, es la misma matriz que la de B restringida a los generadores de
C de la base obtenida en el teorema 4.19.

De la construccién de la base de Fy del teorema 4.19 se deduce que
un codigo lineal puede darse como el subespacio lineal generado por una
parte de una base geométrica de tipo r,s,t con s <4yt=0o0biens=0y
t = 1. Este segundo caso (s = 0,¢ = 1) se considera unicamente para cédigos
autoduales.

El siguiente ejemplo ilustra cémo evitamos emplear un plano eliptico
cuando no se considera un cédigo autodual.

EJEMPLO 4.20. Sea C el c6digo lineal sobre Fy que tiene matriz generatriz

1100
G_( 001)
0

Sean z; = (1,1,0,0) y 2 = (0,0,0,1). Se tiene que z; es un vector
isétropo y que x2 no lo es. Sea zj = (0,1,1,0), se tiene que z1, 2 son una
base geométrica de un plano hiperbdlico Hy = (z1,z}) que es ortogonal
a x2. Un vector ortogonal a H; y linealmente independiente de xo es
y = (1,1,1,1). Trivialmente, y es un vector isétropo, ademds y, ro forman
una base geométrica de un plano eliptico. Pero, por otro lado, podemos
considerar x3 = zo +y = (1,1,1,0) de forma que Ly = (x2) y L3 = (x3) son
dos variedades lineales no isétropas. Por tanto, tenemos la descomposicion
geométrica de F% de tipo 1, 2, 0 compatible con C dada por IE‘% =H{1Li1L,.
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El siguiente ejemplo ilustra la descomposicion geométrica de un cédigo
autodual en caracteristica 2.

EJEMPLO 4.21. Sea C el cédigo de F§ que tiene por matriz generatriz

G:

===
e
— = O
= o O
= o O

0
1
1

Se trata de un cédigo autodual, la suma de las coordenadas de los
generadores del cédigo, es decir las filas de la matriz generatriz, es 0
(proposicién 4.13).

La descomposicién maximal, por tanto, estd dada por 2 planos
hiperbdlicos y un plano eliptico. En particular, se tiene que la matriz M
de una descomposicién geométrica maximal es

== o
—
O = = == O
O == O OO
_ o = oo
_ o O oo

o

0 0 1

Una base del codigo son las filas 1, 3 y 5 de la matriz M, que en
este caso forman la misma base que habiamos considerado previamente.
La descomposicién geométrica obtenida es F$ = H; L Hy L E. Es decir, una
descomposicién de tipo 2,0,1

010000
10000 0

. oo o0 100
MM™=J200=1 0 g1 0 0 0
00000 1
000011

NoTA 4.22. La construccién de la base geométrica estandar de un cédigo
lineal viene dada por el teorema 4.10 en caracteristica distinta de dos y 4.19
en caracteristica 2. Dicha base puede ser calcularse en la practica usando
técnicas de algebra y geometria lineales como muestran las demostraciones
de los resultados.

6. Dual y Distancia Minima de un Cdédigo Lineal

Una vez probado que en cualquier caracteristica se tiene que todo cédigo
lineal es compatible con una descomposiciéon geométrica, trabajamos en
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una caracteristica positiva arbitraria. Cuando la caracteristica sea distinta
de dos, tomamos t = 0 ya que no consideramos planos elipticos en la
descomposiciéon geométrica.

En esta seccion extendemos dos resultados del capitulo 3, el cédlculo
del dual y el de la distancia minima, de cédigos toricos generalizados para
codigos lineales arbitrarios.

Sea {x1,...,x,} un base geométrica de una descomposicién geométrica
de tipo 7, s,t. Sea i € {1,...,n}, definimos i’ como

m ¢+ 1 si x; es el primer generador de un plano hiperbdlico H
m ¢ — 1 six; es el segundo generador de un plano hiperbdlico H
= ¢ si x; genera un subespacio lineal L

m ¢+ 1 si x; es el primer generador de un plano eliptico £

No es necesario definir i’ con z; siendo el segundo generador de un plano
eliptico porque unicamente consideramos descomposiciones geométricas con
a lo sumo un plano eliptico en el que Unicamente el primer generador
pertenece al cédigo, puesto que en el caso en que los dos generadores
del plano eliptico pertenezcan al cédigo, consideramos dos generadores
ortonormales de subespacios lineales L, usando el lema 4.16.

Para I C {1,...,n} definimos I' = {i' | i € [} y I+ = {1,...,n}\ I'. De
esta forma podemos calcular el dual de un cédigo lineal usando el siguiente
resultado.

PROPOSICION 4.23. Sea C un cddigo lineal con una descomposicion
geométrica de tipor,s,t dada por la base {x1,...,xn} deFy el C{1,...,n}
tal que C = (x; | i € I). Entonces el dual del cédigo C es C+ = (x; | i € I*).

DEMOSTRACION. De la matriz Jr.s,¢ del producto bilineal de los vectores
de la base se deduce que (x;)* = (z; | j # i’). Por tanto

Cl=(e; | j¢ T = (@i |ie "
O

De esta forma, tenemos en una matriz un cédigo lineal y su cddigo
ortogonal. Sea C un cédigo lineal con una descomposicién geométrica de
tipo r,s,t dada por la base {r1,...,z,} de Fy e I C {1,...,n} tal que
C = (z; | i € I). Ademds, sea M la matriz n x n que tiene por filas los
elementos de la base {z1,...,x,}, por tanto se tiene MM® = st O€a
M(I) la matriz k x n formada por las filas i € I, entonces M(I) es una
matriz generatriz de C. Del mismo modo, M (I1) es una matriz de control
de C, es decir, M (1) es una matriz generatriz del cédigo dual C*.

El motivo por el que consideramos tnicamente un plano eliptico en
las descomposiciones geométricas cuando el primer generador pertenece al
codigo y el segundo no, se fundamenta en lo siguiente: si x; es el segundo
generador de un plano eliptico ()t = (x; | j # 4,4 — 1) + (@ + 2-1),
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lo cual obligaria a cambiar la base geométrica de Fj para calcular el
dual. Pero esto no es un problema, debido a que si el segundo generador
geométrico pertenece al cddigo entonces también pertenece el primero, como
comprobamos en el teorema 4.19, y por tanto podemos considerar dos
vectores ortonormales que generan el plano eliptico usando el lema 4.16.

El siguiente resultado extiende para cédigos lineales arbitrarios [45,
Proposition 2.1] y la proposicién 3.8 de cddigos téricos generalizados.
Ademds, probamos que ambas formas de calcular la distancia minima son
duales.

TEOREMA 4.24. Sea C un codigo lineal con una descomposicion de
tipo 1, s,t dada por la base {x1,...,x,} de Fy e I C {1,...,n} tal que
C=(x;|i€l). Sea M la matrizn x n tal que MM"' = J, s, donde una
matriz generatriz de C es M(I) y M(I,J) es la submatriz de M formada
por los elementos que estdn en las filasi € I y en las columnas j € J.

(a) Sea d el menor entero positivo tal que para todo conjunto
JCA{l,...,n} con #J =n—d+1 existe algin K C J con #K =k
tal que det M (I, K) # 0. Entonces la distancia minima de C es d.

(b) Sea d el mayor entero positivo tal que para todo J C {1,...,n} con
#J =d—1 existe D C I+ con #D = d — 1 tal que det(D,.J) # 0.

Entonces la distancia minima de C es d.

Ademds, las dos formas de calcular la distancia minima anteriores son
equivalentes.

DEMOSTRACION.

(a) Por la proposicién 1.3, se tiene que la distancia minima de un c6digo
lineal es d si para cualesquiera n — d + 1 columnas de una matriz generatriz
existen k columnas que son linealmente independientes y existen n — d
columnas que no contienen a k columnas linealmente independientes. Una
matriz generatriz de C es M (I), por lo que la distancia minima de C es el
mayor entero positivo d tal que cualesquiera n — d 4+ 1 columnas de M(I)
contienen k columnas que son linealmente independientes, que es equivalente
al resultado.

(b) Por la proposicién 1.3, se tiene que la distancia minima de un
codigo lineal es d si d — 1 columnas cualesquiera de una matriz de control
son linealmente independientes y existen d columnas que son linealmente
dependientes. Una matriz de control de C es M (I), por lo que la distancia
minima de C es el mayor entero positivo d tal que d — 1 columnas de M (I 4
cualesquiera sean linealmente independientes, que es equivalente a que haya
un menor de tamafo d — 1 con determinante distinto de cero M (I+, J) para
todo J C {1,...,n}, #J = d — 1, por lo que se tiene el resultado.
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La equivalencia entre los dos resultados anteriores es clara porque ambos
calculan la distancia minima del cédigo lineal C, pero ademas ambas formas
de calcular la distancia minima son duales. Para probarlo usaremos la
geometria de Pliicker.

Sea M la matriz que tiene por filas la base {z1,...,z,} de Fy, es decir
la matriz de paso de la base canénica {ei,...,e,} a {z1,...,2,}, N =
{1,...,n} y M* la matriz de paso del dual de la base candnica {ej,..., e} }

a{z],...,a}. Por tanto, x1 A Az = 32, oy det(M (L, K))ej, A~ Nejy,
donde K = jy, ..., ji. Ademds, como MM" = J,. ¢, se tiene que
M* = r,s,tM-

Sea ((w1 A~ Axg) =xf,  A--- A, Luego

(A Aa) = Y det(M*(N\LN\K))ei, A---Ael
JiEN\K

pero como ( es lineal también se tiene que ((x1 A -+ A xg)

> det(M(I,K))C(ej, A= Aej) = > det(M(I,K))el, A A,
JieK Ji€K

Por lo que se tiene que det(M (I, K)) = det(M*(N\I,N\ K)) =
det(J, s M(N\I,N\K)) =det(M(I\I',N\K)) = det(M(I[*+,N\K)) O

En [45, Proposition 2.1], que extiende el resultado anterior, se usa la
estructura de matriz de Vandermonde en varias variables de la matriz
generatriz de un cédigo torico para calcular explicitamente la distancia de
dos familias de cédigos. Para un codigo lineal arbitrario no se tiene dicha
estructura, pero la descomposicién geométrica de un cédigo puede dar lugar
al calculo explicito de ciertas familias. Esto serd objeto de estudio posterior
a la finalizacién de esta memoria.

7. Grupo Ortogonal y Cédigos Lineales

En esta seccion desarrollamos més aplicaciones de esta estructura
geométrica de los codigos lineales, en particular su relacién con el grupo
ortogonal.

La descomposicién geométrica de un cédigo lineal dada por los teoremas
4.10 y 4.19 permite obtener una matriz generatriz y una matriz de control
de un cédigo lineal mediante subconjuntos de filas de una matriz que
verifica que su producto por su transpuesta es igual a J,.s; con (s,t) en
{0,1,2,3,4} x {0} U {0} x {1} y 2r = n — s — 2t, siempre consideraremos
r,s,t en este conjunto. Reciprocamente, todo subconjunto de filas de una
matriz de este tipo puede ser considerado como una matriz generatriz de un
codigo lineal. Por tanto, tenemos una descripcién de los cédigos lineales y
sus duales en términos de una nueva familia de matrices. A continuacion,
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mostramos la relacion entre esta nueva forma de definir los cédigos lineales
y el grupo ortogonal.

Para una forma bilineal B : Fjy — Fy' el grupo ortogonal es el grupo
de aplicaciones lineales L : Fy — Fy, que verifican B(L(z), L(y)) = B(x,y)
para todo z,y € Fy, junto con la operacién composicion de transformaciones
lineales. El elemento neutro es la transformacién lineal L(z) = x, para todo
z e Iy,

Para la forma bilineal B con matriz asociada igual a la matriz identidad
el grupo ortogonal se denota por O(n) y es isomorfo a las matrices cuadradas

de tamano n, M, xn», cuyo producto por su transpuesta es igual a la matriz
identidad. Es decir,

O(n) = {A € My, | AA" = Id}

La operacién de grupo en O(n) es el producto de matrices y el elemento
neutro es la matriz identidad Id.

Existe una correspondencia biyectiva entre las matrices del grupo
ortogonal, O(n), y las matrices de M, 51 = {M € Moyxn, | MM = J; 5.}
Dicha correspondencia biyectiva viene dada por una matriz cualquiera
T € M, s, para cada N € O(n) consideramos ¢(N) = T'N, por lo que para
cada M € M, s, ¢~ (M) =T~!N. Es claro que ¢ da una correspondencia
biyectiva de conjuntos entre O(n) y M, s, pero no es un isomorfismo de
grupos debido a que el producto de dos matrices My, My € M, ; no verifica
(M1 M) (M1 M) = Jy sy

Aunque no tengamos un isomorfismo de grupos entre O(n) y M, 4,
podemos presentar el grupo ortogonal de forma que actie sobre M, q;.
Para r, s,t fijos consideramos el grupo formado por el conjunto de matrices

O € M, tales que OJns,tOt = Jyst, junto con la multiplicacién de
matrices, es decir Oy, ,, = {0 € Muxy | O0Jy 510" = Jp 51}

PROPOSICION 4.25. Sea J = J, s fija, entonces Oy es un grupo con la
multiplicacion de matrices, isomorfo al grupo ortogonal O(n).

DEMOSTRACION. Sean O1, 0y € O, entonces se tiene que
(0102)J(0102)" = 010,JOL0% = 0,J0% = J
por lo que O es un grupo cuyo elemento neutro es la matriz identidad.

Como J y la matriz identidad Id son las matrices de la forma bilineal B
en bases diferentes, existe una matriz 7' inversible tal que TT! = J.

Para O € Oy sea ¢(O) = T 'OT. Veamos que ¢(O) € O(n),
$(0)($(0)) = (T7'OT)(T*OY(T1)") = T-1OJONT )" = T~ (T 1),
que es igual a la matriz identidad.

Y la inversa de ¢ para N € O(n), ¢ 1(N) = TNT~!. Se verifica que
o~ (N)J(6~1)t = TNT-LJ(T-1)NIT' = TNTHT-Y)EN'T! = TNN'T?,
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que es igual a TT* = J. Por lo que ¢ es claramente una aplicacién biyectiva
entre Oy y O(n).

Se tiene que ¢ ademds es isomorfismo de grupos ya que para O1, 02 € Oy,
se tiene que ¢(O1)p(02) = T~ O TT 10T = T71010:T = ¢(0102). O

Por tanto, se tiene que el grupo ortogonal tiene el mismo cardinal que
M, s+ v ademads actiia sobre él, puesto que MN € M, s, vy OM € M, 44, con
N € O(n)y O € Oy,,,. Es decir, el grupo ortogonal en las dos versiones
isomorfas que hemos presentado actia sobre el conjunto de matrices de
M € M,.s, O(n) por la derecha y Oy, , por la izquierda.

Este nuevo paradigma de los cddigos lineales desarrollado en este
capitulo, junto con la accién del grupo ortogonal, abre una nueva via de
estudio en la que se pueden utilizar resultados de teoria de grupos para
resolver, o al menos en principio reformular, problemas clasicos de teoria de
codigos, como por ejemplo la conjetura MDS o el teorema principal de la
teorfa de cédigos [47].
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