INVARIANTES NUMERICOS DE LAS
CURVAS ALGEBROIDES REDUCIDAS.
UNA DESCRIPCION EXPLICITA

FELIX DELGADO DE LA MATA



[ :
ey ar
-y b o
5 ey,
.
b S “

"




En  primer lugar, quiéro agradecer a Antonio Campillo
su excelente labor de direccidn y su apoyo durante la realizacidn

de esta Memoria.

Asimismo quiero expresar mi égradecimiento a todos los
miembros del Departamento de Algebra y Geometria, especialmente al
Prof., José M. Aroca que despertd en mi el interés por la Geometria

¥ a Ana Nufiez, con quien he recorrido esta etapa de formacidn,

Finalmente doy las gracias a M2 José Valles por la excelen

te labor mecanogréifica.






MEMORIA PRESENTADA PARA OPTAR
OE DOCTOR EN CIENCIAS

SECCION DE MATEMATICAS

POR

FELIX DELGADO DE LA MATA

AL GRADO






ANTONLO CAMPILLG LOPEZ, CATEDRATICO DE ALGEBRA DE LA FACULTAD DE

CIENCIAS DE LA UNIVERSIDAC CE VALLADOLID

CERTIFICA : Que la presente Memoria "INVARIANTES NUMERICOS DE LAS
CURVAS ALGEBROIDES REDUCIDAS. UNA DESCRIPCION EXPLICITA'M.
Ha sido realizada bajé mi direccidn en el Departamento
de Algebra y Geometria de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Valladoiid por D. Félix Delgado de la
Mata, y para gue conste en cumplimiento de la vig‘ente legii
lacidn, presenta y apadrina ante la Facultad de Cien-

cias de dicha Universidad la referida Tesis de Dectorado.

. Valladolid a treinta de Mayo de mil novecientos ochenta

y seis . e

;o PN
7; . Il —TGM".,’/ f:'
— t..;/UjﬁAﬁNj )%i!y/

Fdo.,: Prof. Dr. Antonic Campillo Lépez






A MIS PADRES






INDICE

Introduccion . . . .

. . . Ve . T |
Capitulo I. Arbol de contactos principales de una singularidad-
de curva reducida
1.G. Notaciones y preliminares . ., . . . .
1.1, Par de contacto de dos ramas . . . . . « ... B
1.2. Contactes principales de una curva algebroidea . . 15
1.3. Arbol de contactos principales dé una curva . . . 28

Capitulo II. Anillos saturades. Arbol de exponentes caracteristicos

de una singularidad

2.1. Bstructura del anillo saturado de una curva plana.39
2.2. Semigrupos saturados y su estructura . . . . . . 61

2.3. Arbol de exponentes caracteristicos de una curva . 74

2.4. Desarrollos de Pulseux . . . . . .

Capitulo TII. El semigrupo de valores

3.1. Generacidn de un semigrupo a partir de sus proyec—

CIONES &+ & v v h w v e e e .« o« . 99
3.2. La simetria de los maximales . . . . . . . . . . 110
3.3. El contactomaximal . . . . . . . . . . .. ... 135

3.4. Una determinacidn explicita del sémigrupe . . . . 155

Capitule IV. Aspectos Geomdtricos., El grafo dual

4.0, Introduccién y preliminares . . B a4



4,1 Puntos infinitamente prdximos . . . 182

4.2 E1 grafo dual . « » . .+ 188

BIBLIOGRAFIA

. +

e e e v e e v o4 s 22D

By

Kl



Hrgivec.

LTS

INTRODUCCION







INTRODUCCION

En esta memaria se consideran curvas algebroides planas, re

ducidas C = Spec(k[[X,Y]}1/(f)) donde f = fyoeofys £, irreducible

d?
en k[[X,Y]], fi # fj si 1 # j y k es un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica arbitraria (o bien gérmenes analiticos de
curvas sobre C). Nuestro principal objetivo es efectuar una descrip
cidn combinatoria explicita y simple de manejar de diferentes inva-
rianfes numéricos que caracterizan el tipo de equisingularidad.

El tipo de equisingularidad para curvas planas fue introdu-
cido por O. Zariski en su serie de articulos "Studies in Equisingu-—
larity" [79], Y su estudio ha conducido a numerosos desarrollos has
ta el momento, siendo de destacar como resultados de mis envergadu—
ra los debidos a Teissier, quien mediante un estudio sistemitico de
las familias de singularidades ha construido la llamada "estratifi-
cacién equisingular" de una variedad algebraica o espacio analitico

comple jo, usando como invariantes nimericos bdsicos las multiplici-

dades de las variedades polares locales {(véase (731 vy I71D).
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£l mas ambiciaso proyecto de Zariski propone establecer un
concepto de equisingularidad para las familias que equivalga, induc
tivamente, a la equisingularidad de la familia discriminante
por una proyeccién lineal. Este posible concepto, que reduciria por
proyecciones la teoria al caso de curvas {(de curvas planas si se
comienza con hipersuperficies), deberia ademds ser T'estable por
explosiones' en el sentido que Zariski precisa. Sin embargo la igual
dad de multiplicidades de las variedades polares { o equivalentemente
las condiciones de Whitney o el tipo topolégico local ) no cumple la
propiedad anterior. Un reciente ejemplo de singularidades de superfi
cies en m3 debido a Luengo |57| muestra que la llamada "equisin-
gularidad genérica" que Zariski habia conjeturado como valida tampo-
co es estable por explosiones.

En esta situacidén parece razonable profundizar una vez més
en el intento de una mejor comprensién de las singularidades de cur
vas planas, para las cuales el concepto de equisingularidad esta
bien establecide. Cuando la curva tiene una sola rama, es decir
d = 1 con la notacidn del principio, la gquisingularidad astd carac
terizada por los exponenltes caracteristicos de Puiseux, el semigru-
pe de wvalores, los valores del contacto maximal, el grafo dual, la
topologia local, las condiciones de Whitney, etc... {véase [181) La
relacién explicita entre todos estos.datos es bien conocida y am-—
pliamente usada en la literatura.

En el case d > 1 la equisingularidad se caracteriza por el
tipo de eauisingularidad de cada rama y las multiplicidades de in-
terseccidén entre los pares de ramas, lo cual equivale también a la

topologia local, condiciones de Whitney, grafo dual y semigrupo de
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valores S g Zi, Z+ = (ne€'z/ n>01} (ver Waldi [76] para esto aL
timo). A la vista de la técnica usada por Campillo en [21] parece,
sin embargo, existir una via de trabajar con un andlogo de los expo
nentes caracteristicos de Puiseux (véase nuestro Capitule IT) y ané
logamente, a la vista del trabajo de Lejeune [61]}Qna via de traba-
Jar con los valores del contacto maximal (véase nuestros Capitulos
I y IXI),Por otro lado, aunque la equisingularidad es equivalente
a la igualdad de semigrupos en Z?, no se ha podido Qescribir expli
citamente el semigrupe correspondiente a un tipo dado salvo para el
caso d = 2 en el reciente trabajo de Bayer [10]. Nosotros conecta-
mos en esta memoria los invariantes tipo exponentes caracteristicos
(en el sentido de [21]), con los valores del contacto maximal ( en
el sentido de [511), con el semigrupo de valores para d arbitrario
Yy con la estructura del grafo dual;'dando'desdripciones explicitas
de cada uno de estes tipos de invariantes en funcidn de cada uno de
los otros, ‘ ’ | .

Una me jor comprensidn de la topologia local ha sido también
obtenida recientemente (véase L&: [49]): A partir de datos topold-
gicos se puede obtener informacidn sobre los invariantes polares,

es decir los cocientes E&%%%% ,dénde T es una componente irreduci-

a

ble de la curva polar local genérica. La abtencidn de informacidn
numérica sobre los componentes irreducibles de la polar fue inicia-

da para el caso d = 1 por Mérle en su conocido trabajo [60] y conti

nuando por varios autores entre los que destaca Casas*([ZS], [24]),
quien analiza la principal dificultad de este estudio: la polar local
3geqérica tiene un tipo de, equisingularidad gue no deperde sélo del ti-
po de C, sino de su clase mdédulo isomorfismo analitico.

También merece ser destacado el papel de las polares espe-
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ciales, para las cuales hay un resultado idéntico al de Mérle que
tiene aplicacidn en un interesante enfoque de la conjetura jacobia-
na {véase Ephraim [31]). Si se efectuase un buen andlisis de las
polares para el caso d > 2, pensamos que entonces se podria propor-
cionar un buen avance en la conjetura jacobiana y esto lo hemos te-
nido en cuenta al elaborar el Capitulo III de esta memoria y nues-

tro trabajo [27].

TN

Otro tipo de problemas nos han llevado a enfocar la Memoria
en la forma en gue lo hemos hecho. Es frecuente encontrar en lé li-
teratura ejemplos de invarianteg cuyo cdlculo o comportamiento es
dificil de efectuar explicitamente salvo para casos particulares,
Yy en este ‘sentido es frecuente encontrar cdlculos para curvas pla-
nas con d =1 que no tienen andlogo para d > 1. Por ejemplo, no
conocemos un cilculo similar al de Loesser [55] o Igusa [42] pgra
el exponente de Arnold y demas elementos del espectro de.una singu—
laridad c¢on varias ramas, ni conocemos la descripcidn (en el caso
d > 1) de la serie de Poincaré hecha por Bollaerts en [12] para el
nimero de soluciones p-ddicas de una ecuacidn F{X,Y) = O,
f e Qp[X,Y] en el caso d = 7. Esperamos gue nuestra Memoria pfopor—
cione calculos explicitos para situaciones como las anteriores.

Describiremos a continucacidén el contenido de la Memoria.



Sea k un cuerpo algebraicamente cerrade de caracteristica
arbitraria, sea C = Spec{k[[X,¥]}/(f}); donde ¥f = Fefoe g
f, e k[[x,¥]] irreducible y FLo# fJ si i# j. (Es decir C es una
curva algebroide plana y reducida sobre k). Sus componentes irredu-
cibles seran entonces Ci = Spec (hl[X,Y]]/(Fi)) y asociada a cada
una de ellas tenemos la valoracidn discreta vi'f1s isd) que supon
dremos normalizada . EL semigrupc de valores Si = S(Ci) viene ¢ado
por {Qi(x) / x e k[[X,Y]]/(fi) }C Z_y el semigrupo de valores de
la curva C es el subsemigrupo de Zi dado por

S(C) :V{X(X) = (v1(x),..,vd(x)) € Z;j /s xe k[[Y)1/0F)

Yy % 8% un nc divisor de cero }, Cuando no haya lugar a confu-
sidn escribiremos S en vez de S(C)., Es conocido que si C y C' son
dos curvas algebroides, plaras y reducidas con d y d' ramas respec—
tivamente, C ¥ C' son equisingulares si y s6lc si d = d' y para una
Peordénacién de las ramas es S(C) = s(C') {[78]). Sin embargo, 1la
- estructura de S(C) para un tipo de equisingularidad dadc es muy éom
plicada de expresar como veremos en la memoria.

Asociado el anillo € = k[[X,Y]]/(f) podemos toﬁar su anillo
saturado 6)[21], definido como el menor anillo A, € ¢ A ¢ G (T deno

ta el cierre entero de & en su anillo total de fracciones) verifi-

cando la condicidn siguiente: Si ze A y z

g erZay Wy ees,w o SON
no divisores d roe de A tales que z 2—1 zw-_‘E {z z Mlw,..w )“1
ivi e ce e ales que 2y I IR qeew ) e
~ - -1
€ &= A, entonces z(z ...z )lw_ ...w ) g A,

/ 1 r 1 S

€1 anillo saturado & de & es el anillo local de una curva
algebroide reducida sobre k con d componentes irreducibles. Asocia-~
do a ¥ tenemos el semigrupo saturado de C, que denctaremocs S(8) &

g, definido como S(&) = {vix}) = (v (x},..,vd(x))/ x € F, x no divi
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d .
sor de cero }cC 2+. Por supuesto, también se tienen los semigrupos

saturados‘gi de la rama Ci para 1 = 1,2,...,d.

Podemos tomar T = LA :"'“hf SN s 8O = Spec(kL[X,Y}]).

la "resolucidn de la singularidad" de C, donde T Si son lo si-

guiente: T, S1 — 84 es la transformacién cuadrdtica de Sg con cen

tro en el punto cerrado de C, O,. Supongamos definido

wWi) = Tyt et 28— 80 (E(l) denota la transformada total
—={1i) =7 . o= _ , .
de C, C = wi) (C)y; E(1i) = w(i) (OO) es el divisor excepcional
{i) _ =(i} ; . ,o=(d)
y C = C ~ E(i) denocta la transformada estricta de C), si C

€5 una curva cuyocs puntos singulares son todos de ¢ruzamientos nor-

males nos detenemos y ponemos N = i; en caso contrario L es la

explosidn de Si en los puntos singu}ares de ?(i} que no son de ¢cru-
zamientos normales.

Asociado a  w{i): Si — SO podemos censiderar taﬁ?ién los
puntos infinitaﬁente préximos de C en el i~ésimo entorno infinitesi
mal, es decir los puntos del conjunto C(i)f\ E(1) = {Oz,...,oi}. El
conjuntc de puntos infinitamente prdximos se distribuye habitualmen
te en un arbol, el arbol de puntos infinitamente préximos de C. Si
Oi es un punto infinitamente prdéximo en el i-ésime entorno infini-
tesimal, diremos que Of es un punto libre si es un punto no singu-
lar de E{(i). Si, en caso contrario, Oi‘es un punto singular de E{i)
diremos que Of es un punto satélite (en este caso el punto debe ser
necesariamente un cruzamiento normal de dos componentes de E(1)).

En el caso en que C sea una curva irreducible, tendremos un
Onico punto infiritamente préximo en cada ‘entorno y por tanto una
sucesion O

,01,n..,0 a cuyos términos les podemos asociar multipli

0 N
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Los exponentes caracteristicos son exactamente los exponen-

tes de Puiseux de C, mientras qué los valores del contacto maximal

L

son un sistema minimal de generadores del semigrupo S, es decir:

S = Z Ei Z+. Los exponentes caracteristicos se pueden determinar
0

también a partir del semigrupo g = 8(5), del anillo saturado ya que
L . ‘ 4
% = min(S -{0}) ¥y %+1 es el minimo elemento de S tal gue no es
miltiplo de e = m.c.d.{ Boees %). Come en 1o sucesivo trabajaremos
i _j _

con varias ramas 01""’Cd denotaremas por Bj’sj’ etc... {con un su
perindice i) los datos correspondientes a la. i-ésima rama.

Estas relaciones numéricas entre exponentes caracteristicos,
valores del contacto maximal, semigrupos y el resto de invariantes

gue usualmente se manejan en el estudio de las singularidades analil

ticamente irreducibles, son bien conocidas y extensivamente utiliza

das en la literatura. En esta memoria obtenemos relaciones andlogas

para el caso reducible, permitiendo-qoncectar invariantes del tipo
exponentes caracteristicos (obtenidos a partir del semigrupo satu-
rado) con invariantes del tipo valores del contacto maximal (ya uti
lizados esencialmente por M, Lejeune en su Tesis [51]) ¥y que noso-
tros localizaremos como "generadores" en un cierto sentido del semi
grupo S(C).

Puesto que los datos que'hay gue manejar en el caso reduci-
ble tienen una estructura combinatoria ciertamente mas complicada
que en el caso irreducible, nuestro primer objetivo ha sido buscar
un sistema de distriﬁuir estos datos de una forma cdmoda de manejar
en el sentido de gue nos permita trabajar con no muchos datos (anéd-

logo por ejemplo a considerar generadores de un semigrupo de 2;) N
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cidades, concretamente a cada Oi la multiplicidad de la transforma-

da estricta de C en dicho punto. De esta forma tenemos una sucesidn

del tipo:
h h h
0 1 i X g
D A Fad ot
4 S L4 ™ r " I
nO,...,nO,nj,...,n1,..., ni,...,ni...,1,. ;1

y se dice que el género de la curva es g si existen exactamente g

enteros S5, <s, <... <35 de manera que n = e. divide a n
k! 2 g s i

. s, -1
i i
¥ n, = 1. Como puntos libres en la sucesidn de puntos infinitamen-
g
te proximos aparecen los siguientes; h0 = lo puntos de multiplici-

dad nO, el primer punto de multiplicidad Ny li > hs -2 {ltimos
= i

puntos de multiplicidad ng oY el primerc de multiplicidad Ng 41

- i i

para i = 1,2,...,g-1 (ademids del punto ON). Es conocido que los en-

teros ho,h1,...,11,hs¥

,h ké determinan el tipo de equisin-

s e ey
s1+1
gularidad de la curva C. Los invariantes cominmente asociados a la
clase de equisingularidad de C son 1los exponentes caracteristicos
BO,...E%Ay los valores del contacto maximal EB,...,E' definides por

(ver [18]):

Bo B0 =
> —
k20 By Bk+lknsk+ns+1
- 2
k 20 = ] h.nS +n
;o k+1 '.Esk J sk+1

ambos conjuntos de datos estdn relacionados por la siguiente rela-

cibén numérica (N, = e /e k= 1,...,9)
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por otra parte disgoner de un método recursivo para mene jar simulté
neamente datos de una curva C con d ramas ¥ curvas que consten de
d' < d ramas de las de C.

‘En este sentido se introduce en el Capitulo I (1.2.1) 1la
nocidén de par de contacto, (g,c), de las ramas que forman la curva
C. Be introduce en términcs analiticos utilizando desarrollos de
Hamburguer-Noether que es el lenguaje que utilizamos técnicamente
en gran parte de la memoria. El par de contacto proporciona, en el
caso de dos ramas, un dato equivalente a la multiplicidad de inter-
seccidn {supuesto conocidos los tipos de equisingularidad de las
ramas) (1.1.9) y es una forma de medir los puntos infinitamente préd
ximos comunes a todas las ramas. Mas concretamente, sea
B&C) = {OO,...,On } el conjunto de puntos infinitamente préximos co-
munes a todas las ramas (es decir: Vi < n existe un Gn;co punto en
el i-ésimo entorno infinitesimal ¥ n es el mayor con ésta condi-
cidén) y B¥*(C) el subconjunto de los puntos libres de B(C). Ei par
de contacto es entonces la U(nica pareja de nilmeros naturales tal

que #B*(C) = X (li+1) + ¢, donde li = l:, k = 1,2,...,d

J
i<qg
' k

0 <c 5_min{lq+1 k= 1,2,.,.,dH4.1.4) y de manera que
c =0 & On es un punto satélite terminal {es decir, todos los pun—
tos del n+1-ésimo entorno infinitesimal son libres Y On 2s un punto
satélite).

Si consideramos una curva irreducible, definida per
h(X,¥) = 0, de género q y de manera que h tiene un comiin con cual-

quiera de las ramas de C los puntos libres de B*{(C) Onicamente (es

decir, el par de contacto con cualquiera de las ramas es precisamen



te (g,c)), entonces el valor v(h) = yo es un elemento de 8 que pro-

porciona una informacidn equivalente a la de (q,c) {ver 1.2,4). Ex-

s 0 .. +° 0 i i
plicitamente, v tiene por coordenadas i = pri(Y Vo= Nq Bq + ceq
i, 40 0 —i i
, < 1 Y = = . - . .
si ¢ __lq SR pri(Y ) Bq+1 si ¢ lq+1, y en el semigrupo de

valores se caracteriza por la condicidn (1.2.6).
Yo=méx {fye 878 c LUy eSS /Y2y 1}})
siendo L la recta que une el origen de coordenadas con el punto mul
s as o 1 d s d
tiplicidad (no,...,no} y " 2" la relacién de orden producto en Z;
{es decir ¥ > v &= pri(Y')_i pri(T), ¥i = 1,,,.,d). De forma simi-

lar en el semigrupo saturado tenemos

~

YWemix {veS/8cLU{y €87/ vy > v}}

-0 i i . i, ~0 i
> = < =
uyas coordenadas son pri(Y ) Bq + ceq si ¢ £ lq 6 pri(Y ) Bq+1

si ¢ .= l:+1. Tanto YO como ?O son datos equivalentes al par de con~-
tacto cuando une conoce la clase de equisingularidad de las ramas
(2.2.10).

En el anillo saturado © de © aparece entonces una ralaeién

de equivalencia, R sobre el conjunto de indices I = {1,2,...,d}

~0?
¥ I _ N
de manera natural. Consideramos el anillo (Y ) = {z € 8 / z.V ¢ ©}

O, §{§O) no depende del elemento ¥ € & elegido con

donde v(¥) = Y
ﬁ(?) = ?O. {Una de lés venta jas de trabajar con anillos saturados
es precisamente disponer de la propiedad de que V¥V vy € 8(5) el conjun
to E(Y), definido como arriba, es un anillo que no depende del ele-
mento y € T con viy) =yy tal que %c E(Y) ] {(propiedad de Arf

de anillos saturados) véase 2,1 y [21]). Si m_,...,m, son los idea-

1 d

les maximales del anillo @, los ideales maximales del anille semi-
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local ﬁ(ip} son mi(§o) = mir\‘€<?°), i=1,2,,,d y diremos que
; ) . . . ~O0y ~0 .
1R§QJ si y sdlo si mi(y ) = mJ(Y ). Si denotamos por I1,...,IP
las clases de equivalencia para R”O' necesariamente es r > 1 y
Y
r _ ‘
) =@ BP)e.  donde 'Es‘(?o)el =) .0, para iel . La
1 I m,{y") : et
n n .
relacidn de equivalencia R'D se expresa de una forma muy simple en
Y
el semigrupe saturado:
. . ~0 . ~0 ~0
ARG = (VSES, 6§>7 se tiene §, =7, & § = 7))
~ 0 - i i J J
¥
debide a que el semigrupo de valores de'g(?o) €8 precisamente
r
o~ n.o d «.O P Aty
S (Y ) ={8eZ /6+7y ¢€S}=1 S(G(YO)E ),
0 + I
1 n
La relacién de equivalencia andloga R or due resultard de
) Y
hecho ser la misma que R 0 (2.2.12), se introduce en términos de
Y

pares de contacto en el Capitulo I (1.2.3) y se caracteriza mais ade
lante en térmings del semigrupo de valores S(C) (ver 1.3.10). La ij
terpretacién geométrica de R 0 (4.1.4) nos vuelve a dar una idea de

Y
la raturalidad de su, definicidn:

"si B*(Ci.CJ) son los puntos libres comunes de las ramas Ci

i i i * kS % > g n,oE

y CJ se tiene lRYOJ < B (cicj)p B*(C) &> #B (cicJ.) #B*(C) s
decir los indices i,j son equivalentes si las ramas Ci ¥y C, tienen
en comin un punto libre mis que los que tienen todas las ramas de

la curva,

fa relacion R n = R 0 nes permite iniciar el procedimiento
Y
recursivo a que haciamos alusién mis arriba. De esta forma, por

ejemplo, construimos en los capitulos I y II dos drboles, que deno-

minaremos 4rbol de contactos principales {A.C.P.) y arbol de expo-
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nentes caracteristicos {(A.E.C.) respectivamente, cuyos "esqueletos"
son isomorfos y cuyos pesos son equivalentes. {Cualquiera de los
dos &rboles equivale al tipo de equisingularidad de la curval.

Para cada entero n con 0 < n < q existe una curva de género
n con contacto maximal de dicho género con cada una de las componen

21 =d L —d
tes de C, sus valores P1={81...,61),..., Pq = (Bq""’Bq) son todos

ellos elementos del semigrupo de valores gque estdn situados sobre

la recta L {ver 1.2.3). A los elementos del semigrupo de valores

—1 ~d
P = (B B ), P

o or f g ., P ,YO les damos el nombre de contactos

RN q

principales de l1la curva C. El Teorema 1.2.70 nos permite calcular
las multiplicidades de interseccidn entre dos ramas Ci y Cj tales

que i% OJ en funcidén de los contactos principales, pues

Y . . . ' . .

{(C.,C.} = min{equ, eJYQ Yy el = m.c.d.(Bl,...,Bl). Este resultado
1) qJ q 1 q 0 q

nos ‘permite razonar inductivamente calculando los contactos princi-
pales de las curvas cuyas componentes forman las clases de equiva-

lencia de R 0 Toda esta informacidn se distribuye en un arbel, que
Y

llamaremos arbol de contactos principales, en la forma siguiente (1.

- En el.tronco colocamos los pesos PO <_P1 Cier € Pq.
- Del primer nudo salen tantas ramas como clases de equiva-
lencia hay para R o ¥ en €l colocamos el peso YO.

.
—~ En cada una de las ramas colocamos los contactos principa-

les de las curvas CI = L_J C. que no aparecen explici
i JerIy
Ii Ii
tamente en el tronco: P A
g+ : qi

- E1 proceso continta inductivamente hasta que hayamos "sepa
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rado" todas las ramas y para cada una de ellas hayamos ago

tado los valores del contacte maximal.
El A.C.P. es un dato equivalente al tipo de equisingularidad de 1la
curva como indica claramente su construccidn. En 1.3 se describe
también su cdlculo explicito a partir del semigrupo de valores g,
sin embargo obtener S a partir del Arbol (o equivalentemente a par—
tir del tipo de equisingularidad) es un problema mucho mas compli-
cado al que dedicaremes todo 2l capitulo III.

Cuando utilizamos el anillo saturado & y el semigrupc satu-
rado § = S(8), un proceso andalego al anterior nos proporciona el
que llamaremos arbol de exponentes caracteristicos (A.E.C). En este
caso se toma En = (%:,...,Qf} en vez de Pn, ?O en vez de YO y se

continda el proceso como en el caso del A.C.P. usando ahora la re-

0" Notese quepuesto que R o = R 0 el "esqueleto™ de ambos
. ¥ ¥ \
drboles es el mismo.

lacidn R

Comgc se pone dg manifigsto en 2.3 el cilculo del A.E.C a
partkr de g es esencialmente el mismo que el cdlcule del A.C.P. a
partir de 3, Sin embargo en este caso sl teorema de éstructura de
anillos saturados que probamos en 2.1 (2.1.13), y que mejora el pro
bado en [21], pone de manifiesto la facilidad del manejo tanto del
anillo saturado como de su semigrupo de valores {(de hecho, este teo

rema leido en el semigrupc de valores nos proporciona un teorema de

estructura de semigrupos saturades:

S = [_Lﬂ §] U (:r'o+’§_1 XX ASJP) donde [Lﬁgj = {yeg/y<?o}

)

y §1 XaoaX §P = 8(F(¥)) ). EL A.E.C. resulta asi ser la forma de

leer el semigrupo g (seglin el teorema de estructura) y reciprocameg
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te, como se ve en 2.3.6.

La comparacidn entre el A.C.P. y el A.E.C., resume la filoso
fia de nuestro trabajo hasta el momento. En efecto, el "esqueleto"
6 soporte es el mismec en ambos arboles y ademas se tienen las rela-

ciones (2.3.7}:

P o=F
0 0
{%%) Pn+’| = Nn F,n * Pn+1 B Pn Vn < q

G
AL (S DL
- 4
donde N = e /e ¥i = 1 d y e = {e ed) =
n -1 ? ’ =n ’ "“n
= m.c.d (PO,...,Pn) = m.c.d(go,...,ﬁg). Estas foérmulas generalizan

las andlogas (%), referidas anteriormente, para el caso de una sola
rama. )

El objetivo del capitulo III es proporcionar un cdlculo ex-
plicito del semigrupo de valores S de una curva C en funcidn de un-
cierto conjunto {minimal) de invariantes del tipo de equisingulari-
dad similar al del caso de una sola rama en funcidn de los valores
del contacto maximal. El pnoﬁedimiento a seguir es inductivo sobre
el nimero d de ramas de la curva C, puesto que el caso d = 1 es su-
ficientemente conocido, supondremos conocidos los semigrupos de cur
vas que tienen d' < d componentes de las componentes de C y busca-
remos criterios que nos permitar decidir cuando un elemento B € Zf
estd en S.

Asi, se introduce en 3.1 la nocidn de elemento maximal de

S: "Sea O= (31,...,ad) g S, diremos que o es maximal si para cada

ie I = {1,2,...,d Yel conjunto b(o) =18 es /B, =oa; B >a

i k k

¥k # il es vacio. Como casos extremos de elementos maximales se
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tienen, por un lado las que llamaremos maximales absoclutos y por

otro los maximales relativos que responden respectivamente a las

siguientes definiciones;:

o= (31""’06) € S es maximal absoluto si WJ ¢ I, J# 1T es

Aydl={Bes/ B =a, vieJ B > vk¢ol=g y ®es maxi

mal relativo si & es maximal y para cada J < I con #J2 2 se tie
ne que &J(G) £ 0.
Los maximales relatives, que son un nlmerc finite debido a la
existencia de conductor en S {es decir el minimo elemento & & S tal
d

que ¢ + Z+C.S}, nos proporcicnan el siguiente teorema de generacidn

(valido en general para semigrupos de curvas no necesariamente planas):

1
Teorema 3.1.7.- Sea{a ,...,a"} el conjunto de maximales re

lativos de S, Sea B € Zi tal que prJ(B) & SJ = pPJ(S} para todo

J<& I c¢on #J = d-1. Entonces

Be SE3B & B(aY) vi=1,2,...,n

d
~ i d i i oy
donde Afla™) = kJ ye 2 /vy, =pr,(a), v, > « Yk # i},
. + i i k k
i=A1
El problema queda reducido entonces al cilculo de los maxi
males relativos, sin embargo la estructura de los maximales del se-—
migrupo resulta bastante rica y su andalisis nos permitird continuar

* p .. J
~huestro proceso de caiculo. Con precisiédn, denotaremos por £ el

elemento de SJ = pPJ(S) ,para Je« I definido por: si ie J,

pr.(E£7) = ] (c.,,c.) donde (C,,C.) denota la multiplicidacd de
i , i'7 ] 1’7 ]
JéJ
interseccidn de Ci y Cj; en particular pondremos E- = }o(c,,C.).

j#i
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Los semigrupos Si = pri(S) son precisamente los semigrupos de valo-
res de las Pamas-Ci de C y denctaremos por Ci el conductor del semi.
grupo_Si. Nuestro Teorema de Simetria 3.2.13 describe la estructura
del conjunto de maximales y dice esencialmente 1lo siguiente:

7 2 gd

A) Se tiene Q = (c_ + & =~ 1, ¢ + £° = T,000, G, +

’ - g -1)e 5 y

Q es maximal relativo de S ( de hecho el mayor de todos los. maxima-
les de 8 para el orden producto).

B) Q + 1= (01 + 51,..., Cy t Ed) es el conductor de S..

C) Si a€&S entonces a es maximal si y sélo 81 Q -2 ¢ 8,

Ademds si g, BeS con a+B=0 se tiene que

a €5 maximal relativo ey B es maximal absoluto

Bl procedimiento para demostrar el téorema nos ha resultado
bastante complejo y ha sido preciso, debido a:la induceidn, probar
de hecho uh teorema en el que aparecen un tipo mé&s general de pun-

tos, a los que llamamos nudos de Apery (aqui la palabra Apery se

debe a que en su definicidén se usan las ideas de Apery para &l ma-

nejo de los semigrupos de Z+ -ver [?]*).

Dado ¢ & SJ, ilamaremos fibra en S de o al conjunto

Fola) = {BesS | pr (8) =« } y diremos que © tiene fibra de tipo fi
d
nito si existe yeg Z; con pPJ(Y) = 08 de manera que AJ(Y) =9 (y

lo denotaremos por FS(u) < = }; en caso contrario diremos que FS(U)
es de tipo infinito (Fs{a) = =) (ver 3.3.6, 3.2.7). Obsérvese que
los maximales de S tienen fibra finita sobre cada una de sus coorde
nadas. El1 teorema 3.2.8 prueba que Fs(a) < = si y sb6lo si

J .
a- & ¢ 8J Yy justifica la irtroduccién de las bases de Apery de un
/
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semigrupc: "Si y € S llamaremos base de Apery de S con raspecto a

¥ al conjunto AY(S) ={ Bes /B-Y ¢S}, Aln mds, si aeS es un

maximal se tiene que para cada Jec I el conjunto

A(pPJ(a)) = L_J Ai(prd(a)) < 8\J estd contenido en la base de Apery
ieJ

de.SLJ con respecto a EJ {3.2.10 y 3.2.11). Este hecho Justifiéa la

definicidn de nudo de Apery con respecto a y¢€ S: " aeS es un nudo

d
de S con respecto a Ysi Ala) =[] Ai(u)c:’AY(S)".
1

El hecho esengial, comentado antes, de que todas las proyec
ciones de un maximal son nudos de Apery en los semigrupos proyec-
¢idn propércionan la base para probar inductivamente el tecrema dé
simetria 3.2.13, prueba gue nos obliga por otra parte a incluir dos
nuevos apartades en &1 que son de fundamental importancia en la
misma;:

D) Q+ v es un vér£ice relativo_de AY(S) y el mayor de los nudos de

AY(S).

E) 81 v e g, entances v es un nudo de Apery respecto a yeS si y sé
lo s1 Q + v -~ vE S,

(Un vértice,a , es un nudo de Apery respecto a ye S gue verifica
édemés @ -Y £ 3, esto implica que o —v es maximal y de ahi el cali-~
ficativo relative aplicade a un vértice. Nétese que también los

maximales;son nudos con respecto a Y, VYye8).

Nuestro problema de calcular el semigrupc S gueda reducido,
merced al Teorema de Simetria, al cdlcule de los maximales absolu-
tos del semigrupo; pues conocer estos eguivale a conocer los rela-
tivos de S. La clave para calcular los maximales absolutos .nos la

properciona  la nocidn de valores del contacto maximal utilizados
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ya por M. Lejeune en [51] y que, como en el caso de una sola rama,

Juegan el papel de generadores minimales del semigrupo S.

Denotaremos por 9, el género de la rama Ci ¥ para un enteroc
n > 0 consideramos ¢n = {ie IV 9, > nly el conjunto 7" definido
por A € ™ i A < ¢n y existe una curva D de género n de manera
que D tiene contacto maximal de dicho género con las ramas Ci para
i€ A. Podemos suponer " ordenade por inclusidn y consideramos
M ={E ¢ ™" / E es maximal }. Para cada une de los elementos E ¢ "
tenemos una curva de ecuacidn hE € k[[X,Y]] con contacto maximal de
género n con las ramas C; para ie E.; los valores {i(hE) / Ee M}

no dependen de la curva h_ elegida en las condiciones anteriores

E

{3.3.4) y los denominaremos los valores del contacto maximal de gé-

n .
nero n, V {C), de C. Notemos que no son elémentos de S, sino de su
. 4A‘ =y —=d e . - ¢
cierre topologico S C Z; , Siendo Z;z Z+U{m} con la topologla gue tie
ne a e como punto de acumulacidn de ' 1,2,0e0,Ne0 ¥y COMO puntos

aislados los de Z+. En efecto para n = g:.L aparece la curva Ci como

una de las hE {ya gue es la Onica con contacto maximal de género gi

consigo misma) y es vi(Ci) = ®_ Los valores del contacte maxima%
V(C}, son por tanto por una parte v (C) = {v(Fj],..., i(fd)} y por
otra, los que llamaremos valores del contacto maximal finitos

“m
Vic) = ( u v'(C)) NS donde m = sup{gi /i=",...,d} vy

-1

v ey = (8]
= s

IES)} si todas las ramas de C tienen la misma tan-
gente (V(C) = B en caso contrario).
El conjunto de valores del contacto maximal, V(C), es un

datoe equivalente al tipo de eguisingularidad de la curva C, ademis

P

su calculo en funcidn del A.C.P. es bastante simple pues PO,..., .
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son los valores del contacto maximal de géneros -1,0,...,9-1 y el
resto se calculan utilizando la induccidn del A.C.P. y el elemento
0 . . s

v (3.3.11,12,13)., Lo mismo sucede con el calculo inverso, mostran-
do asi la proximidad entre los conceptos de A.C.P. y V(CY).

La siguiente etapa consiste en caracterizar los elementos
de V(C) dentro de S. Si o es un elemento de S, diremos que ¢ es
. . . 1 2 1 2 1
irreducible si dados a ,a” € S tales gue &= 0o +a entonces @ = (Q

6 32 = 0. Ademds si o es maximal absoluto y @ = Ct-1 + a2 " entonces

(ﬂ ¥ a2 son también maximales absolutos Y por tanto los maximales
absolutos descomponen como suma de maximales absolutes irreduci-
bles. El Teorema 3.4.3 da la caracterizacién buscada: " g 85 un ma—-
ximal absoluto irreducible si y sdlo si @ es uno de los valores fi-
nitos del contacto maximal'. La demostracidén de este hecho ocupa
gran parte del epigrafe 3.4 y 1la técnica utilizada en ella son de
nuevo los desarrollos de Hamburgen—Ngether. '

Como consecuencia de todo lo anterior se obtiene el Teorema
3.4.15 que da una forma de calcular explicitamente el semigrupo S
a partir del tipo de equisingularidad de una forma purémente arit-
mética:

"Sea {81,...,Bm} el conjunto de valores del contacto maxi-—

mal finitos y F = { | J\iﬂl /A € N inal <}, £ ={ Q ~v/YeF}

Sea BE Zi tal que pPJ(B)gé S para Jc I con #J = d-1, entonces

J

BeSe= 8¢ A(a), VacF

Haremos notar que los valores del contacto maximal de SJ se

obtiene de una manera muy cdédmoda a partir de los valores del contac

to maximal de S (3.3.16), por tanto estos valores se conocen explé
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citamente a priori y asi,para decidir si B € S,seria suficiente un

nimero finito de comprobaciones del tipo B Q-K(a).

Pasamos finalmente a comentar el cortenido de la (ltima par
te de la memoria. Volviendo a las notaciones del principio, si

TR M e Ty e oW SN — SG es la resolucién de la singularidéd

‘de C, consideramos el divisor excepcional E = w_j(oo). E es unién
de curvas racionales n¢ singulares y los pyntos de cortggentre ellas

son siempre de cruzamientos normales. El grafo dual, G(C), de la

curva € lo analizaremos de la siguiente manera:
— Por cada componente, Ei’ de E colocamos un punto con peso
p(Ei), donde p(Ei)- L es el nimero de explosiones con§ecutivas

gue conduce a la componente Ei (es decir si Ei es el divisor que

resulta de explotar el punto Ok . € Sk—1 entonces p(Ei) = k).

- Dos puntos se unen por un segmento si y s6lo si sus divi-
sores  correspondientes se cortan,

(N)

- Por cada una de las componentes irreducibles de C colo-

camos una flecha en el Unico punto {divisor) al que corta,

En la nocién habitual de grafo dual se asignan como pesos
las autointersecciones, sin embargo para nuestro propésito, gue es
describir el "esqueleto" de dicho grafo y el comportamiente que las
curvas de contacto maximal van teniendo por explosiones, ﬁos hemos
1imitad0 a describir combinatoriamente dichos grafos poniendo a ca-
da componente el peso que segun su definicidén representa su "edad".

El par de contacto y la relacidén de equivalencia R 0 son
Y

estudiados en esta parte de la memoria en su contexto natural en

términos de punteos infinitamente prodximos (por razones téc¢nicas en
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la primera parte estudiamocs estos conceptos de una forma analitical,
La descripcidn explicita del grafo dual G(C) se hace de nuevo por
induccion sobre el nimero de ramas de C, utilizande esencialmente
el proceso de induccién descrito para el A.C.P. & el A.E.C. El ana-
lisis previo del case¢ irreducible nos proporciona lés bien conoci-
dos resultados sobre la distribucidn y caracterizacidn de los "ex-
tremos libres" del grafo (puntos unidos Unicamente a otro punto) y
los puntos "estrellados" (es decir, puntos unidos al mencs a tres
puntos mas).

ltilizande el hecho de que el grafo de una curva se puede
obtener mediante una operacién de adjuncidén (4.2.8) entre el grafo

-1

de nivel n, G(n-} {(definide por =(n) (OO}, a(n): 5, — SO,
. {n)

en la misma forma que G{C)) y el grafo determinade por C' 'c S,

(n)

afladiéndole los ‘diviscres a los que corta © (suponemos que en el

n < N

n-ésimo entorno infinitesimal hay un solo punfo infinitamente proxi
mo) (ver 4.2.6); se prueba en 4.2.13 que G{C) se puede obtener 'pe-
gando" G{n-) (que depende de una cualqu;era de las ramas y del ni-
mero n, elegido de manera gue On es el (ltimo punto infinitamente
préximo comin a todas las ramas) y grafos G1(+),..., Gr(+} {(r > 1)
que esenciaimente se forman a partir de los grafos de las téansfor-

madas estrictas CI, para las clases de equivalencia Ii de R 0
i Y
(¢, = LJ C.) (ver también 4.2.14, 15, 16,17).
i J€ Ii
Para el caso en que C tenga dos componentes irreducibles se
analizan con detalle los grafos para las posibles C en fungidn de

los tipos de equisingularidad de las ramas, viendo la equivalencia

con las posibilidades para la multiplicidad de interseccidn y con
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el par de contacto {4.2.24),

Come G(ltimo resultado de la Memoria, se interpretan geomé-
tricamente los valores del contacto maximal en el contexto del gra-
fo dual. 8i D es una curva irreducible que proporciona unoc de los
valores del contacto maximal de C, la transformada estricta de D,
' D(N), aparece en SN como una curva lisa y transversal a un divisor
(en un punto regular del divisor E = ﬂ_j(Oo)}, el cual aparece en
G(C) como un "extremo libre" (es decir un punto del gue parte un
Gnico segmento en GI(C)) (4.2.28). También se tiene la reciproca y
este resultado, ademas de dar un sentido geométrico a los valores
dél contacto maximal, generaliza de nuevo lo gue ocurre en el caso
irreducible (4.2.711) y proporciona una definicidn de los mismos en
el lenguaje cldsico de las explosiones, En 4,2.28 se obtiene tam-
bién una caracterizacidn similar para YO {recordemos que en el A.C.P
70 Juega uﬁ papel similar al del resto de los valores que son, esen
cialm;nte,valores del contacto maximal), ' |

Finalmente, decir que a lo largo de la Memoria hemos ido
desarrollando una serie de e jemplos con iﬁtencién de ayudar al lec-
tor en la visuvalizaciédn del comportamiente de los invariantes que
mane jamos, describiendo para-ellos el A.C.P. (en 1.3.12), el AHE:C.
(en 2.3.8), los contactos maximales (en 3.3.20), el cdlculo del se-

migrupo de valores (en 3.4.15) y el cdlculoc del grafo dual (en

4,2.30).

A

&

Ry
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CAPITULO I

ARBOL DE CONTACTOS PRINCIPALES DE UNA SINGULARIDAD

DE CURVA REDUCIDA

1.0 NOTACIONES Y PRELIMINARES

.1.0.1.~ En esta memoria k denotard un cuerpo algebraica-

mente cerrado de caracteristica arbitraria y € wuna curva algebroi
de reducida sobre k. Denotaremos.pdr ¢ el anillo.local de la. cur
va C en su punto cerrado, € es entonces una k-dlgebra local, re-

ducida, de tipo finito, completa y de dimensidn uno, Si

PyyeeesPy
son los ideales primos minimales de &, el anillo Si HIE G/pi
i=1,2,...,d es el anille loc&dl de la curva algebroide obtenida

al dotar a la componente irreducible i-ésima Ci de C de la es;
tructura reducida de subesquema ce;rado. Cada anille Gi es un do:
minio de integridad completo y su cierre integro en su cuerpo de
cocilentes §i es un anillo de valoracién discreta. Denotaremos la

valoracidn asociada a -Bi mediante v i es bien conocido que si

L

.ti € 0& €s un uniformizante para vy tendremos @E = k[[ti]] Y

v.{x) = ord_ (x) para cada x de ..
3 ti 1



E1l homomorfismo inyectivo de anillos

f @8 — 51 X eé KawaX 6d

definido por f{x)} = (x yxglt = (X+po,..., x+p,) permite de-

170010y

. d
finir la aplicacidén v : D(O) —— Z+ como

vix) = (v (x),een, vylx ) € 2

1
siendo D(G) el conjunto de no divisores de cero del anillo & y
z+‘ ={n € z/n > O}

Al subsemigrupec aditive de Zi, Imy = v(D(€)), lo denotare-
mos por S(S), S(C) & 8 si no da lugar a confusidn y le llamare-
mos semigrupo de valores de la curva C,

Supondremos, salvo que se especifique lo contrario, gque la
curva C es ademéé plana. En este caso existe f(X,Y) € k{[x,Y]]
de manera que @& = k[[x,Y]]/(f) y series irreducibles
Fyr Toreees £ € lf[_[x,‘r]] tales que p, ='fie’ 1<icd y
f = f1f2....fd es la descomposicién Qe f en factores irreducibles

en el anillo k[[X,Y]]. Nétese gue, puesto que C es reducida, es

F.AF, si i# ],
i

En estas condiciones se tiene {[76]):

Teorema: Sean C y C' dos curvas algebroides planas reducidas con

d y d' ramas respectivamente. C y C' son eguisingulares en el

sentido de Zariski si y sdlo si d = d' y para una reordenacidn de

las ramas se tiene S({(C} = S{C'}).

1.0.2.~ Denotaremos, en toda la memoria, por I el conjun-

to de indices {1,2,...,,d} correspondientes a las ramas de la curva
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) d .
C. 8i ag Z+, denotaremos por ui € Z; SuU componente i-ésima y deno-

d .
taremos por " <" el orden producto en 2+, es decir

d
3 < < i
81 a,B€Z+ e < i &= . 2By V}e T

1.0.3.- Sea r e I, el anillo local de la componente irre-—

ducible C_  es entonces ¢ = k[{xtr), y(r1], dende x{r)= X+ (F )
vir) =Y + (fp). SuponQremos siempre que x{r) es un pardmetro

transversal para 6} (vr) (véase [1d 1.4) y denotamos por (Dr)’
el desarrollo de Hamburger—Noether de GP con respecto a la base de
su ideal maximal { x(r), y(r)}([jg] 2). Utilizaremos siempre que

sea posible las notaciones de A. Campillo en "Algebroid Curves in

Pesitive characteristic" j[1d. Podemos escribir entonces ( fg] 2.2,
r
N h.j r i hj ' 1
= - R . . // <j<d =X{r), z ,=y(r
{Dr) zJ’—-‘i ) aJl ZJ ZJ ZJ+'1 0= r, “o xed, T yir)
i=Q .
Si {s, <sS, < ... <5 } = {j >0 /31i con ,af, #.0} necesariamen
1 2 9, Ji -
te: g9, es el género de la curva CF ([ 18] 3.2) y podemos escribir
la fila s~ como
r r
K hs hs
z = a" Pz "o +a" roze s 2z " z
g -1 s k s e s h 3 s s +1
n non n n s n n
k" A
=z " (al P teara or oz "y z "2 )
K e s h s s s 41
noon n s n - “n
n
r r r r ' . . .
donde a, " 2 0 vy 1n = hs - kn. Estas filas reciben, junto con
nn n
la fila O-ésima, el nombre de filas libres (tomaremos h = 1 ).
' C

El resto de las filas Pébibén el nombre de filas satélites del desa

rrolie (D ).
r

Denotaremos con ¢l superindice r los datos de la clase de
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equisingularidad, o del desarrollo de Hamburger-Neoether, de la rama

P r .
r-ésima, De esta manera tendremos que n, = Vr(zj)’ 0fjZfs_ |,

g
r

e =ﬂnP R Bp,...ﬁ ) {resp. BP,...,Bp ) son los valores del con-
J o sj c 9, 0 9.

tacto maximal para CP {(resp, los exponentes carécteristicos), etc,
No obstante, cuando no haya lugar a confusidn omitiremos el superin
dice para simplificar las notaciones.

En lo gque sigue utilizaremos resultados de [18] indicando

la referencia perc omitiende las demostraciones.
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1.7 PAR DE CONTACTO DE DOS RAMAS

Supondremcs en este epigrafe d = 2,

1.1.1 Definicidn.- Llamaremos indice de separacidn del tipo

de equisingularidad de oy F2 al entero 0 < p < min{QT,gz}
= k% Vi)

A . 1

p: = maxin / h1 = h; ¥ji <s , k. =Kk,
J J n i i -

Notese que p depende sélo de los tipos de singularidad de F1 N, fz

mids precisamente

= méx In /B B2 =F B2 vi<n}
01 i 0 -

1.1.2 Lema.- p

Demostracidn:

Para cada Iindice i-ﬁ 0 tendremos las igualdades ([jé 3.3.3)

1 2 2 2
s - hs +1 s w1 T +2 ns = hs +1ns +1+ "s +2
i-1 i=-1 i-1 i1 i1 -7 i-1 i-1
1 1 1 2 2
"2 7 Ng 1 Mg gt N "e.—2 = Mg 4 g1 F Mg
i i i i i i
n’ =k, n n2 =k, n>
s5,-1 i §,-1 i s,
i i i
donde n1 =v,lz ), n, =v_(z,), h, = h‘1 = h ko= k‘1 = k para
I N RN 2737 J jt i i
<] <5 -
s, 4t 1T 2] Zs, 1.
. 1 1 ,=1 2 2 -1 .
Se tiene enton;es ki = nsi“1(nsi) = nsi_j(nsi) , ¥y uti-

lizando las igualdades anteriores y puesto que los coeficientes h .

Jlag.
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son iguales en los dos casos tenemos la cadena de implicaciones

1 1 -1 2 2 -1 1 1 -1 2 2 -1
s, -1 (ns.) B ns.~1(ns.} = Mg 2 (ns.~1 =N 2 (ns._1) =
i i i i i i i i
— 1 1 -1 _ 2 2 -1 )
= - ns. (ns. +_1) = ns. (ns' +_1) yl <P,
i-1 i-1 i~ i-1
Por lo tanto tenemos
1. -1 2 2, -1
n, - (n.)sg =n {n7) Y] <8
-1 0% J=1 ’ p
o lo gue es equivalente
21 12
% = i <
(%) Mg = N0 vi Zs,
Si tomamos n < py la expresién ([ 4.2.7) para %n+1 te
nemos
®n
=24 _ 2A 2 =1y 1,2 =
By Byq = Ng B g "o ({n_} L h {h.)" +n 1! =
n J=0
®n '
2 11 w1, 2 1 .2 - 3 A
- L ; %)=
(no n_ 7 hj(no n, )+ Ny Mo 4 = (%)
. n U n
_ e 11 22 1 2
= (ngng ) Lhilng ng 37+ g ng
n n
. 2«1 ¢ 2,2 .2 et 2
=, ((‘ns ) : hJ(nj 17+ ng +1) = BG Bn+1
n n
v h Ba B2 4F2 B utild 1lo 1
eames ahora que Bp+180 0+170" ilizaremos para ello la
expresidén [48], 4.3.5.
1 11
Bp+1 Np Bp mp
11 LG B 11 1
d = : ) = - =
onde Np ep_1 (ep} y My Sp+1 ﬁp 1p nSp+ nsp+1

2

La igualdad (%) anterior nos permite afirmar que Ng = Np

y por tanto



1.2 1 =1 =2

—2 2 =2 — 1-2
Bopy Bg = N 85 Bo

B =Np Bp Bo-‘r'mp

1 2 -
Basta probar entonces que m 8o # mi B . Ahora bien, puesto que
Y

61{62)—1 = Ej(Ez)—1 se tiene la equivalencia:
N ) ' a '

1-2 2 —1 12 2 1
moBy # m Bo &= my ey A m e

. 1,1 2,2
Si suponemos que mp/ep = mp/ep_, entonces los desarrollos
como fraccidn continua de ambas fracciones coinciden Yy puesto que

([18 3.3.9).

1 .
m1 = (h - 51} nl + nl +1
Sp e o} SQ’
T 2 R 1 1
nsp T s o+t s g Y g 4o
1 ‘ 1 1
n : = K n
sp+1-1 p+1 sp+1
; . . 1 2
- < < - =
se tiene necesariamente hj hj 8, £J 2 Sh i1 1, kp+1 kD+1

que es absurdo por la definicidn de P y se tiene por 1lo tanto el

Lema,
1.1.3 Nota.- Como consecuencias de la demostracidn anteriopr
tenemos
L1 2 2 1
a) p = max{ n/s Biﬁo = Bi BO Wi <n}
1 2 2 1 1 2 .
= = LY <
b) ey ¢q e €, ¥ Ni Ni i<op
. - 1 2 .
c) Si ademas hS = hS necesariamente
9]
n1 I"I2 n2 n1
1 1
sp s + sp sp+
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1.1.4 Definicidn.-~ Llamaremos par de contacto de f1 Y f2 Y

f,) & la pareja de nimeros naturales (q,c)

lo denotaremos por (f1 |

“
verificando las condiciones siguientes:

(1) k-1 = k2 =k ; ‘h, = h2, aT, = g ¥Yi<s 1<i<h
q g J J J J1 -
1 2
= <
Y as sk +1 % S K +1 O<ice

(2) {g,c) es el mayor par de nimeros naturales, para el

orden lexicegrafico. en ZE, verificando la condicién (1)

1.71.5 Nota

a)- (f, | f

1 ) dencta el ndmero de fila libre y el lugar en

2

‘esta hasta el que coinciden los desarrollos de Hamburger-~Noether de

F1 ¥ fz. Es decir, si (f1 | fz) = {qg,c)

=a _x +a x2 +...4 2 xh + xh
Y 7809 02" . T Fp? z

— h“jz
=247,

i k +c~1

z = g Z 4 +.s.t A id 4
s -1 s k q 5 ,k +¢c=1 Q

q q q Q" q

es la parte comin de los desarrollos de H =N D_1 y D2. {Notese que

X; ¥» Z, No _son los mismos para las dos ramas pues ni siquiera es-

tan en el mismo anillo (v. [18] 2.), pero los denotamos de la misma
forma porque el papel que juegan en los desarrolleos posteriores es,

hasta cierto punto, irrelevante),



b) Es claroc que g < p. Ademds si se tiene ¢ = 11 + 1 &
- q
=12 i = . 1 2
c = lq + 1 necesariamente es g = p pues si 9 < p, entonces h, = h,
J
sl <d <s, 1 k= k2 lo tanto (f | f,) >
g = ST gy T g+t Y POr Lo tanto v, o1 2 (a +1,0)

Esto nos permite asegurar que para el par de contacto, en
relacidn con el indice de separacidn del tipo de equisingularidad,
se tienen las desigualdades

(i) 0 <qg<p

. . 1 2
(ii) 8i , entongces 0O <c¢c <1 #
9<0p - = q ¥ a's K 4c as TR +c

(iii} Si g = p, entonces 0O 2 ¢ < min {l;+1, ljiﬂ}

1.1.6 Lema.- Sean (m,n} y (m',n') dos pares de nimeros
naturales y consideramos el algoritmo de fuclides para calcular el

maximo comin divisor de cada uno de ellos:

r 1 !

—_ — ¥
€'F'|--l.’_':on+|"“I . m -—Con +I"_1
— l:_. ] T 1
n=c,r, + r2 n cyry + ry
r =c, r rt o =c' r'
t-1 t t s~ s s
= T 1 . = 1 1
Sea k min {j / c1 # CJ} ; dk min { Cp 1 ck} ¥
! i =
k=1 ket si 4 =¢
= y t ' =
S é cyryn) ot dk MLt RS o]
t — T
“at M ST 9 =0y

Se verifica entonces:

a) 8 =min { n'm, nm'}
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Demostracidn:

b) Puesto que los coeficientes Cqr Cqrrers © {resp.

&
06, c%,..., cé) son los que aparecen en el desarrolle como fraccidn

continua de m/n  (resp. m'/n') de la misma forma que en la demos-—

tracidén de 1.1.2 se tiene este apartado.

a) Supongamos m.n' > m'n y procedamos por induccidn sobre k,

Si k = 0 tenemos

Puesto que-estamos suponiendo mn' > m'n necesariamente es CO zc

o =i

y por lo tanto d_ = Cé’ p = P4PO' Se tiene entonces

= 1 1 - I L [ 1
S COPOPO + rjro PO(COPO r1) rom nm

Supongamos k s 0, entonces CO = 06 Y puesto que mn'> m'n

entonces ¢ .+ r,/n > ¢! +rt/n? por lo tante r_n' > r!'n. Conside
0" 477 Z ST Y per X 2 &

1 1

ramos entonces 1los pares de nidmeros (n,r1) ¥ (n',r%} y podemos

aplicar la hipétesis de induccidn, es decir:

k=1 k-1
= [ 1 ™ ] ] ] =
S g c;ryry Fd iy tp CoTo"e T ) c,ryry +dor el 4 p)

= t : U P [T V2 mt) = oot
€ololp T Min {ryn', rin} Cololg + T4n n(coro+-P1) n.m

1.1.7 Proposicidn.- Sea {qg,c) el par de contacto de las
ramas F1 ¥ f2 y denotamos por (f1,f2) la multiplicidad de inter-

seccidn de ellas., Se tiene:

i) S8Si ¢ < min {1;, ls } entonces

L EQ + ceﬂe2 = @
g-1 g q9'q

(f1,f2) = 2 1Bq + ceqe

2
q-.
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ii) si ¢ = 1: + 1 para i=1 & 2 entonces

2
2 8 }

, 1
) =min {e g ot 1

(f,,f, Forl’ Tp

Donde p es el indice de separacién del tipo de equisingula-—

+ o i —
ridad de f1 ¥ F2 Y suponemos Bgi+1 =,

Demostracidn:

1) En funcidn de los desarrollos de H-N podemos escribir

la multiplicidad de interseccién de f, ¥y f, como ([18] 2.3.23)

sq—ﬂ
(F1,f2) = Z h. ni ni + (k +¢) n n§
0 Jod a g
s -1
4 12 1.2 .
Si consideramos A = z h.n'nT + k_ n_ a° , aplicando
s Y 4. J U q Sq Sq
q-1 :
el Lema anteriocr a los pares (n1 ,n1 )y (n2 n2 )
: s 5 +1 s y 8 +1
q-1 q~1 q-1 q-1

y teniendo en cuenta las expresiones para ellas que aparecen en la

prueba del Lema 1.,41.2 (v.[18] 3.3.3) obtenemos

1 1 2 2
A==nS n +1 = ns n 1
g-1 "q-1 a-1 “g-~1 -
¥y entonces
s
q--1
(f,,f,) = Z h, n? n? +nl n2 s +cnd n2
172 . JJ 3 s +7, s
2 g<=q  A-1 q 9
s
g1 _
= n; { E h ng n?(n; ) 1+-ns +1)+~ce;?§
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s
1 TV o2 2,2 42 1 2
=e_1( ! h.n.n,(ns ) -i-ns +_1]+ce e
q 4 JJ J g-11 a—1 g g
T =2 T2
=e B +ce e
g-1q g g
c 1 =2 1 2 2 =1 1 2
La igualdad e - _B. + ce' e = e B + ce e es inmedia-
a-1"4q 9 g q-19 q q

ta de 1.1.2 y 1.1,.3, También se puede obtener utilizando para A la

otra expresibn.

i 1

ii) Consideramos las parejas de nimeros naturales (m , ng )
' P
y {m, ”E ), el algoritmo de Euclides para ellas es, i=1,2
,,,,, L p .
i i i i
m. =1l n + n
p .
P 55 sp-i'l
3 i i i
! = n + R
gp sp+'1 sp+‘1 sp+2
i i
o 1% Kppq "
%0 417 Sp 41

utilizando el Lema anterior y las férmulas 2.3.3 de [ 18] obtenemos,

para la multiplicidad de intersececiédn

s -1
8]
1 2 1 2 1 2 2 1
(f,of,) = 7 "h n.n. +kn n + min{m: n_,m- n: }
p y
172 J J J p sp 5, s P8,
—1 1 1 —2 2 -2 2
Puesto que Bp 1 = Np 5p+ mp y E,p+_1 = Np.: :Bp + mp
se tiene que B . e { >} F? e‘l = m"I 2{>} me e
g Bp+'1 p < BF’+'1 N pep < [

1 2
Supongamos por e jemplo mph-s < mi nl , entonces se tiene
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S5~
2
= X h rfI n2 + K n1 n2 + l-1 ng ns n1 1 n
0 J J p s, s, 5 5o s s
=1
2( P4 2 2 )
= n Y'h on. n (0“7 1 n
s\ L 5 s
o' 0 J J 0 J o p+1
Sp
11
=82( 7 oh n'ln,(nS )7 !
Py Jd J° o S5
_ = o 1 12
o Bp+1 min {e g +17 epo +1 ;
. . 1 2 2 . .
51 se tiene mp ng > mp nS por el mismo procedimiento ob-
“p p
tendremos
1 -2 2—1
<
(F:75) = e, 8, ® B o 41

T.1.8 Nota.- Supongamos conocidos los tipos de equisingula-

ridad correspondientes a dos curvas irreducibles f1 vy F2 distintas,

' 1 A =2 =2
podemos tomar Bar*+trB {resp. B .,...,B J los. valores del contac
0 91' o} 92 -

to maximal de F1 (resp. de fz}.
a) 8ea p el indice de separacidén del tipo de equisingulari
dad de f1 ¥ fz. Para cada par de enteross (g,c) con O < d<p ¥

C <c« min{l;} 12 } consideramos el nimero entero

£{g,c) = e1 'EZ + c e'1 ez = e2 '§1 + ¢ e1 62
’ q-1"q g q a-1"q 3 q
Es inmediato que &(ag,c) # glg',c') si (q,c) # (q',c') y

tambhién se tiene
£ {g,c) < glq',c') &> (q,c) < (g',c'}

(considerando el orden lexicografico en Zf). Ademds todos los ente

. 12 24
ros £{(g,c) estdn acotados por el entero E(p) = mln{eJ39+1, e %+1}



e

es decir
2 =1
825

p+1’ Tp D+1} =5 (p)

¥ (qg,c) £lg,c) < min{egﬁ

La proposicibén anterior, Junto con 1.1.5 nos dice que las
posibles multiplicidades de interseccidn entre las ramas f1 ¥ fz

son los elementos del conjunto
. 1 2
A={E{g,c) /0 <q <p, 0 <c ilﬂln{lq, lq} YUALEp)}

b) Supongamos conocida ademis la multiplicidad de intersec~
cidn (f1,F2) de_las ramas F1 y fz; los comentarios del aparta-
do anterior nos permiten asegurar que, o bien (Fj’fz) = E{p)

0 bien existe un par (nico {g,c) ¢ Zf con las condiciones 0 < g < p
0 <c < min{l;, lj]—de manera que (f1,F2).= £l{g,c)

En cualquier caso podemos determinar el par de contacto de

1+'I, l%+1})
o] P

f y T que resulta ser en el primer caso {p, min{l
1 2 )
¥y en el segundo (g,c).

Se tiene entonces:

1.1.9 Teorema.~- Conocidas las clases de equisingularidad de
f1 .y f2 son datos équivalentes la multiplicidad de interseccidn

(f1’f2) y ?1 par de contacto (f1!f2)-
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1.2. CONTACTOS PRINCIPALES DE UNA CURVA ALGEBROIDE

Utilizaremos las notaciones introducidas en el epigrafecero
del presente capitulo, en particular f = f1f2...Fd € k[[X,Y]] es

la ecuacidn de una curva algebroide con d ramas de ecuaciones

F1,...,Fd.
Denctaremos por £ (1,j) el indice de separacién del tipo de

equisingularidad de las ramas Fi Y fj con 1 # j.

1.2.1 Definicidn.~ Llamaremos indice de separacidn del tipo

de equisingularidad de las ramas Fﬂ""’fd al entero

p=min{p(i,j) /1 <i < j <d}

Llamaremos par de contacto de f & de f1,...,Fd, y lo de-

notaremos por (f1|F2|...|Fd ) al par de nimeros naturales

° | f_\

(f fgle = min £CF [F) 7 1 21 % <d}

A PARTR L

(Como en 1.1.4 tomamos el orden lexicogrdfico en Zf).

1.2.2 Notas.- a) Se verifica

0= midx{n » 818

k k
= <
jo=jf% Vi, kel vj £}
A ik ki
. p: max{n / BJ.BO = Bjﬂo ¥i, k e I, ¥j< n}
ik k1 i
= = <
eJ N ej g0 NJ NJ Yi, k & I, vji<op

(Recordemos que I = {1,2,..., d}).

b) Como en el caso de dos ramas el par de contacto de f,

(F1|,...,|fd) lo denotaremes habitualmente peor el par de nimeros
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{q,c). De manera andloga a 1.7.5 el par de contacto (g,c) sefiala la

parte comin en los desarrollos de Hamburger-Noether
(D1)f (Dz),..., (Dd) de f,..., fd en el sentido alli expresado.
1.2.3 Proposicién.~ Sea (qg,c) el par de contacto de la cur-
va f. Se tiene entonces:
i) Para cada entero natural 0 < n < g existe una curva
irpeducible Cn con contacto maximal de género n simulténemente

con todas las ramas f,.f f

1, 2,.Il, d.
ii) Sus valores XﬁCO), 3(01),..., X(Cq_1) £ S estan todos
ellos sobre la recta que une el origen de coordenadas con el punto
d

s =1 = -
multiplicidad (BO,BO,...,BO).

iii) q es el mayor entero que'verifica las condiciones i) e ii)

Demostracidn:

i) Consideramos Cn’ n <g, una curva irreducible de género
n dada por un "truncamiento" del desarrollo de Hamburger-Noether

de cualquiera de las ramas en la fila libre n-&sima (v, [18] 2.2.13)

. h h
y-%ﬂx+“.+a%x + X a
X =z, 22
k hs
z = a z n + + a z n+
s ~1 s k 7s e h, “s Tt
nn n n s n
h
Por la definicidn de par de contacto, es claro que DC nod
n

depende de la rama elegida y por 4.2.9 de [ 1% Cn tiene contacto
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maximal de género n con F1,f2,...,fd simultineamente,

Si hn 13 k[[X,Y]] es la ecuacidn de Cn’ representamos por

X(Cn) el elemento del semigrupo de valores § = S{d) l(hn}' Se
tiene
-1 2 —d
l(Cn) - (ﬂn+1’8n+1""’8n+1)

ii) Puesto que g < 5, se tiene para i,je I

—im] =i

ﬂnBO - B0 n n < d
—1 —d, =i =i, -1, —d o
Por _tante (ﬂn,...,sn) = ﬂn(BU) (80’.'.,60) para cualquier i g I
¥ ¥n < g tenemos demostrade ii).
L . =1 g
iii) Supongamos que existe Cq con E(Cq) = (8q+1,...,8q+1}-

Existen necesariamente dos indices i,J € I de manera que

(q,c) = (filfj}. Si se tiene ¢ < min{lé,l; } entonces es (1.1.3) .
i J
%s K +c?£as sk +c
a’ g 9 q

¥y por 4.2.9‘[18] no existe una curva irreducible de género q con
contacto maximal con Fi N fJ simultaneamente. Debe ser, entonces,

¢ = min{l;+1, lé+1} y utilizando de nuevo 1.1.5 y 1.1.2 se tiene

o e e
g =p(i,j) =p Yy Bq+'|Bo ﬁﬁoﬂqﬂ
. . . -1 "-Id -
n
Asi pues,si existe (Bq+1,...,8q+1) € S, no estd en la reg

ta considerada y finalizamos la prueba.

1.2.4 Nota.- Sea (q,c) el par de contacto de F1""’Fd Y
h & k[[X,Y]] una curva irreducible de género q verificando

(hlfi) = {qg,c) Vi € I. Es clarc que podemos construir una curva con

¢stas condiciones tomando la parte comin de los desarrollos de H-N
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D1""’Dd y completando la Gltima fila de manera genérica. Mas

concretamente
1y = ao1x I aOhx + X Z,
X = zh1'z
I Bt
(Dh) 4
k kq+c—1 ‘kq+c
zS —1=as K A R & as " +C_1ZS ' +bzs
\ 9 9 . q
ddénde b # a: k 4o PEF2 aguellos superindices i € I para los que
qQ’ g

la expresidn anterior tenga sentido.
EL valor v(h) € § no depende del elemento b € k elegido
con las anteriores restricciones y serd denotado en adelante por YO

O ]
YO = i) = (v (R), vth) s vy (h))

Usaremos las notaciones usuales para los conjuntos de inva-
riantes habituales asociados a la clase de equisingularidad de h,

pero sin escribir ningin superindice sobre ellas. Nétese que se tiene

— =i i < :
Bn = Bn / eq ¥Yn % g ¥Yi & T
n, = n% / e:L V] < s Viel
J J q -

Observemos también que, por el Teorema 1.1.7 se tiene:

B'1+ce

e
g-1 ¢

et B o+ C e
a-1 g

L}
il

-~ 51 ¢ <1 entonces Vi(h)

i
G

O o P
¥

i

i

NIEl + Cc e
g q.



~1o-

Si ¢ =1" entcnces v, {h) =B .
q+ i q+1

1.2.5 Nota y notaciones.- a) Denctaremos por L la recta

gue une el origen de coordenadas con el punto multiplicidad

(53,...,?8) y para un elemento Y €S por S(Y) el conjunto

Sy} = {aes /a >yl

Llamaremos conductor de S a un elemento $§ € S verificande
{a e ZS /a > 38l S yde manera que § es el minimo con esta oro-—
piedad. En nuestras hipdtesis (7,0) S tiene conductor debido a la

existencia de ideal conductor no nulo en la extensidn de anillos

CIC-k[['_t1]] K.uo k[(td]}.

b) Podemos considerar el subconjunto de S
A=1Y €5/ 5c L Us),

Debido a la existencia de conductor en S. A-es un conjunto finito.

2

. .1 1 2 ! .
Por otra parte si ¥ ,Y2 €A y suponemos v } vy, ¥y } y se tiene

) Y1ELUS(Y2)$ Y1eL

YzeLUS(Y"z):*» Yzel_
2 2

. 1 . 1 .
Yy necesarlamente y > y G vy 2y . Por lo tanto A es también un

conjunto totalmente ordenado

c) Sea y & S, diremos que v es irreducible en S si
1 2 il 1 P 2
Yy ,y &5 tales que yv= v + yz entonces v =0 6 ¥y = Q. £s

claro que cualquier elemento y de S se puede escribir como suma de

eleméntos irreducibles de S.
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1.2.6 Proposicién.- 1) Sea y = (71,...,Yd) € S vy
y-o = (y?,...,yg). Si existe i €& I con la condicién AP Ti_
entorices Y € L. *
2) 70 = mdx. A.

-Demostracidn:

1} Podemos suponer ¥ irreducible, pues en otro caso existen

irreducibles con Y = Yk y también se tiene 1< Yy

- 13

gyl r
Y sveasY

) k
luego basta ver queY € L , Yk, pues entonces v & L.
*

* * : '
Sea Y= v{(h + (f}) con n & k[[x,Y]]. La serie h es

irreducible por serloc v y define entonces una curva irreducible.

Consideramos su desarrollo de M- N:

h* "
) o<y <s
(D_.) ={z = a%, z +z.Y z 0 j =
h# J-1 ke Ji J JoTJj+ =4 = Sgw
J
y denotamos n* = ord {z.)
: J zg o d
g)\‘
0
<Y y

Supongamos, para simplificar, i = 1; es decir Y1 p

veamos en primer lugar que (h*|f1)< (g,c) donde (g,c)} es el par de

contacto de f.
(h*|f1) > {g,c) tendremos

1
Si ¢ < ;q Yy suponemos
s -1
7 1, 1
Yy = V1(h*) = hj n, n¥ + (kq+c)nS n: + R
o Jod q q
con R > 0. Puesto que n¥* r\-1 = n¥ n Yi<s y n,=n.(n_)
- J 0 - q g 5

entonces
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At = ¥ (n )7 = a¥ ntin? 7T 2 e
0 8 J s J
q q q
Yy por lo tanto
s -1
q
voth®) =n* (T n nln 4 (k +¢)n n ) + R
1 s 4 J 5
q 0 9 g
=% v (h) + R > v (n) =y°
- s 1 - 1 1
q
lo que es absurdo.
i =1 0 -1
Si ¢ = lq + 1. Tenemos en este caso Yy = 5q+1' Supongamos

(h*}f1) > {qg,¢). Si h* tiene género g, entonces v, (h¥) =§;+1 que
es absurdo pues Y4 <Y3, par lo tanto el género de h* es necesa-

riamente mayor que q.

. .
.. ®) > mi *g! i . -
Por 1.1.8 tendremos vj(hf)__ mln{eq gk edﬁa+1} Es cla
ro que eﬁ§1 >'§1 =y (S)l-veamos que también.éé tiene
. q g+ g+t 1 ’ ,
Ty =
®a8q+1 Bq+t
* 1 . k3 1
Podemos suponer hs = hS pues si es hs > hS entences
q q q -8
v {h*) = e*g! < e1E$ . Utilizando 4.2.7 [18] se tiene
1 g q+1 q q+
sq
— % oy %, w2 *
g = (n” ) I on%n®) n
q+1 q 0 J o s +1
S - =
g 2
. =1 e, 1.2 T -1
= (g )7 D ) [nF ot )T et
J J s s, t
q 0 a q

¥ entonces



=T,

—22_

Tk * 1 -1 1, 1.2 ,
€qBast = Ms ((nsq) th( J) )+ ont
>(nt 7Ty |1(n}}2 tnl = *1+1
q - q
Obtenemos entonces como conclusidn
. —1 T -1 0
* * * =
v1(h ) > mln{eq8q+1, quq+1 } > Bq+1 Y 4

1o cual es absurdo.

Es cierto entonces que (h*lf1) < {g,c) v, por.tanto, ten-

dremos ) .
(h*[f) = .. = (h*[f ) = (r,8) < (g,c).
8i v, {h*) = g% Ei + s eF ei, entonces
i . r-1"pr r r
k. % —ked ok -1 % Kzi =k, =7
vilhtl = e BBolB)  + s e e BolBy)
-1 —k * . —k * Kk
—(BO/BQ)(eP—1 Bp 88, er{
= (B /S v (™) Wik € I
= LBy Bg) Vi ’

e a* ‘é‘i }

: i
Si Vi(h) - mln{ep r+1’ “pr 7 oped

Se compi ueha de angra
. .A]

Vv ( "") = ( l/Bk) v (i ) vi,k

i BO 0 k ’ €1

e

y por lo tanto se tiene v(h ) & L ¢c.q.d.

2) El apartado 1)} nos permite asegurar que YO € A, Observe-
.0 , N 0 %
mos gue si vy ¢ L hemos terminado pues si Y > ¥ entonces y* ﬁ A.
Para completar la prueba de la proposicidn necesitamos el

siguiente lema que serd probade al finalizar la prueba de la pro-

posicidn,
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1.2.7 Lema.,-— YO £ L siy sélo si'existe un indice 1 e I
tal que ¢ = 17 +1.
L O ] i .
Asl cuando vy~ € L se tiene ¢ < 1; ¥Yi € I. Razonande por

;. . 0 C s s
reduccidn al absurde, si suponemos que v~ # max A, existira vy > ¥y

con Y€ A yun indice j€ I con vy, > Yg.

J
Existe un indice 1 & I de manera que a° £ aJ
s ,k _+¢ s ,k _+¢
9" q 4 q
{por 1.1.5) y por 1o tantoc sera (Fi|fj) = (g,c). Consideramos una
curva irreducible de género q, Pi’ con desarrollo de H ~N:
[y - a +ooet & h + xh
y = O_Ix. P Ohx, 21 »
(@ ) <
i } o e
kq c-1 1 c
Zeaq = By 135 Teeetag K +c-1g s k +¢' 8
~ Q - 9 49 a9 q. q4q
i
y sea y = i(Pi)
. G
Se tiere v (P.) >y,(h) =y
1 X 1 1
0
v . (P.) = v {h) =y
J T J J
0 i i )
Puesto que xj > rj = Yj ,entonces vy ﬁ S{y) . y por tanto

Yl € L por ser y € A. Pero esto es absurdo, pues tendremos

0 i 0 i i
Y, ¥ €L, TS Y, <YL

Esto finaliza la prueba de la proposicidn., Si YO € L se puede demos

trar de esta forma que
v e mingyt s ie 1

para vt (Vi € I) gonstruido como antes.
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Demostracion del Lema 1.2.7

. s . : i ,
Condiciton necesaria: Si suponemos ¢ < 1q Vi &€ I, entonces

_ =i i_ ~k=i =k =T k=i =k =1
v, (h) = Cqutfq t C 5 T S qﬂo(Bo] + ¢ eqso('s-o)

—~i K. —k k
= (B, /EO)(eq_13q + ¢ eq}

S -
=&, / 0 ) vk(h) vi,k € I

luego v(h} € L,

. o . , i ,
Condicidn suficiente: Si se tiene ¢ = 1 +1 ¥i entonces
0 = - d

Y oF (Bq+1""’8q+1}

En este caso tendremos g =p y existirdn indices i,j € I con

—1
3q+'1

-] =] =

Bo *Fq+180
. 0

.y por lo tanto Yy ¢ L.

Podemos suponer entonces i,j € I de manera que

i .
c = lq+1 < 1;. Se tiene entonces

i0 i = j
.= B (e 8
BoYj = Polegattyg 3

B R S S
0 gaqg g+ q
i
g+l

J- —
By B

13

=i .0
= B
073

0
¥ por lo tanto -« é Ly finalizamos la prueba.



D5

1.2.8 Definicidn.~ Sea (q,c) el par de contacto de fafy, ..
..,fd. Denctaremos por RYO la relacidn de equivalencia sobre el

cenjunto I = {1,2,...,d} dada por

(filf‘j)>(q,c) si ¢

A
=

iR JE
v©

I
[
0 - O -

(F, | £.) > (g+1,0) si +1
it

donde para 1 = | convenimos (filfi) =(gi,m),siendc 94 el género defi.

1.2.8 Nota.- a) RYO es efectivamente una relacidn de equi-
valencia,. En efecto el hecho
(filf‘k)i mln{(f‘i|FJ), (f‘J.If"

W

garantiza la transitividad y por otro lado es simétrica, ya que:
i
q

(] i i )
12) 84 iRo J vy ¢ <1, puesto que (Filfj) > (q,c)‘ es

. | j | .
claro que. c i_lq Y] RYol.
: i L. :
22) 8i i R_nj ¢ = 17+1 se tigne {f.|f.) > (a+1,0) es
) 1 _YOJ Y . q l| i a ’ ¥

. =l .
tambien ¢ = 1q+1 ¥y RYOi‘

b) Podemos denotar también RYO par pues dnicameﬂ

R
~la,c)
te depende del par de enteros (g,c}. Para cualquier otro par de

enteros (r,s) < {(g,c), podemos definir R como en 1,2.8, pe-

{r,s)

ro dicha relacién tiene una (nica clase; sin embargo RTO tiene ne -

0

cesariamente mas de una por la propia definicidn de par de contacto,

1.2.30 Teorema.- En las condiciones y con las notaciones

anteriores. Sean i,j ¢ I tales que i RY@J’ se tiene entonces que
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0

(fF,,f.} = min ei . eJ 9
i J) {qYJ, qYl}

siendo (qg,c) = (F1l...|Fd) y (fi,fj) la multiplicidad de inter-

seccién de f, y f..
1 J

Demostracidn:
‘ - r - , . r
Si ? = lq+1 entonifs y Sq+1’ y si ¢x lq entonces
Y = AEP + ¢ e . Asi, teniendo en cuenta que {Filfj) = (g,c) si

c 5_1; {resp. {filfj) = (g,e) & (g+1,0} si ¢ = l:+1), tendremos

gque si ¢ < mln{la lé 1} entonces
ely® = er(ndEd 4 ¢ ed) = (MY 4 o o))
Q J a9 q9qq g & a9g9qg G
= ot 7l iJ . = eda0
= B + ¢c e’ e = {f ,Ff.) =e
®a-1"4 g g i qYl

Por la proposicién 1.1.7, podemos asegurar que si (1)

»

c = 1;41 6 (2 ¢ = lj+1 se tiene

A =i
(‘Fi,fJ) mln{8q5q+1, eq8q+.1 }
( Obsérvese que si (fi‘fj) = (g+1,0)} ambos nimercs son iguales).

8i se verifican simultaneamente (1) y (2) tendremos

0 —i 0 o=
Yi = Bq+1’ Yj = Bq+1 con lo cual
(f.,f ) = min{e g e } = m:m{e1 0 ejyo}
i’ a g+’ “qrgHl q')’ %q'i

Si se tiene ¢ = 1;+1 5_1é, por la demostracidn del lema
1. 2.7 tendremos

(sJ / e eJ/e
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de donde
i i _oJ.o J o i 0
(fi,fJ) = quqM = ein = mlﬂ{ein, eqyj}
El caso restante es idéntico al anterior con los indices

cambiados.

1.2.91 Definicidn.~ Llamaremocs contactos principales de la

curva reducida C a los elementos de su semigrupo de valores:

1 —d
Por Pyreers Pos v%;  donde P = (B,....8 ) 0<n <aq.



_ i
-F’n = (Bn /so) P

-2 8=

1.3. ARBOL DE CONTACTOS PRINCIPALES DE UNA CURVA

1.3.1 Construccidn del A.C.P

Partimos de una curva algebroide, plana, reducida ¢ de

ecuacidén f = f,...f donde f

1 g 1,...,? son las ecuaciones de las

d

ramas C1""’Cd de C. Podemos c¢azlcular el par de contacteo

(1"1]...

fd) que denotaremos por {g,c} ¥y log contmctos principales

para C.

R —d
P = (B,:8,-+-28,) €85 0<n<q

9] 0]

0.
b —(Y1,0¢l,Yd)£S

Ademés P{,.,., Pq estan todos ellos sobre la recta L que une el

origen O con P (1.2.3), mé&s concretamente se tiene

0

0 ¥i e I, n< g

_Tomamos también R y sean I., I.,..., I  1las clases de
. - v Q ! 2 . r 7
equivalencia para RYO, denotamos por fI , K= 1,2,...,r 1a serie
k
f, = 1 £, € k{[x,Y]]. Pocemos considerar para £, los datos
Ty ieT k

andlogos a lo§ calculados antes para f, es decir, si (qk,ck) es el

2 L, . I .
par de contacto de f tenemos y O , P k ., P K € 8(f_ )
I I 0 FRCICIE I
k k : k k
Ik 0
Es clarc que P = pr_ {P) Yn < q ¥y YO > pr. (v,
n I n —_ I I
k k k.
luego nos dquedaremas Unicamente con 1los nuevos datos
I I

k k 0
P o ee, Py R o
q+..|! H q! I ] ,Y
k k i

Se tiene r > 1 por 1.2.9, & lo que es equivalente

# Ik < d Yk, por lo tanto es claro que por este procedimiento
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llegara un momento en el que hayamos ''separado™ todas las ramas y

para cada una de ellas hayamos agotado todos los valores del contac

to maximal.

Ordenamos los datos anteriores en un diagrama de 4rbol de

la manera siguiente:

(D)

1) Colocamos en su tronco Los pesos PO < P1< e <P,

2) Del primer nudo salen tantas ramas como clases de equiva
. 0
lencia hay en R o Y en el nudo colocamos el peso ¥
it

3) En cada una de las ramas seguimos el proceso inductiva-

mente poniendo los nuevos pesos que aparecen para cada

clase de equivalencia Ik’ K =1,2,...,r.

o
4
@

PO <P_| 'Y

1.3.2 Nota.- Es claro que en la construccidn anterior hay

una sobreabundancia de datos, poar ejemplo Pn queda determinado

simplemente por una de sus coordenadas, o por Bi / Bé. Podemos redu

cir los pesos a nimeros racionales, conservando la estructura de

arbol de la forma que describimos a continuacidn.



~30—

Puest =(g* 7l i <
sto que Pn (Bn / BO) PO Vie I, ¥n <q podemos con
siderar el nimero racional
. - ol
Pr Bn / 0 vn <9

En lugar de YO podemos c¢olocar simplemente el segundo en-

tero, ¢, que aparece én el par de contacto {g,c). Es claro que los

\ 0
conjuntos de datos {PO, P1,..., Pq, vy 1 ¥ {PO, p1,...,pq,0} son
equivalentes. &
Podemos tomar entonces el diagrama -
BO
EZ
~ "o
8 o & oa—-v-*""""”;' "
p_1 pz..... pq o \
By
0

que reduce el anterior, aungue puesto que scon equivalentes trabaja-

remos habitualmente con el primero.

1,3.3 Definicidn.- Llamaremos arbol de contactos principa-

ies de la curva C {A.C.P.)} y lo denotaremos por D(C), & D si no

— }

da lugar a confusién,al diagrama de arbol pesado construido en 1.3.1

1.3.4 Propositién.- E1 A.C.P. depende Unicamente de la cla-

se de equisingularidad de la curva f.

Demostracidén.- Puesto que conocemos el tipo de eguisingula-
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ridad de cada una de las ramas, podemos calcular p{i,]j) para i # j
(1.1.2} y por tanto e .Por 1.1.8 y el Teorema 1.1.1C, dado que ceng
cemos la multiplicidad de interseccidn de 2 ramas cualesquiera

(Fi,FJ), podemas calcular {fiifj). Haciendo variar i, estos datos

determinan (q,c) = (f, ...Ifd) y de aqui podemos determinar YO y
RyO pues

Y?L=Nin;+ceé si C.ilé

Yg = €:+1 S c = f;+1

y los nlimeros lg .1 € I, dependen sélo del tipo de equisingulari.-

dad de las ramas f.  vie I (3.3.9 [14).

1.3.5 Teorema.- Sean C y C' dos curvas algebroides redu-
cidas con d y d ramas respectivamente. C es equisingular a ¢!
si y sdlo si & = d! } para una reordenacién de los indices {1,..,d}

" D(C) = D(C ).

Demostracidn : La condicidn necesaria es la proposicidn an-

terior. Para probar la suficiente veamos gque D _determina la clase
de equisingularidad de C.

Sea 1 € I, tomando todos los pesos que aparecen desde 1la
rama 1 hasta el pie podemos obtener la sucesién de contactos ma-—
ximales de F,:{-El,...,ﬁnl}.

i, 0 gi

81 tomamos dos indices i,j e I, 1 # J podemos tomar el

nudo Yg donde ambas se separan y si A es el con junto de pesos co-

munes a 1i,] calculamos

et = m.c.d {pr,(P) / Pe A}
r v i
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J = 3
e m.c.d {prJ(P) /P E A}
Por el Teorema 1.2.70 tendremos entonces
. 1 O J - 0
(fi,fj) = min {ep prj{ya}, e pri(ya)}

y esto finaliza la prueba del Teorema.

1.3.6 Nota.- El teorema anterior mas el enunciado en 1.0.1
nos dicen que en efecto el A.C.P., el tipo de equisingularidad y el
semigrupoc de valores son datos eguivalentes. Como final de este epé
grafe veremos como se puede calcular el arbol (D) explicitamente a
partir del semigrupo del valores, Mas adelante también poﬁhemos de~
cir algo del cdlculo inverse, es decir cémo calcular S conocido D.

1.3.7 Nota.~ Pussto que Py = min(S -{0}) podemos conside-

rar la recta L en Hd gue une el origen de coordgnadas con PO.
Como vimos en 1.2.5 el conjunto
A={YesS /3cCLWUSiy)
es finito y totalmente ordenado, ademis (1.2.6) se tiene TO =max A,

Denotamos por [L N S) el conjunto: [L N 8] = {y* e LN S8/y*¢ -YO}

y se tiene de manera inmediata:

P = min{yeg [L.ﬂ S /vy & 2Py et 2 P} YN >0
Nos resta entonces determinar R o Observemos que podemos
o Y
calcular también
i —i —i 1 d d
= m,¢.,d, ‘e = ‘e € ,

e = m.c d (BO, ’Bn)’ = (en, ,en} LN 2;} ¥n < q
i i d

e, = m.C.d.{e;,y?), e, = (ei,...,ei) £ 2+

N, = el/e%
q ki
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1.3.8 Lema

i

a) Ny =1 ¢=2 lq

0 i, —i

& sos &

Y, € Z+BO + + Z+fq
i, 0 _—i .

b) N, > 1 ¢ c = 1q+1 &= Y, = 3q+1

La demostracidon es trivial.

1.3.9 Nota

a) Lo anterior nos permite calcular el par de contacto
. , . i
(q,¢) en cualquier caso, pues si Ji e I con Ny > 1 entonces

i # i , #
¢ = lq +1, nodtese que l; también se puede calcular, pues

0 i i =i i=ei
Yy = Bq+1 entonces mq = Bq+1 - Nqu y por lo tanto
i
i mq
17=( N )
q a°
- Fq
En ¢aso contrario tendremos Ni =1 ¥iég& I con lo que
0

yo €L (1.2.7) y YO se escribe como vO Nq Pq + ¢ eq para un
nico ¢ » 0 que es el dato que nros faltaba.

b) Teniendo en cuenta que S{FJ) = prJ(S) para todo

- H . 4 4
JCI con fJ i€y Fi ¥ pPJ la preoyeccion sobre los indices J,

el apartado anterior nos permite calcular (filfj) ¥i,j e I en

S(f,f.) y conocer por tanto R _.
1 YO

Proyectando sobre cada clase de equivalencia podemos conti-

nuar el proceso inductivamente,

¢) Dados i,j € I denotamos por vg i el correspondien-

0
te del semigrupo r. (8= 8(f, ).
Y grup p{l,i}( 17
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1.3.190 Proposicién.- Dados i,j € I, entonces
. \ i i 0 i, 0 0
IRYOJ & N = Ny oy Yij > N*(YirYJ)

H

AT

Demostracion;:

C. suficiente: Supongamos i RYOJ, si (filfj) = {g,c) se tiene
0 0 0
claramente Yij = (Ti’rj) lo que es absurdo, por lo tanto debe ser

i
c = 1 41 (f.[f.) = (g+1,0}.
5 y llJ g

Se tiene
0 i —i J =
— B -_—
Yij (Nq+1 8q+1’ Nq+‘1 q+1)
_ i=i =] 1,0 .0
= Ny q-l-‘l’sq-l-'l} = N Yy Y_j)

gue nos lleva también a un absurdo. -

°

C. Suficiente: Es, como la ¢. suficiente, una cuestidn mecdnica se-—

parando las distihtas posibilidades para c.
1.3.11 Nota.~ Es claroc que los resultados anteriores nos
proporcilonan, a posteriori, una nueva demostracidn de la Proposi-

cidén 1.3.4.

1.3.12 Ejemplos

A) Si se tiene una curva irreducible de valores del contac

to maximal g ...,Eé el A.C.P es

0)

w| P
@
<

Jmld
™
@™l

W]
{n]
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B} Caso diagonal.- Sea C ura curva con d ramas equisin-~

gulares C1"'Cd' Denotamos sus valores del contacto maximal por

BO""’EQ (pues son los mismos en todas las ramas) ¥ supongamos

que (Ci, C,) > e vi,j € I.

] g-1%

Se tiene en primer lugar que esta (ltima condicidn es equi-

valente a (Filfj} > (g,0) Vi,j e I y por Lo tanto equivalente a
(f‘.ll"'lfd) z {gyo)-

{De hecho si tenemos d ramas de género g tales que

(f,I

Fd)>(g,o)autométicamente nos encontramos en el caso diagonal).

El drbol de contactos principales es en este caso

Esta distribucidén del A.C.P. caracteriza el caso diagonal.

°

Obsérvese que P .,Pg € L, mec.d. (Py,..., P ) = (1,1,...,1) y

g
no aparecen mas pesos que los nudos después de Pg"

0"

Si ademids se tiene (fi]FJ) = (F1|...lfd) vi,j & I, es
decir #(I/R ) = d se tiene
YO
s
¢ £ £y o 5
PO e e e %y

C) Caso multitangente.— Supongamos que entre-las. ramas

C1,..., Cd de € hay al menos dos con distinta tangente. Este ca-

80 se caracteriza por ser YO = min(S ~{Q}} y también por

e FLY = (0,00,
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En este caso concreto el A.C.P. tiene la forma -

Aparecen en YO tantas ramas como tangentes distintas hay en

C, es decir i R si y sdlo si Ci y CJ tienen la misma tan-
Y

oY
gente, en particular si las tangentes son distintas dos a dos se

tiene (IL/R }) =d el A.C.P. es
# y0 Y =1

._.d
B
g
D) Consideramos las curvas irreducibles 01,.02, CS’ C4 de
desarrollc de H =N, '
(y = x?
¥ Xz
X = 22 z
[ B
2 3
= A
(Di) 4 7 2, + A2+ 252
. _ .2 i 3
i=1,...,4 2, =z, + {~1) 2, v 2.2,
z, = 22
3 "4
“
donde Ai =1 si i=1,2 vy ki =0 si i=3,4,
Se tienen los siguientes datos
-1 —i —i =i
BO 20, 61 48, 52 246, 3 49%
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EEO = 20, 8_1 = 4, e2 = Z, e3 = 1
Ademds (g,c) = (1,1) y ¢ 5_1; ¥i con lo que
O - N'BY + o el 54844 < 2ag
Yy = NyBy 1 % Peae A=

Puesto que (f1|f2) = (F3|f4) = (2,1) tendremos I, = {1,2} 12= (3,41
I I

¥ los nuevos datos P21 = (248, 246); P22 = {246, 246),

0 ) ,

YT = Y 5. (494,494), (20,20,20,20)

1 2
(48,48,48,48)
(244,244,244,244)
(246,246) ' (246,246)
(494 ,494) (494,454)

495

495 N 495 4g5

Si utilizamos los pesos reducidos (4.3.2) tensamos

* 1275

123/10 123/10

495/20 Je5/20 495720

495/ 20
20 20 20 20
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E} Consideramos las curvas de desarrollo de H-—N:
- [ . "
.-:ry—xz,l y = xz_ y = xz,
X = 7.2z X = Z_Zuos X = z_Z
172 i 172
(D_1)< (D )4 2 (D}<
zZ, = 22 + z g z_, = 22 + 3 = 22 +
17 %2 T %% 17 T 2%y R B
3 = : - 2
z, = 23 z‘2 _23 z, zl2 23:24
~ ;= 22 . z2
L 3 4 "3 "4
Se tienen los datos
-1 —~2 =3
BO = 9 BO = 9 BO = 15
el -2 -3
81 = 15 IEi.1 = 18 61 = 25
-1 -2 =3
82 = 46 82 = 50 62 82
k| z2 3
e1 = 3 e 1= 3 e1 5
El par de contacto es (f1|f2|f3) = (1,1) y se tiene para
YO, YO = (46, 48, B0O). Puesto gue (lefs) = (1,2) las clases de
R _son I_={1}, I.={2,31} } tenemos también YO = (52-§3) = (50,82).
v 0 1 > T2 ? I, 272 ’

(Nétese que en este caso YO é L!'pues c = 1; +1, es decir Y? =.§;.
0 -
12

Lo mismo ocurre con ¥y Comparese con el e jemple anterior},

Los arboles en este caso son:

©(9,9,15) 1573
§ (15,15,25)
;
(46,48,80)
.
46/9
50, 82
(50,82) ’ 50/9 82/15
46
9 15

g2

50
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CAPITULO ZIT

ANILLOS SATURADOS. ARBOL DE EXPONENTES CARACTERISTICOS

DE UNA SINGULARIDAD

2.1 ESTRUCTURA DEL ANILLO SATURADO OFE UNA CURVA PLANA

o 2.1.0 Notaciones.- Conservaremos todas las introducidas en
1.0, es decir 'C serd una curva algebroide, plana, reducida con d ra
mas irreducibles C1,...,Qd. Denotamos por ¢, 61""’Od {resp. f, .

f1,...,ﬁd) los anilles locales (resp. las ecuaciones) de c, C C

1
respectivamente.

En este epigrafe describiremos la estructura del anillo sa—~
turado (usando las técnicas de A. Campillo: "On saturation of cur-
ve singularities (any characteristic)" {21]) de una curva olana y
reducida. Pah?g de 1los resultados_de este apartado estian incluidos
en el mencionado articulo y otros son profundizaciones sobre 1a
estructura de estos anillos en la linea que nos interesa en esta
memoria. En este sentido, este capitulo, Junto con nuestro articulo

-f28] ¥ parte de los resultados cbtenidos en [66], pueden considerar

se como una continuacidn de la teoria iniciada en [21].

~20-
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Intentaremos conservar las notaciones de [21] Y [28] en la

medida que sean compatibles con las del capitulo I.

2.1.1 Definicibn.~ Diremos que un anillo A es saturado con

respecto a un subconjunto R del conjunto de no divisores de cero

del anillo A, D(A), si dados

z £A; ZyreeraZay Woseeo, W & D(A); XyreassX € R; 11""’1t £ 2

r t
tales que
LI {z z w w )-—1 xl1 xlt e A
} i » .J’ _?lll r‘ 1!.. S _]l&‘ 't
entonces o
z(z z_ ) (w w )"1 ><1‘I xlt A
SRR 4 Wy 4 Ry € .
En el caso particular R = @, diremos simplemente que A as

saturado.

{A denota el cierre entero de A en Ssu anillo total de fraccdiones).,

3

2.7.2 Definicidn.— Diremos que un anillo A verifica 1la pro-

, : - -1 -
piedad de Arf si dados y,z € A, x & D{A) con yx , zx € A

entonces (yz)fnqe A,

2.1.3 Un anillo local saturado con un cuerpo residual infi

nito verifica la propiedad de Arf (c.f. [21]).

Para un anillo A, el anille saturado, K, de A se define co-
mo el menor de los anillos saturados situados entre A Yy el cierre
entero de A, A. Ademds se verifica que €l morfismo
f: Spec (A) ——s Spec (A) inducido por la inclusién, A C Z, es un

homeomorfismo de espacics topolégicos (121, $1).



b

2.1.4 Si @ es el anillo local de uma curva reducida plana
con d ramas se tiene & £ k[[t_ll] XowoX k[Ltd]] y el anillo satura
do de ¢, Gﬂ ¢s el anillo local de una curva algebroide reducida so-
bre k con d componentes irreducibles.

. . = d -
La aplicacidén v: D{(8B) —s Z+ definida como

viz) = i(z1(t1),...,zd(td)) = (V1(Z1)""’Vd(zd)) =
= (ord, (z,),..., ord_ (2 )) € 2° (ver 1.0)
t 1 +
i d
Nos permite introducir el subsemigrupo aditivo de Zi,

= i(D(g)) e Zi al que llamaremos semigrupo de valores de & &

]}

semigrupo saturado de la curva Spec @ = Spec(k[[x,YI] /S (Fh),

El anillo & verifica la propiedad de Arf y como consecuen—
cia de ello, si x € D{&) el conjunte
(F:(x)) ={zeF/ zxe T}
es un anil}o. Ademds, el anille (& : (x)) depende Gnicamente de
Y= vix]) y lo dernotar*emos por F(x) & B(Y). Puesto gue Tc 8"(*( ) < g,
F(Y) es un anille semilocal y completo; sus ideales maximales son

exactamente

o~
mi(Y) =1z e Gv) s vi(z) >0}k,

ta relacidén de equivalencia sobre I = {1,...d}

iR_; = m,{y) = m, (y)
Y J

1

se puede expresar directamente en términos del semigrupo de valores

ot ~—
S de © como sigue:

iRJ<=f,' (¥s €3 con & >Y se tiene 6§, = 7. & § = ¥.).
¥ - . i i A i

Si I1, 12,..., IP son las clases de equivalencia para RT

ypara J &I e €& definido como

J



=

1 si i€ )
2 0 si 1ié&J

enté%ces se tieﬁe
~ i —~
B(v) = €h e,
n=-1 n

Ademds, los anillos 'g(y)el son de nuevo locales, completos y sa-
n .
turados; verificando ademas

Blyye. = BY) para i €I ; 1<n<pr,
I m, n
n i{v)

2.1.5 Sea L la recta enIRd gue une el origen de coordena

das con el punto

il d = == d g
O""’BO) = (BO,...,BO) = min(S —{g}).

(g

Consideramos el conjunto {comparar con 1.2.% b)).

‘ "’-F = [l .

A= {veT/8cL Uiy}
donde B{y) = {8€T /86> 7Y}, Se demuestra a partir de. la existen-
cia de conductor para glque A es un conjunto finitoc y ademéds que es
s . ~0 - : P """'O
totalmente ordenado. Si témamos ¥~ = méx (A), se verifica que &(Y")
tiene mas de un ideal maximal y ;0 es el minimo elemento de S con
esta propiedad.

. ot
Notemos que para v € 3, el semigrupo de valores del anillo

B(Y) es precisamente el semigrupo

o~ d e
Y) = § .
S, Y) { €z /os+xy esa}
N - el
Ademas existe una biyeccidén S(y) —— SO{T).

102 P .
2.1.6 8&i Y,y € LN g, se puede definir su maximo comun

divisor como el elemento e = (71,Ya) € Zf dado por
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1 2 .
e, = m.c.d.{Yi? Yi) ¥i e I.

il

12 2
Puesto que YiYJ 3

fTY Vi,j € I si tomamos dos ndmeros
J.

1 2 .
enteros h,l € 2 tales que hyi +1Yi = ei se verifica también 1la

1
igualdad de Bezout para vy vy Y2, es decir
hy1 + lyz = e
Como c¢onsecuencia e € L y existen enteros positivog lﬁ; 1

2
con 71 =1, e, 72 = 1, e. &n general si tenemos Y1,Y2 eLN 22 Y

. o 1 . 2 .
existe 1 € I verificando Y5 | Yi (71 divide a Yi) se tiene que

Yk & I’y; /Yi = Yl / Yi € Z y tiene sentido denotar por Y1/Y2 el

1 2
entero Yy / A\

En [21] se prueba un teorema de estructura para el anillo

L d
saturado de una curva reducida ®:

2.1.7 Teorema de estructura: Sean 0 < Yj < Y2< ...<-yn< ;0

los eleﬁentos del conjunto A (2.1.5) y sean xq,...,xn, y € T con .

) o A : ~0

i(xi =71, 1 <41i<r; viy) =Y . Se tiene entonces
~ ~ 0
g =k + kx_1 S kxn + y IHFY).
2.1.8 Nota.~ Sean x,y ¢ k[[t1]] Xa.oX k[[td]] y
m = (mj,...,md) = viy} > 0, n = (n1,...,nd} = v(x} > 0 verificandc

nimj = njmi y Yi,Je I = {1,2,...,dL

Supongamos que se verifica una de las condiciones siguien-

tes: 1) n ¢

I3

y n k m (n no divide a m)

2) m < n.

Denotamos por D1,..., Dd los desarrollos de H-N de

{pr1(x), pP1(y)},..., {prd(x), prd(y}} en los anilloes
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k[[t1]],;.., k[[td]] respectivamente. Escribiremos los desarrollos

D1,..., Dd ¢on la netacidén utilizada ya en el capitulo I (v.1.0)
0 R : h;‘
. = T '
(DP) : {ZJ.__1 i_oaji zJ + Zj ZJ+1 }

es decir, diferenciamos dnicamente las constantes aji con un super-—
indice, r, que sefiala el anillo k[[tp]] y denotamos igual las zJ
en todos ellos,

Se tienen las dos posibilidades siguientes:

A) __l_g (m divide a p): El desarrollo de H-N de la compo-

nente i-ésima comienza por la fila

k, . h, h, .
Cx o= oal Y s + ar o N * oz al #0
k. et Ay Y 1? k.,
1 1 - 1
En este caso k_1 = k2 = ... = kd = k, pues m |g y el par de contac

*

to, definido como en 1.2.1 para los desarrollos de H -N D1""’Dd’

(o, [...]1 2) > (0,0).

1 d

Ponemos entonces:

L=y E k[[tJ] xooox k[Tt 1]

h1-k hd—k
yq = {y Zirenns Y 21) (4 k[[t1J] KawoX k[[td]}

>
1

<
1

xy™ € kITE1] xewx kT2 13

Observemos entonces que

. hk
Yy et an y + pr.{y,),
hi i1

i i
pri(v) = a’ + e
es decir v es una unidad del anillo k[[t1]] KowoX k[[td]]..Ademés

si h, = = ( & vi(y) = 1) escribiremos pri(yj) =1,

B) m ! y b * m: El1 desarrolio de H-N Di viene dado por

L



4 F

, h%
2.4 =25 Z4
i
h1
2. =z,  z

) h;' h;
z =a* i3 Tt ai iz Vs 2 1,
L 51~1 31,k1 51 S1hs1 s‘1 51 s1+1 .

Puesto que n.m, = n.m, el par de contacto
i Ji :

—

0
&]

—
1

(o, Pooel D,) verifica g >1 y por lo tanto los enteros
Sy J < 51-1 ¥ kj no dependen de i y serdn denotados por hj ¥ kﬁ-
] 2

Consideramos en este caso los elementos de

k[[t1]] XavaX k[[td]] siguientes

1 5,
5 19
Y1 = CZS1 's1+1"°".zs1 Zs1+1}
—k1 —k1
v = (z 1_1 231 sevay 251-1 zS1 )

Con estas notaciones podemos enunciar

2.1.9 Lema,- Si consideramos e =mc.d.(m,n), m'=m/egiN

n' = n/e. Existen dos enteros 0,7 ¢ N que verifican
tm' - on' = + 1
y ademds b
X = xnI vt = xm' Vo
1 S A

ter, [18 3.4.10 y 3.4.11).
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Demostracidn:

El caso A) es claroj; como m |n,’0bservando los desarro-

lles se tiene n/m = Kk = n' y m' = 1, Entonces:

y=y s ¥y T =1, o¢=0 prueban el Lema,.

En el caso B) el desarrollo de H-N es

z = zho z
- 0 1
z, = zh1 z
0 1 2
z = zk';1 v
5_1‘—1 S'l ) R wF
donde 2z PR S -z0 =y s8i es cierta la hipdtesis 2) de 2.1.8 &
2_1 ﬁ Yy 2y =X gl lo es la 1).

Consideramos los corchetes de Euler definidos inductivamen=-

te de la forma

1
o0

[hD] 0

[hgrhqd = hghy

[ho,...,h.]

N hi[ho,...,hi_1j + Lho,...,h.

1_2] Vi o> 1

Si aplicamos sucesivamente las transformaciones indicadas

en el desarrollo de H —~N tendremocs

o Z[ho...hi] ~{h0...hi_1]
-1 “i41
{¥i)
] lF'h1"‘hi-1“J
0 i Zig
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y por lo tanto

hgseesshy m1]

L P o I |
O s1-1 1 1

P L B L P

.1
Z. = X v

Puesto que v es una unidad en k[[t1]] XouooX k[[td]]

o
18}
3
jo N
73
@
3
O
w
<
—_
N
-~
i

Ehos'°‘:k.1] .Y..(X-1}

| <

—_
e
1l

0 [h-11"‘1k.1] i(x_1)

¥ por ser 1(x1} el maximo comin divisor de i{z_1) ¥ i(zO) se

tiene:
n' T m' g
X = X v ¥y = X v
1 ’ 1
donde
[ho,...,hS _1] si Z_4 =X
-1
T = 6
[h_1',o--,hs-1“_11 S1L 'z-_.'1= y

{y viceversa para ¢ ).

Se prueba finalmente que m't - n'c = t 4 demostrando por

induecidn que

vi @ [hoz...,hi][hj,...,hi_1] - [ho,...,hi_1][h1...hi] =%,

Observemos gue la prueba es idéntica a 1a que se hace en

[18] 3.4.10 para el caso d = 1. Se puede demestrar que ¢ y T son de

e

hecho la dnica pareja de nlmeros naturales que verifican

m't - ntg = £ 1

0 €2t<n', 0 <20 <m',

2.1.10 Notas

m a
a) Observemos que, puestso que X = X Vi, ¥y = x1 V ,entonces:
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X o= T
1 ' m't - n'o y
:@ )(_l = —E
T m't ot X
Y 1
xm' n‘m' Tm’ \
1 ' - on'  x"
::; \ = —
n' n'm*' on? yn
Ni = X-1 v
y por lo tanto se tiene
r T -0
x1 =y X
Tm'-on' = 1 = 4 o
v =%y
r 0 -t
Xy = Xy
Tm'= ogn' = =7 = % I
v =y X

e

b} Supongamos en 2,71.8 la posibilidad B) con g =1, ¢ > 0,
Denotaremos en este caso por y¥ ¢ k[[;1]] XeweX k[[td]] el.elemen

to definido por

() = ¢ Ky : ko= | K,
proly*) =(z__ ~-a Z_ —s..— @ 4 Z z, - fAzZ
i s, 1 s1k1. s, §1k1+c 1 7s ‘Sﬂ' - 8y
-k ¢ c®
= z z 1 - (a oot A z  , +AZ
51-1 1 S1k1 .s1k1+c—1 8q 'S4
= pPi(V) - pri(u)

Donde uw ¢ k[[t1]] x,;,x k[[td]] es la unidad dada por

c— c
u = a + a z + v.y T & L Z + Xz
= T8 K +C- ;8
s1k1 s1k1+1 s PR il S 1
siendo A un elemento del cuerpo k distinto de at 1< 1< d.
51k1+c - -

Observemos que u € k[[x1]], siendo x_ = z

1 Y CPmO coense—
4 B .

cuencia v = y¥+u € k[[xT,y*]].
podemos hacer una construccidn similar

Si tenemos g » t

a la anterior, tomando ahora

T

g,
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En el caso en que se de la posibilidad A), si suponemos

ademds, q = @, ¢ » 0 consideramos

c-1 ¢
YT B0k T Bokar Y Tt Bgiieq Y T Y

Y por supuesto, si g > 1 y* = y1_

2.1.11 Lema.~ Con las hipdtesis y notaciones de 2.1.8,

2.1.9, 2.1.10. Consideramos O = k[[x,y]], o, = k[[x1,y*]] y sean

_—
E& el saturado de @ con respecto a x, {61)x el saturado de CH con

4

respecto a x Entonces: -

1°

o~ i
g, = k[[x]] + v (01)x1

Demostracidn: Para simplificar llamaremcs A al miembro de

P~
la derecha de la igualdad. Debemos probar entonces O; = A, Para de

~~F
mostrar que e& < A probaremos:

ra=1) A es un-anillo que contiene a .

a-2) A es saturado con respecto a x.

entonces E& C A al ser E&,'el menor anillo verdificando a-1) y a-2),

a~-1) A es un anillo que contiene a &

Sea K un entero tal gue kn' > m', entonces
q 2 ’

_ ] | - "R ! —_ [ porant
xk‘y1= (x" vT}k{xm v?) 1 = xMRem kaG co. C (9,)
1 1 1 1 1'%,
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Ay

“B0-

. Tk
ya que v es una unidad, c¢on lo que v — G‘CQ y n'k -m'> 0,
Por:lo tanto tendremos que
? k
' X € y(@'q)x si kn' > m'.

Como consecuencia, todo elemento del anillo A se puede es-—

es un polinomioc en x de grado

(5,

cribir como p{x) + yz donde p(x)

menor & igual que la parte entera de m'/ nP(ﬁﬂ /n'])l: z €

iy

La Gnica propiedad que requiere comprobacién es el producto

y para &1 se tiene

{plx) + yz)(p'(x) + yz') p{x)p'({x) + y[p(x)z' + p'ixlz + yzz'],

1 L] N

Puesto que x = x: vT, y = x: v? entonces X,¥ € Oq y por lo tanto
Pt ’
(&) con lo que se tiene

pi{xiz' + b‘(x)z + yzz' € 1
1

(pix)+yz)(p'(x) + yz') € A.

La contencidn & c A es inmediata.

a-2) A es Saturado-con respecto a X,

Sean z € A, ZyyeeanZ y Wo,ae,W € D(A) y 1€ 2 tales

- —1 -1 1 -
que zz, , zwJ ) (21...2 )(W1"‘Ws) x" € A, Probaremos que

&= 2(21...zp 4r W

Distinguiremos dos casos
i) vlz) < viy)

Podemos escribir z = p{x) + Yz, oy considerames

Y= or~dx pi{x) < [m' /n'J. Se tiene entonces

g{x) es una unidad de k[[x]] (y por tanto también de 0%} y

z = xVelx) + Yz, = xYe(x)(1+y21e(x)"1}: xTe(x)(1+yf )

p{x) = xYe(x}) donde
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donde e(x) es una unidad y z'e (&)

Puesto que v(z ) < v(z} vy V{Wj) < v(z) por un argumento
eyt L L L s X

similar al anterior podemos escribir

Y.
z, = X le.(x}(1+yz!} 1 <ifr Y, < ¥
i i i i ==
w, = ijn (x) (T+yw") 1 2 ) £s 5. <
] J J - j= Y

y tomamcs la unidad u = s(x)s1(x)...gptx)[n1(x]...ns(x)]_1.
Los elementos de la forma 1 + ywu son también unidades en

¢l anillo A por ser éste completo, ademad:

~1 2,2
{(Tywt) = (1 - yw' + Wi+ o0 ) = (1 o+ yww)
J J Y J y J Y J

Y podemos entonces tomar

(1+yz'") = (1+yz')(1+yz%) v (1+yzL}(1+yw$) “ea (1+yw:) & A

se tiene

A = xYxa(1+yz”) u
P —t
donde @ = ¥, +...+ v = {&, +...+ 63) + 1, ueA, z"e (&)

4

1 r 1 1%

—1 1 -

Ademids es o > 0 por ser (z ...zp)(w1...ws) X" & A y por tanto

4

tenemos A € A,

ii) v(z) > viy) -

Si escribimes z = p(x) + yz' y ¥ = ordxp(x) 5_[m’/n']
se tiene yn' < m' . gy yn < m y entonces v(z) =yn<m= viy).

Por lo tanto se tiene pi(x) =0 y 2z = yz' coen z' € (O )

Existen enteros t,k con 0O <t < r, 0 <k <s tales que
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Podemos entonces escribir

—
z, = yz!y ozl e (&) , wiz!} <wy(z') 1 <1 <¢
. i i 1 x_1 - 1 = - -
; W o= yw w' e EQJ) viw') < viz") 1< j<k
J ! J ‘ix_" -] == - -
z, = XYiE (x)(1 + yz' ); €. (x) wunidad en k[[x]] i >t
i i i? i ‘
§
W o=

X Jnj(x}(ﬂ + ywa); rU(x) unidad en k[[x}] >k

==

Como en el apartado anterior, tomamos

1". S
-1
w= (B e (x)(1+y2\)) (T n.(x)('1+yw'j}) € A
1 ket
r s
o= [ ¥ - Ios +
T+ k+1
Ny obtenemos para A @
_ - 1 tl . ! k!‘ 1 -7 o
A="yz'(y 21..“zt){y W1"°wk}, X W,
nt' T 1 g

Utilizando las; igualdades x = x_, v , y = xT v en la expresién

anterior resulta ser

Ahora bien, v(z') Zv{z\}, v(z') 2

{=<

(w&) ¥y puesto que v y w son uni

dades en 01 se tiene también

T -1 1
' : ' t - . >
i[(z1...zt)(w1...wk) x1J x[(z1...zp)(w1.. ws) x>0,
N
Por ser el anillo (61)X saturade con respecto a x, se tiene
4 .
entonces
-1 8 e~
1 ! [} 1 1
z (21...zt)(w1...wk) Xg € ((‘3‘1)?{-1

—
Y como consecuencia A € y((?fj)x C A.
1

Este voncluye la prueba de a-2 y por lo tanto tenemos ya

R Y
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—
que O; c A

b) Probaremos ahora gue A C.Gg

ot
Puesto que k[[x]] ¢ C& es suficiente demostrar que

P~ o) .
y- (&) ¢ 8 &6 lo que es equivalente
1 X1 X
r— —
(6'_1)x C (Cfx)(y).

.1

Para probar esta contencidn, demostraremos:

b T
1) ¢, ¢ Ty

b-2) @&(y) es saturado con respecto a x{.

b-1) Se tiene que

T =9 T _-¢

y X yly x 7}
X_1= o == yx_tz &

g -7 o =T

Xy yix“y )

Y por ser T saturado con respecte a x, yx, € E;‘ es decir .
X V%4 X

x1é Sx(y).
Andlogamente
m' —-n' m' -n'
1 * v yix"y )
, l ”* H
v = o === ¥Yv =4 0 P E O;
nt —m' n' -m!'
yoox yly x )

Puesto que u g k[[x1]] también u ¢ E;(y) y entonces

~ . o~
y* = v - u€¢(y) con lo que ¥, = k[[x1,y*]]c: o, (y).

-1 1=
2z, -, sz , (21...zp)(w1...ws) X, € g

Pl
Y veamos entonces que A = 2(21...zp)(w1...ws) x; € @ (y)
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r s
Escribimos yaA = (yz) Tt (yzi)( i (wa))“-1 ysyup xi y tendremos
1 1
.
; I (yz ) voo (yz vy yT o1
r .
(yz} ("g )
(yw ) eon yw )y X
¥a = 4 06
yz) s (yz) ¥°
y_1 vea yzp Ni XG 1
{yz) . (-;)
q tywy) ... (_yws).y y

Por ser E& saturado con respecto a x se tiene en cualguiera de
~ o~ . .
los casos y-A€ Gx, es decir A € 6¥(y):7con lo que finaliza la

demostracidn.,

2,1.12 Nota.- Sea o = k{[x ,y]] el anillo local de una

curva algebroide, reducida y'plana con d ramas irreducibles dadas

por f1, fz,..., q’ Sea (g,c) =su par de contacto y consideramos

los elementos de k[[t1]] XewaX [[td]]

.F

h
Yo = ¥ = BgqX —eeem gg X
14
= <i <
Yy Zsizs.+‘1 T2 q
k k +g-1
y. = {z - a z 9 -a z 9 ) zmkq
o] g w1 s k 8 s k +c=1 "8 s
q q q G g 4 a g
= t e < <
Sea x_ zsne k[[.1]] XoooX kL[td]] 0<n<g vy
¢ o
* = + Az = + oA X
TS g s~ g q
q
para ) €k distinto de a: K 4o’ ie I siempre que ténga sentido
a’q
{es decir si ¢ < 1;).

En estas condiciones se tiene el siguiente
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2.1.13 Teorema de estructura.—- En las condiciones y con las

notaciones de 2.1,12

g = k[[x]] + yok[[x1]j +oeot yoyﬂ...yq_zkf[xq_1]] +
g e Yguqteg kLIx 1T+ 3%

Donde €. = 1 si c >0 y . =0 si ¢ =0,

Demostracidn:

' 831 hacemos el cambio yo =y e ao1x e aOhxh, se tiene

g = k[[x,y]] = k[[xo,yo]]. Ademis tomando Xy transversal, es decir
de valor minimo, se tiene '
T=7

.XO

81 g > 0, aplicando el Lema 2,.1.711 en nuestras dondicionas

tenemos
i e ™

(k[[xo,yolj_}xo= )f[IxJT #+ yotkllxg.y 1] s,

Si g > 1, el desarrollo de M-N de {x1,y1} lo podemos'

escribir de la siguiente manera

€s decir, es el mismo desarrollo que el de { x a partir de 1ia

primera fila libre. Ademas si hy > k_l, es decir 1, >0, serd. (Vi)
1 L, . .
= .1 _ i = gl _ ot i i i . —K
.'Vj.(x“ = e, = ns‘I < Vi(y“*) By ~ B, ¥ e1/|’(82 By). Si h51 1
i i i i .
ﬁ§y1) = 8, - 8 = ”s1+1 g}x1) = e,. Por lo tanto k[[x1,y1]] esté
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de nuevo en las condicicnes de 2.71.8 y podemos aplicar de nuevo el

lema_2.7.11, en cuyo caso tendriamos

(K[Dxyy, 000, = kDT +m)x2

Podemos continuar el proceso, utilizando reiteradamente el

Lema 2.1.17 llegando a la siguiente situacidn (para g cualquiera):

CASC A (¢ > 0)

—
= k[IxI] + ygh [x T +onit g, e Yoot (kLDx o y¥IDy,
q

CASO B (¢ = 0)

- T T ——
g = k{[x]] + yok[[x1]] +aa .t Yo voe yq—Z(k[[xqm1’yq—]])x
. -1

La razdén de la distincién se encuentra en 2.71.710 &) pues
para q = 16 q =0 exigimos en la construccién de y* gue sea

c .» 0, para poder aplicar 2.1,j1.

Se tiene si‘emp-r'e WU = k[[u]] + v(/k[—[?,_v_]’](;u'('\;) pues
k[fu]l + VWQ&(QV')Q m)u y la otra contencién se dedu
ce de k[[u,v]} < kI[u]] + vm)u(v) y de que este. Gltimo ani-

1lo es saturado con respecto a U.

Aplicando lo anterdor a los anillos 0&_1 = kTExq_j,yq_1j],

Oa = k[qu,y*]] respectivamente tendremocs

o) [x 11 +y. & 0 (y )
= k[ix + oy . A\
g-1 xq__1 | g-1 g-1" "g-1 xq_1 g-1
P —— o~
(@) = k[[x ]] + y* (@) (y*)
g Xq q Q Xq

H .
con lo que obtenemos para @ la expresibén:
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>
@l
It

—
k[[x]]+...+y0y1...y ; k[[xq]]+yoy1...yq_1y*(®’} (y*)

a- a’x

@
al
it

k[[x]]+-»a+yoy1---qu2 k[E><q“1'.’|]+afoy1---yq_1 -1

Denotaremos por Y el elemento Yo¥q +o- yq 1y* si estamos
en el caso A 4 el elemento yo...yq 1 si estamos en el caso B, Ana-—

— . e .
logamente A denotaria el anilio (O’q)x (y*) o el anillo
g

1}. Notemos que si tenemos ¢ = 0 y¥* es una unidad

con lo que ¥ no cambia en lo que se refiere a su valor. Observe—

mos que debido a esto si demostramos que A = 5%?0) tenemos proba-

do el teorema.

Probaremos ahora la desigualdad i(?) f_?o

(*)

Se tiene (1.1.3)

[} ) . . 1 2 . d
i(yo ?" .yi_.,') = (Bi,Bi,---,

w
——

eLnz® vi<g
. + -
vix,) = =g = (e.1 ed)
i i R S |
Sea he & tal que vih) < 1(?), si demostramos v(h)e& L

hemeos terminado.

Si vi(h) < i(yo} entonces h = st(x)[1+yoh') (véase

2.1.11 demostracidn a-2) vy vih) = yvix) € L,

-1 o —
Si v(h)> ¥q entonces hyo € (0’_1)x y se tiene
A .

i(hy51) < x(y,1 ‘e yq_1y*) con lo que se prueba el resultado por

induccidn sobre q teniende en cuenta que i(yo ree Yy 1)6 L v¥i<agq.

~—~— —~— _“O

Veamos ahora que A C (O’)x(:\}) < (O‘)X(Y ) (%)

En la demostracidn b) de 2.1.11 se prueba que
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CANCRCNG)

aplié}indo este hecho g veces tendremos, por ejemplo en el caso A:

@) (*)CGJ) { ) (y*)
A Y ¥ =
- -
4, a-1'x, 47
R ) — v
= (Olqm.1)xq--1(‘yq_-1‘iy*)-c—: “‘-—-C(O‘)X(.yo.y-1 ...“yQ"‘-1y )

de donde A QEFX(}).

o

~0

Por otra parte, puesto que i(})_ﬁ Y y Ei verifica la

propiedad de Arf se comprueba que

(et et A~ NO
[
Oyl &g (1),

Si- se tiene v(y) € L, de la desigualdad (*) podemos dedu-

-

cir que 3(9) =y y es inmediato entonces que

g’c k[[x]] +...+ Yo *o ¥

~ ~{) ~ e
por ser O%(y) = E&( Y oy oy ﬁx(y) < O; con lo que en este caso

. 0
w

terminamos la prueba.

Veamos que i(;) ELéE ¢ f,l: vi e I.

i
La condicién suficiente es clara, pues si c 5_1q vieg I
. ~ 1. d 1 d
se tiene wviy) = (B , .., B ) + cle ,...,e ) E L.
vy q* g q’ ®q -
En cuanto a la necesaria, si ¢ = 1;V+1‘V:iel, por 1.1.3

existen 4i,j € T. con

i J i,
Part 0% Po Pau
y puesto que v, (V) = B> ¥i e I entonces vi(y) ¢ L.
i q+1 -~
Si ¢ = l: + 1 < 1é se tiene (como en 1.2.7)
i ~v _ radieadyal _ gdiat 3. i,y adgl gt ~
BO vj(y) (5q+ceq)80 BO(Bq + (lq+1)eq) Bqu+1 BO vi(y)



gue prueba la equivalencia.

. . i ,
Por el comentaric anterior podemos suponer ¢ ¢ 1 Yi € I,

s ¥ et 1 I v N
Veamos que en estas condiciones A tiene mas de un ideal maximal.

i
Caso B.- Podemos aplicar el Lema 2.1.9 a (¢ -1)x con X = X ey
q q-1 q
Yy = yq_1, Xq = xq. La expresién de v es entonces:
. . 1 l:
= al L d : Vi g I
pri{v) a g teeetag z 0+ oz zo 4 ie
9 g q s q q 9
q
y por la definicidn de par de contacto los coeficientes.{af K |
B3 -
qq 1=
no son todos iguales.
T -0 (v -0 )
X X .
Ya-1 Yq- Yq-1"Yq-1 %g- —
Yy ) € (o )
xq 0 KU -1 sy yq_1xq = (XG 1 ) g-1 ><q____l
a-1 Yq-1 U Yg-1"g-1 Vg1
o —— -~ . ~
con lo que x e (@ ) {y ) =A. Andlogamente se prueba v e A,
Q g-1 xq_1 gq-"1

Consideramos los elementos:

Se tiene para ellos vi(wl) > 0 Yi €Il y dado 1 & I existe

J €I tal que VJ(Wl) = 0 con lo que A tiene al menos dos ideales

maximales.

Caso A.— Consideramos ahora los elementos

wl-*—(ai +x)xce(6) i=1,2 d
=y s Lk +c q q’x = 1,4y 04,d,
9’ q q

{Recordemos que ¢ £ 1° vi € I). Se tiene entonces

i

q

I o

{y*) € (8 ) (y*) = A, Vi,
a'x,

viw®) zi(y"‘}, luego W= w
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De la misma forma que en el caso anterior se tiene

vi(ﬁ%) >0 Vviel ydado i€ I existe je& I con VJ(WI} =0
; i ~
{pues los a no son todos igualzs)., Este prueba que A tiene

s k +C
qq
al menos dos ideales maximales.

~0

Puesto que teniamos A 9-3;(§) Ei(Y ) y A tiene mas de

in

3 '] . Lonrdd ~ y [
un maximal se tiene necesariamente que dx(y) también tiene mis de

un maximal y por ser ?O el menor elemento de g'con esta propie&%d

necesariamente v(y) = ?O.

Como en el caso i(y) & L es ya inmediato que

T = kDD + g KIDGI] et g e g (o IBxg)] + 9r BEO)

2.7.14 Notas.-.a} El caso particular d = 1 admite un tra
tamiento completamente similar al utilizado en la'prueba de 2,1.13,

para este caso obtenemos el Teorema 2.5 de [ 21]:

CREII AR e RS

r
b) Puesto que '5(?0) = @ 8{70)6 , donde I
I
¥ : n=- n
son las clases de equivalencia para R 5 y es r > 1,el Teorema de
. Y : - :

1"'Ir

- s .. L~ oo .
estructura nos proporciona una expresion para @ en funcidn de ani-
lios locales saturados con un nimero de ramas estrictamente menor
que d. Utilizando de nuevo el Teorema para cada uno de los anillos

’é"(-'fo)el podemos determinar por: completo la estructura de ¥ de ma-
n

°

nera inductiva.

2.1.15 Corolario.- (v. [21} 3.4) i) Sean I I las cla-

4t

ses de equivalencia de la relacion R _.se tiene entonces

YO

—~, P el ,
e, =08 n=1,2,...,r.

I I

n n

~ ~

id indi i < ; = .
ii) Par un indice 1T<1i £d se tiene ﬁe{i} Ge{i}

A
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2.2 SEMIGRUPOS SATURADOS Y SU ESTRUCTURA

2.2,0.- Los resultados anteriores sobre la estructura del

anillo saturade de una curva plana & tienen un reflejo en la estruc
tura de su semigrupo de valores saturado'g de F. La mayor parte de
ellos se pueden probar directamente utilizando Unicamente las pro-
piedades aritméticas del semigrupo S tal y come se hace en [28],
en este articulo se puede ver hasta que punto gstan relacionados

los anillos saturados de curvas con los semigrupos '"saturados'.

Denotaremcs por [L N §] el subcon junto deI’éemigrupofg

Lndl =(yeLnd/sy <%

2.2.1 Teorema.— ([28]). Sea é el anillo local de una cur-
va algebroide, reducida y plana con d ramas, % el semigrupo de va
iores de 5, I1"'°’Ir las clases de equivalencia para R?O N '§i
1 < i < r el semigrupo de valores del anillo @(?O)EI 1 f:i <r.

i

- .\,O e —
E = PR
ntonces SO(Y ) 81 % b SP y

T=Lnslua®s (B, xeex 80

La demostracidn es inmediata del Teorema de estructura, nd-—
tese que es también vAlido para curvas alabeadas utilizando 2.1.7

que también sirve en este caso [ 2g].

Como consecuecia del Corolario 2.7.15 se tiene

2.2.2 Corolario.~ a) Sean Iq""’Ip las clases de sguiva-

— -
lencia de R .. Entonces S{&. ) = Ge n="1,...,r.
7° tn fn ,.
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L ~
b) Sea i1 € I, entonces S(®ec,,.) = Se;.q.
{i} {i}

2.2.3 Corolario.- Se tiene en S:

i , i
1) o Bq+1 s1. c = 1q + 1
Yy =
* i i i
B~ +ce si ¢ <1
q .4 - q
~ = [y _ Lre 3 <~0} -
2) [Lng) ={PF +ae /n=0,1,...,0, A 20 con P +xen<y =
~ o} s d “ : s .
donde P = (B ,...,B ), e = (e ,...,e }. La variacidn de ¥
n n n n n n

x

es, lde una forma més precisa:

0 < A < ln si n < g y 0 < ic<ce si n=q
~0 - : i . A0 o
3y eLe=c j_lq Yi e I &= v = Pq + cgq.

La demostracidn es inmediata del Teorema 2.71.713.

2.2.4 Nota.- Supongamos d = 1 y denotemos por
<< 30,...,39 >> el semigrupo de 2+ formado por las expresiones

0 <y <g, »>0. Se tendré entonces (2.1.74 a) )

del tipo B + e
v v

que S = <<BO,...,BQ>>

Ademds en este caso se tiene:

2.2.5 Teorema.— Sean &, ©O' dos curvas algebroides'planas

irreducibles, & es equisingular a ®'-si y sblo si s(8) = s(8").

Demostracién: La condicidén necesaria es evidente, pues dos

curvas equisingulares %tienen los mismos exponentes caracteristicos

y por 2.2.4 entonces (&) = s(&).

ko
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En cuanto a la suficiente, si E es el semigrupo de i

consideramos los nimeros definidos inductivamente

%y = min{8 -{01}; &y = @4

; = mi g .d. < ; =m.¢c.d. ‘
vi > @ a, min{y € 5/m.c.d (Y’ei—1) ei—T}’ e, =m.c d (ai’eiu1)

Por 2.2.4 es claro que o, = Sv 0 <v <g ypor tanto §

determina la clase de equisingulari&ad de la curva @.

2.2.6 Nota.- Si observamos el teorema de estructura 2,1.13,
vemos aue todos los datos que interviensen se pueden obtener mediaﬂ
te los desarrollos de H-~-N de las ;amas. Esto nos lléva a preguntar
nos si el Corolario 2.1.15 serd cierto para un conjunto de indices
cualquiera, es decir 'é'faA = 5‘% YA C I.

Prqbaremos a continuacidn este resultado, observeﬁos que la
demostracidn . es valida pdra curvas no necesariamente plénas, pues
se puede utilizar 2.1.7 y 2.1.15 que son validas fémbién en este

caso. Observemos que el resultado sera cierto también, como conse-

cuencia, para la saturacién de Zariski por [21] 3.6.

2.2.7 Lema.- Sea A C I se tiene entonces

B0 e

e ~0
A 2'(6?A)(Y £, )

A

Demostracidn:

Si x = ZEA € 8(§O)EA con z e'g(?o) entonces Yz €T
siendo § como en 2.1.13 tal que v(F) = 79,
(':V'Z)EA = (ysA)(Ze

A)E.E_‘JJ;;A:}X=ZE € (&¢,)(Fe ) e
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y tenemos 5(70)EA < (B’QA)(?Oe )

A
L Por otra parte, sea x € (Fe )(?Oe ), es decir (¥e,)x e Te
i " A Al A A
¥ ~ -
y existe entonces z ¢ & con (_yeA)x = 2€,. Puesto que
v(z) > v(3) ='f0 se tiene entonces
~"’1 ford —-.O ~ —.1 n.‘--i "'"-\.0
z§y € 9y) oy x = (zeA)(ysA) = (z§ )EA e 9§ )EA"

2.2.8 Teorema.~ Sea & el anillo lecal de una curva alge-
broide y reducida con d ramas y AC I ={1,...,d}. Se tiene

s —

5 - ~
G’EA = O'E:A

Démostracidn:

a) Veamos que O, C T2,
. A A
Se tiene que T = u O’n construidos de la forma
n>0
siguiente: & = y ¥n > 0,

);

O
& = {zlz ...z }lw w)"1/ze®’ Z e,z Wi, e ,w € DT
n 1 .. r 1..- 5 nu1’ 11 ? P, 1: b s n*1
- - S R—
zz, , zv\"j ) (2,1...zr)(w_1...ws) € e‘n__,]}

Veamos que G £, & (B’EA)n ¥n > 0 por induccidn sobre n.

Sin =0 es claro pues &g, = (O'EA)

A ¢’

w' = £ existiran
Sea WEA eﬁn N tira

Z Wy, Wy é D(G’n ) con las condicienes de la

_n_11 213"1_P |

definicidn de G’n tales que

w= z(z_I...zP)(w1...w b

)[(w'

—1
t —
Puesto que w' = (zeA)(z,1 eA)... ,]gA) (wSeA)]

[ZPEA
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v e(n—'l EAQ (OEA)n__I es inmediato que w' g (O’EA)H.
ZEA £ G'E;A existira n € N con z ¢ 6:1 ¥ por tanto
T oy
z ze, € O’neAC_;(O‘sA)nc:CB’EA.

b} Para demostrar la contencidn SEAc_:, EfeA es suficiente

demostrar que gEA es saturado, ya que efsAC '5’EA y tendremos
Ll o~
entonces e'eAc: O'E:A.
Notese 'que en el caso

Razonaremos por induccidn sobre 4.

d = 1 no hay nada que demostrar.

Sean 28, Z€ s une, ZFEA’ W1EA,..., WsEA vgr‘lf‘lcando
(ze) (2,60, (ze w e )™ (2, 6)e. .z e)(w, e )rin_e) e Te
CEAITELEAT o RES g Lz gtz g N W g W g A
Tenemos que demostrar que
= (2! Yw,oow ) e eF
Wey = zlzgevvz Mw ouw, )e:A €0
. ~ ~0
Caso 1.~ vilz) < v(¥) = ¥ .
Nétese que, puesto que _y_(?’) = *~ro es equivalente para
Q

x € vi(x) < -?S (Fi) ¥y vix) < ¥7,

-1 e )
y o, (z EA)(WJEA) € ®c. se tendra

Puesto que (zeA)(zi €y €\

entonces que v(z ) < v(z) <59 UBALY 7

viz,}), viw,) & L,

= También tendremos {(z_ ...z.){w_. ...
) z 1 P 1

i

-1
y_[(z1...zp)(w1...ws) ] =Zy_(zi) —-E_v_(wJ.) & Ly por ser

' >
vk[(z"...zp)(w_l...ws} ] > 0 necesariamente y_[(z1..zr‘)(w1..ws) ]1>o0.

Por ser 8" saturado tendremos entonces w & 'éf" y pcrlo

tanto WEAE OfeA.
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Caso 2.- v(z) > v(¥) = ?0.

Puesto que viwle, = vi(zle

A + vz ooz MW ...wS)--l]e >

A ! r 1 A

Igmpeewer

> vlzle, > v(¥le,

se tiene que

"t ~ —-1 L o~ e
We, € O’sA &) (WEA)(yEA) E GsA{yeA) = (Cl(y))eA.
. r
Ademids, puesto que ©C(y) = @ g(y)el se tiene
n=1 f
~ " o r ~ .
a(¥le, = [ (Ve le, = (Ve
a = LER oW Jog = (P B9e
¥ ponr. '-J..o tanto
~ ‘—1 e et y ~ .:.,'I ~ -
(we, ) (Fe,) € (Y, &= [lwe,)(Fe,) J% e’c‘:’(y)elnﬁA ¥n o= 1o..r.
n
Aplicando de nuevo 2.2.7: B(F)e = Fé’g ) Ty entonces

INA

I r‘sA(yEI nA
n n . n

~ = oy -
[lne ) (Fey) Jelne BTher . M e =

& L}

~ T e -1 ' ] :
fmmam) (yeInﬁA)[(weA)(yeA) JeIn € 'éEInﬁA ¥no= 1,.,,r &)
‘H) WEAr\Ine 6EInﬂA Yn = 1,...,1“

Utilizando el corolario 2.1.15 este Ultimo anillo es

pr F e
1 aa® (Tep Jer g = (Tep dep )
] N 4] 1 n

Oc

y puesto que G’eI es el anillo de una curva con un nimero de ra-

n
mas menor estrictamente que d , por hipdtesis de induccidn tenemos
(&e. ) G d £

CYsI €1 AAC €p A A y basta demostrar entonces gue
n n n
Pt P cart”
= n=1,...
weAr\In 4 O‘eInn A O’elnn A v s 1
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Ahora bien, tenemos

X =1 R -1 -1 —
(zEA)(zieA) , (zEA)(wJeA) &(35A==$ (zzi )EInF\A’(ZWJ )EInF\Ae GEInr\A

UZT.JPHWT.MsrﬁqA Ty = [zgeeez dwow ) e

.-“ém““—'
10a°% na
n n

i

Nt

Yy por ser O’eInnA saturado WEAOIne gEI.nr'\A Yn = 1,...,r y
terminamos la prueba.
2.2.9 Corolario.~. En las condiciones del Teorema 2.2.8
se tiene
v P
S(@"S:A) = SsA YA & I

2.2.10 Nota.- Supongamos conocida la clase de equisingula~

ridad de cada una de las d ramas que forman la curva algebroide

. plana C. ) '
8i conocemos el par de contacta (F1[... Fd)'z {g,c)
tendremos (2.2.3)
Bl + cel si ¢ < 1l
~ 0 q q - q
Y, =
* i i
g+ si e =lq+'|

; ~0 .
Par otra parte, conocido ¥ sabemos que cualguiera de sus

~0 . . ~0 k k
coordenadas vy se escribe de manera Gnica comoe ¥ =B + ce

k P P
k
0 <c¢ f_lp (2.2.4). 8i p £ p entonces tendremos (f1|..

f4)=(p,c)

Yy 81 p = p+1 necesariamente ¢ = 0 y (F .. lF ) = (p, lk +13.

1 d P

( p denota el indice de separacidn del tipo de equisingulari

dad de f1,...,fd v. 1.2.1},

Esto prueba que ?O y (F1§..,|Fd) son dateos equivalentes
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cuando conocemos los tipos de singularidad de las ramas.

2.2.11 Proposicidn.- Sean i ) J € I y denotemes por ??. el

r""-_./' lJ
elemento del semigrupo S(@e{i J}) definido come en 2.1.5. se tiene
entonces

; . ~ 0 ~0
1%o~|¢$ Yij>p”id}w }
Demostracidn:
NO"'" ’ ~O~
Denotamos por Y (SeA) & ¥ (GEA) el elemento de
s p—
S?A = S(ﬁeA) definido como en 2.1.5 para este semigrupo.

Si J es una de las clases de equivalencia para R~O y toma-
' Y
mos i,j € J, puesto que 51?0}5J es un anillo local (2.71.13) se

tiene que:

¥ (GQJ) > ¥ e

y por lo tanto

L0 L0, ~0
Yig 2y ey 3> Yoo

{Nétese que estamos utilizando e, por pPA).

Reciprocamente si ;ﬂ OJ’ existen yl,yJ € % verificando
SN

i _ -0 i N -0

YT i YT,

S50 s 0

YJ —YJ ’ Yi Tj_

y por lo tanto
i i,.1 ~0 i L0 0
= -Y Y = .Y Y >

Y E{i,J} ( T J) { 5 J.} {Yi,YJ)

J R AN N S0 -0
'Y E{i,J]’ had (Yi,YJ} - (.Yi,Yi) > (‘Yi! Tj)
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~( ~0
1o que prueba que Y., 6 = Y&, 6
aue » a ij (i, ]}

2.2.12 Teorema.- Sean 1i,j € I. Se tiene que iR~0J sl y
Y

sdlo si iR o (véase 1,2.8 para la definicién de R O).
Y Y

Demostracion:

Condicién necesaria

Supongamos  if od ¥ sea (qg,c) el par de contacto de
Y

i .
i < = .
F1,...,fd. Si ¢ < lq entonces es (ﬂ{|fj) {(g,c) vy por lo tanto
.0 i ij Jy _~0
. = (BT + ce,B8Y + ce”) =v¥"e
Ti] q 9’ q q {1, ]}

per la proposicidn anterior tenemos iﬁ OJ

Si¢ = 1541, puede ocurrir que (fi!FJ) sea (g,¢c) & {(g+1,0).

En ambos cascs es inmediato que

~ O _~0€
Tip 7Y i, py .
. _ i J
Obsérvese que si ¢ = lq+1 = lq+1 se tiene enm ambos cases que
N S SN Y
Yig = g Bae? =V % g

Condicién suficiente

Supongamos ahora iR entonces (filfj} > {g,c) vy

ol
Y

- i
{Fi\fj) > (g+1,0) s8i ¢ = 1q+1. El par de contacto

~ 0 P
(fi|FJ) = (g',c') determina Yij {2.2.10) y es un simple cAlculo

-0 ~0
demostrar que Yij >y E{i e
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2.2.13 Noeta.~ 8i conocemes la clase de equisingularidad de
las ramas que forman la curva C, el par de contacto es un dato equi

~0
valente a ¥

(2.2.10) y también a YO {véase 1.2.4, 1.2.8).
Indirectamente sabemos ya que TO N ?0 son datos equivalentes,

de una manera mis concreta veremos la relacidn numérica que hay

entre ambos:

2.2,14 Proposicién.- Sea € una curva reducida, plana con
d’ ramas de ecuaciones‘f1?..,,fa‘y {g,c) su par de contacto. Se veri

fica entontes la igualdad

g ,
39249 §ON=1P
n=-1 e )
Donde P = (§. 79 (v. 1.2.11) No= N =N (1.2.2) para
) n = By By o Yo oNa= N, = Ny 1 p
0 <n'<q ; i,J € I
Demostracidn:
.a) Supongamos ¢ < 1;, se tiene entonces
o -1 i —1 =1 i
., = N + ce” = (N 1) + B” + ce’ =
Ti = Ngfq T % g Bq T g q
= (N —1)Ei+—N Ei + Bi - Bi + ce =
q q g-1 " g-1 ( q q—1)
= % (N 1]Ei + Ei + 1 3 y o+ cei =
Tl n " Tg- g ™ Bg-1 g
q._
g - - q . .
_ oy oy i, 7 . i i i_
e IAN-1)B + B+ ] (8 - 8 ) +ce
n=-1 n=2
= v (N -1) 1 + B 4 i + ce” =
- 'Z‘ n_' Bn B-l B - 8-1 =



~71=

w|
-

q . .
PN -1) . B- + ce. =

n=- q q

q »
T (Nn—1) B o+ ¥y

n=t

1)

. i 0 i L0 i
b) Si tenemes ¢ = 1q +1 entonces Y, = Bq+1’ Y, = Bq+1

y por el mismo procesoc de a)

0 =i -1 i i
= = B -— =
Ty Bq+‘l Nq Bq + g+1 Bq) e
q . — o} : R
- T _ -1 1 T l:_ 1 -
LN R R T - )
n=1 n=2
q . .
—i i
= ¥ (N -1) B. * B =
L
I n g+
-0

-1
=] (N =1) B, + ¥

Tenemos por tanto demostrado que

o .
¥ - SN <1)p 450
i 1 e n

2.2.15 Teorema.- (v. [21]}. Sean ¢ y @' dos curvas alge-
broides, planas, reducidas, con & y d' ramas respectivamente. & es
équisingular a §' si y sdlamente si d = d' ¥ para una reordenacién

de las ramas se tiene S(@) = S(EF).

Demostracidn:

C. Necesaria.- Razonamos por induccidn sobre d, Para d = 1 es el

Teorema 2.2.5,

En el caso general veamos que- la clase de equisingularidad

.de & determina 8(5).



1

Para i,j € I la multiplicidad de interseccién'{fi,fj) permi

te determinar (fi|fj} (1.1.8) y por tanto podemos calcular

) vy ?O. Puesto que R 0= R o {2.2,12) podemos también
Y Y
determinar R 0 {(1.3.4).
?
POr hipdtesis de induccién sabemos gque la clase de equisin-

determina

gularidad de GEI , donde In es una de las clases de R 0’
. " 5
e -~ ~ -0
'S(SeI ) = S(ﬁ)eI para n = 1,...,r. Puesto gue S(O@I (¥ €1 ) =
n n ' n n
~ .0
= Sy Je, se tiene
n._
r r
~ ~ .0 " ~0
s % = 1 @) %6 = 1 (5@ 1) (% )
0 0 I I 0] I
na=-i n n="1 n n

y por hipdtesis de induccién tenemos determinado (S(Eﬁ)O(YO).

Puesto que G = [L[‘\%] U (f}'o + (8_1 Xoa WX Sr)) ¥ [Lf‘]“é]
se puede calcular con ?O y la clase de equisingularidad tenemos

ya demcstrada la condicidn necesaria.

C. Suficiente

. ~ D e
' Por 2.1.,15 y .2.2.2 S{S}e{i} = S(Ob{i}) y por 2.,2.5
e . N
S(Te ) determina la clase de equisingularidad de la rama i-ésima

{1}

para cada i € I,

Podemos calcuar ?t) en S(8) (2.1.5) y también R o

Y
{2.7.4), esto nos permite calcular la multiplicidad de interseccidn

de fi N fJ siempre que iﬂ%oj

. 1, ~0
(f,.,f.) = min{e (¥" +
i RERK

iy 2

(N =1) 89, e 5%+
v v g 1

i1 0

(N 1) 590}
v v

{véase "1.2.9, 2.2.12, 2.2.14).
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Si 11""’Ir san las clases de equivalencia para R'O
¥

e —

tenemos S(G@I ) = S(O’)eI y podemos razonar inductivamente para
n n

calcular el resto de las multiplicidades de interseccidn eon leo que

finalizamos la prueba.

i
PR



—7 4

2,3. ARBOL DE EXPONENTES CARACTERISTTICOS DE UNA CURVA

Came el e Ee bl

2.3.0 Introduccién.— En el epigrafe anterior hemos visto el

paralelismo perfectoc que hay entre los contactos principales de una

curva C, que son datos del semigrupo de valores de C, y los valores

del semigrupo saturado E;,...,F ’ ?O. Es claro gue podemos CONS—

q
truir de una manera similar al A.C.P un arbol pesado asociado a la

curva utilizando en lugar de los contactos principales los "exponen

tesrparagperi§ticos " Eb,...,%g, ?0 de C.

a

En este epigrafe construimos dicho arbol pesado, al gue lla
maremos ARBOL DE EXPONENTES CARACTERISTICOS de C {A.E.C.) y que de-

notaremos por D(T), D) & T cuando no haya lugar a equivocos.

2.3.1 Construccidén del A.E.C.~ f{v. 1.3.1}

Partimos de una curva algebroide, plana y reduciﬂa C de

ecuacion f = f1f2...fd donde f

1,...,fd sen las ecuaciones de las

d ramas de 0:01,...,C . Denctaremos por &, como es habitual, el ani

d

llo local de C, por‘g el saturado de & y por‘g el semigrupo de..
vt

valores S5(d).

Podemos calcular el par de contacto (f1|...|Fd) gue denota-

remos por (g,c) y considerameos

~ 1 2 d

P, = (6,8 »..-»8 ) €S 0<n<q
.0 A0 e —t

Y = ("]'_1,lou,'Yd}e S

Es evidente (1.1.3) que ?% £ L, n < g, siendo L la recta
que une el origen con el punto (B;,...,Bg).
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Sean 11""’Ir las clases de equivalencia para la relacién
R 0 y calculamos los datos anteriores para las curvas O%I
¥ n
n="17...,r, es decir tenemos

I L I

Ojl

Nos quedamos Gnicamente con

~In ~In ~0
S .. <SP _i'YI ¥n = 1,...,r,

P
g+ qn "

Puesto que #In < d ¥n, podemos continuar este procedimiento hasta

conseguir que todas las ramas queden "separadas" ¥ que en cada una
de ellas hayamos agotade los exponentes caracteristicos.

Ordenamos los datos antericres en un drbol de la siguiente

forma:
. o~ ~
1) Colocamos en su tronco los pesos PO <... <Pq.
2) Del primer nudo salen tantas ramas como clases de equiva
lencia hay en R‘O y colocamos en &l el peso ?O
3 .
3) En cada una de las ramas, In’ colocamos los nuevos pesos
I I
~ i
P @ <...<P
SR q,
(5)\- <
P <P, «
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2.3.,2 Nota.— Se puede transcribir literalmente el contenido
de la Wota 1.3.2 para reducir los pesos del Arbol y evitar la so-
breabundancia de datos. Obsérvese que si hacemos dicha reduccidn

obtenemos<lo§.pesos"5n'r Bi ! BS ¥n < q.

2,3,3 Teorema.- 81 C y C' son dos curvas algebroides, pla-
nas“x reducidas cofs d y d' ramas respectivamente entonces C es equi
singular a C' si y solamente si d =

d' y para una ordenacidn de los
P

indices {1,...,d} se tiene D(T) = D(EM).

Demostracién: Puesto que todos los datos empleados en 2.3.1

dependen sdlo de la clase de equisingularidad de la curva (v.2.2)

la condicidn necesaria es trivial.
En cuanto a la suficiente es también clara, pues por una
i i o, ~0
parte podemos obtener {SO,...,Bg} ¥ie I y per otro lade Y per-
i .
mite calcular (2.2.15) la multiplicidad de interseccidn de fi y fJ
siempre que iR’Oj. La prueba continua inductivamente.

Al

2.3.4 Calculo de D a partir de S

8i tomamos como punto de partida el semigrupo saturado de
. ~ P
la curva C, §, el cédlculo del &rbol D es muy simple (comparese con

el cédlculo del A.C.P. a partir de S en el $3 cap. 1).

-~

7o =max{YeS/TcLUSY)} . (2.1.5)

iR, jes(¥ 6 €8, 8 >y; 6 = v, &8 =v) (2.1.4)
70 - . * Jod

Ademds si consideramos

LN =tr etnS/sy <i%
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ses de eguivalencia para R~0, y por Si el semigrupo EEI . Se tiene

Y i
entonces (2.2.2)
.« . ~0
Sl = {Si)O(Y EI')
i
y tenemos la cadena de biyecciones
r r r
"‘”‘-0 '-—O ~O ~ -~
%) e 5D =18 % =1 G%, resn s 7% )
0 0 I n'o I n I
4 n 1 . n 1 n
y como consecuencia podemos afirmar = = 13
s ~ 0 ~0
Yy €Sly7) &= vye, €8 (Ye )
n n

2.3.6 Cilculo explicito de ¥

Y

Procedamos por induccién sobre el nimero de ramas d. ElL

caso d = 1 es 2.2.4,

En el caso general, suponemos conocidos 51,...,8P por hipé-

tesis de induccidn, se tiene én primer lugar

~ .0 ~0 ~0
Sy ) = 81(Y £ ) Xu..x §F(Y €1 )
1 r
Podemos escribir el Teorema 2.2.7 también como

—r

g = [Ln3] usEO

n

Yy tendremos
[LOE) =15, +2re, 70 <v<aq, x>0, B ey < 03

con lo que finalizamos el cdlculo de .

Nétese que el A.E.C. de las turvas SEI se puede obtener a

i
partir de D(§§ simplemente multiplicando todos sus dates por € Y
' i

prescindiendec de todos los que se anulan. (Es lo mismo que quitar

todas las ramas de las clases Ij’ J # 1, y proyectar los pesos que

aparecen en el pie del arbol).
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se tiene
By = Py = min(§ —(o)), g, - '50
~ o~
Yv > 0 P\J =min{ ye(LN's) / m.c.d(rhgv_1} <&, g 1
' e =mc.d.(F ,e ) E LN Zﬁ
v vy -1 +

Puesto que conocemos las clases de equivalancia para R 0’

I1""’Ir podemos continuar la construccidn inductivamente en cada
uno de los semigrupos §EI n=1..,r hasta completah'ﬁ.

n

2.3.5 Nota

a) La ventaja esencial de trabajar con los semigrupos
saturados de curvas es que estos se determinan con mucha mayor fa-
cilidad que los semigrupos de las curvas y simplifican notablemente
los calculos. Mas concretamente, el semigrupo de valores, S,.de la
curva C es un dato equivalente al tipo de equisingularidad de la
curva; sin-embargo no se conoéen algoritmos para su cadlculo conoci-
das las clases de eqqisingularidad de las ramas y las multiplicida-
des de interseccidén. Sin embargo el Teorema de estructura 2.2.1
para el semigrupo saturado S de C nos permite calcular explicitameﬂ
te S de una manera muy simple partiende por eiemplo deiﬁ.

b) Como en 2.1.5 consideramos
Bly) = {6 €5 /5> v )

B () =16 ezj /6 +y €8}

Se tiene una biyeccidn B{y) —— s gb(Y)

§ ————y &Y

Denotamos por g; el semigrupo E&ﬁ?o)sI , Siendo I1""’Ir las cla-
i
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2.3.7 Nota.- 8i A € I y consideramos la curva CA gue tiene
por ecuacién f, = I f. el calculo de D(C,) y D(C.) es muy simple
A . i A A

ie A
partiendo de D y'ﬁ, basta quedarse con las ramas correspondientes

a los indices del conjunto A, prescindiendo del resto, y proyectar

los pesos sobre A C I. Llamaremos Dg, vy De

A a los A.C.P, y A.E.C.

A

respectivamente de CA' Denotamos leos contactos principales de De:A

(respectivamentes los "exponentes caracteristicos™ de De. )} como
D P A

(resp. P [

p £ o) ?O)
€ 0Sar a, AT Al

0

0%ar P S YA
A

Entre ambos conjuntos de datos se tienen las siguientes

relaciones nlmericas

P

Pofa = Po&y
P N (AY(P e ) + P ] W <
vH1EA TN vEA! T Pupq8a T PUEA WY <ay
= d. (P ) = d.(F . Y, v o<
g,84 = Mec.d. WEA? §y_qfp) = m.c.d. vEAIE B4l Vv 2 Ay
g ' o
£
N,(A) = _Z 1A vi1 Yieg A, v E_qA
“vEA e o
v
q
59,0 “A (N (A) =1)P
L N v TR A
y=1
Puesto que ademis R o= R 0 YA C I, es claro que las rela
Ta Ya

¢iones numéricas anteriores proporcionan el algoritmo de paso de

~ 4
DaDy viceversa.

Nétese que en particular si A = I tenemos

Po = Po

P ,=NP +P T vn <

n+t o TS nsa

g, = m.c.d.(Pn, 9n;1) = m.c.d.(Pn,_n_1)
q

o .0 9

Y =Y + {Nn—1)Pn

4
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2.3.8 E jemplos

i_ Repetiremos los ejemplos que ya utilizamos en 1.3.12 para po
nher de manifiesto la analogia entre D yfﬁ.

ﬁ) Caso irreducible

L 3
L
1

B0 B4 B ... S S

B) Caso diagonal

'U'e -4

o} A

~ -vO A
0 _1 LI S Pg Y'\ .

€¢) Caso multitangente

——

D} Tomamos Fﬂ, f f f igual que en 1.312 D)

i i i i
By = 20, B, =48, B8,=054, g, =57
?0 = (52,52,52,52) ?O = (56,56) = ?O

I_| 12

Reproduciendo los &rboles de 1.3.72 D} tenemos

ot
[
1l

(20,20,20,20) = (20), P, = (48,48,48,48) = (48},
I’l ~12
= (52,52,52,52) = (52), P, ='P," = (54,54) = (54)



8=

3 (20)
! (48)
(52)
(54) (54)
(38) | (56) 57/20 S1/20
20
37 %7 57 57 .

E)} Para las curvas f1,f2,F3 de 1.3.12 E) se tiene:

1 1 1
50 = 9, 31 = 15, 52 = 16
2 2 2 _
BO = 9: B.I = 15’ 6'2 = 20
3 3 3 .
Bog =15, 8, =25, g, ="32
?0‘= (16,18,30) ?? = (20,32)
2
7 (9,9,15)
{s,15,25)
(16,18,30)
“16/9
‘o (20,32) 32715
20 32
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2.4 DESARROLLOS DE PUISEUX

2'4'0'i Cuande la caracteristica del cuerpo base es cero
la herramienta usual para estudiar las curvas planas son les desa-—
rrollos de Puiseux. Parece 1b6gico por tanto estudiar en este caso
los &rboles D(C) y 0(C) utilizando desarrollos de Puiseux. Por otra
parte O. Zariski en su serie de articulos "General Theory of Satura
tion and Saturated local Rings" introduce los anillos saturados de
curvas planas poniendo de relieve la simplicidad de los cdlculos
utiliééndo los exponentes caracteristicos de los deéahrollos de
Puiseux. Puesto gue cuando la caracteristica de k es cero la satu-
racidn de iariski es la misma que la que hemos usado aqui (ver [21]},
estudiaremos también la relacidn que exist; entre los invariantes
comunmente usades por Zariski y los utilizadgs pbr nosotros en el
diagrama B.

Haremos continuas referencias al articulo de O. Zariski
"General Theory of Saturation and ;f Saturated Local Rings II.
{Saturated Local Rings of dimension 1}" ([81]) citando la referen-
cia-exacta en €1 de los resultados utilizados.

2.4.7 Notaciones

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero y f1,f2 c k[[X,Y]] dos series irheducibles, sea @ el anillo
local de la curva algebroide de ecuacidn f = F1f2, &=k[[x,Y]] 7 (£)
¥y supongamos que x = X+ (f) es transQersal a ambas curvas f1 N fz.

Podemos tomar los desarrollos de FPuiseux de f1'y f

?c
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X = t_1 X = t22
(F1). 13 (FZ): 5 5 4
y = Z a,t y = a,t
i>a 1 i2n, 12
-1 -2
-1 1 ; =2 2
= = 8 E i ic] = = :
donde n, BO 0 ©° la multiplicidad de F1 y n, BO BO es la

.multiplicidad de Fz.

Podemos también escribir los desarrcllos de Puiseux en los

1/n 1/n
cuerpas K{(x } oy k(X ) respectivamente como
& 1/n
2 4 Ny
(f: vy = .Z a; x
i=1
(*) o ,
i/n
2 2
(f2). Y5 ‘E a; x
i=1

Usaremos, en la mayor parte del epigrafe, los desarrolles

de Puiseux escritos en la forma

1 ‘ oA
1 1 1 1 1a" 1 1
. i 2 .
%/h1 v‘I 4 (B1+JQ”/%1 S 1 (B2+J62)/%1
Y. = X + LAy X + L oa., % + ... +
1 . i J . 2]
J= J=0
(1‘(7’6)
¥ eer v 1 oa x o1
J=0 g.4d i
4
donde li = h - ki ,1 = 1,2,...,91—1
1
2 2
2 1 2 2 . (85 +1)/n
51 n, q > (B1+Je1b/32_ , 9, 2
.y2 X + z 4 X P I a X
Jj=t j=o 924
ok l2 = h2 k2 i = 1,2
{#%) g = hg =k, Yi = 1, ,...,92—1

Sea W, {resp. w2) una ralz primitiva ny >

de la unidad, los ny (resp. n2) desarrollos de Puiseux conjugados

-ésima (res. n.- ésima)

de ¥q {resp. y2) se obtienesn entonces como



= i/n
VL. z a1 wnl % 1, n =12 n
Y 5 1 %y ; peees Ny
i=1
m o5 2 mi M
(resp. y, = ) aj Wy X pmo= ,2,000,0,0,
i=1

Denotaremos por v la valoracidn natural del cuerpo

‘l/n1n2
k{{x )} con wv(x) = 1. Nétese que en este cuerpo tienen senti

do los desarrollos de Puiseux de f_ y fz simulténeamente.

1

2.4,2 Definicibén.- Llamaremos exponente de contacto de f1

¥ F2 al ndmero

n

Dey) /1 <n<a, t<m <t

L PP max {v (y

‘ - m .-
=max{viy, - y,) /1 <m j_nz}
= méx{v(y: - yz) PR (I n1}

2.4,3 Nota.- {(v. [81] ¢6) '

Podemos definir el entero q por la condicidn siguiente

8 ‘782
Yy > min{ﬁ3 v }
1. 2
61 52
, i
§ < min{ ar ’ q: }
- 1 2

El nimerc ¥ nos dice que, para una cierta eleccidn del ente
ro m, los desarrollos de Puiscux Yq> yg difieren Onicamente en tér-
minos de orden mayor o igual que ¥ . Cambiando la parametrizacidn

si es necesario, podemos suponer sin perdida de generalidad que

¥ = v(y1 - yz).
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K] - —l
Se tiene entonces que, si 1/n1 <¥ y a, £0
2

i
i # 0) existe j (resp. existe i) con i/n1=j/n2

aJ. Concretando un poco méds, si observamos la expre-

(resp. J/ny < ¥y a

. 1
y ademas ai =

s§idén (*¥) para los desarrollos de Puiseux, se tiene

B;./H_I:B?/nz ¥i < g

“ 1
| 2 Bi+cei Bi+cei 1 5
li = li = l:i.’ - = - y B, = a,i i= 1,..,9-1, Of_cj_li
1 2 .
B1+ce B2+ce . 1 5
m = q'nq,o_icimin{l,l}
1 2 49
1
g _+ce .
Si 9 < Y entances a.1 = a2
n, qc gc

2.4.4 lema.- Con las notaciones usuvales, sea
B1+ce1 824‘06‘2 ' 1 s

A=t2-9 -9 9,0 <¢ <minfl, 1°})
N4 Ny q q

Se verifica entonces que, o bien Y € A o bien

.1 2
Y = min {Bq+1 // N Bq+1 / n2}

Demostracidn

) 8 “"1/2/}'«;"1:
a upongamaos T < mln{Bq+1 Ny Bq+1 n,t, existird entonces un

Gnico ¢ con 0 < ¢ f_min{l;, li } de manera que
81 + ce1
1 = ! (v. 2.4.3)

-
1]
e}

) 1 2
observemos que necesariamente a £ a
q,c g,c
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b) En caso contrario, la misma definicién de Y es

1 2
a1 /0 B g+t / npt

2.4.5 Nota.- Asociado a Y podemos definir un par de nimeros

enteros que denotaremos por |Y! de la forma siguiente:

1 1
. B+ ce 1 o N
a) si Y=-2—9 con ¢ <min{il, 17} serd |¥| = (g,c).
n1 q q
b) 8i ¥ = miﬂ{B.1 /’n 82 /’n } tendremos
q+i 1 g+ 2
/ | | 2
- = i B < B
Lb=1) { thq + 1) si 1 n, gt n,
o 2 g 2
= 4 - = i B > B
Py b-2) = (g, Lo+ ) si B n, 7B n
" 2
- = i g =
L b=3) {g +1, 0) si o n, Bq+1 n,
b & ‘ , 1 " 2 i ,
Obsérvese gue ?l Bq+1 n, Bq+1 n_1 hecesariamente q €85

el indice de separacidn del tipo de equisingularidad (v. 1.9.1) y

. 0 I byl ¥ -1 2
podemos definir, cuando esto occurra y ademids ¥ = m1n{Bq+1/%1,Bq+1/%2}

~ 3 1 2 |
151 = (a, mln{lq +1, 1q+1})
1 2 ( 2
= <
puesto que lq <lq ) Bq+1 n, Bq+1 N y
2 1 ) 1
< < B
1q lq = Bq+‘1 " g+ )

2.4.6 Teorema.- Si F1’ f2 son  las ecuaciones dos curvas

irreducibles planas y (f1,f2) denota su multiplicidad de intersec-

cidn entonces:

i) Si Y e A, (f,,f.) =¢° B + ce

14 g2
11 2 q___l q eq"”eq B + e e

i
-1
0 -
om
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s s ;o , 1-2 2.1
ii) si ¥ £ A, (f1,f2) = m1n{eq8q+1, quq+1}
g 2 .
Observemos que, puesto que eqn2 = e nj, se tiene
1 > 2 21 > 12 2 =1 2 122
%+1 2 < Bq+1 1 =, eq5%+1.z quq+1 = eq Bq+'1 < eq Bq+1

(véase 1.1.2 demost.).

Demostracidn;

Usando la Proposicién 6.1 de [81] se tiene

1, 2 2 1, 2 2 ' 1, 2 2 ~ 2
(F1,f2) = 81(60 - eﬂ) + the_,l - eZ) et Bq(eq_ﬁ,I " eq) fy ”1eq
2, 1 1 2, 1 1 2. 1 1 - 1
(f.l,fz) ~B1(e0 - 31) +|32(e,z - e2) +"'+Bq(eq-‘l - eq) +Yn2eq

Se tiene la siguiente cadena de igualdades:

g 9 g
1, 2 2 72 1 2
1. Bpleq - e,) = L By Cnos T ) By &y =
n=1 . 1 1
G-
1 2 2 - 1, 2
= g e, - B e, + § (-Bn+1 - Be =
q-1
1 2 1 —1 1=—1. 2
~B1 &y = 8 e 4+ § (8 - N Sn) =
12 4 2 a1 21, 2
= 81 eO - Bq eq + E (8 +1 Nn Bn) n
q-1
1 2 .1 2 - 2 1
=B _ 8 7 _ -
€4 q eq + ﬁ (Bn+1 e &1 Bn)
2 1t 2 =1 2 2 =1
= 8,1 eO - Bq eq + Bq eq_1 - eO 81 =
— 2 1 2
= 8 e - B e .
g g-1 qa q
Andlogamente ? E»Z(e-| el) "'52 e1 82 81
? §7n =1 T Th 9 g-1 " "q "q°
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En el caso i) tenemos Y = ~3——F—_ﬂ y entonces
1
i ‘ -1 2 1 2 |~ 2 _
(f1,F2) = Bq eq-ﬁ - Bq eq +-Yn1eq =
- 102
= 81 62 - B1 82 + 51 62 + ce e =
g g-t 9 4 a g a q
= Ej e2 + ce.1 e2 |
q g-1 g
En el i) 7 =8 / ’
n el caso 1i), supongamos y = g+ n, y tenemos
-1 2 1 2 1 2
(f1,f2) = Bq eqb__1 - Bq eq + Bq_‘__1 eq =

2 A
= 2q Pae
Si se tiene ¥ = 82 ,/ n podemos utilizar la segunda expresidn
g+ 2

para la multiplicidad de interseccidn y obtenemos

1—2
(f1,f2) = eq Bq+1

La observacibn previa a la demostpacién hos dice que el

Teorema queda asi demostrado.

2.4.7 Corolario.- El par de nimeros enteros |y| definido en

2.4.5 coincide con el par de contactoe de f1 y f2, (F1]f2)°

La demostracidn es evidente utilizando el Teorema anterior

y 1.1.7, 1.1.8 y 1.1.9.

o

2.4.8 Gorolario.- Conocidas las clases de equisingularidad

de f1 ¥ f2 son datos equivalentes: (f1|F2), (f1:f2}’ ¥s YO, ?0.

Es inmediato después de lo anterior y de las formulas para
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Y en 2.4.4.

2.4.9 Nota

-~

a) Supongamos {q,c) = (f1|F2) por 2.2.3 la expresidn Y es

?9 = Bl + ce si c < ll
i q q - q
~O 1 i
= = + = 1,2,
Yi Bq+1 si c 17+ i , 2

Se tiene entonces ¥ = min{?o /’n1, ?2,/ ”2}

b) Consideremos y? = I a. .
i/n, <Y i/n, <Y

(ndtese que y# = yg) & ¥y - y#, Yo = yg ,escritos estos desarro-

lles en la forma (**) de 2.4.1, Sean

1 A 1 1 ~ . ) . 1

= mi : > S IR 0 < < 1,
%115 mln{(Bi + c:ei)/n_1 /_(Bi + cei)__man, 1< i 294;0%c¢ __ll}

2 2 : 2 2. , 2

= mi ; > - <i< g0 %g <15
o, mln{(Bi +_cei)/n2/ (E"-i.+ cei)r_ SUPTR Li29,,0 262 i}

se tiene entonces’
o
Y —oy: = ak % b + ... (términos de o. sup.); k = 1,2

, k .
donde no necesariamente a es diferente de cero.

Se verifica que:

Yoo= Ingag, nyen)

La comprobacidn es inmediata utilizando de nueveo la expre-

sidn de ?O dada en 2.2.10 4 2.2.3 y los comentarios anteriores.

2.4,10 Notaciones.- Sea ahoara & el anillo loecal de una cur

va algebroide, plana y reducida C con ¢ ramas de ecuacidn f=F1F2..fa.
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De la misma forma que en 2.4.1 denotamos el desarrollo de

Puiseux de la rama i-ésima fi como

Jin,
(¥) y,. = ] ax
* J>0 J
; e/
1. B+Je /n o By TJ ny
i i 93
(k) y, = Za"J R T .Zagjx
J=0 j=0 "1

donde n, es la multiplicidad de la rama fi.

Sea n el minimo com(n miltiplo de las multiplicidades

n,. En el cuerpo k({x 1/ "Y) tiene sentido considerar todos

n1,n2,..., d

los desarrollos de Puixeux de las ramas FT""’f En este cuerpo

dq
consideramos dos valoraciones equivalentes vy ¥, ambas con ani-

. 1/ . . :
llo de valoracidn k[[x n]] y normalizadas respectivamente por las

~

n, ¥{x)-= 1. E1l semigrupo de valores de v es &

y el de ¥V es (1/n)-2 y ademds v(z} = n¥V(z) para todo z de k((x1/n))

condiciones vi(x) =

Conservando las notacicnes de 2,4.2 sean 1,j€ I={1,2...,d}

Y Yo, Y dados por

ij 1]
Y., = méx{;(y? - ym} /1< n<n 1 <m=<n '}
1] i Ui
-1 maxiv(y, - ym)/H <n 2n,, 1Smlnt= Ly
n i j'. - - n i\j

2.4.11 Definicién.— Llamaremos exponente de contacto de

F1,f2,...,fd al nimero
¥ = min ¢¥, 3} = 1 min iy, Y= 1y
1icjds M T gy cg<g T

2.4,12 Nota.- El entero positivo Y coincide con el definide

por O. Zariski en [81]$ 2., (3). Como se pone de manifiesto en [81] $6



T

se puede utilizar Y& yen la mayoria de los desarrollos modifican—

do adecuadamente los invariantes, por ejemplo utilizando los "expo-
rl . . - ~d A . .

nentes caracteristicos modificados" {33,...,53} definidos por

, i
ﬁ; = (n/ni}B; en lugar de los exponentes caracteristicos habituales.

Indicaremos también la conveniencia de comparar las defini-
ciones anteriores con las de [60].
Finalmente consideramos la "relacidn de saturacién', R,

definida por Zariski ([81]956(40)), sobre el conjunto I=4{1,2,..,d}
dada por

iR j ¢_=>Yij > Y == ?ij> ¥

2.4.13 Proposicidn.- Sea C una curva reducida con d ramas,

su exponente de contacto y ?O € S (v. 2.16) entonces
~ , ~0
Y= min .{Yi/ni}
121 <d
Demostracidn:
~0 2 —
Denotaremos por Yij € Z+ el elemento definido en 2.1.8

para el anillo local de las ramas fi,F.d 4 equivalentemente (2.2.9)

para el semigrupo ge{ij} {ver también 2,2,11), Por 2.4.9 se tiene

or (700 e (50
Ay o oy
- , it i
i = ming J R Jn Joy.
i ~0 .0
Supongamos para fijar ideas min {F— }= —
i 1

Se tiene que iR g == ?i‘ > ¥
¥ J
. . . 0 ~0 P
pues si es iR .j, entonces ¥ . > pr . . (7)) (2.2.11) y ademas
;0 1j {1,J}

=<¢
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~0 ~0 ~0 . ~0 ~0
= i =Y- .
pﬁ{i’J}(y } (Yi,YJ) & pp{i,J}(L), es decir Yi nJ ] n, Por
lo tanto
or (700 pr (%) 70 50
~ - N 'Y" . P B 'Y
Y. . = min { ——d , J .0 } > -2 > min{ —5}
i] n, n, n, n
i J i k

Por otra parte, existe k € I de manera que %ﬁ 01 ¥y por lo

L0 ~0
= ‘Y ]
tanto Y4k __pr{1,k}( ), como consecuencia

?0 .0 qo

~ ~ 1 Yk, T4

Y £ ¥, =min{—, —}= — ()
1k n, ' ohy n,

y tenemos, uniéndolo a la desigualdad anterior

. . S
1R§0J ==>’riJ Y

Sean i,j € I tales gue Y = ¥,  entonces es necesariamente

ij/
if or lo tanto se tiene 0. = r (NO) entonces
v = iR _i _i > _1
Y= Tij-mln{n, ’l"l,}—-n'
i J 1

Esto unido a la desigualdad (*) nos dice ya que

Y = min.{§(?// n, L
, i i
i€ I

2.4.14 Nota

a) En la demostracidn anterior hemos visto gue la relacién de equi
valencia R , es mis fina que la relacibén de saturacién R, mas tarde
Y

veremos que en general es estrictamente mds fina. También estudia-

remos algunas c¢ondiciones bajo las cuales ambas coinciden.

b) Sea iO € I un indice fijo y supongamos para simplificar que

. ~O -\-O A . "‘0 "‘O
mln{yi /'ni} = Y4 /’nj. Si se tiene Yio /{nio = Y1 /’n1, un razona
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miento similar al empleado en la Proposicidn anterior nos permite

asegurar que existe un indice i € I con la Gnica condicidn ig i, de

0
. Y

maner ¥=% Si ?O/ "‘0/ 1 i

era que Y = ; 4+ Sies N n, o> \& n, ¢ aramente se tiene

G 0 _

1) OiO y como antes tendremos Y = ?1 i Asi pues podemos concluir

Y 0
que ?=min{§iojfjex, J# gt

Es decir, para el cdlculo de ¥ basta fijar uno cualquiera
de los desarrollos de Puiseux en una de las ramas y comparar los

del resto con él, asi pues

2.4,15 Nota.— Hemos visto en 2.4.7 que el par de n(meros
naturalES'l?ij] es precisamente (filfj), es claro entonces que po-

demos calcular

H‘“_Ilf‘

= min { | ¥ <4 < i &£
2 ...lfd) min {['gd[ /1 241 <] <Lgl

FPuesto que conocemos los pares de gontacto (fi|f } podemos

J

también deteminar R 0 (1.2.8) y calcular entonces el arbol de expo-—
'Y .
nentes caracteristicos, T 6 el arbol de contactos principales, D

usando para ello los desarrollos de Puiseux.

Los resultados que siguen son una nueva profundizacidn en

estos hechos, dando métodos mis simples de cédlculo.

Sea g el entero definido por

. i .
¥ > mln{Bq /’ni sy 1= 1,.0..,d}

. i .
Y < m1n{gq+1 /’ni s i=1,...,d}
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es claro que se tienen las fmismas igualdades de 2.4.3 para todos

log-indices de I. Utilizando las mismas notaciones (2.4.3} tenemos:

2.4.16 Proposicién.~ Consideramos el conjunto

A={-2 .9 . ¢ <c5min{1;; i€ I})
Se tiene entonces una de las posibilidades siguientes:

i) Y€ A ysi ¥= (B; + ce;)/ n, entonces es (f1|].|fd) = {qg,c)

iy : i .
ii) v = m:Ln{Bq+1 /ni? ie I}t ¥ entonées

'{q+1,0) si Bi+1 nj = ni8é+1,' Vi,j e I
(f‘_l!...fd)-* ; _ :
(q,lq0+1) siendo 8q21= niog miq{ﬂé+1 /ni)
L en caso contrario -

La demostracidn es evidente después de tode lo anterior.

2.4.17 Nota.~ De manera similar a 2.4.9, sea,

para i e I,

Bl-bcei Bk+cek ) i
= mi R B < 4 21
o = min{ - // 2 vilSk<gn D2cX N
i i
se tiene entonces
0
Y = (ﬂ_1a_1, n2a2,'----, ndad).

2.4.18 Corolaric.- Conocidas las clases de equisingularidad

de las ramas f1,...,fd son datos equivalentes (f1|...|fd),§o,yo,?,7.

La conexidn que existe entre las relaciones de equivalencia
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RyR 0 viene dada por
Y
2.4.19 Proposicidn.— Sean i,j g T
a) iR == 5. > 79/n
40 Yijp? Yy 04

.0 ~0 . . A0
min { v /ni, Yj/nj‘} >m1n{yk/n k€ I}

i K
b) iRj &= )

in (Ym0 3= mine ¥0/n : ke 1) iR
m " i YJ/nJ_ \,}— min{ T nk. H .€ e 1 .

J
TO
Demostracidn:
a) Puesto que pr (?O) ¢ Be se tiene que
. {ij} {i,j}
~0 ~ ~0
pri(Ti.) pr.Wg. ) Y
¥, , = min{ Joo )y s 1
1] n, n, n,
i o i
= Yij_ >pr ﬁj}{Y ) = lRYOJ
~0 ~0 ~0
YooY, ¥y
b) $Si se tiene min{ﬁﬁ . ;—-} >min{— ; k € I} se tiene entonces
i " K
~0 ~0
bd -Y‘ ~
Y., > minf—=, 23} Y
lJ" , i nj
0 .0
Yi v o
Jor otra parte si se da la igualdad min{;— y }= v
i J
es ¢lara la equivalencia;
~0 ~0

¥ > ¥

1 Yij > pr{ij}(y ).

2.4.20 Nota.~ Hay casos en que las dos relaciones de equiva

~ ~0 ~
lencia coinciden. Por ejemplo si YO € L, es decinr Y nj = y? n,
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(6 YO € L) vi,j e I es clarc que

R iR .
é iRj 4&== od
2 i

De hecho una condicidén suficiente para que ambas relaciones coinci~

0 -0
= n, se verifique en todos los

dan es que la igualdad ?i nJ = YJ 5

s ]
indices excepto, a lo sumo, para uno.

En general R 0 es estrictamente mis fina que R, por ejem
e Y

plo si tenemos ias curvas de desarrollo de Hamburger-Ncether:

T

y = Xz, y = %z,
f f foily = %}
1 2 2 . 23 3
*E " 24
se tiene . n, = 2 n, = 3, Ny = 1. Los desarrollos de Puiseux son
3/2 4/3 . _ 2
Far{y=x "} foiqy=x" ") faidy=xi.
= 4/3

~0 - .
= (3:4,2); Y12 =

¥ 4733 ;13 = 3/2; . 723

de donde ¥ = 4/3. Puesto que '¥13 S ¥ se tiene. 1R3 'y las clases

de equivalencia para la relacidén de saturacién de Zariski son {1,3},{2}

-\.O ~0 -\.O
Por otra parte Tip = (3,4); Yyg = (3,2)3 Yo q = {4,2) con
H

lo que las clases para R o son {1}, {21, {3}.
Y

~ 2.4.21 Nota.- El &rbol D se puede calcular dirctamente en
términos de desarrollos de Puiseux,observemos por ejemplo que si n<q~1
1

1., 1
(31+1e¢? // n, n

1

y =T alx vt 1 oA, x
L .11 .r e _LO r]i
1 . l=

define una curva de ecuacidn F(n)(X,Y) & k[[X,Y]] y multiplicidad
1 2 . '
= = 7 /ed F(n) tiene ademias contacto maximal de

ﬂ1/en = ﬂzlen.m voe A
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géneroc n con todas las ramas de la curva, es decir:

n) (n) (n} =1 =~—d
y_(f _1),.,.., (f ,fd)} - (Bn_'_.?!“ ’Bﬂ“i'"l

)

Par otra parte 8l desarrollo de Puiseux

;
L (8+iel )/n c—1 (B+ie ') /n (8+ce )/
_ 1 1 1 1 1 q q 1 q q 1
Vo = I ay;x ok ] oa x + A x-
i=0 i=o &

donde (g,c} = (F1f...Ifd) Y A& k suficientemente general, defi
ne una curva irreducible h & k[[x,Y]] de multiplicidad

1= - d 2 . - 0
n_!/eq = ,,, = nd/eq Yy genero q que verifica v({h) Y.

51 observamos 1.2.3 y 1.2.4 es c¢laro que las curvas aqui
definidas son equivalentes a las definidas alli mediante desarro-—

llos de H -~ N,

2.4.22 EEEE.—‘Las relaciones, analizadas en este epigrafe
entre los invariantes del arbol D y los desarﬁollos de Puiseﬁx se
bueden haéen de una forma mas general utilizando bidsicamente la
monomialidad del anillo saturado & (véase [28])..Este—anélisis per-
Vmite ademds sacar importantes consecuencias mediante el uso de los

anillos saturddos, se puede ver todo esto en [66].
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CAPITULO TIII: EL SEMIGRUPO DE VALORES







CAPITULC IIXL

EL SEMIGRUPO DE VALORES

3.7 GENERACION DE UN SEMIGRUPO A PARTIR DE SUS PROYECCIONES

3.1,0 Introduccidn.- Suponemos d > 2 y Zj ordenado por la
relacién de orden producto (t.0.2) y denotaremos por S C Zi un sub-—
semigrupe aditivo de Zi verificando las propiedades siguieﬁté§:

P1) 0 €S y existe min( S-{0}} € s.

P2) Dados a: B €5 entonces

inf(e,B8) = (min(u1,81),..., mln(dd,ﬂd)) € 3

P3) S posee conductor, es decir existe 6 €S tal que si

Y € Zi, Y > 8 entonces Y €S y § es minimo con esta

propiedad.

P4) Dados a,B € S tales que 310 e I ={1,...,d} con -

o, = B, gntonces existe Y €3 verificando
i i
0 0
> mi = mi i
T 2 mln{ak,Bk} ¥k €I, 1, mln{up,BP} si o, #8,
“ Y ¥, > o, =8
oo fo o

pale N
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Nuestreo propbsito en este epigrafe es estudiar la forma en
queégl semigrupo S s¢ puede doterminar a partir de sus proyecciones.
Verémos también que este Tipo de semigrupcs engloban como caso par-
ticular los semigrupes de valeres de curvas ng necesariamente pla-
nas {véase 1.0).

Algunas de las notaciones y definiciones de este epigrafe
no sé utilizarén hasta el epigrafe siguiente, a pesar de ello nos

ha parecido mas coherente incluirlas aqui.

3.1.7 Notaciones.— Sea G = (aﬂ,...,ud) € 22, J ¢ I.

J = {i1""*in} y k € I—J. Consideremos los conjuntos

Bla) = & () =(8€2%p8 =a, Yied, B >0 ¥rgJ)

J iy "in + i i e r
=k, d,. _ _ ) ) ) ¢ . g :
bla)={BeZ/B=a Viel; B >a Vs ¢J, s Sk B e ,¥r>k rgdl

d o
Bla) = U B(e). a0e) = 5 ()N S, 2

<u>=5‘j(a)-n S, a@) = Ba)N S
fta

Si pr +

, €8 la proyeccién sobre los indices J de Zi en 2

usaremos también las siguientes notaciones

Si1...in = SJ: = prJ(S) = {pPJ(u)/ o €8}

i1
| n J
S = S = DP(I_J)(S)

3.1.2 Definicién.— Sea o € S, diremos que ¢ es un maximal
de S si Af{c) = B.
Si se tiene ademids que WJ G I, AJ(G) = ® diremos que © es

un maximal abscluto. -
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5i @ es maximal y se tiene QJ(G) £ @ para todo J . I, J# 1

con #4 > 2 diremos que o es un maximal relativo de S.

3.1.3 Nota.~ Si tenemos d = 2 es lo mismo ¢ maximal, maximal
absoluto y maximal relativo, ademis los maximales de S son los' pun~

tos del semigrupoc para los cuales no hay puntos a la '"derecha" ni

"encima', A

'51(00

Y

En d = 3, se puede ver sin dificultad que los Gnicos maxima-—
les de S son los maximales absolutos y los maximales relativos,

graficamente ‘ , 4

En las zonas rayadas, 31,32,63 ne hay puntos del semigrupo.

s 5 _ 'A' '5 N . .
La linea dg puntos en A12, 137 %22 guiere decir gue necesariamente

hay puntos de S en esa regidn mientras la linea continua sefiala Ai' = 0.

3.1.4 Lema.- Sea 8 € Zi ¥ supengamos que B é S, entonces

existe un indice i € I de manera que Ai(ﬁ) = 2.
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Demostracidn,- Supongamos que para todo indice k € I existe

Bk gﬂ&itﬁ)’ por la definicidn de As(B) se tiene
k k
= > i
B, =8 5 B, 2B Viel

1
y entonces B = inf{B ,82,...,Bd} €S8 (por P2), 3.1.0) que es absurde.

3.1.% Lema.~ Sea o G:Zi verificando las dos condiciones

Tk

T
&

T F

b

siguientes: }) Jie I tdl que bile) = B,

2y VjeETI, j#£1i es aij(u);ém‘.

En estas condiciones o €3 y a es un maximal relative de 8.

Demostracidn:

Por hipdtesis existe o’ € Aijﬁu), ¥Yj eI, j# i; puesto

Jy = o J - . .
que prk(u ) = @ > o = prk(a), Yk € T ~{i,i} se tiene que

o= infla / | £ 1} €8 F2)

Supongamos que existe k € T y ve Ak(u). Necesariamente es

ki por 1) y existe ake Ai (o). Puesto que pr (ak) = pPk(Y) = a

k

aplicando P4, existe B € S con las condiciones siguientes:

'k k?

S S
k
- o= oy o . = i =
B, o5 pues v, o, = Bi mln{ai,Yi} o,
k
- B, >min{vy.,a.} > o, vi eI, i # 1i,k.
'z YJ’J i J s d 1,

Es decir gg Ai(a) lo que contradice i) y por tanto debe ser AK(G} =g

Yk € I y o es maximal,

Sean k,1 € I -{i}, consideramos uke Aj k(a),ule A, l(ﬂ)a
5 dy

k 1
Puesto que @y = ey T aplicando P 4) a.ak ¥ ul obtenemos B € S de
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manera que

- B >a  ¥j el (k1
J N

es decir B e Ak l(a} ¥ por tanto Ak l(a) # #. Tenemos ya demostrado
H ?

que VU I con #J =2 es AJ(a);é@.

Sea JC I con #J >2, J # I; podemos escribir J=J_ U ...UJt

1

donde #di =2,4i=1,2,...,t y consideramos y € 4) (@), 1< 12 t.
i

Es inmediato entonces que:
. 7 t
vy=dinf{y ,...,y } € Ad(a)

Yy por lo tanto o es maximal relativo.

3.7.6 Nota.- Si a es un maximal relative de S, se prueba sin
dificultad, utilizando P2 y P3 que o < § siendo § el conductor de
S. Como consecuencia de este hecho el conjunto de maximales relati-

ves, MR, del semigrupc S es finito.

3.1.7 Tecrema.~ Sea MR = {a1,...,an} el conjunto de maximales
‘relativos de 8. Sea Beg Z!’i verificando que para cada Jgo I con
#J = d=1, pPJ(B) < SJ. Entonces se verifica que e S si y sélamen-

te si Bfé o) para 1 = 1,2,...,n.

Demostracidn: La condicién necesaria es evidente. Para demos

trar la suficiente sea 8= (R,..., Bci) en las hipdtesis del teorema
y supongamos que 8 & S.
Por el Lema 3.7.4 existe i € I de manera que Ag(a) = 0.

. d
Supongamos parta simplificar i=1 y consideremos g 0)e Z+

O: (B-‘".,Bd—'-t,
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Yo

-]

v

1

- ‘.E-
féarlamente prd(a) =a,6 <B
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El conjunto a?(so) es no vacie, pues (B

entonces n € Z; tal que { %""’Bd—1’

d d’

~ d
Sea Bd = sup{prd(a) / a€ Aﬂ(BO)}

1""’Bd—1) € Sd y existe

nye€ S5, 8i a & 63{80) nece-

pucs si a > B, entonces o € ﬁ?(ﬂ)==®

d

d d
< A
Bd y Y € 1(BO) con

d o
prd(Y } = Bd.
d . d .2
Denctamos por B = {(B,,...,B ,B Ye Z ., Por la construccidn
- 1 d-1’"d +
de Ed se tiene necesariamente gue A1— B7) = 0.
Supongamcs construidos Biﬁﬁ"'°’8d £ Z; y los Puntés i
d _d-1 i+1 : i & ~ "
Y .Y P € S tales que si B = {81’82""Bi’Si+1""Bd°E 2+

ii) A1(81+1) = g.

. i+1 > x d
Consideramos BO = (61’""Bi-1’0’8i+1"°"8d) £ Z;. EL con
: i 1 .
Junto A1(BO ) es nc vacio, pues el punto (81’""61-1’Bi+1""8d)€ s
y existe entonces n & 2+ de manera que
i, i+d . i, i+1
‘e cae . i i
(84, 2 By 4y By 806 L1 (B, ). Ademds si a € A0(B ")y
A i+
ftenemos a; > Bi entonces es a € A1(B ) = ©; por lo tanto debe
ser ai < Bi.
~ i, i+ i i, 1+
= < A
Sea B, sup{pri(aJ /ae A1(BO )} Bi Yy Y e 1{30 )
i e
con pri(y ) = B, -

Consideramos entonces sl = (Bﬂ,.

se tiene:

",Bi___1,si,-lo,8d)€ 23_ _y

)}y puesto que

.

i
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k i+t . ) K it
pri(y H > pri(B o= Bi > Bi se tendrd que v ¢ Aj K

b

(sh).

Ademds la construccidn.de Vl nos dice gque Y & ﬁ: ?(Bl}.
. 1
]

- i . -
- ﬂi (87) = o por la construccidn de B, -

En vista de que la construccidén anterior es inductiva, es
claro que podemos continuar el proceso hasta construir:
5 ~ 2 d - :
oreeesBy € 2; ¥y Y ,...,Y €& S de manera que, si 8 = (81,§2,..,Ed),

se tiene:

Las dos (ltimas propiedades nos dicen (por el Lema 3.1.5)
que 8 es un maximal relativo de S. La primera nos permite afirmar
que g ¢ K1§§) y esto finaliza la prueba del Teorema.

3.1.8 Nota.- 1) La demostracidn del Teorema nos dice, preci

sando un poco mas, que si pPJ(g} =1 S\J y se tiene Ai(s) = @ existe

un maximal relativo § &€ S de manera que B & E;(E). Utilizaremos fre

cuentemente el Teorema anterior en esta forma en posteriores resultados.

2) En la demostracidén del Teorema, hemos comenzado la blsque
da del maximal relativo & modificando las coordenadas en orden in-
verso. Claramente sg puede alﬁeraf el ordern en que modificamos las
coordenadas {2,...,d} sin que la demostracidn se aitere,. Es necesa

rieo sin embargo indicar que el maximal relativo que resulta no es

el mismo en general, puede occurrir que para cada orden obtengamos

uno diferente.
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3.1.9 Nota.~ La prueba del Teorema se visualiza con facili-
dad en Zf olvidindonos de la notacidn que hemos utilizado.
EL Lema 3.1.4 nos dice que si B§ S existe i &€ I tal que

d p
Ai(B) = B. E1 conjunto 61(8) es la interseccién de & con el cuadran

te cerrado en B de coordenada i-ésima Eﬁ:

\
L]

En una primera etapa deslizamos el cuadrante A3(8) por el
eje Xy = 81, X, = 52 hasta encontrarnocs.con algin punto del semigrupo?
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Después deslizamos el nuevo cuadrante, "abierto'" ya por

ung de los ejes, a lo largo del e je Xy = 81, Xo = Ea hasta encontrar

de nuevo puntos del semigrupo:

\

El lema 3.71.5 nos asegura gue en una configuracidn del tipo :

necesariamente f es maximal relativo, (pues f = inf(vz,Ys) € S,

en 72 VEMOS que Az(ﬁ) @ y haciendo 1lo mismo con ¥y

"pivotando"
. 2 3 .
@. Aplicando P4) a vy y v vemos que existe ¥ ene

vemos que AS(E)
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ﬂ23(§)). Es decir ; realmente la configuracidn es:

4
Y ,T2,Y3 e 5

.

Aik(B) £ D ik

3.1.70 Nota.~ Se puede comprobar sin dificultades que si S

es un semigrupo de Zf verificando pP1) a P4) y J ¢ I, el semigrupo

proyeccién S sobre el conjunto de indices J verifica también las

J
propiedades P1) a P4},
Esto nos permite asegurar que, si conocemos los maximales

relativos de S y los de todas sus proyeccicnes podemos determinar

el semigrupo S a partir de sus compohnentes 81""’Sd inductivamente.

Para d = 2 el teorema es conocide (véase [34]) ya que en el
resultado que obtiene Garcia no influye para nada que el semigrupo
sea de una curva plana, sdlo se utilizan las propiedades P1) a P4)

descritas al comienzo del capitulo.

3.1.11 Proposicidén.~ Sea C una curva algebroide reducida

(no necesariamente plana) con d ramas y S{(C) su semigrupo de valo-

res (v.1.0), S(C) verifica las propiedades P1) a P4) descritas

en 3.7.0.
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Demostracion:

P-1) Si Ae¢ k, es claroc que v{r) = 0 y por ser el anillo ¢ de la
curva C local ,:usando P2), se tiene que min(S ~{0}) existe.

P-2} Si tenemos a= v(x), 8= viy) con x,y € D(¥), es conocido
que para A & k genérico se tiene que vi(x+ly)= min{vi(x),vi(y)},
de donde v(x+iy) = inflv(x),v(y)} € S.

P-3) La extensién de anillos O k[[t1]]x...xk[[td]] = A tTiene

3 $
conductor no nulo, si B(A/E) = (t11,...,tdd) se tiene que

§ = (51,...,:%} £ S es el conductor de S.

P-4) Si a= v(x), B= viy} verifican vi(x) = vi(y); entonces,
puesto gue xi,yi £ k[[ti]} yovy viene dada por el orden,
exist k A > = .
xiste X ¢ tal que vi(xi+ yi) vi(xi) vi(yi)
El elemento v = i(x+ky) verifica entonces que

Y = vk(xk+kyk) Z_min{vk(x),vk(y}} = min{a, ,B F} Yk e I y

k’ Tk

> = = in- i .
puesto que Yi o, Bi y o mln{ak,Bk} si a, # Bk’y prue

ba la propiedad P-4) para a y 8.

3.7.12 Nota.- E1 Teorema 3.7.7 engloba entonces como caso
particular el caso de ssmigrupos de valores de curvas reducidas no
necesariamente planas., €uando la curva en cuestidn es ademas plana

veremos mas adelante que se pueden afladir bastantes propiedades mas.
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3.2 LA SIMETRIA DE LOS MAXIMALES

3.2.0 Introduccidn y notaciones.- En este epigrafe retorna-

remos a la situacidn descrita en 1.0, es decir S es el semigrupo de

valores de la curva algebroide plana y reducida C = Spec(Q) =

d
= gpec(k[{X,¥]] 7 (f)), f = m . es la descomposicidn en factores
i=1

irreducibles de f en k[[X,Y]], en particular Fi proporcicna una

ecuacidn para la rama i-ésima, Ci’ de C. Utilizaremos también en

este epigrafe el semigrupo completado de S que describiremos a —

continuacion,
3i- denotamos por 2; el conjunto Z_ U {«), las valoraciones

\ ..

asociladas a los anillos 8& = k[{X,Y]]/(Fi) ;1= 1,..,d-se

1100 Vy

pueden extender mediante vi[O) = w, De esta manera podemos consids—
—d . .

rar  v: ¢ — 2; definido, como en 1.0, por v(x) = (v,‘(x,i),..,vd(xd

{Notese que x € ¢ es un divisor de cero si y sbélo si existe i & I

tal que x; = x + (f ) = 0, es decir si y sblo si v (x) ==).

Al conjunto l(d) le llamaremos semigrupo de valores comple-

tado de la curva C y lo denotaremos por S(C), S(®) & simplemente S

si no da lugar a equivocos. (v. ﬁg 1). Es conocide ([19]) que S y
S son de hecho datos equivalentes, pues S se puede obtener como el
cierre de S en el espacio topoldgico producto Ef y evidentemente
S = 5N Zi. Como consecuencia S es también un dato equivalente a la

clase de equisingularidad de la curva C.

3.2.1 Pefiniciéq.— Llamaremes base de Apery de S con respec

to a un elemento v € S al conjunto:

).



—11=

ASS) = (e €8s sa-v¢s)

3.2.2 Nota.- Si C es irreducible, se dencmina base de Apery
al conjunto AY(S) ordenado en orden creciente. Si

AY(S) ={ ay = 0 <a1 <. <ar} , se tiene necesariamente r = Y-1,

es decir #AY(S) Y, y también a = ¢+Y-1 siendo ¢ el conduc—

Y1

1t

tor del semigrupo S.([? I). El anillo estructural, @, de C, por ser
plana, es un anillo de Gorenstein ([36], [43) y 28 conocida enton-

ces la siguiente propiedad de simetria (v, [43]).
8i a,B € Z /a+B=c-1 entonces o &€ S &= B £ S.
De este hecho se desprende que si o € S entonces

a € AY(S) = {c+¥-1) -0 & 5 (pues si a' = {c+y-1) -a entonces

he

a+a'-¥=c-1 y se tiene o -Y ¢ S < a' ¢ 8) y podemos calcular

AY(S) como los elementos o,a' ¢ S talgs que a+a' = c+y-1,

Supondremos en lo sucesive que d 2 2,

3.2.3 Definiciéq.~ Llamaremos nudo de Apery de S con respec
to a vy, & simplemente nudo de AY(S)’ a un elementoa € S tal que
alal)c AY(S)'

Si o es un nudo de AY(S}, diremos que o es un vértice de

AY(S) si a /e' AY(S)’ es decir sia-Y € S.

3.2.4 Lema.- o es un vértice de AY(S) si y sdlo si a-v es

un maximal de S.

Demostracién: Puesto que se tiene la equivalencia

B € A{ot~y) e= g4y € Ala)
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tenemos:
o vértice ¢=a-v€ S y ale)C AY(S) == Alo-y) = B, a-Y & S 3

¥

= ¢-Y maximal.

3.2.5 Nota.- a) El Lema anterior permita trasladar algunas
de las propiedades de los puntos maximales a los nudos, mis concre-
tamente a los vértices. Asi, dir‘eﬁos que O es un vértice relativo
(resp. absoluto) si a-Y es un maximal relativo (resp. absoluto); se
tie&n.e de esta forma

o vértice absoluto & VvJg I !.h(u)c: AVS) y a ¢ AS)

a vértice relativo == A(a)C Ay (8), VI I con #J3> 2

ale)E ALS) vy o £ A(S).

b) Si denotamos por NY(S) el conjunto de nudos de AY(S)’ tenemcs

dentro de é1 dos subcon juntos destacados:

=
W
i

{maximales de SIC Ny (S}

<
o
It

{ vértices de AY(S)}C; NY(S)'
Notemos que hay una biyeccidén entre M{S) vy VY(S) por el Lema 3.2.4,
por tanto #VY(S) = #4(S). Sin embargo puede ocurrir que

M(S} N VY(S) £ 9,

3.2.06 Notaciones y definiciones

Sea JC I y o e S\_} = pPJ(S), llamaremos fibra en S de & y

la denotaremos por FS(a) al conjunto
FS(a) = {BeS/pPJ(B) = al

. =d
Denotaremus por o € Z+ al elemento dado por
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o

® Yid J

pPJ(am)

il

pri{am)

Diremos que la fibra en S de a es de tipo finito, y lo denc

taremos FS(a) <o sl a4 S. De manera similar, diremos que la fibra

de « es de tipo infinito y lo representaremos Fs(u) == 351 a_ & S

Denotaremos por fJ el elemento de k[[X,Y]] definido por

es decir la ecuacidn de la curva C° cuyas componentes

e
igy
son {Ci/ i ¢ J}. Consideramos entonces EJ = pPJ(i(fJ)) € ?J, es decir
J
pr.{€7) = § v (f )= T (f.,f ) (vie&J)
i K gJ ik k ¢ J i’k

3.2.7 Nota.- Puesto que S as el cierre topoldgico de S,

decir que Fs(a) == para & € S‘J equivale a decir gque

VB € Fola) A" € Fg By > 8, Vi £ J.

(a) con
. : d .
Analogamente Fs(a) < o & Juog z_ / pPJ(V) =aqa y Fs(a){1 S{v) = @

+

donde S{v) ={yeS /y >v]}

3.2.8 Teorema.- Sea JC I, o ¢ SJ ¥y como un 3.2.6

gV - DFJ(i(FJ)} € S . Son equivalentes:

i) Fs(a} = o (resp. FSEQ) < =)

i1) e-g” e s, (resp. u—EJ é SJ).

Demostracidn:

i) =2ii): Por hipétesis sabemos que o ¢ S, luego existe h € & con

- v(h) = 0a.
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Supongamos I-J = {i‘l""’in}" puesto que v, {h) = = se tiene
"
que h ¢ f, @ y existe entonces h,e€ U tal que h = f., .h_,. De
1 1 i.01
. 1 - 3
la ‘misma manera, para i_ tendremos £, .h, € f, &, puesto que el
2 i ! i
i 2
ideal fize’ es primo y fi—| ¢ fizo’, necesariamente h, = 'Fiz.h‘2

con h2 € . Es claroc que podemos continuar el proceso inductivamen-—
" J
te y obtenemos que h = | fi. h=f".A con h €0
.. , N = J =
Si i € J se tiene v _(h) = v (f ) + v, (h) = pr (§7) +v, {h)
1 i 1 1 1
y por lo tanto o = e . pr‘J(y_{ﬁ)), es decir o= 5‘J= pr*J(_\_i(ﬁ)} é SJ.

ii) =ri): Supongamos que O - EJ € SJ, entonces existe un elemento
h & @ tal que pr‘J(h) =a-EJ ¥ consideramos h' = h.fJ € ¢, El

cdlculo de vih'} € S es entonces

It

si i€ J, vi(h.fd) pryfa—-g") ¢ pri(EJ} = pr, (a)

(h) + & = =

1
<

. J
si i é J; Vi{h.f ) 5

con lo que v(h') =0, vy Fs(aj es de tipo infinito, tal y como que-

riamos demostrar,

3.2.9 Nota.- a) Cbservemos que en el caso particular
I-J={4i}, si tomamos a € SJ se tiene gue

FS(Q) < oo o) #Fs(a) <

Y por el teorema anterior tendremos

#Fs(a) < w &= g- pr‘J(_\i(fi)} = o- EJé_ s %a € A J(SJ}

£

b) En el caso particulaar d = 2 el resultado estd recogido ya en

J

[34], pues si a, €S, = pr‘_I(SJ se tiene
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(S

#Pglay) < = e=a, - (f,,f,) ¢ 5, =3 q )

— GA
1 1 (fq,Fz) 1
En este caso, puesto que #A {(5,) < =, el resultado per
(Fq’fg) 1 - —
mite determinar las fibras finitas del semiérﬁpo S Yy cOomoe veremos
mas adelante (véase también P4]) permite contar el nimero de maxi—

males del semigrupo S. En el caso general esto no es posible, pues

ya de partida AY(S) ne es un conjunto finito si d > 2 y ademds sabre

cada elemento de AY(S) no hay necesariamente un maximal en el senti

do de la definicidn 3.1.2,

3.2.10 Proposicidén.- Sea o = (a1,...,ud) € S un nudo de

AY(S) dende vy & 8; sea JCO I vy fJ, EJ come un 3.2.6. Entonces
prd(a) es un nudo en SJ con respecto a pPJ(Y) + EJ € SJ.

Demostracidn: Demostraremos la progosicidn para #J =.d-1,

pues el mismo proceso de la prueba nos dice que el nimero d es iFPE
levante en ella y podriamos- continuar el proceso hasta alcanzar, ’
por sucesivas proyecciones, el subconjunto de I deseado.

Supongames para simplificar notaciones J = {1;2,.1.,d-1} ¥

) & Sd =8 . Sea B= pPJ(¥)+EJ

d
denctamos por o el elemento {u1,...,ad_1 =3,

d d
Yy supongamos que ad @ NS(Sd), existe entonces n €A (o ) S tal que
n ¢ AB(Sd). Supongamos n € ajtud), n se escribe entonces como

= {‘%’]b""’rha1} con n, > a vi > 2. w

Puesto que n - ﬂe.Sd, tendremos en particular

n-8+ € oyo pr (1) & 8

A== (n-opr(y)) - e s’

y por el teorema anterior Fs(n—-pPJ(Y)) ==,
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Existe entonces u > ud - Yd de manera que

n =§01—Y1,n2—Y2,...,ﬁd_1~yd_1,u) € S y por lo tanto n+y & S. Pues

to que pri(ﬁ+Y)°> pri(a) ¥i > 2 se tiene que G+ € Aﬁa) ¥

n+y ¢ AY(S) cen lo que @ no saria un nudo en contra de la hipdtesis,

3.2.1% Corolaric.- Con las notaciones de la proposicidn

anterior, si & es un maximal de S entonces prd(d) es un nudo en SJ

con respecto a EJ £ S‘J RN oy

Demostracidn: Si o e M(S), entonces a € NY[S) Vye S, en

particular a € NO(S) donde 0 = (0,...,0) € S. Por la proposicién

anterior tendremos que prJ(u) € N J(S).
E

Notese due para Y = 9 la base de Apery es vacia y por lo
tanto NO(S) es el conjunto de elementos maximales.

3.2.12 Nota.- Si o = (a1,...,ad} € Ny(S), la proposicién

3.2.10 para ##J = 1 nos dice simplemente que

(FF ) &8,

<
[N
m
H
2
}
~2
+
b o

J=1
J#i

Si denotamos por %J la multiplicidad de interseccidn de fi
y £, (f.,£); £F =€{l}= 7 £, tendremos que VWi € I

J 1 !
J#i
i
. €A (8, i . <c, % BT - ] 51

oy € . +El(Sl) ¥y en particular o, Lo, + Yl + £ 1 ,¥ie I, siendo

i
c, el conductor del semigrupo Si.

En lo que sigue denotaremos por Q el elemento de Zi,

1 2 d
C

+ BT - o, 4 + & -~ 1); los comentarios
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anteriores nos proporcionan dos importantes propiedades

Yo ¢ N (S) 85 a < Q +v
(%) ¥ .

Ya € M{3) es a < Q@

En particular M{S) yjNY(S) sch subconjuntos finitos de S.

El resto del epigrafe lo dedicaremos a demostrar el Teorema
siguiente, Teorema que nos proporciona una estructura de simetria

con respecto a Q para los maximales del semigrupo S.

3.2.13 Teorema de Simetria: Sea F =

1

d
o1 . e k[X,Y]] 1a
= * ‘

ecuacidn de una curva algebraoide, plana y reducida con d ramas, de
ecuaciones f1,...,Fd Y supecnemos d 2_2. Sea Eij = (fi,FJ} la multi-

plicidad de interseccidn de las ramas Foy FJ para i,j €1I,i# j;

, d - .
i ‘ :
= Y o i € H ) i =
: Jf1 Eij. Yi € I; vy ey el conductor del semigrupo Si S(Fi).
J#i
d
Sea también Q = (c. + & - 1,..., o +E0-1)e Z, Qv =(c1+51,..,cd+5d)

Y y un elemento de S. Se tiene entonces:

A) Q€ S y Q es un maximal relativo de S.
B} Q+1 es el conductor de S.
C) 81 o € S entonces « es maximal si y 86lo si Q-2 & S. Ademas si

atgd = Q con a,B &S se tiene que

t
¥

Ehiny

.'f

o €s maximal relativo si y sélo si g es maximal absoluto.

D) Mas generalmente, Q + Y es un vértice relativo de Ay(8) y el
mayor de todos los nudos de AY(S).
E} Si Vv € S entonces v g Ny(S) si y s6lo si Q+Y -v g8, Ademds si

tenemos w+ p= Q +Y; Vv, u € S entonces:



-118~

i} v es un vértice si y sélo si u es un maximal.

i) v es un vértice relativo si s6lo si maximal absoluto
z absoluto Y H relativo
iii) v ¢ NY(S) - (M(s) U VY(S)) si y sdlo siue NY(S)—(M(S)tJVY(S)).

3.2.174 Nota.- La demostracidnla haremos convenientemente

fragmentada debido a su complejidad y por induccidn sobre el ndmero

d de ramas de la curva., El casc d = 2 estd esencialmente probado en

[34], al menos en sus apartados A}, B} y C). Reproduciremos la prue
ba en esta memoria, ya que Peéulta ilustrativa para el caso general.
- Observemos que algunos de los enunciados del Teorema se pue
den abordar directamente, sin utilizar la induccidn, asi se podria
probar que Q@ € S, Q+1 es el conductor‘de S yQ és un maximal rela-
tivo, es decir las partes A) y B). Por otra parte O} es una conse-
cuencia directa de A) y de 3.2.170. Sin embargo, dado que el esfuer-
zo es similar, haremos su prueba también por induccidn junto con la
de C) y E).
El casc d = 2 se prueba en 3.2.16-17-19. En cuanto al caso

general, A) y B) estan probados en 3.2.22-23-25, el apartado C) son

los Teoremas 3.2.209-31 mientras que D) y E) es esencialmente 3.2.34.

3.2.15 Nota.- Supongamos en lo que sigue d=2, es decir
1.f2 es la ecuacidn de una curva algebroide, plana y reducida
con dos ramas de ecuaciones F1 y fz. Sea S su semigrupce de valores
y 35, = pri(S) {i = 1,2) el semigrupo de la rama i-ésima. Denctare-
mos por £ la multiplicidad de interseccidn de f1 ¥ f2.

£l Teorema 3.2.8 nospermite asegurar que si
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< @
@, € S, entonces FS(G1) = a, € Ag(51)

C < ¢
%, € 82 entonces FS(@Z) = az [ AE(Sz}'

Puesto que, ademds, por P-4} {v.3.1.0) se tiene para % & §

A1(a) =0 = AZ&!) = @ podemos asegurar que el cardinal del con jun
Lo de maximales de 35, M(S), es & y ademas,si @ € M(S) entonces

Puesto que c1+£€ S,‘, 02+£ & 82 y sio € M(S) es
u'<'(c1+€,cz+€) ( 3.2.12) entonces serd § f_(c1+E,c2+E} donde ¢ es
el conductor del semigrupo S. Observemos ademds que c1+€-1 € AE(S1)

_ . _ <w . . . .
c,tE-1 € AE(SZ)’ es decir #FS(ci+5 1) para i = 1,2; esto impli

ca de manera inmediata que es §= Q+1 = [01+E,02+£).

3.2.16 Proposicidn.- Er las condiciones de 3.2.75, Q €8 y

es un maximal.

Demostracidn;:

Supongamos que existe o € 61(Q),a = (c1+€—1 ,Uz) con
a, > c2+€—1. Puesto que Q+1 es el conductor del semigrupo S se tiene
que Az(a) # 0, pues ¥8 2_c1+E es (B,az} > = (8,02) € S8, Sera

+£-1) = », que

?

también entonces 51(0) # 0 y como consecuencia Fs(c,1

es absurdo pues 01+£-1 € AE(S1)'

Andlogamente se prueba AE(Q) = 0,

b) Q€ S

Sea @, = sup{y € 82 /(c1+E—1,Y) € S}y consideremos

(c1+5—1,32} € M(S), en particular o, € Ag(S,). Supongamos que
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o < +4L - = _1_a P~ d A .
5 <, £E-1 y sea 82 c2+£ 1 az, por la cohdicion de Gorenstein en

/. 2. 3 > 0. i
82 (v. 3.2.2) sera 82 € AE(SZ) y 82 0. Existe B_1 € 5

3
H

1 -{0} tal que

(Bf,BZ) € S y entonces

(c +E=~1,0,) + (B,,B,) = (c +E~1+6,a (Q)

1 +82) = (01+E-1+B1,02+€—1) € &

2 2 2

que es contradictoric con el apartado a). Por lo tanto debe ser

a, 2_02+E—1 y necesariamente a, = c2+E—1, con lo que tenemes proba~-

do que Q € S y es maximal.

3.2.17 Teorema.- {Apartado C) para d=2). En las condiciones
de 3.2.15 se tiene:
i) Sea o € S, entonces o€ M(8) & Q-v & 5

ii) Sean a,B € S tales que a+4f= Q; entonces o, B € M{S).

Demostracidn:

El apértado ii) es una consecuencia inmediéta de i). En
cuanto a la condicidn suficiente de i), si existe B € Afa) entonces
claramente B+(Q-a) € A(Q} lo gue contradice el hecho de ser Q maxi-
mal y por lo tanto es A{a) = ©. Asi pues, la (nica parte gue requie

re demostracién es laz condicidén necesaria del apartade 1i).

2 .
Denotaremos por o' el elemento Q-0 de Z+, es decir

a% = c ri-l-a, ué = c2+5—1ua2. La condicidén de Gorenstein sobre

. . [ . - o ! .
los semigrupos S1 ¥ 52 nos garantiza que oy € Si y ademas iE AE(Si)J

i=1,2,
Razonaremos por induccidn sobre la primera coordenada del

elemento a, si a1 = 0 entonces a, = 0 y por tanto o' = Q € S por la

Proposicidén anterior,
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Se tiene que 4la') = D, pues si existe g € A1(a) entonces

a+p € 31(0) ya que

B = -
1 +CL1 C1+£ 1

> ' = -
[32 +cx.2 02+o:2 C2-t£ gy

y este contradice el caracter maximal de Q.

Supongamcs que o' ¢ S, pussto que o

-4

existe entonces v ¢ FS(a;) maximal con ¥y < q'.

v - Y‘ ¥
que ocurria con o se tiene que 5 = 82, FS(YZ)

puesto que ademds

1

[ 1 o =-0a?
¥ = c1+£ 1 Y1 c1+€ 1 01

4
! = i — ) — — ' =

Y5 c2+€ 1 'E 02+€ 1 a2
serd y' & E;(a) y v'¢& $ por ser @ maximal.

. ] < ] = R
maximal w € Fo(¥)) con p < v = a

¢

€ A (8) y 8a') = 8

Sea y' = Q-v, igual

<w oy A{y') = 0y

o]

2z

Existirda entonces un

Aplicando la hipdtesis de induccidn a n = (u1;u2) se tiene
que ' = Q-KHe S, pero:
W= oyt 2o ety S
;% = CZ*&J_‘E = 02+€—1—Yé =Y2
con lo que pu' & Eé(Y), u' & S que es una contradiccidén por ser Y
: \ '
maximal. P o
l
[
¥ !
Lo l
N e S — !
o !
|
i
L b L -oa
as ! a |
| |
| ¥ rw———+———l
|
| | u' l
! 1
1 §
; | .
OL,1 a_'1
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3.2.18 Nota.- Puesto que Q es maximal, si Y € S, Q+Y es un
vértice de Apery de S con respecto a Y y por tanto un nudo de A_(S)
Si o ¢ NY(S)’ por 3.2,12 se tiene o < Q+y. Estos comentarios prueban

el apartado D) del Teorema 3.2.13 para el caso d=2.

3.2,19 Teorema.- En las condiciones de 3.2.15;seana,y € S

entonces o € Ny(S) si y s6lo si o' = (Q+y) - & 8.

Demostracién: La condicidn suficiente es clara, pues si

g € Aa) ¥y B ¢Ay(8) se tiene que B - ¥y € 3. Consideramos entonces el
elemento o' + (B-¥) = {(Q-a)+r B € S y es claro que a'+B-v € B {Q) lo
que es absurdo.

Veamos entonces la Condicidn necesaria:

a) Si o es un vértice de Ayts) se tiene la cadena de equivalencias:
o EV#S)cma-YetMS)¢=>QJ @-~v) = Qty-o = a' € M(S)

’

Esto prueba el Teorema si ¢ € VY(S) & a e M{(S).

b) Sea entonces o € NY(S)’ o ¢ M(S), a ¢ V,Y(S} y consideramos

2
[ — - .
o' = Q+Tr o é Z+. Puesto que a, € AYi+€(Si) para 1 1,2 se tiene

. A L= i ¢
que e, € AY.+E(Si)Jl 1,2. En particular a' g S_‘ X S

o
1

Supongamos gue a'é S, por 3.1.7 existe i &€ {1,2} y un max i
mal B de S tal que o' € Ei{a}. Supongamos para fijar ideas i=1, con
lo que B = (o, 32} con 52 < @,. Sea B' = Oy -8 el vértice simétrico

del maximal B, se tiene gue B8'—-y @& S; es decir B ¢ AY(S) y ademas:

]
B1 = c1+€1+ Y_1—’I—B_1 = c_1+5+71—1—u1 = o,
J: —T > o +E ,_.‘-cxr:a
By = cptheTym1-B, P oHba ¥, n gy = 8
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es decir g' € Aj(u) o AY(S) que es contradictorio, pues habiamos

visto que 8' € VY(S) y tenemos probado el Teorema.

3.2,20 Corelario.- Sean y,x,8 € S con a¢+8= Q+Y., Entonces:
i} &, B € N_(8)
Y
ii}a es vértice si y sdlo si B es maximal.

La demostracion es trivial del Teorema.

3.2.21 Nota.- a) Supondremos a partir de aqui que S es el

semigrupo de una curva algebroide, plana y reducida c¢on d > 2 ramas,

Por hipdtesis de induccidn supondremos que el Teorema de simetria

3.2.13 es cierto para los semigrupos de curvas reducidas conv < d

ramas; en particular si J< I, J # T el Teorema 3.2.13 serd cierto

para las curvas f,6 = 1 f, y los semigrupos prayeccién S =5(f )=pr (5.
== fey * = JETNETTRT

b) Utilizaremos frecuentemente las notaciones introducidas

&

en 3.2.6 y 3.2,12, asi como las de principio del capitulo 3.1.1.

. 1
3.2.22 Proposicidon,- E1 punto Q = (c1+€ —1,...,cdH§—1)

pertenece al semigrupa S.

Demostracién: Sea 1 ¢ I, denctaremos por Ql el elemento de-

finide igual que Q para el semigrupo Sl, es decir si j # i

pr (Ql) = ¢ + E E,k-1
k#i
Fijamos para simplificar la prueba i=d, si J, = I -{d} se

d

- 1 d—1 _
(Q) = (C1+E -1, .., Cd—1+€ -1) =

d -

tiene pPJ
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=f{c+ | E.. -1,..,c. .+ L L =)+ (B L8 )
3 _-1 - ¥ H -
1 isd 11 d- i bdo d-1,1 1d d-1,d
1#1 i#d
d d Jd:- d
= . = £ S
Q"+ (&, ’Ed—’l,d) Q" + e s
.. . ) d *Jd .
Por hipétesis de induccidn Q + & es el mayor de los vértices de
J

Apery de s? con respecto & d 2 (& ), por el Teorema

147 P,
H

{pr

3%}2.8}F J {(Q)} == y existe entonces 5d € Fs(pr“J {(Q)} con ad> Q.

S g 7 d

Aplicando este razonamiento a todos los indices i € I, ten-

dremos que 3'(31 € F_ (pr (0Q)), 51 > Q y por lo tanto

8 J

i
. ~1 ~ . s P
Q = inf{Q ,...,Qd} € 5. (Nbétese que bastaba utilizar dos indices

i,je I, i # | pues también Q = inf{Q%,07}. -

3.2,23 Proposicidn: Q + 1 = [c1+E1,,..,cd+€d) es el conduc-—

Il

tor del semigrupo S.

Demostracibn: Denotaremos por § el conductor del semigrupo S. Sea

d i i p
ye2+, Y > Q + 1; puesto que el conductor de S:L es Ql+‘1 se tendra

que pPJ(Y) € 8 YvJC I, J # I. 81 o es un maximal de S,es a < Q

J
por 3.2.12 y por el Teorema 3.M7se tiene ya que vy & S y por lo tan-
to Q+1 2 6,

Sea i€ I, ci+£l—‘1 e A~i(si} y por lo tanto (3.2,8)
%

. d ¥
F (c.+§l——1) < @} existird entonces P &€ Z con pr,P = c.+£l—‘1 tal
S 1 + i i
que si v > P y Yi = ci+£l—'1 se tieney £ S. Esto nos dice de forma

inmediata que 5i > ci+5:L ‘Vij y por tante se tien § = Q +1.
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3.2.24 Nota.- Consideramos o, = k[[x,Yl]/(Fi) el anillo leocal
de la rama i-ésima y sea by ki[x,v]] — 61 el homomorfismo natu-
ral de paso al cociente. Denotamos por ¢i el ideal conductor de la
extensidn 9, < k[[ti]]‘ Vi e I. EL resultado anterior permite ase~
gurar que el ideal conductor,® , de la extensién de anilles

o= k[ix,Y]]7(r)r < k[[tj]]x...xk[[td]] es

a

C= v (g, x b (F7) Gy xenvenenx v FNg

donde Fl = I f

k#£i k

3.2,.25 Teorema.- Q es un maximal relativo de S.

Demostracién.— Veamos en primer lugar que Q es maximal.

Supongamos que existe o g A_(Q), serd entonces

4

1 - q
= - . . L > i -
o (c1f£ 1, SPTR ,ad), sea 31 > c1+5 Ty Bi ai.}V1 >3 ; con

sideremos g = (31,u2,83,...f§ﬂ " B € S pues 8 > Q+l. Aplicamos
: 1 1 1
- = - e >a .
P-4) a a y B8 y obtenémas a (2) (01+E 1, Gy o, ,ud) cona, >a,
1 ,
= > >
Tomando ahora g (61,82,u3,54,...,aﬂ con 82 A Bi Loy Vi £ 2,

y utilizando P-4} para a{2) y B8 obtenemos

1 1 1 |
= — . e : o> -
a (3) (C_I + £ 1,02,03,a4, ,%”, ay > ey,

Continuando este proceso hasta la coordenada d-ésima es cla
ro que obtenemos « = a(d) € A (a).

Repitiendo este proceso inductivamente podemos obtener una
sucesiédn u,aj,az,...,ai,c}+1,... de manéra que ai+1 € Af(ai) ¥i e IN.

Id i ‘1 —
Se tendra entonces que lima® = (c1+£ ~1,%,...,2) & S, es decir

Fs(c1+g1u1) = = que contradice 3.2.8 pues ¢ +g1—1 G A 1(S ) vy por
. £ 1
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lo tanto Aj(Q) = 0,

Es claro gue la prueba anterior se gpuede hacer para un indi

ceri € I cualquiera y por lo tanto 4(Q) = 0, es decir Q es maximal.

Sea JC I, J #£ I con #J>2; veamos que es QJ(Q) £ 0. Sea

i€ J, se tiene:

i
pri(Q) = ¢y + £ -1 = ¢y + .Z.Cij -1 =
J#i
¥ _
= (ci + ) Ei. - 1) + i Lok =
jed k¢J
J#EL

I

J
pri(QJ} + vi(f )

donde QJ es el elemento de SJ definido como Q, es decir el mayor de.

los maximgles de SJ.
Por lo tanto
pPJ(Q} = QJ + £

y DPJ(Q) - EJ = QJ € S, por el Teorema 3.2.8 se tiene FS(pPJ{Q))= o

y en particular serd necesariamente QJ(Q) # 0,

3.2.26 Lema.~ Sea o & & y denotamos por a' el elemento
Q- oe Zd, se tiene entonces:
i} Afe') = 0
ii} Si ademés Qﬂa) # © para cada JC I con #J 2 2 enton-

ces Aka) = 6 ,¥KC I, K# L.

Demostracidn:

i) Si g e Aj(a') para i ¢ I es claro que B+a & Ai(Q) lo que contra

dice el caracter maximal de Q y por lo tanto A{a') = D.
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Se tiene B:l = H;, ¥ puesto que B' g Aifﬂ) con i # 1 es

= > i
S_] Hy @y, es decir
1 1
- - < -1 -
c, + 3 ! .y c, t g 1 1
Por hipdtesis de induccién se tiene entonces p' = Q-k € 3, pero,
puesto que B' € E“f(“) entonces p' € E‘I(B ), A_l(B} = P por ser B maxi

mal relativo y llegamos a una contradiccién. Hemos probado entonces

que si a es maximal relativo entonces O —a € 5,

Sea o € M(S) y supongamos @' = Q-a 9’.‘8. Por el Lema 3.2.27

pr‘d(u'} = 8‘J , W a I, J#Iypor 3.1.7 existe un maximal relativo
B €S y un indice i & I de manera que a'g Ei(ﬂ ). Se tendrd enton-
ces:tB' € S por sar B un maximal relativo y B' & Ki(a) lo que contra

dice el cardcter maximal de @ y por lo tanto a'eg S.

3.2.30 Lema.- Sea o un maximal de S, existe JC I con #J> 2,

o i i a = - a.:(ﬂ Vi N
‘IeJyaeSJ maximal relativo de SJ tal que ’ 1Y%= iVlEJ

Demostracidn: Si @ es un maximal relativo de S entonces

I=Jya=aq. Supongamos entonces que @ no es un maximal relativo,

existe entonces n & I verificando A_m(a} = & {(ver 3.1.8) y podemos
tomar k = min{i e I / A‘ti(a) = @l

Probaremos el Lema para a & S verificando las dos condicio-—
nes siguientes, para dzz y kcon 1< k £ d+1

i) .'.\_I(a) =9

P{d,k)
i i < = i
ii) A_1i(Cl) 20 Vi k, A_Ik(a) 2,
y lo haremos por induccién sobre el nlmero lie) = 1{d,k) = d+1=k.
Si 1(d,k) = C,a es entonces maximal relativo y el resultado es evi-

dente. En el caso general, tendremos k < d+1 ¥ consideramos J =1 —{k};
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se tienen dos posibilidades para A1(prJ(d)) C.SJ:

2} A_I(prJ(cx)} £ 0

Sy

3 b) b, (pr (@) = 0,

En el caso b) consideramcs uk = pPJ(a) € Sk. Puesto que

Ao la) # 0 ,Vi < k se tiene para B € A

ii o)y

(a) que prJ(B) & A11

1i

por lo tanto 312(Gk) £ 0,

,51k_1{ﬂk) £ B. Se tiene entonces que

k .
o e Sk verifica P(d-1,k' ) con k’_z k y necesariamente

1{d-1,k" ) = d-k' < d+1-k, por hipdtesis de induccidn existe entonces

G ¢ S maximal relativo, con J1C3 J, T e d, #J1 > 2 tal que

o4 = ey Yoo < o Vi€ J1. Es claro que a resuelve el prcblema

también para g .

Si se tiene A1(pr (o)) # ©.podemos considerar

J

FS(A_](FJPJ(O.)) ={B &S/ pr (B)¢ A_l(prd(a))} £ 2.

J
: V i >
Sea B € Fstéj(prd(a))) y supongamos que se tiene sk‘ ‘ak,-
entonces B € Q”a) ic que es absurdo, pues Ajta} = @. Si se tiene
Bk = q entonces es g ¢ 51k(a) y por hipdtesis &1k(u} = p lo que nos
lleva también a una contradiccién, Por lo tanto

YR & FS(A1(pP\J(u})] es B < o

y podemes considerar

k

o' e Sup{Bk /B € Fs(ﬂ_‘(pr\J(Q’]))}< o

y un elemento g € FS(A1(DPJ(G)}) con B =a',

t - t

Sea a' = (a1,...,uk_1,akgxk+1,...,ud) & Zﬁ, puesto que

a' = inf{a,B}es o' & S. Veamos que a' verifica P(d,k') con k' > k.
Supongamos gue existe v € Aj(u'), entonces se tiene que

pPJ(V) & A1(prd(u)} Y vy > o, lo gue contradice la construccidn de
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r

1 —_
a, ¥y por tanto Aj(a ) = 8.

Por ser A1i(a) # 8 para 1 < k se tiene también que

1 3 E L] B
aﬂéa ) A @ Vi < k. Por otra parte B € A1k 1k(a Y£ B

y a' verifica P(d,k') con k' > k, es decir 1(a') = d+i-k' < d+l-k =2(g}.

(e') con lo que A

Por hipdtesis de induccidn, para o' existe un elemento @ en
las condiciones exigidas para_a en el enunciado del Lema, es claro
que a resuelve también el problema paraa .

Obsérvese que siempre es #J > 2, pues en los semigrupos

2 . _ . . .
SJ C z; les maximales son todos ellos de un dnico tipo, y si llega-
mos a o € SJ con #J = 2 y A1(&) = @, necesariamente g es maximal

relative de S‘J y finalizamos en esta etapa sin seguir proyectandec.
3.2.31 Teorema.- Son condiciones equivalentes:
i) o es un maximal absoluto de S.

1i) Q-a es un maximal relativo de S,

Demostracién:

ii =>i): Es el Lema 3.2,26 y el Teorema 3.2.29.
i ==1ii): Para probar esta implicacidn demostraremos que si o es un

maximal ne relativo, entonces a' = Q-a, que sabemos que es

maximal por 3.2.29, no es un maximal absolutc.

Sea entonces g = (a1,...,ad) un maximal no relativo del se-
migrupo S, por el Lema anterior existe J C I con i & J, #J‘i 2y

~ , _ . ~ ~ . , .
a £ SJ un maximal relativeo de SJ tal que o, ay Y @, < oy Vield

Si se tiene J = I, puesto que & no es maximal relativo

(véase la demostracidn del Lema 3.2.30), existe necesariamente jgI
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tal que %j < aJ. Sea kK ={ieg 1/ ai = Gi}, se tiene 1 e K < I,
K#1Iy ag AK(&) {obsérvese que en particular #K Z 2); se tiene

~ ~ [
entonces que o' = (-0 € AK(G) y ' no es 'maximal abscluto.

Supongamos J # I, el elemento de SJ,E‘ = QJ+£J—5 es un vér-

tice absoluto de SJ con respecto a EJ y por 3.2.8 FS(&') =@ con lo

gque existird B € F_(G') tal que §i> pri(ﬁ') vi ¢ J.

S

Sea g ={ie J / &i=ai}c:\5, se tiene 1€ K <J # Iy
también prJ(a) € AK(E} {como antes serd necesariamente #K> 2). Puesto que

(Q) - pr (@) = Q) + g’ - pr (@)

1 —_
pPJ(G ) = pr X

J

tendremos que o' € A (pPJ(G')) y por la construccién de B serd nece

K
sariamente B € Ak(a') con 1o que @' no es un maximal absoluto y fi-
nalizamos la prueba del Teorema.

Este.Teorema completa la prueba del apartado ¢) del Teorema

i

de simetria 3.2.13,

3.2.32 Nota.— Sea Y € S, puesto que Q+fy es un vértice rela-
tivo {por ser Q maximal relativo) y ademds v < GQ+Y ¥v € Ny(S) se

tiene de forma inmediata el apartado D) del Teorema de simetria 3.1.13.

3.2.33 Lema.— Sean Y,V € 5 y consideremos V' = Q+Y-VY, se
tiene entonces: |
i) A{v') AY(S)
ii) v es un maximal de S si y sblo si v' es un vértice de AY(S)'
iii) v es maximal absoluto (resp. relativo} si y sdlo si v

es un vértice relativo (resp. absoluto).
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Demostracion:

i) S5i o e .ﬁi(v') tal que o -y &3, entonces se tiene g+ v & Ai(Q+Y) ;
v+a-v € S que es absurdo, pues Q+y & NY(S).
ii) y 1ii) Son evidentes, pues

VvV maximal &= Q-ves

v maximal relativo &> Q -v maximal absoluto.

3.2.34 Teorema.- Sean y,v € S, se tiene entonces que

vV g NY(S) si y s6lo si Q+y-v e 3,

Demostracidn:

La cendicidn suficiente es inmediata aplicando la parte i)

- del Lema 3.2.33 al elemento Q+vy—-v € S,

Condicidén necesaria.- Sea V' = Q+y-v, por 3.2.27 se tiene

JSWEeI, J 4L

que pr‘J(v" YE 8

. Supongamos que V' é é, existe un maximal relativo o (Teore-
ma 3.71.7) y un :I.r\dicel= i € I de manera que v' & ~Ei(o:), El elemento
Q+Y-~C es entonces un vértice absoluto de S con respecto a y y ademas

(Q+Y —a) € ﬂi(\?) lo que es una contradiccidn, pues se tiens:

-’-\i(\))C’ AY(S) pues v g NY(S)

Q+y-a € 4 (v) y Q+Y—oceéAY(S)

Por lo tanto, necesariamente y'¢g S y también, por el Lema anterior
v'e N (S).
Y

Este Teorema finaliza la prueba del Teorema de simetria 3.1.13.
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3.2.35 Nota.-~ El Teorema de generacidn 3.7%.7, unido al Teo-
rema de simetria nos dice que, conccidas las proyecciones del semi-
gbuhb 5, basta conccer los maximales absolutes de S para determinar
por completo el semigrupo 3. (Pues Q se calcula sin problemas a par
tir de la clase de eguisingularidad y via la simetria sobre G pode-
mos calcular los maximales relatives de S).

El método empleadsc en la demostracidn, sugiere que se pued?
probar en condiciones ligeramente mas débiles pues la simetria de
los maximales indica una fuerte relacién con la condicién de Gorens
teinrsobre los anillos de las curvas gur intervienen en el proceso.
Se puede ver un paralelismo entre el Tecrema de sime;Pia y la con-

dicidn de Gorenstein para semigrupcs de curvas irreducibles, indi-

cado en 3.2,2 {véase [43]).

- La importancia del Teorema de simetria se pone de manifiesto

en el epigrafe 4 de este mismo capitulo, donde se ve que Ios-maximg
les absolutos son calculablies de una forma muchc mis simple que los
relatives mediante un conjunto de ‘'generadores" que determinaremos

en los epigrafes 3 y 4.

“Hlgry
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3.3 EL CONTACTO MAXIMAL

3.3.0 Introduccidn.- En [51] Monique Lejeune introduce la

nocidén de contacto maximal de género superior para una curva irredu
cible (ver también O. Zariski [79] y A. Campillo [4g]). Mas ain,-
para curvas no necesariamente irreducibles se introduce la nocidn
de "Bouquet'" de curvas con contacto maximal de género arbitrario,
viendo como a partir de ellos se puede cbtener la clase de equisin—
gularidad de la curva de partida.

En este epigrafe daremos la nocidn de valores del contacto
maximal y veremos la relacidn existente entre ellos y los invarian-
tes de equisingularidad mane jados en el Capitulo I y el Capitulo T
La razén de porqué inciuimos en este Capitulo (titulado el semigru—
po de Valdreﬁ}'el‘presente epig?afe sg pone de manifiesto en el
epigrafe siguiente; donde se estudia una intgrpretacién de los valo

res del contacto maximal en la generacidn del semigrupo de valores.

3.3.7.~ Utilizaremos las notaciones del Capitulo I, en par-
ticular (1.0) C es una curva algebroide, plana %y reducida con d
componentes irreducibles C1""’Cd de ecuaciones F1,...,fd- Denota-
remos por 9 el género de la curva irreducible Ci y como es habi-

tual FA = n fi y CA = Sgec{k[[x,Y]]/(fA)) para cualquier sub-
ie A S

i

conjunto A de I = {1,...,d}.
Usaremos los resultados y conceptos de [51] 3.2 que resumi-

remos a continuacién.
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Sea n > 0 un nimero entero y consideramos el conjunto:
n .
= {ieI1 /g, 2n}
y el conjunto Tnc: ﬁ(@n) definide por la siguiente propiedad:
A e 1" si y solamente si A € " y existe una curva D de
género n de manera que D tiene contacto maximal de género
ncon f, Vi e A.
1 /
{6 lo que es equivalente:
Existe h € k[[X,Y]], irreducible de género n de manera que
v.(h) = B Vi€ A
i T oTndt )
“ R n
Podemos suponer T ordenado par inclusidén y se tiene gque T
tiene elementos maximales y que para cada A € ™ existe un maximal
E € T' con AcE, Denotaremos por M el conjunto de maximales de

n . n , . ) p
T, si E € M existen curvas irreducibles de género n con contacto

maximal de género n con todas las componentes de fE; denotaremos

3 x 1 — _i r .
una cualquiera de ellas por hE € k[{x,Y]], verifica vi(hE) = Bn+1r
vi € E.

R o 1 _2 s , n ,
Si M = {En,En,...,En} podemos asociar a M el conjunto
8" = {h1,h2,...,hs } donde h® = h .. El conjunto B" recibe el nom-
n''n n n el
n

bre de Bouquet de curvas algebroides con contacto maximal de género

n con C.

3.3.2 Nota.- Observemos los siguientes hechos:

a} hE ne e¢s (nica, en general, pues hay infinitas curvas con

—1i
_ . . < ms .
vilhe) =8 . ,¥i € E si n <min{g, /1¢ E}

p) B" =

L=

1 . . . .
hn es una curva reducida, es decir siempre se tiene
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i

h™ # hd si 12 j.
n n
¢} Si C,D son curvas equisingulares Bn(C} y Bﬂ(D) son también

gquisingulares y por lo tanto la clase de equisingularidad de

B'(C) esta bien definida.

3.3.3 Lema.- Sean £,f, € «[[x,¥]] (F 1f,) = (a,e),
2

supongamos l; < 1 . 8e tiene entonces;

3 ) 1 ) . . .
i) si ¢ < lq no existe ninguna curva con contacto maximal

de género q con F1 N fz.

;s . 1 , ,
ii} 8i ¢ = lq + 1, cualguier curva con contactc maximal de

género gq con FZ tiene también contacto maximal de género q con F1.

La demostracidén es inmediata a partir de las definiciones,

véase [ 18 4.2.9 y 1.2.3 en el capitulo I,

3.3.4 Proposicidén.-~ Sea n un entero positivo, E € vl ¥ hE'
una curva asgciada a E. Entonces i(hE) no depende de la curva hE
elegida, mds concretamente:

Siie€E v (h)=pg"

iVET T Tn+d
. (fi,f.) Ei
Si J £ E, existe i€ E con v (h_ ) = -

Demostracidn;:

s

Es claro gue Vi(hE) = B ,¥ie E..

n+1
Sea entonces j € I, j £ £ y tomamos un indice i¢ E cual-

quiera. Fuesto que hE noe tiene contacto maximal de género n con Fj

tendramos:
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(f |f ) < (n,17) viect
it - n

(Pues, por el Lema anterior, si es (FiIfJ) 2_(n,li+1) cualquier cur
va con contacto maximal de género n con fi to tendria también con

fj, en particular hE).

Supongamos qgue Vi € E es (filfj) = (n,l;+1), sea enton-
ces h tal que Vj(h} = E#+1, por 3.3.3 necesariamente serd
vilh) = Eﬁ+1 vie E y E no seria un conjunto maximal de " pues

EgEU{j)}y llegariamos a un absurdo.

Sea entonces i1 &€ E de manera gue si ponemos (Fi|Fj) = (g¥®,c*)

entonces
(g¥,c*) < (n,lg‘}
(g¥,c*) < (n,1%)
- n
Es claro gue también se tiene (FjlhE) = {g¥,c*),

8i ¢* f_min{léﬁ,lé*} tendremos:

i =d J
(f.,f.) = v (f.) e B + c*g e”,
i J ) M q.:_'l q:‘t qg* q*
- ) X J
Vj{hE) eq*—1{hE) B + ¢ eq*(hE)e .

¥ puesto que ek(hE) = e;/e; vk < n se tiene el resultado.
Supongamos gue c* = min{l:*+1, léﬁ%1] sera

}

{(f,,f.) =.min{el¢‘§JJ e
i g’

-1
q.r.|."‘i ) * B a1

J
g

en este caso, necesariamente es g < n y se tiene entonces

- —i i i, 4
= = <
Bk(hE) Bk/en, ek(hE) ek/en vk n oy
: 3 [ .
h = 2" _
Vj( E) mln{eq*(hE) Bq+1’ Cq* [2*+1(hE}} con lo que se tiene tam

bién el resultado pues
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—j >1.0 = i i, —j [> j =i i
h L1 =N
eq*( e Bq*+ﬂ[<leq Bq*+1(hE) (eq*/en) Bq*+11<§eq*(3q*+1/en)
i —=j >y j =i
= eq?‘: Bq:‘:+'| {<}eq-}: Bqﬁ'\“f..";
(Ff ) &
y entonces v . {(h_} = - 4
J E i i
e e
n n

3.3.5 Nota.- Obsérvese que ademis hemos visto en 1la demostra
cidn que dado j € I, j # E, el conjunto {ie€ & /(fi|fJ) <(n,1;)} 4 g

es el mismo que {i e E / Vj(hE) = (Fi,FJ)/e; } y por tanto si i,k

son dos elementos de uno de los conjuntos anteriores se tiene ne—

cesariamente

3.3.6 Definicidn.- Sea n un entero, n > 0; C una curva alge

broide, plana y reducida con d ramas. Sea B (C) = {h:,hz,...,hi}.

n

Llamaremos valores del contacto maximal de género n al conjunto

v (C) = {1(h:),...,3(h:)} c 8.

51 las componentes de la curva C tienen todas ellas la mis-
ma tangente, llamaremos valor del contacto maximal de género -1 al

- - -1
punto multiplicidad (B;,...,Bg}. En casoc contrario tomaremos V (Ci=0.

Llamaremcs valores del contacto maximal de C al subcon jun-

to de S:
V(C) = KH) v'(C) donde m = SUP {G4see«,0.}

3.3.7 Nota.~ a) Si C tiene mas de una tangente, es decir

YO = PO = min(S-{0}), vy P1,...,PS son los valeres del contacto
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. . } — .
maximal de género cero se tiene claramente que {BO""EE) =lnf{P1,..,PS}

. . . 1 —d
con lo que en este caso no es necesario incluir el punto (F

w 0!"150

Esta y otras razones'veremos en el epigrafe siguiente (3.4} aconse-

) .

jan la distincidn que hemos hecho con V_1(C).

a.
b} Si tomamos n = g, para un indice i € I, en B * aparece la curva

fi, pues es la Unica curva irreducible con contacto maximal de géne

ro gi consigo misma. Se tiene entonces que vi(fi) =o y por lo tanto

V{C) no estd nunca contenido en S, sino en s,

c) Ademds, puesto que C es una curva reducida es claro que los ele-
mentos de V(C) € S tienen a lo sumo una coordenada igual a « y esto,
unido al comentario antericr nos dice gue el conjunto

J

V.(C) = {y e ViC)/y¢ s}

es un conjunto de cardinal exactamente igual al nimero de ramas de:

la curva y estd formado por

V(C) = Lw(F ), (P ), e, v (F )Y ‘

d) Al conjunto V(C) N S = V(C) - V_{C) = V(C) lo denominaremos con-
junto de valores del contacto maximal finitos. Veremos en el epigri
fe siguiente que.juega un papel destacado en la generacidén del se-
migrupo.

e) Las definiciones anteriores y el apartado b) de estamisma nota, ponen
ya de manifiesto que VI(C) es un buen invariante para la clase de
equisingularidad de la curva C, es decir C es equisingular a D si
y sb6lo si para una reordenacidn de los indices {1,...,d} es

V(C) = V(D). Mas tarde veremos la relacidn algoritmica entre el

A.C.P. de C y el conjunto VI{C),
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3.3.8 Nota.- Sca f = f. e kL[x,v]] la ecuacién de 1a

i=1
curva reducida C = Spec(m[[x,Y]]/(f)) y sea (Fql""lfd) = (g,c).

Consideramos los subconjuntos de I:

J,={t eI/ c=1" +1}
1 q
. i
J,o={ie€ I /c «1"}
2 - q

Es ¢claro que J1 ¥ J2 son unidén de clases de equivalencia

para la relacidén R denctaremos gor I .,Is las clases de equi-

¥ 1!“
¥0

valencia contenidas en JZ y por I ’Ir las clases conteni-

s+1*7°°

das en J1.

3.3.9 Teorema.- Con las nctaciones anteriores se tiene:
R n

AY Sin<g M = {I},

B) Para n = q son equivaleptes:

B-1) E € MI(Q),

B-2) Existe una clase de equivalencia para R 0 ’Ii c J2-y
Y
q -
Ei & M (CIi) ta} que E = J1 U Ei' )
B-3) Existe un maximal €, e MY(C ) tal que E = J, UE
J J 1 J
2 2
n,_ .~ r n
C)si n>q MY(C) = &T{ M (CIi). -

Cemostracidn:

A) Es evidente por 1.2,3,

B) Por el Lema 3.3.3 si i,j ¢ Joo ¥y iR o jentonces {i,j} no estd
Y

contenido en ningln conjunto maximal de T9(C). Esto en particular

s
nos dice qgue Mq(CHJ ) = LFJ Mq(CI ) y hos proporcicna de manera
i=1 i

2 i
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inmediata la equivalencia entre 8-2 y B-3 pues EJ maximal de
2

q . . . . q
T '
(CJ ) st y sb6lo si EJ - 1i c JZ y E‘J maximal de T (CI )

2 2 . 2 i

De nuevo por el lLema 3.3.3 existe una curva con contacto
maximal de género g con todas las ramas correspondientes al conjun-

to de indices J_, U {i} para i € J_,. De aqul es inmediato que

1 2

£ e MI(C) e===Ti € {1,...,5) y E € MIC, ) con E = Jd  UE,
i

y tenemos demostrado B).
C) Sean >q y E un conjunto maximal de Tn(C), sean 1 € E, je€ 1
con if _J; entonces (f,|f.) = {g,¢) (& (g+1,0) si ¢ = 1741) y se

YO i ] q

tiene VJ(hE) = § / el # con lo que necesariamente | ¢ E N

—J
i] 0 7 Bhad

por tanto E C Ii (3i € {1,...,r}) de donde se tiene el apartado C}.

3.3.10 Nota.- Observemos que, en el Teorema anterior, si

J2 = @; es decir ¢ t_l;+1 vi € I, entonces hay un dnico conjunto

maximal en Tq(C} y por tantc es precisamente I. Lo mismo ocurre si

i ] - i j
vi,j € J, se tiene (F [f ) > (q,min{l +7, 1o+11).

indices de _J_1 podemas asegurar ques

Puesto que esta (ltima condicidn se tiene también para los ‘

i i :
MI(C) = {T} &= vi,je I (fiH‘j) z(q,min{lq-f-'l,lé-&—"l})..
: i
Por otra parte, si J_1 = @, es decir ¢ < l: ¥i € I es claro
r
mi(c) = M. )
. 1.
i=1 i
3.3.1 Corolario.- En las condiciones de Teorema 3.3.9, los

valores del contacto maximal de C son:

=1 ~d

n
Al ¥n < g V (C) = {(8n+1,. . n+1)}'
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8) Sin=gq vy se tiene Bq(C ) = {hj,...,hS } entonces
Js q q

vAC) = (v(n'), .o .,v(n®))
=g =g
n
¢) sin>q Ve = Utvih 1se e nicp ).
i=1 i i

La demostracidn es evidente de 3.3.9.

3.3.12 Teorema.~ En las condiciones y con las notaciones de
3.3.9. Bupongamos conocidos los valores del contacto maximal de gé-

nere g para las curvas CI ""’CI

. Entonces P € vI(C) si y sOlamen
1 s

te si existe un valor del contacto maximal PI € Vq(CI ), i€ {1,..,s}

J . J
verificando

Demostracidn:

Por el Teorema 3.3.9, P € V3(C) si y s6lo si existen
Jef{l,...,st y E € Mq{CI ) de manera que P = i(hg)' puesto gque la
J
existencia de E € Mq(C_E) es equivalente a la existencia de

q J
PI.€ v (CI.) con -V-(hE) = PI,'

J J J

P i ' i o 3.3.3)
Si i€ J1, es decir ¢ = q+ ,vi(hE) = 3q+1 {por 3.3.3), pues

to que = Ei se tiene que v.(h_) = 0 como consecuencia

aue ¥ = By q gl T Yy Y

p o (P) = pr, (yO)

1 1

Sea i € Ikc: J2; k # j se tiene entonces, para n € IJ:

@



1 4he

It
]

(e" 1/en} EJ + cle"seMet
q- q q g g 49q

= (eb /et) Bi + cletset)et = v0
g-1 "a” g 9 g9 g i
¥ por tanto Pry (P) = pr_ (v(h_}) = pr YO.
k = F T

3.3.13 Teorema.— En las condicicnes y con las notaciones de
3.3.8. Bupongamos conocidos les valores del contacte maximal de gé-

C. ,ueo, C. . PeV'{C) si y sdla-
1? 12 . Ir~

mente si existe un indice J € {1,...,r} y un valor del contacto

nero n > g para las curvas CI

maximal P. € Vn(CI y verificando:

I
J . J
pry (P) = Pp
J J
i i ( 0 Y?L )
Pe. = « N min{y e_ , — (e e )1
Ik n q+1 Ik_ ot q Ik
q
Vi€ E y VI #1I
. . . 1,r e 1
Donde N. = ei_1/ e;, < -:(ei,.,,,ed) y pr, & = K
r q q q K 0,"‘¢Ik
Demostracidn:

Consideramos la clase de equivalencia Ik con k # j {ndtese
que la primera afirmacién del Teorema es clara por 3.3.9), y los

indices r,s € I i,t & Ij; se tiene entonces

Kk 7
0 t 0 i 0 s 0 r
= = 1.3,
Yi eq Yt eq, Yr eq e eq (por 3.103%

Esto nos dice, en particular, gue las siguientes afirmacionss son

eguivalentes:
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- 3 O_<_ ) i I
Ir € Ik’ ie IJ tal que Yo 3 (Yi /eq)eq

b 0, 0,4, r .
droe I, tal que v T (¥, /eq) e, Vi€ IJ
c > 0 i, r .
i /
YP = (yi eq)eq , Vi€ IJ’ Yr € Ik
. > ]
Y. 2 v% selye el ) vie 1.,
Ir < i q =q Ir d J

4 s . 0 0 i
/
Asl pues el término min(y €L (Yi er)(gqu !

r r

no depende del indice i € IJ elegido y ademis estd bien

expresado

en el sentido de que uno de los dos términos es menor o igual que

d
el otro para el orden producto en Z+. Puesto que PI corresponde a

n Jd
1

un ¢onjunto maximal E de T (C_. }, es E C Ij y la expresidn ante-

J
., rior es independiente del indice i € E.

Sean r g Ik’ i e E; se tiene entonces (3.3.3)}

B i i.. ro0 io0
Vr(hE) = prP(P) = (fi’Fr)/en = (1/en]m1n{eqyi,eqyP 1

"

, e
_ i . g 0 0, _
= (eq /e Imin { T 10 Y } =

e
q

= Ni N in{ { /e‘) } i}
=N ... geminly 5, {y e 1.

Por lo tanto tenemos ya

i i G
Pe. = N_...N min{y g
K n q+1 Ik —-q Ik

, (Yg/e;')(e e )},

3.3.14 Nota.- Explicitaremos las férmulas del Teorema ante-

rior distinguiendo dos casos:

A) Ij ad J2:

Sea k € {1,2,...,r} tal que I < J2 y un indice

k

s € Ik’
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. i
se tiene entonces e YO = esyq ,¥i e I, es decir
q '8 q 1 J
G 0 i .
Ye, = (Yi /eq)(gqsl )y por lo tanto )
< K -
i i 0 i i .0 i
Pe, = Nn...Nq+_|(Y g ) = Nn"'Nq+1(Yi /eq}(gqsl Y.
K k k
Si tomamos s € I C J. se tendra:
i—s i0 s O
= = i & 1.2,
(fi,fs) ° Bq+1 s <’eq\ri Vi e Ij (v 0)
i i 0 .
y por lo tanto VS[hE) = Nn"'Nq+1 o B9 decir
i i 0 .
PekaNn...Nq+1(T £ ), ¥ie E
k
Concluyendo, si . i e I CJZ se tie‘ne' o
] :
DPI.(P) = P
J J
Pe. = NL..NE (yCe ) Wk # j, ke {1,..,r0
I n q+1 b ! e
K ko
B) I.CJ

J 1°

Si s € Ik(: J2 se tiene, para 1 € Ij

5 i 5, 0 i 0
(fi,fs) = eq Bq+1 = ein < equ’ por lo tanto
pe. = ntnt (O seie e ) vieE
EIk T Vgt T g —qEIk i

Ahora bien, si s € Ik C.J1 pueden darse a priori ambas posi

bilidades, es decir el resultado no se puede precisar mads que en el

enunciado del teorema:

i i Q i 0 s O
- < j
N Nq+1(y eIk) si equ “'eqYl
PEI =
k i i i i 0 s 0
‘e > .
\Nn NQ+1{Yi/eq)(e e }y osi equ __eqyl

para 1€ E, 5 & Ik'
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3.3.15 Cllculo de V(C) a partir del A.C.P.

Sea C una curva algebroide,reducida con d componentes irre-
ducibles C1""’Cd' Supongamos conccido el A.C.P., O, de la curva C
descrito en 1.3, en este apartado daremos el procedimiento algorit-

mico de cdlculc de los valores del contactd maximal de ¢, v{C), a

partir de D.

Razonaremos por induccidn sobre el nimeroc d, nlmerc de ra-

mas de la curva.

Notese que el caso d = 1 es trivial, pues D es

8 B B
0 1 g
y claramente V(C) = {80,81,...,59}.
*Sean I1""’Ir Fas clases de equivalencia para R 0 del con-—
: Y _
junto de indices I = {1,2,...,d} y denotaremos por De_ , n =1,2,,.,r
n
el A.C.F. correspondiente a la curva FI = I fi. Recordemos
n i€l

. n

que D€I se obtiene de O dejando Onicamente las ramas correspon-
n

dientes al conjunto de indices In ¥ proyectando los pesos sobre

dicho conjunto.

(D) .- o
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. n
a) 8 < i = . ' CH
] 8i n q se tiene V {Pn+1} Los conjuntos J, y J, de 3.3.8

se pueden caracterizar mediante estos datos como:

Jo={ierl /mo.d. (e ¥ <}
1 q’ i q
J,o={i€ I7¥ me.d (ei O) = ei}
o = «C.d. q’Yi = &gt
Sugongamos J2 = I_1 U... U IS, \J_1 = Is+1 u...u Ir'

b) Por hipdtesis de induccidn podemos suponer conocidos los valores

del contacto maximal de género q de C_ , C_ ,...,C
I_I 12 IS

Si PI es un valor del contacto maximal de CI , (1< j«<s),
J ' . _J
de género q por el Teorema 3.3.12 el elemento P € 8 definide por
(P) = P
J J

0 .
PgI = Yey Yk € {1,...,r}, X # j.
k K
es un valor del contacto maximal de género g de C. Ademds el mismo
Teorema nos asegura que por este phocedimientd cbtenemos todo el
con junto vi(c).

c) 8i n > q, suponemos conocidos por hipdtesis de induccidn los con

Jjuntos Vn(CI ),...,Vn(CI } y por el Teoremd 3.3.713 sabemos que vi(c)
1 "

se puede obtener de la manera siguiente:

s n ,
Si P Y (CI ) es el valor del contacte maximal corres—

I, .
J J
pendiente a £ € Mn(CI ), el punto P € & construido como:
J
Pro (P) = Pr
J J
i i . 0 o, i .
PeIk = Nn...Nq+1.m1n{Y elk, (Yi/eq)(gqelk)}, ie E

es uno de los valores del contacto maximal de género n.

Notese que el procedimiente, a la vista del arbel D, es bas
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tante simple, pues en él aparecen de forma manifiesta leos contactos
maximales come pesocs en sitios gque no son nudos; siendo la analogia
0
casi completa cuando los pesos Ty de los nudos estdn en la recta pPA(L).
3.3.716 Proposicidén.— Con las notaciones habituales, sea
| - i n
ACI y f = f., €, = Speclk[{X,Y]] 7 (f )). EL conjunto M™(A)
A . i A A
ieA
estd formado por los conjuntos maximales, para la contenciédn, de la
familia:
{ENA/EeM(C)}.

Demostracidn: Si EA\e Mn(C ) es claroc que EA e Tn(C) y

A
existe entonces un conjunto maximal F e Mn(C) con EA<:.F. Puesto
que EA & Mn(CA) es claro que F N A = EA Y tenemos probado que
M, e Max{E n A/ Ee M'(C)).
' La otra contencidn es evidenta.
Nétese que este resultado permite calcular tambidn de manera

muy simple los valores del contacto maximal de génerc n, formando

primero V¥ = {prA(P) /A e Vn(C)} ¥ quedandonos con los elementos

#i

maximales de V & ZfA para la relacidn de orden producto en Z+ .

3.3.17 Nota.- Consideremos dos indices i,j € I con i # i
existe siempre n < sup{gi,gj} de manera que s¢ verifican las dos
condiciones sigulaentns:

a) No existe un conjunto maximal de T' (C) conteniendo a{i,j}

b) n es el menor entero verificando la condicidn a). (Es

equivalente a tomar n & N tal que V¥m < n existe una curva h con
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contacto maximal de género m simultineamente para fi y fJ ¥y no exis
ten curvas con contacto maximal de género n con PR fJ 5 también

a {,j) € T(C) wm < n, {i,j) ¢ T1"(Ch).

RN S
Sean dn—1 = mln{ln_1, ln—1}

d = min{l, 17},
n n n

¥y supongamos conocidas las clases de equisingularidad de las cur-

vas T, ..
i Y J
La condicidn b) en la definicidn de n nos permite asegurar

que gfi1fj) > (n-1, d___+1), y la condicién a) que (filf.) < (n,d ).

n+7 d n
Existe Pn € Vn—j(C) verificando pri(P

1 ) = BX y pr (P )= B8,

n-1 n Jon-1 n

Se tiene entonces la siguienle cadena de equivalencias:

e Rt | =izl
1) Bn BO # ﬁO Bn'
ii) (filfj) =(n~-1,d ,+1)
N PR B R
(*)qiidi) (fi,fj) = mln{en__I Bn, e Bn }
<K . _ 4k
. Bn si dn__1 ln—1
iv) 8i k € {4i,j} pr (Y. ) =
Pk k =k Kk k
. a <
Nn—1 Bn—1 * (dn—1+1}en st dn»1 lnuﬂ

| i

\v) pro(P ) B # pPJ(Pn—1) By

Por supuesto también se tiene la cadena de eguivalencias:

{¥%)
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. O kK —k K

= i},
iv) prk(YiJ) Nn Bn +ce ke i, ]
viopr (P L) By = pr (P ) BO

Si se tiene una de las condiciones equivalentes (*%*) consi-

deramos los valores del contacto maximal de génerc n; P; ,P: € Vn{C)
=i

o i i =
= = B -
verificando phi(Pn) had? DPJ{Pn} ] Puesto que en estas

condiciones se tiene (fi|fj) < (n,dn} se tiene entonces

0 i
r (Y, .) = pr (P
PPty T
0, _ J
pri(YiJ) pri(Pn)

0 . -
con lo que V{C) nos permite determinar Yij para dos indices i,je I,
. o
i £ j. . i N N .
i J« Recordemos gue YlJ es elemento del semigrupo S{leJ) Ss{l,j}

definido comeo YO, es decir

¥ = max{u €S(F.F ) / S(F.F ) e L USFF )(u))
ij i i i ]

{ver 1.2,8, 1.3.9).

3.3.18 Cdlculo del A.C.P. a partir de V(C),

Nuestro dato inicial es ahora el conjunto de valores-del
contacto maximal, V(C), de la curva C. Es clarc que podemos deter—
minar de ura forma muy simple lé multiplicidad de interseccidn de
dos ramas utilizando V_(C) = {i(Fi} /1 eI}y a partir de agui el
érbol D(C). El procedimiento que daremos agui proporciona directa-
ﬁente el arbol D{(C) con la ventaja adicional de permitirnos carac-
terizar los casos en que podemos utilizar los valores del contacto

maximal finitos -que son elementos de S-, Unicamente, para deter-

minar D(C).
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a) Sea 1 € I, consideramos pri(V(C)) = {pri(P) / P e V(C)}. Es claro

que {Eé,...,E; } ¢ pri(V(C)) C.§i y podemos determinar la clase de
i
equisingularidad de la rama fi. Observemos que

—l'_" i . l:Ei
BO mln(pri(V(C)]), €q o

= m.c.d.(ﬁl,ei )
n

i i
g n--

—-i , i
g, = minly € pr (V(C)) / m.c.d.(Y,e ) <e ,}e

& =

LR Y

b) -Podemos distribuir los elementos deiV(C) en paguetes de la mane-
ra siguiente:

n _ R _ =i }
V(C) = {Pe Vv{C) /731 €I con eri(P) = Bn+1

para -1 <n j_sup{gi / i'e I}, y para cada elemento P € Vn(C) pode—~

mos considerar

n_ . _‘_'i } n
Ep = {ie I/ pri{P) = Bn+1 € M (C)

Sea q ¢l mayor entero verificando las condiciones:

¥n < g vic) = {{

1 —d —i =i =i
B ,B Eé = B B ;vi,j e I, es

n+1°° " " n+1) n+1’ 0

=i
by Bn+‘f

claro que g es el primer enterc del par de contacto de f1,...,Fd y

que el Unico elemento de Vn(C} es el contacto principal F’n

*

+1

_}

1,...,PZ},MQ(C} = {Eq,...,Ez]'consideramos el con-—

¢) si vie) = (P
q

o

8 .
junto A= () E;, se tiene claramente J1C; A.
i=1

Si tenemos A £ @, ¢ = min{l;+1 / ie Al es el segundo ente-

ro del par de contacto de f1,...,Fd, y podemos determinar YO, pues

0 =i . i

Yi = Bq+1 si © = 1q+1

e N B 4 ocel sioc <2t
i g q q q

Si se tiene A = 0§, también es J, = O y se tiene directamente
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>
e P}
q q

pues JZ tiene mas de una clase de equivalencia, y por 3.3.12 se tie

YO = inf{Pq,P
q

ne 2l resultado.

La nota 3.3.17 nos proporciona también un método para calcu
lar el par de contacto (fjl...ffd) mediante el célculd de (fi!fj)
vi,j e I.

d) Nos resta Unicamente calcular R Fara ello tengamos en cuenta

vO'

en primer lugar que J1 v J2 son unidn de clases de equivalencia.

Sean k,j € J, y supongamos K & E; NJ, (Bie (1,...,3))

se tiene entonces

i 0
kR _j & pr (PT) > vy~
YOJ J 3 J

. i 0
En efecto, pues Kﬂ;OJ == (Filfk) = {q,c) = DPJ{Pq? = YJ.
. . . , g+
Si consideramos k, | & J1, existe E ¢ M {C) de manera
gque k & E, sea PE el valor del contacto maximal asociadaoc a £, se
tiene prk(PE) = Bq+2 y entonces
. k=] Kk 0
k > N = ‘
Rood == pry(Ped > Noyy B = Ngua Y]

. ) 0 o .
Obsérvese que también podemos calcular Yij’ vi,j € I median

3.3.17 y utilizando 1.3.10 se tendri

0 i, 0 0
iR _j&= ND = Ny o > NE(Y,v)
+0 i] A
1 81 ¢ =< iy
1 q
siendo N* = ;
N si ¢ = 1 +1
q+1
e) Consideramgs ahora V(CI )5i = 1,2,...,r (3.3.16) y continuamos

inductivamente el proc¢eso en cada una de las ramas del arbol.
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3.3.79 Nota.- Observemos que el conjuntc de valores del con
tacto maximal finitos, V(C) = V(C) - ym(c}, no es en general sufi-

ciénte para determinar la clase de equisingularidad de la curva C.

Por ejemplo, si

2 2 2 2
a) y =X + X z ¥y = X 4+ x z
1 1
i fo
X = 23 + z4 X = z3
B 1 T
se tiene entonces Eg = .Eg = 3; Eq = Ef = 7, el par de contacto es
(f1lf2) = (1,1) vy 0 = (22,22).

ELl A.C{P. de la curva resulta ser

(3,3) 7.7) (52.29

y los valores del contacto maximal son

v ey = (3,30 .

<
@]
It

{((7,7)}

<
«
n

{{e ,22),(22,0)},

Por lo tanto V(C)

{(3,3),(7,7) ) yres claro que V(C) no

determina la clase de equisingularidad de C, pues (fj,f ) = 22 es

2

imposible de calcular con estos datos tan sélo.
El ejemplo resulta ilustrativo, porque nos proporciona una
gama amplia de ejemplos:

Sea C una curva reducida con des ramas equisingulares C"Cj

1
tales gue su multiplicidad de interseccidn es (Ci,CJ) > et B

1
— H
i-1 9

entonces V(C) no determina la clase de equisingularidad de la curva f.
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b) Consideramos ahora las curvas con desarrcllo de H-N

Yy = X XZ_I 2 2
Y = X, ¥+ X z
1
F1 A4x = z_1 + 2122 F2
X = z,
z,.= z3
)

En este caso resulta que el A.C.P es:

- - /.31
<

{6,2) {15,5) {31,21)

Y el conjunto de valores del contacto maximal
Vo= {(6,2},{15,5},(=,31),(31,=)},

Como en el caso anterior es claro que V(C) = {(6,2),{(15,5)}
ne determina la clase de equisingularidad de C. De hecho podemos
afirmar que si C es una curvd reducida con d ramas, tales q;e exis—
ten Ci’ CJ con 9, < gJ.y Ci %iene‘éontacto maximal de género g, con

Cj el conjunto V(C) no determina la clase de equisingularidad.

Se pueden dar algunas condiciones suficientes para que V(C)
determine la clase de equisingularidad de C, por ejemplo si en el
A.C.P. D no aparecen ‘ramas terminales sin ningiin pesc”

i

( = (F.}FJ) < (d,0) donde d = min{gi,gj}, Vi,j e I) VI(C} deter-

mina por completo la clase de equisingularidad de C.

3.3.20 Ejemplos.~ Calcularemos los valores del contacto ma—
ximal para los ejemplos que hemos visto ya en 1,.3.12.

A} Caso irreducible:
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B) Caso diagonal:

v(c) = {P_,P

{(f,,f ) si i#k
i

C} Caso multitangente: Supongamos que #I/R o= d, es decir que
Y

todas las ramas son transversales.

vw):{ﬁz'1iiid;1ing + 1)

donde:
E% si k=i
J
prk(P )= )
(f‘i,fk}/ej_1 si k#i
D)  Tomamos f1,f?,F3,f4 como en D} 1,3.12, se tienen los contactos

maximales:

Po = (20,20,20,20) 3; = {495,404 ,488,488)
P, = (48,48,48,48) Pg = (404,405, 488,488)
o 3
P, = (246,246,244,244) Py = (488,488,405,494)
Iy 4
P,” = (244,244,246,246) Py = (488,488,494,405)

E} En el ejemplo E) de 1.3.12:

-4

P, = (9,0,15) P = (=,138,230)
2

P, = (15,15,25) PS = (138,=,246)
3

P, = (46,50,82) P> = (230,246,=).
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3.4 UNA DETERMINACION EXPLICITA DEL SEMIGRUPO

3.4.0 Introduccidén,- En este epigrafe relacionaremos los

maximales absolutos del semigrupo de una curva plana con los valo-
res del contacto maximal finitos de'la misma introducidos en el epi
grafe anterior, Concretamente , veremes qué los val;res del contacto
maximal son datos suficientes para determinar explicitamente si un
elemento de Zi estd o no en el semigrupo S (ver Tecrema 3.4.14 a
continuacidn).,

De la misma forma que en el epigrafe 2 del presente capitu-
lo S denctard siempre el semigrupo de valores de una curva algebroi

de, plana y reducida C con d ramas de ecuaciones F1,f2..,Fde!<[[X,Y}}.

3.4.1 DeFinicién,~ Sea o ¢ S, diremos que o es irreducible

. 1 v 1 .
en S si para ¥ ,ayz € S tales gue o= 71+y2 entonces y =0 0

YZ = 0. En caso contrario diremos que a es reducible. (Véase 1.2.5).

3.4.2 Nota.- a) Si o es maximal y tenemos @ = o +a2 es tri
. 2 . . .
vial demostrar que o y & son maximales (ver por ejemplo 3.2.26 1)).
Aln mas, con la misma técnica se puede probar que si o es maximal
1

2 - .
absoluto entonces o Y a 50n también maximales absolutos.

P) 81 o es un maximal absoluto, es claro que podemos escri-

, i i , . ,
bir o = o donde los o son maximales absglutos irreducibles.

13

Una consecuencia de este hecho es que el conjunto de maximales irre
ducibles, que denotaremos MAI, es un dato suficiente para calcular

el conjunte de maximales absolutos M A .



-158-

¢) Si g ¢ S es irreducible, existe h & x[[X,Y]] tal que
1(hf{f)) = g y por ser g irreducible en S es claro gue entonces h
es irreducible y define por lo tante una curva irreducible plana

sobre k.

d} Denotaremos porIVjC) el conjunto de valores del contacto

maximal finitos, es decir V(C) = v(C)nS.

En primer lugar probaremos el siguiente resultado:

.3.4.3 Teorema.- (Calculo de los maximales absolutos irredu-

cibles). Se tiene que g ¢ S es un maximal absoluto irreducible si

y sblo si g es uno de los valores del contacte maximal finitos.

.Haremos la prueba convenientemente fragmentada debido a su

Y

comple jidad,

3.4.4 Lema.- Sea q e S y supongamos que existe i_ ¢ I con

0
la condicién Ag {a) - {a} = @, entonces a es un maximal abscluto.
O .
Demostracibn.- Sea J <& I, O % J £ I, supongamocs gue existe
d
B e Ala), 81 se tiene i.€J entonces Alatc &, (o) —{al Lle
J 0 J 10

que es contradictorio, por lo tanto es iO ¢ S

Sea j. € J, se tiene para B : g, > o, Yy 8. =g, ; apli

0 Yoo Yo Jo o

cando la propiedad P4 de 3.1.0 a los elementos o y £ para el indice

jo existira v € S tal que:
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Y _>_ mlr‘l{Bk,qu }30‘k Yk ¢ 1

d p
por lo tanto vy ¢ & (a) vy ademds v £ a con lo gque llegamos a un
C

absurdo y necesariamante %(a} = 0, es decir o es un maximal absoluto.

3.4.5 Teorema.- Sea a uno de los valores del contacto maxi-

mal de la curva Cy o € S, entonces g €5 un maximal abscluto irreducible,

Demostracidn: Es claro que si existe 1 € I tal que

Fs(ai) = {a} necesariamente &g(a) ={a} y por el Lema anterior a

es un maximal absoluto.

$i tenemos {(é;,...,Eg)} = V—1{C), por la definicidn de
-1 i , , O =1 -d,
Vv (C) (3.3.6) se tiene necesariamente Y > {B.,.v,B )}, ¥ por la

0

_construccidn de TOJ(Eg,...,Eg} es un maximal absoluto (véase 1.2.6

y el ejemplo ¢) en 1.3.12),

Supongamos ¢ g Vn(C), n > 9, y consideramos el con junto

Ela) = {i e I/ a; = E;+1}, E (@) es un conjunto maximal de Tn, es

decir E(a) € M'(C). Si tomamos dos indices i,] € E{a) se tiene entonces:
(F 1F .0 >(n, min{ll+1, 1341},
ity o= n g

Sea io € E(a) el indice definido por la condicidn:

o

n

(%) vieg( 1}

<1
Por 3.3.3, si h es una curva con contacto maximal de género n con

Fi entonces h tiene contacto maximal de género n con Fi,Vi € E(a},
0

Se tilene entonces la cadena de implicaciones:
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Sea h ¢ @ tal que v, {h} = B =

(f, ,f.)
lO J
{Obsérvese que v {h) = 3 , también por 3.3.4).
0
e
n
Como consecuencia F5(8n+1) = FS(uiO} ={a} y por el comenta

rio que hicimos al comienzo o es un maximal absoluto.
i,
Notese que o es irreducible, pues Bn+1 =0, es ya un ele-

mento irreducible en Si
O

3.4.6 Nota.- Supondremos a partir de aqui que o = v(h+(f})€ S

es un maximal absoluto irreducibie, h(X,Y) € k[[X,¥]] sera entonces

la ecuacidn de una curva iﬁreducible’plana y denotaremos por Dh su

desarrollo de Hamburger-Noether., Sean (qi,ci) =.(h Ifi), i=1,2,..,d

Sup{(qi,ci) /iEI} = (ql ’Ci } o= (r-,d)
0 0

{por supuesto con el orden lexicografico en Zf). Supondremos para

simplificar las notaciones iO = 1, es decir (r,d) =(q1,c1)2_(qi,ci},

vi € I. E1 par (q,c) denotarad como es habitual el par de contacto

de f, (f,]|.

1 .. |f ), y los invariantes de la clase de eguisingularidad

1 d

de h los indicaremecs con una *, es decir serdn En =g (h), e =e (h},..

3.4.7 Proposicidn.— En las condiciones de la nota anterior,

supongamos (r,d) < (g,c), entonces se tiene r < g vy

el =2
o= (B Br‘+1"

!
r+1? "’Br+1)'
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Demostracidn

Observemos en primer lugar que, puesto gue {(r,d) < {(g,c),
necesariamente {r,d) = (qi,ci), Yi & I. Puesto que se tiene l: = li

Yn < q, ¥i,j € T entonces:

A) 31 €I tal que d < min{l7, 17} 4= d Smin1,1) vieI ya
Qque si es r < q es c¢laro por ser li = li 3 7i,j € T y si es r = q,

necesariamente d <c¢ ¢ min{l:+1 /i€ 1} y se tiene 1la equivalencia.

B) Ji € I tal que d = min{l:+1, l§+1}¢z$ d = min{li+1, lt+1} Yieg I
Como en el caso ahterior, si r < g es claro y si tenemos r = ds puesto
que d-<c_§min{l;+1 /1i¢e I} necesariamente se tiene d=lﬁ+1< c:ili+1'
Vi & I y tenemos también la equivaléncia. Observemos ademds que si

i *
tenemos d = min{1r+1’ lr+1} Yy r =q

necesariamente serd d = lq+1 ¥y por lo tanto se tiene

o
b

geqr ViE L

v.(h) = et
1 q
Sea L la recta'que une el origen de coordenadas con el pun~

—~1 wd
to (BO,...,SO) (ver 1.2.3 y ss.), veamos en primer lugar que v{h) & L.

Si nos encontramos en el caso A) se tiene L Vi,ie T (1.1,7)

"-j _ * -1 —'_j W i —'J _
vi(h) BO = _4B . By * ce’l e, By = {1.1.3)
. iz w o) =i _
®ra1 Bg Bn toe By gy
% ""'J * J =1 —1
= (e _, B, *ce ep) By = vj(h) 85

con lo que v(h} e L,

i * . ,
Si se tiene d = min{lp+1, lp+1}, necesariamente sera

: * ~1 I=%
Vi(h) = mln{er B e’ B

i1’ Cp B } y puesto que si q = r entonces
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ol > 1 7 i i * ,
LB < En I"H(E[leIH::;\e B4 < &hBL,q Viel

Por lo tanto, en gl caso B):

- si vi(h) = e; §i+1 (necesariamente es r < q)
vy th Eé = e, Eri~+1 By = e Bl - Vj(h)'g%
-~ 5i vi(h) = e: Ej+4 entonces
o Rl Ty B e T =y

En cualquiera de los casos - se tiene v(h) €& L.

. 1 . o ® =1 1
Se tiene que eq v1(h), pues si vﬂth) = e 4 Br ree e
1 y=1 1 1 . . =1
- v = e¥ :
entonces e ]BP y eq iep por ser r < g. Si 1(h) er Br+1 enton
s r 1 ]"1 s eato si v_ (h) = e-I B c-:dl 81
ce < 9 ¥ eq Br_‘-z-'] Yy por supus S 1 = e Bl q| n
.y 1

Si denotamos por < B %q > el semigrupo de Z+ engendrado por

g7t
-1 1 N w1 — .
.BO,..., %, se tiene que. vﬂ(h) € < BO""’Bq:>’ es decir
q -1
v (h) = L. B, A€ 2
1 L *
Utilizando 1.%.3 de nuevo, sera;
wd =1 -1 ] P R [ B
v,(h) = B_(B.) v_(h) = AooB A B
i o'Bo 4 {) jBo B (R
o] .
= 7 e ; - .
= ) A B, , VieETI y se tiene:
g 4 4 .
q
—1 —d :
a = vih) = §F A (B ,ure,B) e 2 :
= ¥ 6 ] BJ’ ,BJ ; }\J + :
‘ |
Puesto que o -es irreducible, necesariamente los coeficien- ?
tes {j’ 0 <j <£g son todos nulos, salvo uno de ellos qgue vale 1

y se tiene:
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Notese que, puesto que (Filh) = (r,d), necesariamente se
tiene v= r+1 y por lo tanto

1 ~ad-
&= (BP+1"

3.4.8 Lema.— Supongamos {r,d) » (g,c) y sea i € I tal que

(f {g,c). Entences se tiene:

f,)
i

v
a, = v.(h) = (er,/ep)

i i By

donde E1i = {f1,Fi) gs la multinlicidad de interseccidn de f7 y fi.

Demostracidn: En este lLema no es necesaria la hipdtesis de

que o es un maximal absoluto, mis generalmente si h e k[{X,Y]] es

la ecuacidn de una curva irreducible tal que

(rod) = (n]F,) > (F,1F.) = (q,0) se ti (£,,f. e = (h,f )e
r,d) = 1 > 4170 = la,c se. 1§ne que 175 erf s i€

Notese que también es, en este caso, (h|Fi) = (qg,c).

. 1 17 - :
a) 81 ¢ j_min{lq,l; } se tiene (1.1.7)

(f,,f.) = 61 El -+ ce‘{,el
171 g-1 "q q 4
{h ,fi) = eq_1 B” + ce e

y utilizando 1.1.2, 1.1.3 se verifican las igualdades:

1 1 * *
£, f *
Ff) ey ft,oa  i_Ca-1 . Cq )
el e 9 e i e Sq ’ 5 “a y
g-x e
r r r r r~ r

. i
k) Si ¢ = 1q+1 < lq+1 en este caso necesariamente » > g y se tiene

! i =1
€11 (F1’Fi} - mln{“q Bq+‘|’ eq Bq+1}
{h,f.) = min{e* b3 K
’ - B g+’ q Bq+'l
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Se tiene entonces:

e1 —13 < ei 1 ¥ e1 ~1 < -1 T

q g+t > %q PBoed * By ®q Byi1 o Bo G Byt T
| e-"f 1 < _g‘] ej_ % e e'.': i < ei _*
BO q Bq+1 > 0 "q 6r+1 q e’q+1 = g Bq+‘1

y de aqui se deduce sin dificultades que

*
(f_,f.le = e1(h,F.)
i e r i

. i +
c) Sl c = lq +1 < lq+d se tiene necesariamente:

1 i ® _3
i = 8 Baeq (T30 = e By
¥ % 1 -1 1 % _i T
y por tanto (f1,fi)ep = ep(eq Bq+1) = epeq By = ep(h,fi) con lo

que finalizamos la demostracidn.

3.4.9 Lema.— En las condiciones de 3.4.6, supongamos ademas

(rfd) > (g,c), Entonces se tiene que a; .= vi(h) = e B..q

do i e I tal que (qi,ci) = (r,d). En particular vj(h) = e 3

., w1
Demostracidn: Supongamos v1(h) # €. Bryqr puesto que
(h|f1) = (r,d) para que esto ocurra tenemos dos posibilidades:

o

. 1 %
a) d < mln{lr,lp} EN CUYD CAaso

{h) _ ¥ 27 + % | e‘a‘r ~1
V4 T fnq B “0 % % Brid

4 e "
b) d ='min{lr+1’1r+1} y ademas:

1 =% % 1
vilh) =e 8 < BP+1

g |
= 1l <1
1 roor+ r—=r

81 nos encontramos en cualguiera de estas circunstancias,

construiremos una curva irreducible ¢ de manera que v(y) € Qﬂa)



~165-

con J < I, J# I, Para ello daremos su desarrollo de H-N, D

'-IJ ’
basandonos en el de h, Dh' Sefialaremos los distintos datos de D

mediante dos estrellas.

dado por:

h#% = h% + 0<i<s _i#&s ; h > h
i i — 7 = Tg¥» r S 5
r r
a¥t = a¥, , 0 <i <s ;0 <] <h* si i#s
1] i - — g¥ - — i r
1 \ 1
a¥* = a . , 0 < j<h < h*tw
s ] S - =5 ‘ »
" r r r

Le dnico que hemos hechs es conservar el desarrollo Dh ex—
cepto la fila libre r-ésima, esta fila la hemos completado igual

que la-fila libre r-gsima del desarrollo D_1 de F1 Y hemos tomado

. 1 . o 1 ..
ademas hg* > hS + Los coeficientes agﬁj para hg < J< hg* pue—

r r r r "

den ser cualquiera, puss no van a intervenir en nada.

Se puede comprobar entonces (ver [4g] 3.3.9 y 4.2) que:

e”‘"‘z o 0 < n <qg* - %W = [N 0 < n < p == ek
n n: —- _g ? B Bn + — — ‘y Bn

> g% 81 n»
n
Geométricamente, lo (nico que hemos hecho es aumentar el
nimero de puntos infinitamente prdximos de multiplicidad e? sin al-

terar el resto de la sucesidn de puntcs infinitamente préximos ni

E3

L.

en su multiplicidad ni en su ndmera.

Sea k & I tal gue (f lfk) = (g,c), por el Lema 3.4,8

;
s _ K
Vk(h) = (er/eF)(F1,fk). Puesto que {$|f1) = {r flp+1)-i (r,d)>(q,c)
se tiene también:
ak¥ a¥
(p) = ——(F.,F ) = ~—Z(F,f. ) = v, (h) (1)
Vi b STk T A e T k
r r
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-1 Fig 1
Por ot rt e
otra parte, v1{w) e BP+1, pues 1P > lr y
i
f = .
y {wl 1) (r, lr-H) con la que
—1 =1
} = o = o b .
V1(¢) “r BP+1 er Br+1 Vi(h) t2)

Puesto que, ademés (q1,c ) = {r,d} 2 (qi,ci), vi € I, es

4

muy fécil ver que vi(m) z_vi(h) ,¥ielI y come consecuencia se tie

ne viy) € %(Q) con ke Jo I, J#1I en contra de gque a era un

maximal absoluto.

-
Podemos asegurar entonces que v1(h) = eﬁ BP+1. El razona-

miento eés claramente valido para cualquier indice i & I con la con-
dicidn (qi,ci) = {r,d) y por lo tanto hemos demostrado el Lema.
(Obsérvese que la modificacidn hecha en h para obtener ¥ nos dice
—1

. 2 a2 -‘ — 1,
también 'gue podemos tomar lr > lp y por lo tanto yi(h) = e; Br+1

51 i e I verifica que (qi,éi) = {r,d) ).

3.4,10 Nota.- Supongamos con 3.4.6 a = X(h) maximal absolu—

to irreducible y (q1,01) = {r,d) = (hlfj) > (h|fi) = (qi,ci) ,Vie I.

S5i i € I verifica (qi,ci) < {r,d) la cbservacién que hici-

mos al comienzo de la prueba de 3.4.8 nos dice que
v.(h) = (e*/e J(F,,F.)
- r’ e 14

Siie I es tal que (qi,ci) = {r,d), entonces por 3.4.9
vi(h) = ei §1+1. Es decir hemos determinado todas las coordenadas

de o cuando {(r,d) > {g,c).

3.4.11 Proposicién.- En las condiciones de la Nota 3.4.6.
Supongamos (r,d) = {a,c) (= (F1|n ks 1), entonces se tiene que

d

ey e ot it e sy i i =



BT

- —d
L

[t}

¢ = 1;+1, Vi el y a ).

Demostracidn.— Es claro que en este caso se tiene

(qi,ci} = (g,c), vi e I.

+

Stapa 12: Podemos suponer ¢ <1!

O

s

Supongamos que ¢ = 1g+i se tiene entonces, ¥i € I,

a, = v,{h} = min{e* (i 9+1

i - . o1
. *
s i 5 Pqer eq B }. S5i probamos que es vi(h) tquq+1

es claro que podemos "modificar" la fila libre g-ésima de D, alargan

dola sin que se alteren los valores vi(h). Se trata pues de demos--

; - 1-F SRS &
trar que si ¢ = 1q+1 entonces Vi(h) = eq Bq+1'
i -
= * : i -
a) Supongamos que vi(h) eq Bq+1 ;71 € I. Se tiene anton
g Jiwlae Lo dwia, —i
ces.que- v(h) € L pues vi(h) BO eq SD Eq+1 e BO Bq+1— vj(h)BO.

Ademads puesto que-e: |vi(h) se¢ tiene entonces que

i -1

B, e >
vi(h) € < BO, ,Bq
‘ 4 1 od
y de la misma forma que en 3.4.7 se tiene a = | Ai(si,..,s.)
i=0
-1 -d \
con lo que llegamos a un absurdo, pues a = (Si,...,Bi) , 0 < 1<4q
{por ser maximal absoluto irreducible) y (hlfi) = (g,c) implica que
v.(h) > B"
1 d
b) Supongamos que existen i,j € I tales que
1w -1 -]
= % b = .
vi(h) eq BQ+1 < eq Bq+1, VJ(h) eq Bq+1

Consideramos la curva irreducible de ecuacidn y ¢ k[[X,Y]] cuyo de-—

sarrollo de Hamburguer-Noether Dw es

J hj*
= = T %
DqJ {zJ__1 é aJ.i z zJ zJ+1}

I
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dado por:

h&% = h* 5+ 0 < n <5 ;N #E s 5 h¥R o> ht

n n — — g q 5

q q

sk = ¥ < < w
an,k aﬂ,k 0 <n f-sg* pon # sq i 0< k< hn
aww = g 0 <n <h- < hi+

, N 5 ,n - — s 5
q q q G

(véase la demostracidn de 3.4.9). Puesto que ¢ = lg+1 y

v.{h) = e* B necesariamente ¢ = 1941 = 1% ¥ por la construc
J q g+l q q ‘ -
. 2 . . s Z ok B - aw BT

cidén de Yy se tiene tambkién vj(w) eq Bq+1 Y vi(¢) eq 8q+1'

Puesto gue se tiene que vk(w) > v (h) ¥k € I (trivial por ser

k

(h|fi) = (g,c) y por la construccidén de ¢ ) necesariamente es

viy) € Ala) con je€J, i ¢ J y o no es maximal absoluto.

. Esto concluye esta parte de la demostracidon, es decir pode-

mos suponer que ¢ < la.

Etapa 22: ¢ = 1;+1 Vi e I,

/

, puesto gue

Supeongamos que existe 1 € I tal gue ¢ f_l;

¢ < 1: se tiene entonces:

Sea j € I de manera que iﬂyoj (ver 1.2.8),se tienen las pesibili
dades siguientes:
J i J o "'J P J
-c <1 a # a v, (h) = e¥* BT + ¢ e¥* e
- > Tg k +c s k +¢’ g-1 Fq
g qq aq J q 9
J o T
- c = 1741 v.(h) = e¥* 8 .
a q g+

Consideramos la curva irreducible de ecuacién y e k[[X,Y]]

dada por el desarrollo de H-N siguiente:
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h:" Rk
Dtz = Lamem 42"y, /7 0<n< s}
P n—-1 o r n n+1 = —_  g¥*
i
donde: h#%¥ = h¥%¥ :+ 0 < n <s _ , n#s_ ; h*k> h
n - - g¥ q s s
q q
¥ = aw ; 0 < n < s P P ; 0« p < h*
nr n,r — — g g _ = n
, i i
%% = a ; 0< r < h < h¥%
5 ,r s r —  —~ s 8
g 9 q q

De forma similar a casos anteriores se tiene

—1 i i
v, () = ex* > e* B + ce* e = v, (h)
iV g Bq+1 a-1 "g a q i
y ademas vj{w) = Vj(h) pues si ¢ < lé se tiene
ag* k +¢ = %5 Kk +o # ai Kk +c Y Por tanto v .{p) = eg . Eé-+ce§eé,
g a’q Q' q !
. J o y
81 es ¢ = 1+, puesto que v .(h) = e% es claro que también
g ? a J a Pa+ q
= H':"J = :
VJ(¢ ) = e& Bq y vj(h). Concluyendo, se tleng, como en el caso
anterior v(y) e Mla) con jeJ, i ¢ J de donde o no seria max i

mal absoluteo.

= -d
a4y o = B e e
Etapa 32: { g+’

Per la Etapa 22 se tiene necesariamente ¢ = l;+?, & puesto

que podemos supcner ¢ j_lg se tiene que o, = v.(h) = g%

. =1 ~d i .
¥i e I. Es claro que (Sq+1""’8q+1) € S, por sar ¢ = 1 Yielrl

Y por tanto:

o= ex(E B2 —~d

eq %ﬁ4’8q+1’°"'BQ+1)

Puesto que ademas ¢ es irreducible, necesariamente es eg = 1 vy se

tiene la Proposicidn.
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3.4.12 Teorema.- Si o e5 un maximal absoluto irreducible, g

es uno de los valores del contacto maximal.

I
e

Demostracién: Con las notaciones de 3.4.6, si se tiene

...Ifd} 6 (r,d) = (g,c)

{(r,d) < (g,c) = (f1| el resultado son las

Proposiciones 3.4.7 y 3.4.11.

Supongamos {(r,d) > (g,c), se tiene entonces:

En caso contrario tomamos una curva irreducible

a) e; = 1:

¥ conicontacto maximal de género r con h, es decir Dﬂj es el mis-

mo desarrollo Dﬁ truncado por el final de la fila libre r-ésima.

Para y se tienen entonces los siguientes datos:

Bkd = g / ex ex¥% = pgw /e¥% < <
Bn i ro? n n’r G =zn=er

Es evidente que (wlfi) = (hl”i), ¥i € I y como consecuen
cia se tiene:

_ T s
vi(w) = (fﬂ,fi) e, si (fjlfi} < (r,d)

st (P > (r,d)
1 i’ —

y por lo tanto v(h) =a-= eg.i($) en contra de que o era irreducible

en 5. Por lo tanto es eﬁ =1 vy

j .
({W’Fi)/er si (qi,ci) < (r,d)
v.(h} =
i

-1 .
Br+1 si {qi,ci) = (r,d}.

b) Ela) = {i € I / o, = §i+1 } es un conjunto maximal (para

L. r
la contencidn) de T ,

Por el bLema 3.4.9 (i€ J/ (qi,ci) = (r,d)} c Ela). Supon-
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gamos que E(a) no es un conjunto maximal en TP, existe entonces

k€ I, k& E(a) de manera que E' = E(a) U{k} € TP, es decir exis

te una curva irreducible de ecuacidn ¢ & k[X,Y]] de manera gue
=i

vilw = B vie€e'

Puesto que (qk,ck) < {r,d), entonces necesariamente

K

|
= = —_— <
(g, ,c,) (hlfk) (F.|f ) y por el Lema 3.3.3 es L+t < 1 +1

117 Cy

—k
y necesariamente vk(h) = B

N decir k € E(a¢) y Efa) es un

. ) r
conjunto maximal de T ,

Hemos demostrado entonces que si es (r,d} > (q,c) a es tam-

bién uno de los valores del contacto maximal,

3.4.13 Nota.- a) Los Tecremas 3.4.% y 3.4.12 nos proporcio-
nan la demostraciép del Teoarema gue enunciamos en 3.4.3, es decir
los maximales absolutos irreducibles y los valores del cgntacto ma-—
ximal finitos coinciden,.

b) EL Teorema 3.4.3, unido a los Teoremas.3.1.? ¥y 3.2.13
nos proporcionan un método para calcular explicitamente el semigru-
po S a partir de sus proyecciones. Para gue el procedimiento resul-
te efective, a primera vista, quedaria dnicamenteé determinar cuales
son todos los maximales absolutos del semigrupo S a partir de los
maximales absolutos irreducibles; es decir si Gﬂ’.‘.’un son maxi-
males absolutes irreducibles y A1""'&1€ IN, ;Cudndo es z Aiai
maximal abscluto?. Veremos a continuacidén que esta Gltima etapa se

puede évitar para determinar 3,
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3.4,14 Teorema. (Determinacidn explicita de S}

1 . . . .
Sea (B ,...,Bm} el conjunto de maximales absolutos irredu

cibles del semigrupo S, y sean

i . i
/ ;\ie!N, vi ; A 8 < Qrcs

._n
i
o
A 3
-
™
a3

F={Q - v/ vy e F}. Sea B € Zi tal que pr (B)E S

vJc I con #J = d-1, se tiene entonces:

BesS siysdlosi BE Aa),vYoe F.

Demostracidn:

Puesto que F € S, por el lLema 3.2.26 apartado i) se tiene

gque A{Q -y) =86 ,Yvye F y comoc consecuencia si B &€ S necesaria-

- 5 : .
mente B Ala), Ya F tenemos demestrada la condicidn necesaria.
& ¥ ;

Por otra parte, es claro que el conjunto de maximales absolutos, MA
esta contenido en F y por lo tanto MR C F° (por 3.2.13). 5i tene-
mos g & A{a), Vg & F°, entonces B ¢ A{a), Yo &€ MR y por el Teore-
ma 3.71.17 se tiene que B € S y concluimos la prueba de la condi-

cidén suficiente y del Teorema.

3.4.15 Nota.- a} El procedimientc para el céleculo del semi-
grupo S es entonces:

12) Calcular los contactos maximales de la curva f.

29} Construir F

3%2) Calcular Fo ={Q-vly e F}
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4%) Aplicar 3.1.7 para detecminar cuando un elemento esta

en el semigrupo,

3.4.06 Nota.- a) Supongamos (F1|.,.|Fd) = (g,c) y considera—
1 d
M = v P , = . .'.-_-u . i
mos M, {PO’ ) q} con Pl (E;, ,Bl) M1 se puede caracterizar

por M‘1 ={a € MAT/a < YO}

origen con PO. Denotaremos por M2 el conjunto

My = MAT ~ M_ = {P

MAI N L, siendo L la recta que une el

q+1""’Ps }y asignaremos un nimero natural a ca-

da uno de los valores del contacto maximal de la Fforma siguiente:

a-i) Si P = P_ g M,; N(P ) = N” = N {pues no depende del
n 1 n n n

indice ie 1),

a-2) 81 P ¢ Vn(C)- cen n > g, P corresponde al conjunto ma

ximal E ¢ M" (3.3.1) y consideramos iO & E tal qgue existe je I

i .
con prJ(P) = (fi ,fJ)/eno-(se puede probar su existencia usando
- 0
: ; o ik - , 19
3.3.4, 3.3.12) y 1, > 1 ¥k € E. En estas condiciones N(P) = N

2) 81 P ¢ M2, N(P).P no es un maximal absoluto pues (con las nota—
¢iognes de a-2) para io = 1},

1A A
pro(N(PIP) = N 1B 11 < Brao

(f_,f ) (f,,f.)
o IN(PIP) = N LN RO M

n+1 1 1
e 2
n n+1
1 n+1 1 — .
y tomands P £ v (CY con pr1(P y = Bn+2 (suponiendo n+2 < 945

pues si n+1 = g, pPJ(N(P)P) = (f1'fj) y el resultado es evidente)

1 (F1’F') 1
se tiene prJ(P ) = ——qwhi— y Pe %(N(P)P) con je J, 14 J.
@
n+1
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=

.1 k i
c) 8i a,...,a € S. Sea < a1,...,uk> ={} Aiﬂl/ki € Z;}:: 5.

-1

. 4 2 1
Si & &€ MA entonces = o + o donde o g < PO""Pq >y
2 . .
o £ < Pq+1""’Ps > y las propiedades de los semigrupos de valores
. A 1
en una sola rama nos permiten asegurar gue si o g < PO,...,Pq >

. . 1 .
se escribe de forma Unica como o = ilipi con Of_}».:.L < N[Pi}; i=1,..q.
0]

d} Los comentarios anteriores permiten reducir la familia F de

3.4.14 a
) s =1
= < <
Flo= Py 4 E NPy /Oy NPy u P E AP, < Q1

3.4.17 Ejemplos

Siguiendo la gama de e jemplos descrita en 1.3.12, {ver tam-—
bién 3.3.20) y con las notaciones alli utilizadas:
A) El caso irreducible no tiene sentido ahora.

B) Caso diagonal.— MAT = {P_,,..,P} con P = (B ,..., B )

{3.3.20) y tenemos:

Fre=dp= J 2P /7 P<Q0Sh <N i=d,0..,g)

1t

Q10

Obsérvese que puesto que v . (..., € LNAS no es un

maximal absoluto, si P ¢ MA entonces P — YO ﬁ 5. Puesto que

g
P=f{a,...,a) = J kin se tieng P - YO ¢ Se=a- v é Si Yy por tanto
0 .
MAC {la,...,a) /o ¢ AY(Si)}
C) Caso multitangente.- En este casc PO d Ma y supongamos como en

3.3.20 #I/R = d, Se tiene:
v 0
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con pr (Pj) =

i , .
(‘Fi,FK}/eJ_1 si kK # i
1 i.i 1 i
Veamos que MA = F ) APt 20/ 052 < NT),
i, J J J J

Il

) (N%—T]Pj € MA  pues los demds apare

i,J

cen como sumandes de P. 81 k ¢ I, tenemos:

Para ellc basta ver que P

% . d 9 4 (f )
pr (P) = T (N, - )F. + T § (N -1) =2 =
k . i, J i
g=1 i=1 j=1 e.__1
14k J
d (f ,f.)
_k K
=o + B -1+ ] {(F.F) - - ) -
i=" eO
ik
=c, +BN =14 T (F,F.) - BY.(d=1) = pr (Q) - (d-2)F"
=S tBg - L k?Ti! T FpeteTll = Py AL
i#k
1 d
de donde Q - P = (d-2)(B,,...Bp) € S.

Por 3.2.13 P ¢ MAE&E Q - P& MR y puesto que
_.“| _B_d . .
%(ﬂo,..., O) 2 0. ¥YJ oI con #J = d-1 , unas simples operaciones

prueban que %(Q—P} # @ para JC T con #J =2 y Q- P € MR,

EQ Los semigrupos de las ramas componentes son todos iguales de con
ductor ¢ = 914, ademds (f1'F2) = (fs,f4) = 088 y (fj’Fg) = (f1,f4)=
= (fz,fs) = (fz,F4) = 976, de donde Q = (3853,3853,3853,38563).

Ii k

Se tiene N(P2 y o= N(P3) =2; 1 =1,2; k = 1,2,3,4 y puesto

gue YO € MA sl Pec< PO,P~I > f}y MA  entonces P —YO ¢ S. Si considera-
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|
-
.

B> 8
o 0 4 . . .
mos S = < = 3 > cz, {nétese que es independiente de i € I) y
e, e,
o
Yi/%i € § se tiene

0 1 2 3 4 A
< - = P =
Pe PO,P1 >y P -y &85 P =a (91,e1,e1,e1) ¥y o e AQ (s)

en nuestro casc particular P= a(4,4,4,4) con o € A61{< 5,12 )
y por tanto:

2 I . .
MAC (o (4) + 0 APy + T o, Pg [0 €Ag (5,72 2), 0< < 1)
1

e I

Como antes, si vemos que el mayor elemento de la familia

es un maximal absoluto tendremos la igualdad; éste se alcanza para

o = 104(=T +¥ - 1) y A o= 1
Ii i
P = 104(4,4,4,4)+Xa=2 + [P, = (2871,2871,2871,2871).
0 4]
Q-P = (982,0882,082,082) = Yoot Y (1.3.12) y puesto que
, 1 pod
b Wy ze, i=1,2 yoa (v ) £ 0, k = 3,4, operando
{4,3,4) 1, ’ ’ 2,k 1,0 0 Y
se comprueba qus Q — P € MR y por tanto:
2 Ii 4 i
={a ) ¥ < < <
Ma = { (ﬂ) + ; AiPz + g A2+1P3/a € A61( 5,12>3), ¢ < Ai < 1},
E) Se tiene en este caso Q = (481,505,339) y razonamientos simila-

——

res a los anteriores adaptados a este caso particular, permiten com
probar que:

MAC {a (3,3,5) +1 (46,50,82)/ae A, (<3,5>), 0< » <2}

ap ¢

El mayor de la familia se alcanza para o = 53 (= € + 46 -1)

o
>
1l

2, es decir es P = (251,259,429).

Q - P = (230, 246,410) = inf{5(46,50,82),(230,246,=)}€ S, con 1o
que Py Q-P son maximales (3.2.13). Puesto que (230,246,=) & 5,
Q-P € MR y por tanto

MA = {a(3,3,5) + 1{46,50,82) /o € Ayl<3:5>), 0 < % <2,
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CAPITULO IV

ASPECTOS GECMETRICOS - EL GRAFO DUAL

4.0 INTRODUCCION Y PRELIMINARES

Nuestro propdsito en éste capitulo es "ofrecer una’ interpre-
tacidn de naturaleza géométrica de algunos de los invariantes que
hemos usado en-la memoria, ¢omo son los valores del contacto maxi-
mal, el elemento YO de 8, la relacidn de equivalencia RYO, etc. Uti
lizaremos para ello el cldsico lengua je de la resolucién de singula
ridades de curvas por transformaciones cuadrdticas e invariantes

asocciados tradicionalmente a.é1 como el 4rbol de puntos infinitamen-

te prdoximos y el grafo dual.

Puesto que las técnicas que utilizaremos son suficientemen—
te conocidas no incluiremos la demostracidén de gran nimero de resul
tados. Se puede consultar para ellc los traba jos de Enriques y Chisini
[30l, 0. zariski [78], [70], [81] ¥ A. Campillo [4g]. Se oueden en-

contrar también en el, a nuestro juicio, excelente resumen [69J.

-177-
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Utilizaremos habitualmente las notaciones del capitulo I,

especialmente ias introducidas en 71-0.

4.0.1 Transformaciones cuadraticas.- Sea C una curva alge-

broide reducida y plana con d componentes irreducibles 01, CZ""Cd

y OO su punto cerrado. Sea Sy = Spec k{[x,¥]] vy consideramos

LE 51 — SO la transformacién cuadritica de SO con 9entro§q}, m
-1

(0.) = E g8 una curva

transforma S, en una superficie lisa 81, i o 1

0

s5&

racional neo singular denominada el divisor excepcional de T

tiene que g :8,~- E, — 5. -{0,} es un isomorfisma. La‘curva
1 1 1 0 O
S -E
1 1T
de S%, L (c) es la transformada total de C por o que denotare—
- -1 .
mos por C( ), las componentes irreducibles de %, (C) diferentes

-.1
1
‘de E1 forman la transformada estricta de C que denotaremos por C( }

(1)

o

Obsérvese ﬁue c tiene r < d componentes conexas, tantas como
] | | ’
tangentes distintas hay en C, por lo tanto C( )

-1
to finito de puntos, 01, O?,...,O:;

N E,1 €8 un conjun-—
que forman los puntos iniFinitE

mente proximos, en el primer entorno infinitesimal, de OO'

51 denotamos por m(OO) la multiplicidad de C en el punto O

se tiene:

r . .
a) m(O1) =¥ m(Oi) < m(OO) si y sdlo si alguna de las componentes
1
(1} .
conexas de C es tangente a E

4

o
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i p
b) mio,) = ; m(O1) =m{0.) si y sélo si €, es transversal a todas

0]
las componentes conexas de 0(1}.
Si una curva algebroide irreducible tiene por desarrollo de

Hamburger—-Noether:

D) ={z. =] L J i
(D) =1{ = Lagg 2 + 272, /0L j<ry

en una base {x,y} del ideal maximal de su anilloc local, su transfor
mada cuadriatica tiene por desarrollo de H-N en la base {x, y1} (del

anille local completado en el dnico punto O,1 de E_I correspondiente

a la direccidn tangente a C) con ¥y = (y--ao,1 x)/x el dado per
{[18] 2.2.9):
a) Si ho =h >1;
Y = 8o teeuk ag, =T =T z,

ZJ—1 = { ajl zJ + Zj 2j+1' 1 < <r

b) Si h = 1: ' ‘
h.
zj_1 = E ajl zJ + zJ,J Zj+1’ 4 E.J <r

4.0,2 Resolucidn de la singularidad.- Consideramos los pun-

tos infinitamente préximos a O. en el primer entaornc infinitesimal:

2 .
01, 01,...,02. Si 01 no es un punto con cruzamientos normales de la
(1)

transformada total O©C de C consideramos una nueva transformacidn

0

4 4 1 .
cuadratica con centro en 01, w;: 82 — 81. 5i, en caso contrario,
=(1)

Oq es un punto c¢on c¢ruzamientos normales de C toemaremss
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1 1
T, = Id: 38, = Sﬂ—wH¢ 81. Puesto que n1

5 €8 en cualguier cas¢ un isco

) 1 .
morfismo fuera del punto O_] de S_] podemos continuar el proceso:

Y

n n2 r
_r 2 re Lol 2 2
S2 = 82 — 82 — > 82 > 5 ? 81

y tenemos, la explosidn de S_1 en los puntos del conjunto

{O:, 03,...,0: } que no son de cruzamientos normales:
1 r
i = L T m H .
2 = PMyli Sy — 8y
k
Asociado a cada uno de los puntos Oj gue no sea de cruza-—
. (1) - . k
mientos normales para C tenemos un divisor excepcional Ez, los
i k K
) . p ] k 1 ,
puntos infinitamente prdximos a O1 :{O2 . Ozn} y los mismos
resultados para elleos que los que teniamos para OO y el conjunto
o1 2 r
{01,01,...,01}.

Para |( Hjoﬂz): 82 — SO tenemos también, el divisor éxceg

cional E(2) ( o em )41(0 ¥, la transformada cuadratica total

12 8]

(n,om) 7" (C) = gl#)

6(2)~ E(2) = C(Z) y ahdlogamente se tienen los puntos infinitamen-

, la transformada cuadritica estricta

te prdéximos del segunde entorno infinitesimal como los puntos de

0(2)r1 E(2).

El procesc es claramente inductivo, y podemos seguir hacien

do transformaciones m Si — Si en tanto en cuanto haya puntos

4

— (i~ - .
en C(1 ) = (ﬂ1o cev e T, ) '(C) gue no sean de cruzamientes norma-

les. El1 teorema de resolucidn de singularidades para curvas nos

permite asegurar gue el proceso finaliza, es decir existe Ne N de

manera que si 1= IFRIPARER °ﬁN :SN wa-SO se tiene:
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N . . . .
1) 7 (C) = C ) tiene por singularidades Onicamente puntos

dobles ordinarios,es decir de cruzamientos normales.

. - e (N1
2) (ﬂ1n - nWNﬂ1) 1{0) = C(N ) tiene puntos singulares

gque no son de cruzamientos normales,

En esta "situacién final', se tienen tambidn las condiciones

-1
siguientes: a) = (OO): E(N} = E es una curva conexa cuyas componen

tes irreducibles son curvas racicnales ne singularszs y sus puntos
singulares son corte de dos de ellas.

(N) - E(N)_

b) C E esta formado por d curvas lisas que no

s¢ cortan.entre si, cadavuna de ellas corta transversalmente a una
{nica componente del divisor excepcional E,
c) Hay exactamente d puntos infinitamente préximbs de multi
plicidad 1 en el N-ésimo entorno infinitesimal de OO’ cada unc de
L (N)

ellos corte de una de las conmponentes de C con una componente

del divisor total E. °
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4,1 PUNTOS INFINITAMENTE PROXIMOS

4.1.1 Arbol de puntos infinitamente préximos:

Si Ui es el conjunto de puntos infinitamente préximos a OO

en el i-ésimo entornc infinitesimal para 0 < i < N, el conjunto de

puntos infinitamente préximos U = k,J Ui determina un arbol de
i>0
la forma siguiente: por cada uno de leos puntos de U ponemos un pun-

to, dos puntos QO g Ui’ O'e Ui+ , i > 0, se unen por un segmento si

’
y s6ld si O' es un punto infinitamente préximo a O en su primer

entorno infinitesimal:

"Us+2
J‘U&H
U
s
01 e oo U1
001. et e e e e e e e UO

Para 0 f.i f_N, denotaremos por E(i) el divisor excepcio

nal de 7 (i)=(q,.

Ve oL}y S, — i W 51 i
Tyt Mo nl) i 3, se tiene entonces la siguiente
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4.1.2 Definicidn.~ Sea Oiii Ui un punto infinitamente préxi
mo a OO en el i-ésimo entorno de puntes infinitamente préximos,
Diremecs que O.l s un puntc libre si es un punto no singular del
divisor excepcional F{i). Si Oi es un punto singular de E(i) dire-

mes que Oi es un puntoc satélite con respecto a OO.

4,1.3 Nota.—~ Si C es una curva irreducible de género g y su

desarrollo ds Hamburger—-Ncether es:
i
(DY : {2z, = a,, z, 4+ z.7 2, /0 <] <8 }
¢ J=1 § NE SN = g
se tiene entonces ([1g 3.3.5):

(A} Puntos libres:

1) Los h puntos de multiplicidad n

o Y el primero de multi-

plicidad nye

2) Los ln Gltimos puntos de multiplicidad e, =N, ¥ el pri
n ,

mero de multiplicidad N, 4q Para 1< n<g. (Suponemos hS = ).
d

(B} Puntos satélites:

Todos los que no estédn incluidos en la lista anterior.

(C) Puntos satélites terminales: Un punto infinitamente prdéximo O,

se dice que es satélfte terminal si On+ es libe, On se dice

| +1

que es un punto libre primero.
Hay exactamente g puntos satélites terminales, y son preci-
samente O donde p = E h, + k-1; 1< n < g,
B J n — —

j <38
J n
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{D) Puntos libres primeros:

Se tienen los g puntos:

On donde n = f h + k 4 1< n <g.

4.1.4 Teorema.- Sea C una curva algebroide, reducida y pla-
na con d ramas. Sea B*{C) el conjunto de puntes infinitamente pré
ximos libres comunes a todas las ramas de C. Sea {g,c) el par de
contacto de la curva C {1.2.1}, se tiene entonces:

*a) Si¢c »0 hay q puntos libres pPimgPos comunes para C.

b) 81 ¢ = 0 bhay gq-1 puntos libres primeros comunes para C.

L%
cy#B(c) = [ (1 +1)+ec
n<lq
d) Sean i,je I =1{1,...,d} y C la curva algebroide

{i,j)
de compocnentes ir%educibles‘Ci ¥ CJ (2.3.7), entonces

L 1

' ' * ’ ® * ¥
lRYOJ¢=¢ B (c{i,J});; B (C)e== #B {C{i,J}) > #B (C)

Demostracidn:

La prueba es muy simple si tenemos en cuenta el paralelismo
entre los puntos infinitamente proximos (de una rama) y los datos

del desarrolle de H-=N.

1 , .
Supoengamos © f-lq’ Vi ¢ I, y consideramos
n = E h, + kK + ¢ — 1. Puegsto qgue los desarrolles de H-N de las
. J q .
j<s
9
rama.s C1""’Cd coinciden hasta este nivel, después de hacer n

transformaciones cuadraticas hemos obtenide n+1 puntos infinitamente
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. i . , s e,
proximos comunes. Puesto que ¢ < 17, Vi € I, existiran 1,j&€ I de

i J p
manera que aS k4o # as K 4c ademas el desarrollo de H-N de las

b

9 9 9 q

transformadas estrictas después de n transformadas cuadrdticas es:

Y por lo tanto las transformadas de Ci y CJ, Cin) N Cjn) tienen dii

tinta tangente. Como consecuencia, al hacer uma nueva transformacidn
tendremos al menos dos puntos infinitamente préximos distintos. Con
tando los puntos infinitamente préximos libres del conjunto

{OO, 01""’On} seltienen, en este caso, leos apartados al, b) y ¢)

del Teorema.

' i , , P
En el caso en que ¢ = lq+1 para un indice i & I un andlisis
, seme jante al anterior nos dice que, o bien On’ . para

n= 1 hj + kq + ¢, es el Gltimo punto infinitamente prdximo
<

g : .
comin si’ existe j e I con lé> l;, o bien el (ltimo punto infini-

tamente proximo cdémun es uno de los puntos satélites que le siguen;
en cualquier caso son inmediatos de nuevo los apartados a), b) y c)
El apartado d) es inmediato de ¢) y de la definicidn de R

v0
en 1,2.8.

1.4
Wi

o

4.17.5 Nota.~ Sea B(C) el conjunte de puntes infinitamente

proximos comunes a todas las ramas de la curva C, es decir los pun-

tos situados en el tronco del arbol descrito en 4.1.71. Se tiene:



, Jie 1, #B(CY = ] h, + k_ +¢

a) Si ¢ « li
— 4 . J q —

b) Supongamos ¢ = 1; + 1, ¥Yi ¢ I, con las mismas notaciones que

1.1.2, tendremos:

si denotamos por h: el entero kl+1 podemos considerar
q+1 4
L " s )
n=min{j /3r,s € I con hJ # hj by sea i,€ I con
iO J
hn = mln{hn / je& I}. Supongamos que n £ Sq+1 {para el indice 1Oe 1)
i i o

' = 7 0 . 0
y sea m el entero m = . hj + hn ; ¥ IJOEZ I tal gue hn # hn

bespués de m transformaciones cuadraticas obtenemos les puntos infi

nitamente prdoximos comunes { O ..,Om} y los transformados estric-

0"’
tos de las ramas C, , C, son transversales pues, Cgm) es tangen-
i j i
0 C 0
te al Oltimo divisor (n # sq+1 para io) Y ij) es transversal por ser
0]
i0 J-0
h ~ < h . Como consecuencia, en este caso, tenemos:
n n ’
iO
#8(C) =m+1 = ] h o+ h T+
jen
Si se tiene n = sq+1 (para el indice ioe I}, con las mismas

1)

. . . {m-
notaciones del caso anterior se tiene que Ci es transversal al

0

divisor total en un punto de cruzamiento (pues el punto siguiente
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(m-1}

sera libre por 4,1.3) mientras que C. es todavia tangente al
4o
divisor, como consecuencia se tiene:
i i
#B(C) =m = ] h, +h 0. ¢ ho o+ kO
j<n Y T j<s i a
— ! q+1

c) Obsérvese que conocida la clase de equisingularidad de las ramas

%
C1""’Cd los enteros #B(C) y #B (C) son datos equivalentes al

par de contacto (q,c) de la curva C y por tantoc a YO, 70, Yy ¥

(2.4.18).
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4,2. EL GRAFD DUAL

4.2.0 Intreduccibn,- Sea C una curQa algebreoide, reducida

N piéna con d componentes irreducibles, Sea 7 =1 T 8 — 9

1000 NN 0

una sucesidén de trnasformaciones cuadrdticas de SO = Spec(k[[x,Y]])
en la situacidén final descrita en 4.0.2. €s decir:

(N

-1 = .
T ey = C tiene por singularidades Onicamente pun-

a)
tos de cruzamiento normales.

b) ('n_I" v 0T ]&1(0) = E(N—-l)

Ne tiene puntos singulares

gue no son de cruzamientos normales.

p = (N=-1
¢c).m 8§, —= S es la explosion en los puntos de C(N )
N N N-1
que no son de cruzamientos normaleé.
Consideramos el divisor excepcional de 7, E = n_1t0 " es

o

una curva conexa con un nimero finito de componentes que denotare-
mes con Ej para j € IN. Asociado al divisor excepcional +total E cons

truimes un grafo de la siguiente forma:

i) Por cada componente irreducible de E ponemos un punto.

i1) Dos puntos, correspondientes a los divisores Ei’ EJ; se

unen por un segmento si y sdlo si E; N Ej # 0
iii) Para cada componente conexa CiN) de C(N) = E(N) - E colo
camos una flecha en el punto correspondiente al (nico divisor EJ
. (N)
que verifica Ci N Ej £ 9.
Por ser E conexo, el grafo que se obtiene por este preocedi-

miento es un grafo conexo con tantas flechas como ramas tiene la

curva C de partida.
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4.2.4% Nota.- a) El grafo dual tal y como lo hemos definido
en 4.2.0 no determina la clase de equisingularidad, por ejemplo el

grafo

. 3
corresponde a las curvas de ecuaciones: y - x , y = X - X

¥ claramente no son equisingulares,

2 d

N""’ON los d puntos infinitamente préximes

1
) Sean ON’ o

de multiplicidad 1 en el N-ésimo entornco infinitesimal, es decir:

! O'I } = C(N)f\ E. Si1 hacemos k transformaciones cuadraticas

{ON,..., N

en uno de ellos en el grafo pasamos de una situacidn del tipo

.
1 i
d !
L . : 1//%
______ r/___.._.r.._._..f—--;--u——-— m

. o | A ,
a una del tipo s : / ://f
ST A S . e

situacidn que como detallaremos mas tarde no aporta una nueva infor

macién sobre la curva de partida.

4.2,2 E1l grafo dual pesado

a} Come hemes mencionade en el apartado a) de la Nota ante-

rior el grafo dual ro determina la clase de equisingularidad de la
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curva C. Una forma de corregir este hecho es asignar unos pesos a

las componentes del divisor excepcional. Haremos la asignacidn de

la manera siguiente:

Sea 1 € IN con 1 < i ¢ N, la sucesidn de transformaciones

m.3: 5, —»

5 i Si-1’ resultado de hacer explosidén en los puntos deil

{i-1)-ésimo entorno infinitesimal que no son de cruzamientos norma-—

les, produce un nimero finito de divisores Ei ""’Ei3 a todos
1 s
ellos asignaremos el peso i, es decir p(E:.L Jo= 1, 1 < j < s. En
« J - -
otros términos, si E(i) = (ﬂj. ...ani) (OO) Y oms (E(i-1)) es 1la

transformada estricta de E(i-1} por Ty @ cada compenente irreduci-

-1 ] .

ble Ei de E{i) - ni {E{i-1)) le asignaremos p(Ei Y = 1, Puesto gue
g J

_por ser este procedimiente obtenemos todas las componenetes irredu-

cibles del divisor excepcional total E(N) = E = w—1(00) hemos asig-

nado un ndmero natural a cada una de las componentes irreducibles

de E.

4.2.3 Definicidén.- Sea C una curva algebroide, reducida y

plana, 1llamaremos grafo dual de C y lo denotaremos G{C) al grafo

pesado construide en 4.0 con la asignacidn de pesos de 4.2.2.

4.2.4 Nota.- A} Con las notaciones de 4.0, sea n un entero
con la condicidén % < n < N y consideramos la composicidn de trans-—

formaciones cuadraticas:

Para el divisor excepcicnal E{n) = w{n) (OO) podemos formar su
grafo dual en la forma descrita en 4,2.0 y con los pesos asignados

en 4.2.2. Denotaremos dicho grafo por G(n -} y le llamaremocs grafo

1 St A, 4L 08 e et e £ R
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dual de nivel n de C. Las transformadas estrictas de las ramas

C1""’Cd de € son d curvas irreducibles que cortan a determinados

divisores de E(n}, cada una de ellas a lo sume a dos de ellos. Si
{n) {n} . o

las componentes Ci A cortan sélamente al divisor de peso

1 *p
s de G(n - ) denotaremos esta situacién colocando una flecha con pe-

so r en el divisor de peso s

Las sucesivas transformaciones cuadraticas en los puntos infinita-

{n) {n)

mente prdximos correspondientes a Ci ,...,Ci afectan al grafo
1 r

@ — e -

G(n - ) dnicamente afiadiendo nuevos divisores gue cortan al divisor

C?n+1) En+1

1
r

de peso s, E.:

n+1
En+‘l
3
no afectando al resto del grafo G{n-):
\ / -
\ Il e
‘\,,’ //
r n+1
4/////” I o
e - . e —— : — e — o
o . (n) (n)
De manera similar si las componentes Ci ,...,Ci cortan
1 r

todas ellas a los divisores de pesos ¢t y s, E N ES; se tiene
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(n)

que para cada j, 1 <} <r, Ci M E(n) = Etr‘\ Es Y representare-—
J
mos esta situacidn por
; r
Tt s
Las transformaciones cuadrdticas en el punto EJC ] ES afec—
tan Onicamente a G(n-) en el lugar que sefiala la flecha , @asi una
transformacién cuadrédtica: N
AN
E
S5
E
t
se traduce en términos del grafo dual:
r
—_—s
t 5 t 5

b} Se puede farmar entonces el grafo dual G(C) partiendo

de G(1-):

y modificdndolo de acuerdo a lo que ccurre en cada nueva explosidn:

T T T
Gl1=) 5 G(2=) D ..\ —Ny G(N-) = G(C)
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Se puede ir un poco mAs alli tomando una categoria en la
que los eobjetos son grafos pesados con las condiciones adecuadas y

T sean merfismos en ella, de esta manera

de manera que oy eees My

podemos tomar el sistema inductivo
S:{G(1=) — G(2-) —» ... — G(N=) — G(N+1=) — .., }

y definir el grafo dual comec el limite inductivo del sistema S. No
entraremos en esta construccidn, basta decir que la diferencia en-
tre el objeto Eﬁﬂs y el grafo dual definido en 4.2,3 estriba an que
una flecha colecada en el divisor de pese r de G(C) se sustituye

en el lim_ $ por una secuencia infinita del tipo:

&
L
I
i
¥ !
I
i
!
!
[

C) 38i partimos de GI(C), los comentarios A) y 8) de la pre-

sente nota nos proporcionan el método para calcular a partir de &l

el grafo de nivel n, G(n-). Basta omitir todocs los divisores, es

decir los puntos de G(C), con peso mayor estrictamente gue n sin

eliminar los segmentos que los unen. Graficamente:

#» & ¥ YO,

Cmitimos después los segmentos que no unen dos puntos ¢ bien un pun
to y una flecha y todas las flechas con origen en un misme punto
las agrupamos en una sala con peso el nimero de ellas.

Por ejemplo, para
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G(C) = &

-obtenemos’bara G(5-):

G(C) M . : «////i\\b N
: :

m(b
W

y para G(4-): 1

La prueba formal de este hecho es inmediata de los comenta-

rigs en A) por induccidn sobre el nimero natural N-n.
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4.2.5 Adjuncién de grafos

A) Sean G y G' dos grafos pesados,conexos de manera que en cada uno
de ellos existe un Gnico punto con peso n; Qe G, Q'e G'. Podemos
construir un nuevo grafo, que denotaremos por GlﬁJG' identificando

los puntos Q € G y Q'e G' que verifican p{(Q) = p(Q') = n.

b les,

B) Sean ahora G y G' dos grafos pesados Y conexos¥que existen dos
inicos puntos 01, 02 £ G (respectivamente Q%,Qé € G') con pesos m
y n respectivamente, m # n, Supongamos ademis que en G se da una

situacidn del tipo ecemamo— 4. , &3 decir Q, v Q son pun—
m n 17 72

tos consecutivos.

Podemos construir @ ]G' como el grafc resultante de
m, N

i — . -
1:01,0:02 y omi

unir Gy G' mediante la identificacién Q 5

tiendo el segmento que .une a Q? con Q en G:

z2
P -
4 o el m :
h =
,\A ! , Y ;"_,“h\‘ AN
TN m " -
vt , \ )
Pt A ‘ P -
1 P! e L—-e(:
2 aly
m p! P
3 [N
ne m,n
n
n
PZ . /\_\
A - T~
U hs
f A 2

4,2.6 Grafos condicionados

A) Sea C una curva algebroide,lisa,reducidaicontenida en una super-
ficie algebroide lisaSO, sea D una curva algebroide lisa contenida

en SO a la que asignaremos de partida un peso n, p'(D) = n.
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una resolucidn de la singularidad de C,

de la misma manera que en 4.0 para una curva plana, y ﬂmjioo) = E

Podemos tomar SN —t 3

0

su divisor excepcional. Consideramos también la transformada estric
ta de D, que denotaremos también por D, y asociado a EU D = w"1(D)
construimos el grafo dual como en 4.2.0 y asignamos a las componen—
tes de E, Ei, los pesos p'[Ei) = p(Ei) + n donde p(Ei) es el asig
hado en 4.2.2 {en particular el primer divisor tiene peso n+1).

Al grafo resultante le 1lamaremos grafo dual 8e C condicio-

nado a (D,n).

B) En la situacidn descrita en A) sean ahora D y D' transversales '

y lisas con pesos p'(D) = m=< n = p'(D').
b

Podemos construir el grafo dual asociado al divisor
EUuUDUD = n {(DUD') de manera que si Ei es una componente
irreducible de E damos p‘(Ei) = p(Ei) + n siendo p la asignacidén

de pesos descrita en 4.2.2. Al grafo resultante le llamaremos grafo

dual de C condicionado a (D,m)y (D\n},
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C) Volviendo a nuestra situacién de partida, sea C una curva reduci
da y plana con d componentes irreducibles. Sea n un entero 1_§n_£N
Y supongamcs que en el n-ésimo entorno infinitesimal de OO hay un
inico punto infinitamente prdéximo On' El divisor excepcional E(n)
¢t

es entonces EjLJ...LJEn con p(E,) = i y denotamos por

. 1la
i

transformada estricta de € por L EER L A

Si On es un punto libre, es decir One En ¥ On¢ Ei ¥Yi # n:

{n)

Podemos considerar el grafo de C relativo a'(En,n) descrito en
A) que denotaremos por Gin+), es claro que los grafos G(n—}ry G(n+)

verifican las condiciones de 4.2.5 A) y ademas claramente se tiene:

G(C) = G(ﬂ—)kTJG(n+)

Si On es un punte satélite se tiene necesariamente

On = Enﬁ E dm < n;
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n
y tomamos el grafo de C( ) relativo a (En,n),(Em,m] descrito en B

que denotaremos por G(n,m,+}, como antes G{n-) y G{n,m+) verifican

las é@ndiciones de 4.2.5 B) y se tiene ademds:

G{C) = G(n-) Gin,m+)
m,n

D) Los grafos G(n+) & G(n,m+) se calculan a partir de G(C} sin mayo
res problemas,pues hemos vistosya como calcular G(n-) y se trata
{nicamente de “invertir" la operacidn de adjuncidn descrita en 4.2.5..

En la prédctica basta omitir los puntos de peso menor estrictamente

gue nf§excepto el de peso m para el casc G(m,n,+).

4,2,7 Nota.- 51 P es el punto del grafo dual correspondien—

te al divisor EP, denotaremos por T(P) el conjunto de divisores que

cortan a EP y denotaremocs por t{P) su cardinal, es decir t(P) es el

¥

nimerc de segmentos que parten de P en el grafo dual. Utilizaremos

también las notaciones:

-
T

=
It

~f{divisores E/ENE, # 0 y p(E) > plEL)}

-
-2
—

1

# divisores E/ E N E,#0 pl(EY < plELN

P

Si P es un divisor con peso n, si nc da lugar a confusidn
nos referiremocs a €1 simplemente por el punto n del grafo dual, asi

escribiremos 1t{n), (). T (n) en lugar de T(P), T+(P}, T (P).

Si P verifica t(P) > 3 diremos que P es un punto de bifur-

cacién, si es T{P) = 1 diremos que P es un extremoc del grafo dual,

4.2.8 Nota.- Supondremos ahora que C es una curva irreduci-

ble de desarrolloc de Hamburger-Noether:
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h
(D): {z. =E a,.zjf-i-z. z, /0< j< s
o Ji J Jo g+ - — 49

En este caso el drbol de puntos infinitamente proximos es
una sucesion:

C,, ©

{OO' 1’

Dt Ona"':]‘

y el divisor excepcional total estd formado por los divisores
Ej, E2,..., EN de manera que Oie Ei y ademis p{Ei) = i. En es-

te caso serd N = ] h. + k_, y denotaremos por H(j) = | hi
j<s 49 - 12
para 0 < j jisg»1. Los enteros hj seflalan en la sucesidén de puntos

infinitamente préximos el nimero de ellos con multiplicidad exacta—

mente n, 0 < | < g
J H — —_

9
Laos resultados que daremos a continuacidn proporcionan la

descripcidn completa de G(C) para el caso en que C es irreducible.

4.2.9 Lema.,- Para cada enteroc n > 1 existe un {nico entero

m{n) > n tal que E vy Em(n) se cortan, Ademas se tiene:

a) min) # n+d <= En 2s tangente a C(n}¢=¢ m(On) < m(On_1}¢:#
Em— o = Hir), E]P el C,1,, ..,sg—1}.
b} En el casc a) se tiene:
m{n) = H{r+1)+1 si p £ st*1 J ¥t e {(1,..,9}

min} = n+kt si Tt con  r = st—1.

(m(On) denota la multiplicidad en el punto On de la transformada

{n)

estricta de c,C ).



-200-

Demostracidn:

Supondremos en primer lugar gue m(On) = m{On ), esto quie-

{(n)

re décir que la transformada estricta de C, C , No es tangente a

-1

En' La situacidn geométrica es entonces de la forma:

{ocasionalmente, puede aparecer un divisor ES con s < n transversal

a E_ en On, aunque no afecta para nada a la interseccién de En con

Las transformaciones cuadrdticas posteriores, efectuadas en

puntos infinitamente préximos a On+ no afectan en nada al hecho

1

Enﬂ En+1¥ﬂ yclaramente los nuevos divisores no cortaran a En' Por

lo tanto en este caso tenemos probado el Lema.

Supongamos gue se tiene m(On) < m(On ), es decir C(n) es

-1

tangente a En'

3

Sea entonces p = {0,1,...,89—1} con n = 1 h,.=H{p) ( pues la

. Jjsp
segunda equivalencia es clara por [18] 2.2.10). En la sucesibn de

puntos infinitamente préximos aparecen entonces hp+1 puntos de mul-

tiplicidad igual a m(On}.
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Si tenemos p # st—1 LY = 1,2,...,9; los puntos

On’ On+1""’ On+h - tienen todos ellos la misma multiplicidad,
p+1
ademas On+1,..., On+h 8on puntos satélites. Al efectuar las
P
h explosiones siguientes tendremos:

p+t

S s+
-..-...“—..—.._._._. e e
n-+1
donde s = ] h. = H{p+1). Es decir E,corta a E .y s0ld a E,
J<p+1,
Nos resta (nicamente el caso p = st—1 para t € {1,...,qa}.
En este caso los puntos. O . para i = 0,1,..., h_ -1 tienen todos
n+1 St
la misma multiplicidad, pero On,..., On+k _q son puntcs satélites,
t
i can i ; n es 1
mientras que On+k s s On+h .q son libres; tenemos entonc a
t st

situacidn:

+1
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donde s = n+kt.

Esto finaliza la prueba, pues si m{n) # n+1 necesariamente

en la etapa (n+1)-ésima:

se tiene O = En(] En+1

n+1

)

n
y por lo tanto en al etapa anterior C{ es tangente a En'

4.2.190 Construccidn de G(C). Como consecuencia del Lema an-

terior tendremos:
a) La secuencia de divisores de pesos: H{r)+1, H{r)+2,..., H{r+1)

aparece en G(C) siempre de la forma:

&
5
L]

H{r )+ Hir)+2 H(r)+3 . . . . . Hir+1)
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b} Para cada entero n > 1 existe un Gnico k{n) < n de manera que En

N Ektn) se cortan, excepto en los casos siguientes:

b=1) Si n = H(s )41 con te& {0,1,...,0-1} no existe k(n)
-2} Sin = H(st—1}+kt ,t e 11,2,...,g} existen exactamente
dos, es decir T (n) = 2y pg T (n) = {n-1, His -1},

c) Los {nicos puntos de bifurcacién de G(C) son los g puntos de

peaso n = H{s,-1)+k

t

+ para t = 1,2,...,9. Para cada uno de ellog

es t{n) = 3.

d) Los Unicos extremos de G(C) son los g+1 puntos de pesos H(at)+1.

H(1)+1  His, =1)+k Hig -1
o o s, 1 (s% )+k2 o _fits 1)
12 ... HO) ] 9 E
H{2)+1,
M)
4 J
F
H(G)+1 HO+1 . . . H(s  _)+1
. g-1

e} Es claro que el'grafo dual, con los pesos anteriores, determina

i)

por completo la cldée de equisingularidad de la curva de partida.

{Comenzando por el peso 1, tomamos la mayor secuencia posible de la

forma:
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se tiene entonces n = ho, continuamos el proceso ahora con h0+1 N

obtenemos hj, etc. Los nlmeros hO""’ h51_1, k1, hsj" - g;

determina la clase de equisingularidad de la curva C).

4.2.11 Nota.~ 8i € es una curva irreduciblie de género n
con contacto maximal de dicho género con nuestra curva de partida
C, del hecho ([18] 4.2.9) de que el desarrcllo de Hamturger-Noether
de Cn se puede obtener por un tratamiento genérico del Desarrollo

H-N de C en la fila libre n-ésima, se tiene qgue su transformada es-

tricta aparece en SN como una curva lisa transversal al divisor de

peso ¥ hj +1 en un punto regular del divisor total.

j- <8
J =5y

También se da la reciproca, es decir si tomamos

— T —_ . . 4
N ; is hJ + kg Y ME oage s eyl SN — SO 1; resolucion de la

singularidad de C, un germen de curva lisa, D, que corte al divisor
-1
de peso ) E h o, +1 en un punto regular del divisor total ©m (0}
igs Y

verifica que (D) es una curva de género n con contacto maximal de

dicho género.
Puesto que los divisores de peso ¥ hj+1 corresponden
a los extremos libres del grafo dual, abusando del lenguaje podemos

decir que los valores del contacto maximal de C se realizan con cur

vas regulares en los extremos libres del grafo dual:

5 A ‘l J— j- 7
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Un cdlculo simple nes permite asegurar que si D es una cur-
va regular transversal a un divisor. que es ademids de bifurca-
cidn entonces (w(D), C)/m( n(D}) es uno de los cocientes polares
de la curva (véase [73], [60], 40 ]). Es decir los cocientes pola-

res se alcanzan con . . curvas regulares en los puntos de bifurcacién,

4,2.12 Nota.- Volvemos de nuevo al caso general, es decir C
‘es una curva algebreide |, reducida ¥y plana con d ramas que denota-
remcs pon ﬂ;""cd' Censtruiremos en primer‘lugar su grafo dual
G(C) por induccidn sobre el nlmero de Eamas.

Supongamos que On—1 es el (ltimo punto infinitamente préxi-
mo comin a todas las ramas de 1la c;rva C {su calculo depende (nica—
mente del par de contacte {g,¢) de la curva C, véase 4,1.5) Y sean

1

r . o
On""’on los puntos infinitamente proximos en el n-ésimo entorno

infinitesimal, €5 r > 1 dada la eleccidn de C, 1

Podemos suponer construido el grafo de nivel n
de la curva C, G(n-)} pues Gin-) coincide con el grafo de nivel n de
cualquiera de sus componentes. Consideramos, para 1< i < p @l

con junto:

o (n) !
A, =lje 1 cj N E(n) = o, }
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Se tiene I = A e =
1 U LJAT, ros 1y Ai N Aj g.

OP -~ En

/En—'1 /n/
on»1 e
O2 £
1 n r-1
G
n

{(n)

1 r ,
Para cada uno de los puntos On""on consideramos la curva C, =

i
transformada estricta de CA , y construimos el grafo dual Gi(+) de
i .
Cin) condicionado a los divisores E, C E(n) tales que O; é Ei
i
(véase 4.2.6). Obsérvese que Oi € E ya lo sume dos de los pun-
1 . L .
tos del conjunte {On,...,OE} estadn en méas de un divisor, El gfafo

Gi(+) depende (nicamente del grafo dual de la curva CA ) Gi = G(CA')

i 1

i '
- pues Gi(+) = Gi(n,m,f) si On-e Em con m# n .y Gi {+) = Gi(n+)
si O; estd Unicamente en En'

Denotaremos por L_Jla operacién de adjuncidn:
G{n-) - Gi(+} si Gi(+) = Gi{n,f}
atn-) e, (+) =

G(nw)luwj Gi(+) si Gi(+} =’Gi(n,m,+)
m, n

Puesto que las sucesivas transformaciones cuadrdticas en un

i
punto On no afectan en nada al resto de los puntos, tenemos entonces:

4.,2.13 Eioposicién.— Con las notaciones de 4.2.712 se tiene:

G(C} = Gln=) LJ61(+)-LJ.,. LJGPH)
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4.2.14 Nota.- Sea (g,c} el par de contacto de la curva C,

como en 3.3.8 consideramos los conjuntos:

J.o=f{ie I/ ¢c = 141}
1 q
. i
J.o=1{ie 1/ c< 1}
2 - q

Si 11""’1r son las clases de equivalencia de R o sobre el conjun-

Y
to de indices I ={1,2,...,d} supongamos que J“1 = IS'1L}..ILJIP y

J2 = 11L’ ool Is' Diferenciaremos tres casos distintos para el cél

culc de G(C):

A) J_1 = @
8) J2 = 0
C) J1 £ 0, J2 ¢,
Como en 4.2.12 On~1 seré.el Gltime punto infinitamente prdxime co-

min a todas las ramas.

4.2.15 (Caso A) de 4.2.14).- En este caso se tiene ¢ E_l;,
Yi ¢ I, y n = H{sq—1) + kq+c. Después de n-1 transformaciones cua-

driticas los desarrollos de H-N de las ramas transformadas comign-

zan por:

Puesto que a; % al si iﬂ'oj (1.1.5) en ¢ "1 apare-
" :

cen r tangentes distintas, y por tantc tenemos O;, Oi,..., O; pun

tos distintos, uno por cada clase de equivalencia de R 0° Cbserve-
¥

1
mos que los puntos On""’o: del divisor En son todos libres:
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T+

Si G, es el grafo dual de la curva € = |J. C. se tiene
i jer,

entonces G{C} = G(n-)lﬁlG1(n+)LﬁJ...Lﬁle(n+), graficamente ¢

LT Gq(n+)

“//;//ﬂ SmeT T T Gy (n)
/ 2
':./r{r‘ '_.—_H’r n--1 n ﬁv"""'""‘ e )
/ ! / '
I I /
! !

Tt e G (n)
r

Para el Gnico punto de peso n tenemos:

+
-1 (n) = p
9 81 ¢ > 0Q
mTu(n]:
2 si ¢ =0
4,2.18 iggso__l de 4.2,14}.~ Se tiene en este caso ¢ = l;+ﬂ

¥i e I; ademas On

@s necesariamente un punto satélite y n> H(sq)+1.
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-1 . , P
La transformada estricta de C, C(n ), tiene necesariamente mas de

una tangente.

n-1

Sean {O:,...,O: } los puntos infinitamente proximos a On—

que son

4
ademds libres, necssariamente el punto Oé 6 el punto O; (6 ambos)
es también uno de los puntos infinitamente préximos a On 1 pues en

casa contrario el par de contacto de C seria (q+1,0).

El conjunto de indices J € I'dé manera que C(n_1) pasa por
el punto O: 88 una de las clases de equivalencia para R 0 (ver 4.1.4 d))
. Y .

supondremos que se trata de I1. Andlogamente supondremoes que

| Cén} M E{n) = O;; i=1,...,t. Nétese que las clases de equivalen—
‘ i
. , . Lo r
cia 11""’It se caracterizan por verificar: n = H{sq+1—1) + kq+1,
r e Ii.

De forma similar consideramos los cocnjuntos:

A

il
il

, (n)
{ie I /ci N E(n) Ennem}

o
1t

tie 17¢™A e
1

H
im

NE

n n-1

}

Denotamos por GA {resp, GB) el grafo dual de la curya
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CA = 'LJ Ci (resp. CB = .LJ Ci} y para 1 <1 < £ por Gi el gra
ig A ieg B

fo dual de la curva C Se tiene entonces:

; I,
3 1 .
G(C):z G{n-) L*—IG (m,n,+) quqj G (n,n—1,+)lHJG (n+)L_]...L—JG (n+]
m,n "A n,n=1 "B n 1 n n "t
!
! ’
- e aad
[N
4 1
1 L
GA
m 4
e
Gin-)
4,2.17 (Caso C) de 4.214),- En este caso %e tiene

.J_i £ 0 # Jz. El entero n es en este caso:

n = H{s -1) + k +c.
q q

Puesto que ¢ = 1 4 , ¥l e Jq, an_ﬂ) es tangente al divisor En-1
q ‘-1
i . {n-1)
(pues n = H(sq) si i€ J1), las ramas que forman C\J son en
2

cambio todas. transversales a En 1Y aparecen tantas tangentes dis

tintas como clases hay en el conjunto J2, es decir s.
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Consideramos entcnces los grafos duales de las curvas

FIRERE: GS y denotamos por GJ gl grafo dual

1 2 ) . 1

de la curva CJ . Se tiene:

1
G(C) = G(n—)LﬁjG (n+)L~J...L—IG (r:+)|-~———-——I G‘J {n,n=1,4)
n 1 n. n s 4

- n,n-1

es decir:

n—-
————— Y ose e— r & ‘_l"' \\
| kY
) e ,
Ip--------—lr--- --<-....,7_ \H,/_. GJ(n,nu‘l,-i-)
I l ’ T
2 - / .
1
! P
:_-_-"(‘""-:/‘l ¥
I T
I L G1(n+)
: LE;:_ﬁ—_____—H—_'WhGZ(n+} -G (n+)
T~ N J
‘I‘" : 2
\il,\
R 3 Gs(n+)
A

4.2.18 Teorema.- £1 grafo dual de una curva C es un dato

- equivalente a la clase de equisingularidad de la curva.
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Demostracidn: Haremos la prueba por induccidn sobre el nlme

ro de ramas d. Para d = 1 el resultado es 4.2.70 e).

o

En el caso general, consideramos el entero n dado por la
condicién:

n = sup{k & IN /3_1 Ge G(C) con pl(Q) = n},

Puesto que con peso n+1 aparecerd mids de un punto, es claro que n
es el nGmero de puntos infinitamente préximos comunes a todas .las
ramas, el (Oltimo de ellos es entonces On—ﬂ'

Podemos formar, a partir de G(C), el grafe dual de nivel n
(véase 4.2.4 ¢)), G(n-). Puesto gque todos los puntos del n-ésimo

entorno infinitesimal estan sobre el divisor En tenemos una situa-

cién del tipo:

U+ s+ t = d t +s = &
) ' t ls
¥}
= t B A fl
_..-_'_._g_lé-__---- 6. nnnnnn _1
m n n—"1 n= "

Por la definicidn de n, los ndmeros u, s, t verifican:
—u+s+t =d

-u<d, t<d, s<g.d,

En el caso s = d, todes los puntes infinitamente proximos
en el n-ésimo entorno infinitesimal (necesariamente mas de uno) son
- puntos libres, estamos pues en la situacidn A) de 4.7.14 y G(n+1,-)

©

tendrid la forma:

N~ n ) roro= I/RYO
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El grafo G(n+) estd formado entonces por r grafos
G1(n+),..., Gp(n+) "pegados" por el divisor n y se tiene que

G(CI ) o= Gin-) ngGi(n+), i=1,...,r son los grafos de las curvas
i )

CI P CI . Por hipdtesis de induccién finaliza la prueba, pues n
1 r
permite calcular el par de contacto.

Supongamos s <d , en este caso necesariamente es u»0
4 t%0 y nos encontramos en uno de los casos B) & C) de 4.2.14,

Observemos ademas que es u = O si y sélo si es J1'# ﬂ ¥ J2 #

{ Caso C) ) ( resp. u # 0 siysélosi J =0

o y ©es decir estamos

en el caso B) ).,

Correspohdientes a las partes de G que hemos "colapsado"
en cada una de las flechas tenemos los grafos siguientes: 8i es
%0 ,GS(n+); sies us0 )Gu(m,n,+); sies t>0 rGt(n,n—1,+)

(todos ellos grafos conexos) de manera gue es

G(C) = G(n-)LﬁJGS(n+)LmTﬁJGu(m,n,+)lﬁTﬁ:L Gy (n,n=1,+)

¥ pedemos considerar

G = G{n-)L_JG (n+) si es s>0Q
D n s

G, = G(n—}L“__[G (m,n,+) si es u»0
A m,n u

G, = Gin=) %—3—4 Gt(n,n—1,+} si es t>0
n—

Obsérvese que si nos encontramos en la situacidn de 4.2.16,

los grafos GA ¥ GB que hemoes construide corresponden a los grafos

duales de las curvas G y C

A 8 respectivamente para los conjuntos

de indices A y B alli definidos; mientras que GD seria el corres-—
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pondiente a la curva C : ,» €s decir el gue hemos deno-
I1 U ... U It

tado en 4.2.16 por 61(n+}L¥ G2(n+)LﬁJ...%JGt(n+).

Si tenemos u = O (es decir estamos en 4.2.17), GA no apa-

rece y GB es el grafo dual de la curva CJ mientras que GD co-
7

rresponde a la curva CJ .
2

Los grafos GA’ GB’ GD son enteonces grafeos duales de curvas

gon un nimero de ramas estrictamente .menor que d y por hipdtesis
de induccién podemos calcular la clase de equisingularidad de las
curvas CA’ CB v CD' Por 4,1.5.¢) n nos permite calcular el par

de contacto y como consecuencia las multiplicidades de interseccidn

que restan y finaliza la prueba.

4,2.19 Nota.~ El procedimiento para calcular los grafes

duales de las ramas componentes es mds simple gue el gue proporcio-
na el Teorema anterior,

Basta partir de la flecha gue sefiala la componente en cugs-—
tién y recorrer todo el grafo hacia atrds quedandonos Unicamente
con los puntos que tienen pesos estrictamente decrecientes. E1 pro-
cedimiento nos lo dictan los resultados 4.2.9 y 4.2.10, no entrare-

mos en mas detalles y veremos la rapidez del método con un ejemplo:
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G{C)
- 2
1 2
A
> C-1
3
»C
G(C1)
1 2 5 & 7 9 10 1 13 14 15 1?//;f
4
a 12 16
3.
a(c,)

84 14

4.2.20 Compatibilidad de grafos duales

Sean G1 ¥ G2 los grafos duales de dos ramas algebroides,

analizaremos las posibilidades que hay para el grafo dual G de una

curva G cuyas componentes irreducibles tienen por grafos 61 N G2.
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Por el Teorema 4.2.18 este problema estd intimamente relacionado,
en realidad es el mismo, con los resultados expuestos en el epigra-

fe 1 del Capitulo I, en particular 1.1.8.

4.2.21 Definicidén.- Sea n€IN, n ¢min{H(s =1)+ k ,H(s =1)+k 1}
S = o, g, 9, 95

G, ¥y G2 son n-compatibles si se tiene G1(n—) = Gz(n-).

-

Sea ¢ = sup{n / G1(n—) = Gz(nu)}, diremos entonces que G1 ¥

G, son compatibles de nivel o .

A4.2,22 Lema.- Sea pel indice de separacidn del tipo de

equisinguiaridad de las clases de equisingularidad definidas por

G_I N GZ' Se tiene entonces:
p= #{P e G,lo-) / 1(P) > 3}
Demostracién.- Puesto que g es por definicidn (1.1.1)
= max{n / h-1 = h2 v j k-1 = k2 ¥i < n }y claramente
P = I IR L S oy

o > H(%}—1) + kp se tiene la desigualdad:

p < HP& G lo-) / 1{P) > 3}

Se tiene una desigualdad estricta si y sdlo si ¢ >‘H{Sp+1_1) + kp+1

1 2 1 2
i i ! = i =k
pero esto implica de manera evidente hj hj JVJ <Sp+1 N kp+1 041

que es absurdo por la definicidn dep .{Véase 4.2.10).

4,2.23 Nota.- Si en G,(o-) y G,(o=) marcamos con una flecha

2
: e .o i 2
el lugar que ocupan los puntos infinitamente proximos O0 Y C% tal

1

y como lo hemos hecho en 4.2.4, las flechas aparecen en distinta
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posicidn en G1(o—) y G2(o—) pues en caso contrario tendriamos

G1(c+1,~) = G?(U+1,—) en contra de la definicidn de o .
3i tenemos -,__F_~_4£f;.na4 en GZ(U") {resp. en G1(c—))
m n

consideramos G, (m,n,+) (resp. G1(m,n,+)), se tiene entonces

2
GE = Gz(am) T Gz(m,n,+] (resp. G1 = G1(0—}JE:FJG1(m,n,+}). Pode-
mos tomar en este caso el grafo G = G1LFTTJ Gz(m,n,+) (resp.

G = GELFHHJ G1(m,n,+)). Puesto que siempre se da la situacidn
’ .

o M bien en Gz(r—), bien @n Gj(o—) hemos definido en
este caso lo gque llamaremos operacidn de adjuncidn de orden o de

los grafes G_l N G2. Denotaremos el grafe dual resultante por Gc'

4.2.24 Proposicidn.- En las condiciones ¥ con las notacio-

nes anteriores consideremcs él conjunto:

B=1{H(s -1) + k+¢c / 0 < r<p, 0 <c¢ < min{l1,l2 1}
r r - = e r’e

Sea G el grafo dual de una curva con dos ramas C1'y C_ de grafos

2

duales C-?a_I ¥ GZ’G es entonces un elemento del conjunto:

§ = {G1[;JG2(n+) = GZLHJejtn+) / ne B} U (G}

(Comparese con 1.,1.7 y 1.1.8).

Demostracidn;

Utilizando las notaciones de 1.7.8, las posibles multipli-

cldades de interseccién entre C_1 N} C2 son 1os elementos del conjunto

A={glg,c) / 0 <qg<yp, 0 Lc < mi“{ll’ls FrU g (e}
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o equivalentemente, los posibles pares de contacto son los elemen=
tos del conjunto:

A' = f{q,c) / 0 <q <p, 0 <c ilﬂin{l;,li}} U {(O,min{l;+1,l§+1})}

Tanto A como A' estdn en correspondencia biyectiva con el
conjunto B definido en la proposicién, es inmediato que si el par
de contacto es (q,c) con 0 < g<p, 0 <c E_min{l;,li} el grafo
dual es entonces:

G = GjLHJ62(n+) = 6217J G1(n+)
donde n = H(sqnﬂ) + kq+c. Si se da la multiplicidad mas alta posi-

12

ble, es decir el par de contacto es {p 0

+11) el gra

, min{lg + 7,

fo resulta ser:

4.2.25 Nota.- a) Notese que el caso en que

2

o + 13}, que era el mids complicado de describir en

¢ = min{l; + 1,1
4.2,13, 4.2.14, 4,2.16, 4.2.17, en el caso de dos ramas se describe

de una forma relativamente sencilla, pues es la Gnica forma de unir

G1 Y G2 conservando el mayor nlmero de divisores comunes.

b) Estos (Oltimos resultados (4,2.20 - 4.2.24) se pueden extender al
caso de varias ramas con la complicacidn evidente, pues las posibi-
lidades se entrecruzan y se multiplican. La formacién del grafo en
gue las componentes tienen la multiplicidad mds alta posible se pue

de hacer sin grandes complicaciones,
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4.2.26 Ejemplo

1 2 4 6 7 10 12 13//”
G‘} = 5! O¢
i1
3‘! 8‘
1 2 4 6 7 9 12 14 15 17
v 4 v
GZ = 5 11e
13
104
’ 3l 16
8 ¢
Qbservamos que
12 4 8 7 8
s # # - —
C
G,(9-) = ! ' = G, (9-)
1 S # ¥ \ly 2
3 #

En 61{10w) el 10 aparece entre 7 Y 9, en cambio en 62(10—) aparece

entre 8 y 9,-por tanto G1(10—) # GZ(1O~}. Formamos G2(8,9#ﬂ:

9 12 14 15 17 7

11
G,(8,9,+) =
2 10 -

y obtenemos:
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T
ii N
R Y _b
&2}
NI
s
(w]
'
AN

G =G L-—[G {8,9,+) 3
a 18,9 2 1
g

L1 13
G, 79 G179, 108

VB
wity
oo

4,2.27 Nota.~ Consideramos un punto del graFd dual de la

curva ‘C y su divisor asociado En en el divisor excepcional total E.

Consideramos una curva D C SN lisa y transversal al divisor En en

(N)U

un punto no singular de la transformada total de la curva C, C

A

Consideramos =n(D) SO = spec k[[ X,Y]], =({D) es una curva irredu-

cible y plana.

4.2.28 Teorema

a) Sea D una curva en las condiciones de 4.2.27 en un divisor En
gue corresponde a un extremo libre de G(C), iﬁﬂD}) es entonces uno
de los valores del contacto maximal de C. Reciprocamente, si F es
una curva irreducible tal que v(F) € V(C) la transformada estricta

de F por 7 es una curva lisa y transversal a un divisar que corres-

E.
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ponde a un extremo libre de G{C).

b) De forma similar al apartado a) YO (ver 1.2.4) se alcanza mediaﬂ
te una curva D en las condiciones de 4.2.27 situada en el divisor

de peso ) (ln+1) + ¢, divisor que se localiza en G(C) como el
n <q

Oltimo divisor libre comln a todas las ramas.

Remostracidn:

El apartado b) es claro observando el desarrollo de H-N de
una curva h con v(h) = YO (ver 1.2.4), utilizando 4.1.4 y los re-

sultados sobre la formacidn del grafo dual.

En cuanto al apartado a), razonaremos por induccién sobre
el nimero de ramas utilizando los Teoremas sobre la formacidn- indue

tiva de los valores del contacto maximal 3.3.0 ¥y 3.3.11.

El caso d = 1, estd ya comentado en 4.2.11, Por otra parte
los valores del contacto maximal de géneros -1, 0, Tyoeey, g=1 veri-

fican claramente el resultado por los mismos argumentos utilizados

en 4.2,11.

Si supcnemos J2 = 0, claramente se tiene el resultado para
género g y por el Teorema 4.2.13 ¥y 4.2.16 los extremos libres de

G(C) restantes son extremos libres de los grafos
G(CI ¥, G(CI )fl.., G(CI ) por hipdtesis de induccién por 3.3.11 se
1 2 r

tiene el resultado.

Supongamos J2 20 y n = H(sq) + 1, por 4.2,17 se tiene:

G(C) = G(n—)LEIG1(n+)LJ... l--I;-IGS(nH L*——J

—— GJ {n,n=1,+)

4
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donde G, = G(CI )y Jy = I1LJ...LJIS. Los extremos libres de G(C)
i

no gstudiados todavia, son todos ellos extremos libres de

G1(n+),..., Gs(n+), GJ {n,n=1,4} y por tantc de 61, 62,..., G, G, .

1 1

De nuevo por hipétesis de induccidn y por 3.3.71 se tiene el re-

sultado.

4.2.20 Nota.- a) Puesto que en G(C) podemos localizar sin
mayores problemas los puntos libres del arbol de puntos infinitamen
te préximos, en virtud de 4.1.4 es posible reproducir con facilidad

R 0 y por lo anterior el A.C.P de la curva en cuestién,
Y

b} Hemos visto desde el comienzo una forma de asignar pesos a G(C)
en funcién del arbol de puntos infinitamente préximos. Se pueden
utilizar también muchas otras formas de pesos G(C) gue permiten

incluso obviar todos los divisores y quedarnos dnicamente con la
:

"gilueta" de G({C). Describiremos algunos:

b-1) En el caso irreducible, si para el divisor En consideramos el

{n) _
enteroc {C ,En) = m(On_1), el grafo

"o nf“! n_z o i

n

g
n n
s, t1 s,+1 g +1
' ‘ ) 1 2 g-1
contiene toda la informacion necsaria.

b~2)} En el caso general, podemos colocar en los extremos libres los
valores del contacto maximal y en los extremos con flecha los valo-

res Vm(C).
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£s claro que estos pesos son suficientes.

b~3) Podemos distribuir los pesos que aparecen en el A,C.P. en el
grafo dual mediante el Teorema 4.2.28 colocdndolos en el divisor

adecuado. De esta forma lo que hacemos es colocar el A,C.P. en G{C)

4.2.30 Ejemplos.— Siguiendo con la gama de ejemplos de

1.3.12, el caso A) lo hemos descrito suficientemente.

B8} Caso diagonal .Aiféig;
— . . d

81 #I/"RYO =d es s
| : 3

C) Caso multitangente;
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12
D) (Ver 1.3.12. D)).

1Q 1

P s
&N
(@)}

£} (Ver 1.3.12.E)).
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