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Introduccion

Siguiendo a Kleiman, consideramos dos espacios vectoriales duales aso-
ciados a un morfismo proyectivo f : X — Y de esquemas algebraicos sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k: uno de ellos, denotado por A'(X/Y),
estd generado por las clases de equivalencia numérica relativas a f de los
divisores de Cartier de X, y el otro, denotado por A;(X/Y), estd generado
por las clases de equivalencia numérica de los 1-ciclos de X contraidos por f.
En estos espacios vectoriales definimos tres conos convexos asociados al mor-
fismo f: el cono de curvas, NE(X/Y), que es el cono de A;(X/Y") generado
por las clases de equivalencia numérica de los 1-ciclos efectivos de X, el cono
semiamplio P(X/Y'), dual del anterior, y el cono caracteristico P(X 1Y), ge-
nerado por las clases de los divisores de Cartier asociados a haces invertibles
de X generados por secciones globales que dan lugar a morfismos factori-
zando a f. La introduccion y primer estudio de los conos caracteristicos se
debe a Hironaka [39], pero es Kleiman en [45] el que obtiene la propiedad de
los mismos que nos va a interesar en esta memoria: las células topoldgicas
del cono caracteristico P(X/Y) estan en correspondencia biyectiva con las

factorizaciones X —= W —2=Y del morfismo f tales que g es proyectivo
y h.Ox = Ow. A una terna (h, W, g) de este tipo se le llama factor de Stein
de f,y queda determinada por las curvas de X contraidas por h (corolario
2.1.16).

Estos conos son una buena herramienta en el estudio de problemas que se
suscitan en diferentes ambitos. Por una parte, tras el desarrollo por Zariski
de una teorfa de ideales completos (como traduccién aritmética de la teoria
geométrica de puntos infinitamente préximos desarrollada por los gedmetras
italianos de principios del siglo X X'), donde se concluye la existencia de facto-
rizacion unica de ideales completos en anillos locales regulares de dimensién
dos [74], resulta que los conos caracteristicos se han revelado como una bue-
na herramienta para el estudio de los nuevos fenémenos de factorizacion que
aparecen en dimensiones superiores a dos ([16] y [10]).

Por otra parte, en virtud del resultado probado por Kleiman, los conos
caracteristicos pueden usarse también para estudiar, dado un morfismo pro-
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yectivo f : X — Y, los factores de Stein de f. En este sentido, la finitud del
nimero de células topoldgicas del cono caracteristico implicara la existencia
de un numero finito de tales factores. Aqui entra en juego de una manera
notable el cono de curvas NE(X/Y), ya que si éste es poliédrico entonces el
cono caracteristico posee un numero finito de células, existiendo, por tanto,
un numero finito de factores de Stein (véase el corolario 2.3.25). Si X es
una variedad proyectiva sobre k y el morfismo f coincide con el morfismo
estructural X — Spec(k), la poliedricidad del cono de curvas (denotado en
este caso simplemente por N E(X)) implicara la finitud del nimero de con-
tracciones de X, entendiendo por contracciéon un morfismo A : X — Y tal
que Y es una variedad proyectiva y h.Ox = Oy.

Existen varios trabajos relacionados con la caracterizacion, e incluso cla-
sificacion, de las superficies proyectivas regulares pertenecientes a una cierta
clase que poseen un nimero finito de contracciones a otra variedad proyecti-
va, o con la poliedricidad del cono de curvas.

Harbourne, en [34], considera una superficie racional regular X obtenida
mediante explosiones centradas en puntos propios o infinitamente proximos
a P? (es decir, tales que existe un morfismo birracional propio f : X — P?)
y se plantea el problema consistente en caracterizar aquellas superficies X
de este tipo tales que existe un ntimero finito de contracciones g : X — P?
(identificando aquellas que difieren en una transformacién lineal de P?), asu-
miendo que la clase anticanonica de X posee una seccion reducida e irredu-
cible. Define unas ciertas clases de divisores de Pic(X), a las que denomina
raices nodales, y considera el submédulo de Pic(X) generado por dichas cla-
ses. Demuestra que X posee un ntimero finito de contracciones a P2 si, y
sOlo si, existe un numero finito de raices nodales y generan un submaddulo
de Pic(X) de rango maximal. Si embargo, no proporciona un criterio general
para decidir si X posee un nimero finito de raices nodales o no. Finalmente,
proporciona otra caracterizacion en términos del grupo de automorfismos de
X, independiente de las raices nodales.

En [55], Miranda y Persson estudian el caso particular en que X es una
superficie racional eliptica y jacobiana (estas superficies también pueden ca-
racterizarse como las obtenidas al explotar los nueve puntos base de un haz
de ctibicas en P?). Proporcionan una clasificacién de las superficies de este
tipo que poseen un nimero finito de contracciones a P?.

Si consideramos el caso de las superficies proyectivas racionales regulares
X con clase candnica de auto-intersecciéon nula (es decir, aquellas superficies
obtenidas al explotar 9 puntos propios o infinitamente préximos a P? u 8
puntos propios o infinitamente préximos a una superficie de Hirzebruch) en
relacién con la infinitud o finitud del conjunto de sus (—1)-curvas (es decir,
las curvas racionales regulares de auto-interseccién —1), se tiene que la fi-
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nitud de este conjunto equivale a la poliedricidad del cono de curvas de X.
Denominando superficie racional extremal a aquella superficie proyectiva ra-
cional con un nimero finito de (—1)-curvas, en [48] Lahyane prueba que si
X posee un divisor anticanénico que no es numéricamente efectivo, entonces
X es extremal (lo que equivale a la poliedricidad de NE(X)). Este hecho
también se prueba en esta memoria, aunque con técnicas distintas. Se pue-
de dar también (véase [49]) una caracterizacién de las superficies racionales
extremales X, bajo la hipdtesis de la existencia de un divisor anticanoéni-
co numéricamente efectivo, en términos de las (—2)-curvas de X (curvas
racionales regulares con auto-interseccion —2). Finalmente, asumiendo que
X es extremal y con clase anticanénica numéricamente efectiva, se puede
proporcionar una cota del nimero de (—1)-curvas de X (véase [50]). El es-
tudio de las (—1)-curvas esta relacionado con la bien conocida conjetura de
Segre-Harbourne-Gimigliano-Hirschowitz. Esta conjetura dice que si el siste-
ma lineal de curvas planas de un grado fijado pasando por un conjunto de
puntos situados en posicién general con multiplicidades asignadas no posee
la dimension esperada, dada por el teorema de Riemann-Roch, entonces di-
cho sistema lineal debe contener al doble de una (—1)-curva en su parte fija.
Fué formulada primero por Segre en [71] y ha sido reformulada posterior-
mente por varios autores (véase [36], [25], [40], [15], [54] y [68]).

Campillo y Gonzalez-Sprinberg consideran, en [10], morfismos proyecti-
vos entre variedades normales 7 : X — Y, siendo Y el espectro de un anillo
local, y estudian las variedades sandwich de 7, es decir, aquellas variedades
normales W tales que existe una factorizacion X — W — Y de 7. Puesto
que X e Y son normales, dichas factorizaciones se corresponden con los fac-
tores de Stein de 7. Este estudio se realiza por medio del cono caracteristico
P(X/Y), ya que las variedades sandwich se corresponden con sus células. Se
observa que, en el caso en que Y sea el espectro de un anillo local regular de
dimension tres, el cono de curvas NE(X/Y') puede expresarse como la suma
convexa de los conos de curvas asociados a los transformados estrictos de los
divisores excepcionales, que son superficies racionales regulares. Por tanto, la
poliedricidad de los conos de curvas asociados a estas superficies implicaria
la finitud del nimero de células de P(X/Y) y, como consecuencia, la finitud
del conjunto de las variedades sandwich. De aqui se desprende que el estudio
del cono de curvas en el caso bidimensional ofrece informacion sobre el caso
tridimensional. Mas concretamente, la deteccién de condiciones suficientes
para la poliedricidad del cono de curvas de una superficie racional regular
proporciona familias de morfismos X — Y entre variedades de dimensién 3,
con un numero finito de variedades sandwich.

Dos trabajos recientes dedicados al estudio de los conos de curvas y ca-
racteristico en casos particulares son [11] y [12], en los que Campillo, Piltant



y Reguera consideran la superficie obtenida al eliminar los puntos base de
un haz de curvas planas “en el infinito”. Cuando la curva genérica del haz
solo posee una rama en la recta del infinito, se prueba que el cono de curvas
es, no sélo poliédrico, sino regular. En el caso general, el cono de curvas es
poliédrico exactamente cuando una de las fibras del haz es un divisor tal
que las componentes de su soporte tienen una unica rama en la recta del
infinito. Resultados similares precisos se pueden obtener respecto del cono
caracteristico.

Continuando con el interés que suscita el estudio de los conos introducidos
anteriormente resulta que, tras estudiar la clase de las superficies proyectivas
regulares con cono de curvas poliédrico, Nikulin en [62] indica que dichos
conos pueden ser considerados como los andlogos en geometria algebraica
de los grupos aritméticos generados por reflexiones en espacios hiperbdli-
cos. También sugiere que la cohomologia cuantica de variedades fibradas por
superficies Z con cono de curvas poliédrico puede tener interesantes aplicacio-
nes, puesto que el conjunto de las curvas de Z con auto-interseccion negativa
(que generan los rayos extremales del cono de curvas) puede ser considerado
como el andlogo de un sistema de raices reales simples.

Finalmente, no hay olvidar que el cono de curvas es el ingrediente prin-
cipal de la teorfa de Mori [58], ya que son algunos de sus rayos extremales
(concretamente los que tienen interseccién estrictamente negativa con la cla-
se de divisores candnica) los que determinan las contracciones utilizadas en
dicha teoria. Pero, ademas, la teoria de Mori ha de precisar un complemento
(de dificil estudio) para abordar las contracciones de rayos con interseccién
no negativa con la clase candnica. Los resultados de esta memoria estan re-
lacionados con este planteamiento.

El objetivo general de esta memoria es el estudio del cono de curvas aso-
ciado a una superficie proyectiva racional regular y, de manera mas concreta,
el establecimiento de condiciones suficientes, de naturaleza aritmética, para
que dicho cono sea poliédrico. De este modo, mediante técnicas y puntos de
vista diferentes a los utilizados por los autores antes mencionados, obtendre-
mos una clase amplia de superficies proyectivas racionales regulares para las
cuales el cono de curvas es poliédrico, implicando este hecho la existencia
de un numero finito de contracciones y la existencia de un nimero finito
de (—1)-curvas. Respecto a este tltimo aspecto cabe decir que las tnicas
superficies proyectivas regulares que pueden tener un cantidad infinita de
(—1)-curvas son precisamente las racionales (véase [69]). Puesto que estas
superficies se obtienen explotando sucesivamente una secuencia de puntos,
propios o infinitamente préximos, sobre una superficie racional relativamen-
te minimal, para realizar este estudio usaremos el lenguaje de configuraciones
de puntos infinitamente préximos, precisado por Casas en [13] y por Campi-
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llo, Gonzélez-Sprinberg y Lejeune-Jalabert en [9].

El primer capitulo de esta memoria es preliminar. En él, recopilamos
algunos conceptos y resultados conocidos sobre explosiones y resumimos el
lenguaje de configuraciones y clisters de puntos infinitamente préximos, y
en cuyos términos se expresaran algunos de los resultados importantes del
capitulo 3.

En el capitulo segundo se establece el contexto general en el que debe
situarse nuestro estudio. Se definen los diversos conos convexos asociados a
una variedad proyectiva y a un morfismo proyectivo, precisando sus propie-
dades generales, la utilidad de su estudio y el papel que el cono de curvas
desempena él. Finalmente, se particulariza al caso bidimensional y se esta-
blecen las propiedades generales del cono de curvas asociado a una superficie
proyectiva regular.

En la primera seccion precisamos los conceptos de factor y factor de
Stein de un morfismo proyectivo, estableciendo un concepto de isomorfia
entre ellos y la relacion de dominacion, que es de orden si la restringimos al
conjunto de las clases de isomorfia de los factores de Stein. Deducimos que
las contracciones que factorizan al morfismo y que estan determinadas por
las curvas contraidas son justamente las correspondientes a los factores de
Stein.

En la seccion segunda se definen el cono de curvas, el cono semiamplio
y el cono caracteristico asociados a una variedad proyectiva estableciéndose,
ademas, las principales propiedades relativas a sus estructuras; entre ellas
figura el celebrado teorema del cono, debido, en su primera version, a Mori
[58], v estudiado en general por Kawamata [43], y que prueba que el cono de
curvas es localmente poliédrico en uno de los dos semi-espacios determinados
por el subespacio ortogonal a la clase de equivalencia numérica de la clase de
divisores candnica.

La seccién tercera se dedica a generalizar las definiciones dadas en la
seccién anterior, considerando las versiones relativas de los conos de curvas,
semiamplio y caracteristico, asocidndolos ahora a morfismos proyectivos, en
lugar de a variedades. En ella, se estudian las relaciones entre los diferentes
conos y se enuncia el resultado de Kleiman [45] que establece la biyeccién en-
tre las células del cono caracteristico y los factores de Stein, dejando patente
la interrelacion existente entre la estructura celular del cono caracteristico y
la relacién de dominacién entre los factores de Stein de un morfismo proyec-
tivo. Finalmente se observa que, como consecuencia de esta correspondencia,
la poliedricidad del cono de curvas implica la finitud del niimero de factores
de Stein.

El cono caracteristico, tal y como se muestra en la seccion cuarta, permite
dar una descripcion de los fendmenos de caracter local relativos a las pro-
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piedades de factorizaciéon en el semigrupo de ideales completos de un anillo
local regular. En dimension dos existe factorizacién tinica de ideales comple-
tos (tal y como demostré Zariski), no siendo asi en dimensién superior. Si R
es un anillo local regular, el estudio de los conos caracteristicos relativos a
los morfismos X — Spec(R) que son composicién de explosiones centradas
en puntos cerrados, permite describir los nuevos fenémenos de factorizacién
que aparecen en dimension superior a 2. Un problema que cabe plantearse,
también relacionado con una situacién local, es el de dar condiciones para
la existencia de un ntimero finito de variedades sandwich para un morfismo
de este tipo. El cono de curvas N E(X/Spec(R)) puede expresarse como la
suma convexa de los conos de curvas asociados a los transformados estrictos
de los divisores excepcionales de las explosiones. La poliedricidad de éstos
supondré la finitud del nimero de células de P(X/Spec(R)) y, por tanto,
la finitud del nimero de variedades sandwich. Si la dimension de R es igual
a 3, los transformados estrictos de los divisores excepcionales son superfi-
cies racionales regulares, con lo cual las condiciones de poliedricidad que se
deduciran en el capitulo tres podran aplicarse a este caso.

En la seccién quinta se considera una superficie proyectiva regular X y
se estudian las propiedades generales de su cono de curvas. Se prueban con-
diciones que deben satisfacer sus rayos extremales y los de su clausura. Cabe
destacar que los generadores de todos ellos han de tener auto-interseccién
no positiva (si dim(A4;(X)) es mayor que 1) y que el rayo generado por la
clase en A;(X) de cualquier curva con auto-interseccién negativa es extre-
mal. Ademads, se obtiene, como consecuencia del teorema del cono, que si
dim(A; (X)) > 3, entonces los rayos extremales de NE(X) con interseccién
negativa con la clase candnica son exactamente los generados por las clases
de las (—1)-curvas de X. Se considera también el conjunto R(A;(X)) for-
mado por los rayos de A;(X) = R™, y el subconjunto 7 (X) de R(A;(X))
constituido por los rayos extremales de la clausura de NE(X). Se dota a
R(A1(X)) de una topologia (la inducida por la topologia usual de la esfera
(m — 1)—dimensional en R™) y, como herramienta novedosa y clave en esta
memoria, consideramos los puntos de acumulacién de 7 (X) en el espacio to-
poldgico R(A1(X)), denominados aqui rayos limite de T (X ). Se prueba que
la no poliedricidad de la clausura del cono de curvas equivale a la existencia
de tales rayos limite. Ademads, si la dimensién de A;(X) es mayor o igual
que 3, entonces la poliedricidad de NFE(X) equivale a la poliedricidad de su
clausura. Todo esto indica la conveniencia de delimitar la situacién en A;(X)
de los rayos limite de 7 (X). A este respecto, obtenemos tres propiedades que
deben satisfacer dichos rayos: sus generadores deben tener auto-interseccién
nula, interseccion no negativa con la clase candnica y, ademas, deben tener
también interseccion no negativa con la clase de cualquier divisor efectivo de



X. Finalmente, a partir de estas propiedades deducimos el conocido hecho de
que las superficies proyectivas regulares con un divisor anticanénico amplio
poseen un cono de curvas poliédrico.

El estudio de la estructura del cono de curvas asociado a una superficie
proyectiva racional regular Z se aborda en el capitulo 3, teniéndose como ob-
jetivo principal el establecimiento de condiciones bajo las cuales dicho cono es
poliédrico. Estas condiciones seran de dos tipos: proyectivas e infinitesimales.
Entenderemos por condicién proyectiva aquella que involucra la efectividad
de ciertos divisores, y por condicion infinitesimal aquella que depende inica-
mente de la naturaleza de un morfismo birracional de la superficie estudiada
a una relativamente minimal X (dicho de otra forma, de la “situacién” de
los centros de las explosiones necesarias para obtener Z a partir de X).

En la primera seccién de este capitulo 3 se recopilan una serie de concep-
tos y resultados relacionados con superficies proyectivas relativamente mini-
males. Es sabido que las racionales son P? y las superficies de Hirzebruch
Fs := P(Op1(0) @ Op1) con § # 1. Como consecuencia, cualquier superficie
proyectiva racional regular puede obtenerse mediante explosiones sucesivas
en puntos propios o infinitamente préoximos al plano proyectivo o a una de
las superficies de Hirzebruch.

En las secciones segunda y tercera se establecen una serie de propiedades
y resultados relativos a divisores en superficies racionales, que nos seran de
utilidad en el desarrollo del resto del capitulo.

La herramienta fundamental para obtener condiciones suficientes de po-
liedricidad del cono de curvas asociado a una superficie racional regular 7 es
el concepto de rayo limite del conjunto 7 (7). Puesto que la poliedricidad del
cono equivale a la no existencia de tales rayos limite, la estrategia utilizada
consistird en delimitar la situacién de esos rayos, encontrando un subconjun-
to de A;(Z) que los contenga, e imponer luego condiciones que impliquen
que dicho conjunto sea vacio.

En la seccién cuarta se deducen condiciones de tipo proyectivo que im-
plican la poliedricidad del cono de curvas. Fijamos una superficie racional
regular Z y un morfismo birracional 7 : 7 — X, donde X es el plano proyec-
tivo o una de las superficies de Hirzebruch; este morfismo sera la composicién
de las explosiones centradas en los puntos de una cierta configuracién C de
puntos propios o infinitamente proximos a X.

Probamos que si la auto-interseccion de la clase canénica K, de Z es
estrictamente positiva, entonces N E(Z) es siempre poliédrico. Esta situacién
corresponde al caso en que la configuraciéon C tenga menos de 9 puntos si
X = P2, y menos de 8 si X es una superficie de Hirzebruch. Estudiamos
también el caso K% = 0, en el que la configuracién C tiene 9 puntos si X
es P2, y 8 puntos si es una superficie de Hirzebruch. Probamos que, en esta
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situacion, el rayo de A;(Z) generado por la clase anticanénica es el tinico rayo
limite de 7 (Z) posible; ademads, si la clase anticanénica no es numéricamente
efectiva, entonces el cono de curvas es poliédrico.

Proporcionamos un ejemplo de una cadena de 9 puntos sobre P? (es de-
cir, una configuracién de puntos propios o infinitamente préximos a P? que
satisface que cada punto no propio pertenece al divisor excepcional creado en
la explosion precedente) tal que el cono de curvas asociado a su cielo posee
infinitos rayos extremales y su cono caracteristico no es cerrado.

A continuacién, buscamos divisores efectivos cuya existencia implique la
poliedricidad del cono de curvas. En este sentido, imponemos la condicion de
que, siendo X = P2, el sistema lineal de rectas proyectivas pasando por la
configuracién C sea no vacio, resultando, entonces, que tanto N E(Z) como
el cono caracteristico ]S(Z ) son regulares. Imponiendo la condicién de que el
sistema lineal de cénicas pasando por C sea no vacio se llega a la conclusion
que NE(Z) es también poliédrico y P(Z) es un cono cerrado. Una condicién
de naturaleza similar se deduce también para el caso en que X sea una
superficie de Hirzebruch.

En la seccién 5 consideramos un nuevo cono de A;(7), al que denomina-
mos cono de proximidad, cuya definicién involucra inicamente las relaciones
de proximidad entre los puntos de la configuracion C; mas concretamente, es
el cono formado por aquellos elementos de A;(Z) cuya interseccién con las
clases de los transformados estrictos de los divisores excepcionales es no nega-
tiva. Probamos que este cono debe contener a cualquier rayo limite de 7 (7).
Este hecho, junto con las propiedades de estos rayos limite deducidas en las
secciones precedentes, permite definir un conjunto mas restringido Q(72) al
cual todo rayo limite debe pertenecer. Este conjunto depende tinicamente de
la superficie relativamente minimal X y de la posicién de los puntos de la
configuracion C. Se trata ahora de encontrar una condiciéon adecuada sobre la
configuraciéon C que asegure que el conjunto §2(Z) sea vacio. Esta condicién
es la P-suficiencia, concepto que definimos a continuacion.

Consideremos una configuracién C = {py,...,p,} de puntos propios o
infinitamente préximos a X y sea Z la superficie obtenida mediante la se-
cuencia de explosiones centradas en los puntos de C. Para cadai € {1,...,n}
denotemos por D(p;) al divisor Z tal que Oz(D(p;)) es el haz de ideales com-
pletos asociado al punto p; (véase la seccién 1.3). Consideremos la matriz real
cuadrada y simétrica G¢ := (g;;) definida de la siguiente manera:

9i5 = —vD(pi) - D(p;) — (Kz - D(pi))(Kz - D(pj)),

donde v es igual a 9 si X es P? y es igual 8 si es una superficie de Hirzebruch.
Diremos que C es una configuracion P-suficiente si, y solo si, la matriz G¢
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verifica la siguiente condicion:
TGez' >0

para cualquier z = (z1,...,2,) € R™\ {0} tal que x; > 0 para todo i =
1,...,n. Obsérvese que la propiedad que debe verificar la matriz G¢ es una
condicién similar, pero mas débil, que la de ser definida positiva. Gaddum,
en [22], la llamé ser condicionalmente definida positiva.

Obsérvese que la condicién de P-suficiencia depende tnicamente de las
relaciones de proximidad entre los puntos de C. En los teoremas 3.5.10 y
3.5.11 probamos que la P-suficiencia de C implica (equivale, en el caso en
que X sea igual a P?) que el conjunto Q(Z) es vacio y, por tanto, NE(Z)
es poliédrico. Este resultado puede verse también en [23] y [24]. Gaddum
obtuvo en [22] una condicién equivalente a ella que tiene la ventaja de ser
computable. Ello nos permite establecer un algoritmo para decidir, a partir
de la matriz de proximidad de la configuracién C, si se satisface o no la
condicién de P-suficiencia.

En el caso en que la clase candnica de Z tenga auto-interseccion no ne-
gativa, probamos que la configuracién C es P-suficiente si K% > 0, o bien
si Ky = 0 y existe algin punto satélite en C. Como consecuencia se tiene
que si Z posee un divisor anticanénico amplio, entonces la configuracion C
es P-suficiente.

Si la auto-interseccion de la clase candnica es no positiva, Z ya no posee
un divisor anticanénico amplio; en este caso, la condicién de P-suficiencia
proporciona una nueva clase de superficies racionales con cono de curvas
poliédrico, ampliando el espectro existente.

Cabe observar que la condiciéon de P-suficiencia depende de lo especiales
que sean las relaciones de proximidad entre los puntos de la configuracion,
de manera que, si fijamos un numero de puntos arbitrario n y elegimos n
puntos (propios o infinitamente préximos a X) tales que las relaciones de
proximidad entre ellos sean las adecuadas (es decir, de modo que su posicién
sea lo suficientemente “singular”) entonces podemos conseguir que el cono de
curvas de la superficie obtenida al explotar los puntos de C sea poliédrico. Por
tanto, podemos decir que la “singularidad” de la configuracion es esencial
en nuestro criterio. Asi, si elegimos un punto singular de una curva y un
conjunto de puntos en los sucesivos entornos infinitesimales por los que pasen
los transformados estrictos de dicha curva, resulta que si la singularidad es la
adecuada, el cono de curvas asociado a la superficie obtenida serd poliédrico.
Este hecho aproxima nuestro trabajo a los trabajos de Greuel, Lossen y
Shustin ([27], [28], [29], [30], [31] ¥ [32]), en los que se estudia la existencia de
curvas con singularidades prescritas. Una posible direccién de trabajo futuro
sera materializar esta relacion.
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En la ultima seccién del capitulo consideramos dos amplias clases de
configuraciones sobre el plano proyectivo: las configuraciones toricas y las
configuraciones de puntos base de haces de curvas planas. En el caso de las
configuraciones toricas es bien conocido que el cono de curvas de cualquier
superficie obtenida a partir de ellas es poliédrico; mas atin, se puede describir
explicitamente, segin [9]. Puesto que la condicién de P-suficiencia implica la
poliedricidad del cono de curvas, cabe preguntarse cudles de las configura-
ciones toéricas son P-suficientes. Proporcionamos esta caracterizaciéon y, como
consecuencia principal, hacemos notar que cualquier configuracién de P? con
las mismas relaciones de proximidad que las de una configuracién térica P-
suficiente, es también P-suficiente.

En el caso de una configuracién de puntos base de un haz de curvas planas,
probamos que si las curvas genéricas del haz son integras, la P-suficiencia de
dicha configuracién implica la racionalidad de las curvas genéricas. Vemos
que el reciproco se da en el caso de los haces con una tnica rama en el
infinito, y caracterizamos en términos diversos los haces con una tnica rama
en el infinito con configuracién de puntos base P-suficiente.

A lo largo de la memoria hemos necesitado diversos resultados de anéli-
sis convexo. Muchos de ellos son muy intuitivos, pero no hemos encontrado
en la literatura demostraciones de los mismos. Es por ello que para finali-
zar la memoria hemos introducido un apéndice que agrupa y prueba dichos
resultados.
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NOTACIONES Y CONVENIOS

A lo largo de esta memoria k serda un cuerpo algebraicamente cerrado.

Denominaremos variedad a un esquema reducido e irreducible de tipo finito
sobre k. Un punto de una variedad se considerara cerrado, mientras no se
especifique lo contrario.

P" denotara el espacio proyectivo sobre k de dimension n.

Por simplicidad, denotaremos de la misma manera a los divisores de Cartier
de una variedad, a sus clases en el grupo de Picard de la variedad y, en el
caso en que tales divisores sean efectivos, a sus esquemas soporte. Especifica-
remos a qué tipo de objeto nos referimos solo en el caso en que pueda haber
confusion.

Una curva integra de una variedad X serd una subvariedad cerrada de X
de dimensién uno. Un 1-ciclo de X sera una suma formal 221 n;C;, donde
Ci,...,C,, son curvas integras de X y nq,...,n,, son nimeros enteros. Un
1-ciclo no nulo D = 7" n;C; serd una curva de X si es efectivo, es decir,
sin; >0 paratodoi=1...,m; Cy,...,C,, son las componentes integras de
D. En el caso en que X sea una superficie no singular, la nocién de curva se
identifica con la de divisor efectivo.

Si D es un divisor de Cartier de una variedad X, H (D) (o H'(X,Ox(D)))
representard el i-ésimo grupo de cohomologia del haz Ox (D), y h'(D) (o
h'(X,Ox(D))) serd su dimensién como espacio vectorial, donde Ox (D) es el
haz asociado a D.

| D| sera el sistema lineal completo determinado por el divisor D, es decir, el
espacio proyectivo correspondiente a H(D).

Kx denotaréd la clase en Pic(X) de un divisor canénico de X.

R., Q. y Z, denotaran, respectivamente, los conjuntos de los nimeros rea-
les, racionales y enteros estrictamente positivos.

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial real V', con(A) denota
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el menor cono convexo de V' que contiene a A, es decir:

{Zai@i]nEZ+,ai€R+U{O}yz7iEAparatodoizl,...,n}.

=1

Si (V]| - ||) es un espacio normado, z € V y € es un numero real po-
sitivo, denotaremos por B.(Z) a la bola de centro Z y radio e, es decir:
B(z) ={yeV||y—z| <e}.

En ocasiones, para definir una determinada aplicacion f, utilizaremos los
simbolos x — y para indicar que y es la imagen de z por f.

14



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo preliminar recopilaremos algunos conceptos y resultados
bien conocidos sobre explosiones, configuraciones, clusters y haces de idea-
les con soporte finito. Usaremos las notaciones del libro de Hartshorne [37]
y daremos referencias de los resultados recopilados. Estos objetos seran el
soporte matematico y las herramientas que necesitaremos para el estudio de
los conos de curvas, objeto de esta memoria.

1.1. Explosiones

Una superficie proyectiva racional regular puede ser siempre obtenida me-

diante sucesivas explosiones puntuales a partir de un modelo relativamente
minimal. Puesto que queremos estudiar los conos de curvas asociados a es-
te tipo de superficies (se definirdn en el capitulo 2) empezamos resumiendo
algunos de los aspectos de la teoria de explosiones que nos van a interesar.
Necesitaremos utilizar conos relativos y esto nos lleva, en la primera parte
de esta memoria, a trabajar sobre variedades méds generales. Solamente es-
tamos interesados en explosiones puntuales; sin embargo nuestros primeros
resultados son para casos mas generales, pues no anade dificultad esta visién
mas general.
Definicién 1.1.1. Sea X un esquema noetheriano y sea Y un subesquema
cerrado de X definido por un haz de ideales coherente Z. Denotemos por
Bly(X) al cono proyectivo sobre X del haz de Ox-dlgebras @, ~,Z", i.e.
Bly(X) = Proj (@mo I”). Llamaremos explosion de X con centro en Y
al morfismo proyeccién 7w : Bly(X) — X tal que, para todo abierto afin
UCX, 7 HU) = Proj (@n>01(u)”).

Sip es un punto de X e Y es el subesquema cerrado de X dado por la ima-
gen de la inmersién natural Spec(k,)— X (siendo k, el cuerpo residual
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16 1. Preliminares

de X en el punto p), entonces el esquema Bly (X) se denotard por BlL,(X)
y la correspondiente explosién 7 : BlL,(X) — X se denominard ezplosion
(puntual) de X con centro en p.

Proposicién 1.1.2. [37, Chap. II, Prop. 7.13] Sea X un esquema noethe-
riano, Y un subesquema cerrado de X y 7 : Bly(X) — X la explosion de X
con centro en Y. Entonces:

(a) El esquema imagen inversa 7 1(Y) 2 Bly(X) xx Y es un subesquema
cerrado de Bly (X) localmente principal cuyo haz de ideales asociado es
igual a Opy, (x)(1).

(b) Sitd = X \'Y entonces 7w : 7w (U) — U es un isomorfismo.

Definicién 1.1.3. El divisor de Cartier efectivo E de Bly (X) determinado
por el subesquema cerrado localmente principal 77(Y) (véase [37, Chap. II,
Rem. 6.17.1]) se denomina divisor excepcional de la explosion . Por abuso
de notacién, a menudo identificaremos el divisor E con su esquema soporte

T 1(Y).

Proposicién 1.1.4. (Propiedad universal de las explosiones, [37, Chap. II,
Prop. 7.14}]) Sea X un esquema noetheriano e Y un subesquema cerrado de
X. Si f:Z — X es un morfismo tal que el esquema imagen inversa f~1(Y)
es un subesquema cerrado de Z localmente principal, entonces existe un unico
morfismo g : Z — Bly(X) factorizando f:

7 -2 >Bly(X)

RN

X

Nota 1.1.5. Como consecuencia de esta proposicién, el inico endomorfismo
de Bly (X) como X-esquema es el morfismo identidad.

La propiedad universal dada en la proposicion anterior caracteriza, salvo
isomorfismo, a las explosiones. Esto queda patente en el siguiente corolario,
de demostracion trivial.

Corolario 1.1.6. Sea X un esquema noetheriano, Y un subesquema cerrado
de X y 7 : Bly(X) — X la explosion de X con centro en Y. Sea ¢ :
W — X un morfismo de esquemas verificando la siguiente propiedad: para
todo morfismo f : Z — X tal que f~1(Y) es un subesquema cerrado de Z
localmente principal, existe un unico morfismo g : Z — W tal que f = ¢pog.
Entonces existe un isomorfismo h : W — Bly (X)) tal que ¢ = 7o h.
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W -2 >Bly(X)

g ™
N

Z——X

Proposicién 1.1.7. [37, Chap. 11, Prop. 7.16] Sea X una variedad, Y una
subvariedad cerrada propia de X y m : Bly(X) — X la explosion de X con
centro en Y. Entonces:

(a) Bly(X) es una variedad.
(b) m es un morfismo birracional, propio y suprayectivo.

(¢) Si X es una variedad casi-proyectiva (resp., proyectiva) sobre k enton-
ces Bly (X) también lo es, y ™ es un morfismo proyectivo.

Definicién 1.1.8. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema noetheriano
X y 7 :Bly(X) — X la correspondiente explosion con centro en Y. Si Z es
cualquier subesquema cerrado de X definimos el transformado estricto (resp.,
transformado total) de Z respecto de la explosiéon 7 como el subesquema
cerrado de Bly (X) constituido por la clausura de 771(Z\ (ZNY)) en Bly(X)
(resp., el esquema imagen inversa 7~ !(Z) = Bly(X) xx Z).

Si X es un esquema noetheriano, Y un subesquema cerrado de X e 7 es
el haz de ideales coherente asociado a un cierto subesquema cerrado Z de X,
entonces el transformado total de Z respecto de 7 es el esquema definido por
el haz de ideales imagen inversa de Z, 71T - Ogly (x). Como consecuencia, si
Z es un esquema localmente principal, su transformado total también lo sera.
Por otra parte, existe una correspondencia biyectiva entre divisores de Cartier
efectivos y subesquemas cerrados localmente principales (véase [37, Chap. II,
Rem. 6.17.1]). Esta observacién da lugar al concepto de transformado total
de un divisor de Cartier efectivo:

Definicién 1.1.9. Sea X un esquema noetheriano, ¥ un subesquema cerra-
dode X y 7 : Bly(X) — X la explosién de X con centro en Y. Para
cualquier divisor de Cartier efectivo D de X, el haz de ideales Ox(—D) de-
fine un subesquema cerrado localmente principal Zp de X. Su transformado
total 771(Zp) es un subesquema cerrado localmente principal de Bly (X); si
T+-1(zp) es su haz de ideales asociado, existe un tnico divisor de Cartier efec-
tivo de Bly (X), que denotaremos por D*, tal que Z,-1(z,) = Ogiy (x)(—D").
Llamaremos transformado total de D respecto de la explosion 7 al divisor
D*.



18 1. Preliminares

Nota 1.1.10. En las condiciones de la definicién anterior, si Dy y D, son
divisores de X linealmente equivalentes, entonces sus transformados totales
D7 y Dj también son linealmente equivalentes (véase por ejemplo [42, Prop.
2.15]). De hecho, la clase en el grupo de Picard de Bly (X) del transformado
total de un divisor de Cartier efectivo D de X coincide con 7* D, el pull-back
de la clase de D en Pic(X) por el morfismo 7.

Proposicion 1.1.11. Sea X un esquema noetheriano, Y un subesquema
cerrado propio de X y m : Bly(X) — X la explosion con centro en Y.
St Z #Y es un subesquema cerrado localmente principal de X entonces el
transformado estricto de Z en Bly (X)) es un subesquema localmente principal

de Bly(X)

Demostracion. Sea U = Spec(A) un abierto afin de X tal que UNZ # (). Sea
I :=x1A+2,A+ ...+ 2,.A el ideal de A correspondiente al punto genérico de
Y. Se tiene que 7 (i) = Proj(S), donde S = @,,-, [", y 7 *(U) puede re-
cubrirse por los abiertos D, (x;) = {P € Proj(S) | #; € P} = SpecR;, siendo
R, = Alzy, .., 2]z, 1 =1,2,...,m. Si f € Aestal que fA es el ideal de A que
define a Z en U, entonces 7~ 1(Z)N D, (x;) vendra definido por fR; para todo
i=1,..,r. El ideal de R; que define a 7=*(Y) N Dy (z;) es IR; = z;R;. Si v
es el menor entero tal que f € I” se tendrd f = x¥g; en R;, con g; € x;R;.
Por tanto, si representamos por V(g;) al subesquema cerrado de D, (x;) de-
terminado por el ideal g; R;, se cumple la igualdad de espacios topoldgicos:
7N(Z) "Dy (1) = (7 (V) D () UV (gi), con V(g:) 2 7 (Y) Dy ().
Por tanto, es claro que V(g;) es la clausura de #=1(Z \ Y) N Dy (z;) en el
abierto D, (z;). Luego g; constituye una ecuacién local de la clausura G de
7Y Z\Y) en D, (z;), probandose asi que G es localmente principal. [J

En las condiciones de la proposicién anterior podemos, por tanto, definir
el concepto de transformado estricto de un divisor efectivo de X respecto de
la explosion 7 de la siguiente forma:

Definicién 1.1.12. Sean X un esquema noetheriano, Y un subesquema
cerrado propio de X y 7 : Bly(X) — X la explosién con centro en Y. Si D
es un divisor de Cartier efectivo de X, entonces el haz de ideales Ox(—D)
determinara un subesquema cerrado localmente principal Zp de X. El trans-
formado estricto de Zp respecto de la explosién 7, Zp, es un subesquema
cerrado de Bly (X) localmente principal; si Zz, es su haz de ideales asocia-
do, llamaremos transformado estricto de D respecto de 7 al tinico divisor de
Cartier efectivo D de Bly(X) tal que Zz, = Opy, (x)(—D).

Proposicién 1.1.13. [42, §7.10.¢] Sea X una variedad, Z una subvariedad
cerrada de X eY una subvariedad cerrada propia de Z. Si m: Bly (X) — X
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es la explosion de X con centro en'Y y W es el transformado estricto de
Z respecto de m, entonces existe un isomorfismo h : Bly (Z) — W haciendo
conmutativo el siguiente diagrama:

we—t Bly (X) == X

donde i y j son las correspondientes inclusiones y 7' es la explosion de Z con
centro en Y .

Nota 1.1.14. En las condiciones de la proposiciéon anterior, el transformado
estricto de Z por la explosiéon 7 : Bly(X) — X es isomorfo a Bly(Z). Por
tanto, por la proposicién 1.1.7, serd una subvariedad cerrada de Bly (X).

Teorema 1.1.15. [37, Chap. II, Th. 8.24] Sea X una variedad no singular
e Y C X una subvariedad cerrada no singular definida por un haz de ideales
coherente I. Entonces:

(a) Bly(X) es no singular.

(b) El esquema imagen inversa 1= 1(Y') es isomorfo al espacio fibrado pro-
yectivo asociado al haz localmente libre Z/I* enY :

P(Z/1%) = Proj (D, 7"/T"*)

y el siguiente diagrama es conmutativo:

1Y) i P(Z/7?)
A

siendo h el isomorfismo y p y q las correspondientes proyecciones.

(c) Bajo el isomorfismo h, el haz normal /\/'r1(y)/BIY(X) se corresponde con
OIP‘(I/I2)(_1)-

En esta memoria utilizaremos tinicamente explosiones puntuales sobre va-
riedades no singulares. Asi pues, de aqui al final de la seccion, restringiremos
nuestro ambito a este tipo de explosiones.

Proposicién 1.1.16. [42, Prop. 7.19] Si p es un punto no singular de una
variedad X de dimension d > 2 y E es el divisor excepcional asociado a la
explosion m : BL,(X) — X, entonces E 2 P{™' y O(—E) |p= Opzfl(l).
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De la demostracién de la proposicion 1.1.11 se deduce facilmente el si-
guiente resultado, que nos da una relacién entre los transformados total y
estricto de un divisor efectivo, en el caso de una explosion puntual:

Proposiciéon 1.1.17. Sea X un esquema noetheriano, p un punto de X,
7 : BL(X) — X la explosion con centro en p, E el divisor excepcional de
dicha explosion y D un diwisor de Cartier efectivo de X. Entonces:

D* = D +m,(D)E,
siendo m,(D) la multiplicidad de D en p.

A continuacién estudiaremos la relacion existente entre el grupo de Picard
de una variedad y el de la variedad obtenida mediante una explosién puntual.
También veremos la relacién entre sus clases de divisores canonicas. Para
ello utilizaremos el siguiente resultado, en el que Cl(X) indica el grupo de
divisores de Weyl mdédulo equivalencia lineal y cuya prueba puede verse en

[37, Chap. II, Prop. 6.5]:

Proposicion 1.1.18. Sea X un esquema noetheriano, integro, separado y
reqular en codimension uno, sea Z un cerrado propio de X y seald = X \ Z.
Entonces:

(a) existe un homomorfismo suprayectivo C1(X) — ClU) definido por D =
>onY; = > ni(Y;NU), donde la suma recorre aquellos Y; NU que no
son iguales al conjunto vacio;

(b) si codim(Z, X) > 2 entonces Cl(X) — ClU) es un isomorfismo,

(c) si Z es un subconjunto irreducible de codimension 1, entonces eziste
una sucesion exacta

Z— Cl(X)—ClU)—0
donde el primer homomorfismo estd definido por 1+—1-Z.

Recuérdese que los grupos CI(X) y Pic(X) son isomorfos, si X es un
esquema noetheriano, integro, separado y localmente factorial [37, Chap. II,
Coro. 6.16].

Proposicién 1.1.19. Sea X una variedad no singular de dimension d > 2,
p un punto de X, w: BL,(X) — X la explosion de X con centro enp y E su
correspondiente divisor excepcional. Entonces:

(a) Eziste un isomorfismo Pic(X) & Z = Pic(BL,(X)).
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(b) En Pic(Bl,(X)) se verifica la igualdad Kp),(x) = 7" Kx + (d — 1)E,
siendo Kpy,(x) y Kx las clases de los divisores candnicos de BL,(X) y
X, respectivamente.

Demostracion. Del apartado (b) de la proposicién 1.1.18 (tomando U = X \
{p}) y del isomorfismo existente entre Bl,(X)\ £ y X \ {p} obtenemos
Pic(X) = Pic(X \ {p}) = Pic(BL,(X) \ E). Aplicando el apartado (c) de la
proposicién 1.1.18 (ahora con U = BL,(X) \ F) tenemos la existencia de la
siguiente sucesion exacta:

0—>7Z — PiC(Blp(X)) — PiC(X) — 0

donde el homomorfismo Z — Pic(Bl,(X)) viene dado por 1+ 1- E. Nétese
que es inyectivo, ya que Op, x(nE) |p= (’)ngl(—n) para todo n € Z (por la
proposicién 1.1.16).

El homomorfismo 7* : Pic(X) — Pic(Bl,(X)) escinde a esta sucesién
exacta, con lo cual obtenemos un isomorfismo Pic(X) & Z — Pic(Bl,(X))
dado por D +m — 7*D + mFE.

Para probar (b), fijémonos en que, debido al isomorfismo entre BL,(X)\ E
y X \ {p}, es claro que Kpj,(x) = 7" Kx + 7E para algin r € Z. Aplicando
la férmula de adjuncién (véase por ejemplo [42, Th. 5.4]) obtenemos:

Op(Kg) = Op,x)(Kp,x) + E) |= Op,x) (7" Kx + (r + 1)E) | .

Teniendo en cuenta que Opy (x)(7*Kx) |p= Op y aplicando la proposicién
1.1.16:
Op(Kg) = Op,x)((r + 1 E) [g= Opa-s (=1 — 1).

Al ser (’)szl(—d) el haz canénico de P{~! concluimos que r =d — 1. O

1.2. Configuraciones sobre una variedad no
singular

A lo largo de toda esta seccion, X serd una variedad no singular de di-
mension d mayor o igual que 2.

Definicién 1.2.1. Si p es un punto de X, llamaremos primer entorno in-
finitesimal de p al soporte del divisor excepcional asociado a la explosion
de X con centro en p. Si ¢ > 1 definimos inductivamente el i-ésimo entor-
no infinitesimal de p como el primer entorno infinitesimal de algin punto
del (7 — 1)-ésimo entorno infinitesimal de p. Los puntos pertenecientes a los
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sucesivos entornos infinitesimales de p se denominan puntos infinitamente
prozimos a p. Los puntos que son infinitamente proximos a algin punto de
la variedad X se denominan puntos infinitamente proximos a X. Para dis-
tinguir los puntos de X de los que son infinitamente préximos a X, a los
primeros se les aplicara, cuando haya peligro de confusion, el calificativo de
Proplos.

Nota 1.2.2. En virtud de la proposicién 1.1.2, dos puntos p y ¢ propios o
infinitamente préximos a X seran identificados si existen dos entornos abier-
tos U, de p y U, de ¢ en las variedades (obtenidas por sucesivas explosiones

puntuales) a las que pertenecen p y ¢ y un X-isomorfismo ¢ : U, iuq
tal que ¢(p) = q.

Dados dos puntos p y ¢, propios o infinitamente préoximos a X, diremos
que p precede a q, y lo denotaremos p < ¢, si ¢ es un punto infinitamente
proximo a p (es decir, pertenece a alguno de los sucesivos entornos infinite-
simales de p). Escribiremos p < ¢ para denotar que p es igual o precede a
q.

Si p es un punto propio o infinitamente préximo a X, llamaremos nivel de
p, v lo denotaremos por £(p), al nimero de puntos (propios o infinitamente
proximos a X') que preceden a p. Los puntos propios de X son los puntos de
nivel cero.

Definicién 1.2.3. Una configuracion sobre X es un conjunto finito C de
puntos propios o infinitamente préoximos a X tal que, para todo ¢ € C, todos
los puntos infinitamente proximos a X que preceden a ¢ pertenecen a C. Los
puntos de C de nivel cero se denominan origenes de C. En caso de existir un
Unico origen ¢, diremos que C es una configuracion con origen en q.

La relacion < es una relacién de orden parcial entre los elementos de una
configuracion C, que se denominard orden natural. Una relacién de orden
total < en C se denominard admisible si es un refinamiento del orden natural
(es decir, si se verifica la implicacién p < ¢ = p =< ¢ para cualquier par de
puntos p,q € C). Si el orden natural es una relacién de orden total en C,
diremos que C es una cadena.

Denominaremos puntos maximales de C a aquellos que son maximales
respecto al orden natural en C.

Dada una configuraciéon C, podemos considerar cualquier ordenacién de
sus puntos siguiendo un orden total admisible: p; < py < ... < p,,. Realizando
las pertinentes identificaciones entre puntos de C (nota 1.2.2) podemos asociar
al par (C, <) una tnica sucesién de explosiones puntuales:

Xn+1 e Xn Xy X=X
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de manera que
(1) p; € X; parai =1,....,n;
(2) X; =BlL, ,(X;—1) parai=2,...,n+ 1.

Denotaremos ¢ < al morfismo composicién 7y o ...7,.

La variedad X,,.; obtenida mediante la explosién con centro en el pun-
to maximal respecto del orden < se denomina cielo de la configuracién C
respecto al orden admisible <. De la siguiente proposiciéon se desprende que
los cielos asociados a una misma configuracién respecto a distintos ordenes
admisibles son X-isomorfos.

Proposicién 1.2.4. Si < y <" son dos relaciones de orden total admisibles
. .. . v

de la misma configuracion C y me < : Xpp1 — X yme <+ X1 — X son los

dos morfismos asociados, entonces existe un isomorfismo ¢ : X1 — X,

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

¢
Xn+1 X’r/l+1
X

Demostracion. En los apartados 4.3.1 y 4.3.2 de [14] se demuestra este resul-
tado en el caso bidimensional, pero la misma prueba es vélida para dim(X)
arbitraria. [J

Puesto que la construccion del cielo de una configuracion es esencialmente
unica (ya que su clase de isomorfia como X-esquema es independiente del
orden total admisible elegido en la secuencia de explosiones), siempre que
consideremos una configuracién C, la supondremos ya dotada de un orden
total admisible cualquiera < y denotaremos simplemente por m¢ al morfismo
me,< v por X(C) al cielo de la configuracion.

Sea C = {p;}.; una configuracién sobre X. Consideremos la correspon-
diente sucesién de explosiones:

X)X, X, =X, =X,

Generalizamos, a continuacion, los conceptos de transformado total y
estricto de un divisor efectivo adaptandolos, de manera obvia, al caso de una
sucesion de explosiones sucesivas.
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Definicién 1.2.5. Si D es un divisor efectivo de X, definimos D(1) := D y
D(1)* := D. Inductivamente, para i > 2 definimos el transformado estricto
de D en X;, que serd denotado por D(i), como el transformado estricto de
D(i — 1) por la explosién m;_; asimismo, definimos el transformado total de
D en X;, y lo denotamos por D(7)*, como el transformado total de D(i —1)*
por la explosién m;_1. Llamaremos transformado estricto (resp., total) de D
respecto de la configuracion C al transformado estricto (resp., total) de D en
X(C). Lo denotaremos por D (resp., D*).

Dado un punto p; € C, denotemos por FE; al divisor excepcional de la
explosion m; con centro en p;. Podemos considerar el transformado estricto
E; v el transformado total Ef de E; respecto de la configuracién de X;;
dada por {p;i1,...,pn}- Estos son divisores de X (C). Por abuso de notacion,
usualmente denotaremos el transformado estricto £; simplemente como F;,
siempre que ello no dé lugar a confusién. Sii # j, E; y E; tienen interseccién
vacia o tienen cruzamientos normales. Ademds, segin la proposicién 1.1.16,
E; es isomorfo a P! para todoi =1,...,n.

Nota 1.2.6. Obsérvese que, dado un divisor efectivo D, la clase en Pic(X(C))
de su transformado total D* coincide con 73D, el pull-back de la clase de D
en Pic(X) respecto del morfismo 7.

Definicién 1.2.7. Si D es un divisor efectivo de X y p; € C, llamaremos
multiplicidad de D en el punto p; a la multiplicidad en p; del transformado
estricto de D en X;.

Definamos ahora la relacion de proximidad entre los puntos de la confi-
guracion C.

Definicién 1.2.8. Dados p;,p; € C, con i < j, diremos que p; es prozimo a
pi (v lo denotaremos por p; — p; o simplemente por j — ) si p; pertenece
al transformado estricto del divisor excepcional E; en la variedad X.

Proposicion 1.2.9. La relacion de proximidad — entre los puntos de la
configuracion C satisface las siguientes propiedades:

(a) Siq — p entonces q > p.

(b) Siq>pyl(q) =Lp)+1 entonces ¢ — p.

(c) Sir>q>pyr— p entonces q — p.
Demostracion. Véase, por ejemplo, [9, Th. 1.6]. O

Nota 1.2.10. Obsérvese que, al ser los divisores F; disjuntos o de cruza-
mientos normales, cada punto de C puede ser préximo, a lo sumo, a d puntos

de C.
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Definicién 1.2.11. Si d = 2, los puntos de C que son préximos a otros dos
puntos de C se denominan puntos satélite. Los restantes se denominan puntos
libres.

La configuraciéon C, equipada con la relaciéon de proximidad entre sus
puntos, tiene una estructura combinatoria abstracta que puede describirse
mediante un grafo que definiremos a continuacién y al que llamaremos grafo
de proximidad.

Definicién 1.2.12. Un drbol es un grafo conexo y aciclico. Un drbol con raiz
es un arbol uno de cuyos vértices, denominado raiz, es considerado distinguido
del resto.

Si piy,--.,pi, son los origenes de la configuracion C, ésta puede descom-
ponerse de manera tnica en una uniéon disjunta

C= Ocj,
j=1

donde cada C; es una configuracién que tiene a p;; como unico origen. Para
todo 7 = 1,...r, consideramos el arbol con raiz 7; cuyos vértices estan
en correspondencia biyectiva con los puntos de C;, siendo la raiz el vértice
correspondiente a p;;, y cuyas aristas (denotadas por lineas continuas) unen
aquellos vértices correspondientes a puntos ¢, ¢’ de C; tales que £(¢') = ¢(q)+1
yq >q

Definicién 1.2.13. Denominamos grafo de prozimidad de C, y lo denotamos
por I'¢, al grafo etiquetado que resulta de considerar la unién disjunta de
los arboles 77,...,7, y anadir nuevas aristas uniendo mediante una linea
discontinua aquellos vértices correspondientes a puntos ¢,q¢ € C tales que
¢ — qyl(¢) > ¥l(q)+ 1. Las lineas continua y discontinua se corresponden
con las dos etiquetas que admiten las aristas del grafo.

Sip,q € C, p es el maximo punto de la cadena {r € C | r > ¢} (respecto
a la relacién de orden <) que es préximo a q y £(p) > ¢(q) + 1, entonces
cualquier otro punto r tal que ¢ < r < p serd también préximo a ¢ (por la
proposicién 1.2.9). Sin embargo, en el grafo de proximidad I'¢ uniremos con
una linea discontinua los vértices correspondientes a los puntos p y ¢, pero
convendremos en omitir las lineas discontinuas intermedias, por deducirse de
la primera.

Para mayor claridad, en los grafos de proximidad que apareceran en los
ejemplos de esta memoria etiquetaremos cada vértice con el simbolo del punto
al que corresponde. Sin embargo, los grafos de proximidad deben considerarse
sin estas etiquetas.
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Ejemplo 1.2.14. La figura 1.1 muestra el grafo de proximidad de una con-
figuracion C = {p;}}2, con dos origenes (p; y pi1) en la cual se tienen las
siguientes relaciones de proximidad:

P2,P3 — P1

P3 — P2 Pr — De
Ps— D3 bs — P
Ps5,P9 — D4 P1o — Py
Pe; P7,P8 — D5 P12 — P11

P1o

® D3

e D2 P12
e I I P11

Figura 1.1: Grafo de proximidad del ejemplo 1.2.14

Teniendo en cuenta las proposiciones 1.1.17 y 1.1.19, por induccién sobre
el nimero de puntos de la configuracién C, n, se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.15. Con las notaciones anteriores,

(a) si D es un divisor efectivo de X, se verifica la igualdad:

D*=D+ ) e(D)E;,
=1
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donde e;(D) denota la multiplicidad de D en p;.

(b) El homomorfismo candnico Pic(X) @ Z" — Pic(X(C)) definido por

D—i—(ml,...,mn)»—erD—i-ZmiEf

i=1

es un isomorfismo.
(c) EnPic(X(C)) se verifica la igualdad: Kx) = npKx+(d—1)Y " | Ef.

Aplicando el apartado (a) de la proposicién 1.2.15 al divisor E; de X; se
obtiene la expresién de su transformado estricto en X(C) (que denotamos
también por F;) en funcién de los transformados totales de los divisores
excepcionales:

E;=Ef -) E;.

J—1
Como consecuencia, el conjunto {E7,..., E'} es una Z-base del grupo
abeliano libre E := &7 |ZFE; de los divisores de X (C) con soporte excepcional.
La matriz Pe = (pij)1<ij<n dada por p; =1, pjj = —1sii— jy p;j =0en
otro caso, se denomina matriz de proximidad de C y es la matriz por columnas
del cambio de base de {E;}, a {Ef},.

Proposicién 1.2.16. [3, Prop. 1.1.26] Si dim(X) = 2 se verifican las si-
guientes propiedades:

(a) si C' y D son dos divisores de X entonces se tienen, en Pic(X(C)), las
tqualdades:

7eC-m;D=C-D,
7.C-Ef =0,
WéOEZ: s

para cada i € {1,...,n}.
(b) Para todoi,j € {1,...,n}

—r; — 1 si1=7, siendo r; el numero de puntos de C
ProTIMOS a P;,

1 sii#jyENE; #0,
en otro caso.
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(¢) Para todoi,j € {1,...,n}

. . -1 si1=17,
B By = { 0 en otro caso.

-1 sii1=7,
E-Ef={1 sip —p;
0 en otro caso.

(e) Si C es un divisor de X y D es un divisor de X(C), entonces:
Wéc D= C'?TC*D.

1.3. Clusters y haces de ideales con soporte
finito

En esta seccién recopilaremos algunos resultados relativos a clisters y
haces de ideales con soporte finito, que seran utilizados fundamentalmente
en el capitulo 2 para describir el cono caracteristico relativo en una situacion
local.

Al igual que en la seccién anterior, X sera una variedad no singular de
dimensién mayor o igual que dos.

Definicién 1.3.1. Denominamos clister sobre X a un par K = (C,m),
donde C = {p1,...,pn} es una configuracién de X y m = (my,...,m,) es un
vector de N", que denominaremos vector de multiplicidades virtuales de IC.
El entero m; se denomina multiplicidad virtual de p; en K.

Dado un clister K = (C,m) sobre X, con C = {p1,...,p,}, podemos aso-
ciarle un divisor con soporte excepcional D(K) en el cielo de la configuracién

C: .
Dy = — Z m;E;.
i=1

Definicién 1.3.2. Sea C' un divisor efectivo de X y K = (C,m) un clister
de X. Llamaremos transformado virtual de C' relativo a KC al divisor de X (C)
dado por:

O =C" + DK.
Diremos que C pasa por K si C' es un divisor efectivo. Si C' coincide con el
transformado estricto C respecto de C, diremos que C' pasa efectivamente por

K.



1.3. Clusters y haces de ideales con soporte finito 29

Nota 1.3.3. Un divisor efectivo C' pasa efectivamente por un clister I =
(C,m) siy sélo si para cada p € C la multiplicidad de C' en p coincide con la
multiplicidad virtual del clister K en p (véase [9, Prop. 3.4]).

Definicién 1.3.4. Sea Z un haz de ideales de Ox y sea ¢ un punto propio
o infinitamente préximo a X. Sea C = {p1,...,p,} la tnica cadena tal que
Pn = ¢. Se define por induccién sobre n el transformado débil 7, de I en q
de la siguiente forma:

(i) Sin =1, ¢ es un punto propio de X e Z, es la fibra del haz de ideales
7 en q,

iil) Sin > 1,Z, es el ideal de Oy, , dado por
q a4

1, = ($)_Ordp"_1 (Ip"_l)zpn_1OXq,qv

donde, para cada punto p propio o infinitamente préximo a X, ord,(Z,) =
max{n € N|Z, C M} es el orden de T en p, (Ox,p, M,) es el anillo local
en p de la variedad X, a la que pertenece p y x es un generador del ideal
principal M,,,_,Ox, 4. Obsérvese que x es una ecuacién local en ¢ del divisor
excepcional de la explosién con centro en p,_; (véase la demostracion de la
proposicién 1.1.11).

Definicién 1.3.5. Dado un haz de ideales Z C Oy, se dice que un punto ¢,
propio o infinitamente préximo a X, es un punto base de I si Z, # Ox, 4 (con
la misma notacién de la definicién anterior). Diremos que el haz de ideales 7
es de soporte finito si posee solamente una cantidad finita de puntos base. En
este caso, el conjunto de puntos base de Z constituye una configuracion sobre
X, que denotaremos por Cz, denominada configuracion de puntos base de T.
El claster Kz := (Cz, (ord,y(Z,))pec,) se denomina clister de puntos base de

7.

Los haces de ideales con soporte finito Z también pueden caracterizarse
como aquellos que verifican las condiciones:

- 7 posee un numero finito de puntos base propios de X,
- Z, es un ideal de Ox, M,-primario para cada uno de estos puntos, y
- existe una configuracién C tal que ZOx ¢y es un haz invertible.

Ademas, la configuracién con el menor nimero de elementos verificando
la dltima condicion es Cr.
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Definicién 1.3.6. Sea Z un haz de ideales de X. Definimos la clausura
integra de T como el haz de ideales T de X tal que Z(U) = Z(U) para todo
abierto ¢ de X, con funciones restriccién obvias (Z(U) denota la clausura
integra del ideal Z(U) en Ox(U)). Aquellos haces de ideales que coincidan

con su clausura integra se denominaran completos.

Si T es un haz de ideales con soporte finito, su clausura integra Z también
lo es y ademds Kz = Kz (véase [52, Prop. 1.10]).

Definicién 1.3.7. Sea C = {p1,...,p,} una configuracién de X. Decimos
que un clister £ = (C, m) es idealistico si existe un haz de ideales de X con
soporte finito Z tal que ZOx ) = Oxc)(Dx) (esto implica que Cz C C, y que
m,; coincide con la multiplicidad virtual de p; en Kz si p; € Cz, y es igual a
0 en caso contrario). Denominamos galazia de C al conjunto Ge formado por
aquellos clusters idealisticos cuya configuracién es C.

De la seccién 1 de [9] se siguen las siguientes propiedades:

(1) Si Z es un haz de ideales con soporte finito, entonces el haz ZOx ¢,
coincide con Ox(cy)(Dy;)-

(2) Sea K = (C,m) es un clister idealistico, Zx = me.(Ox(c)(Dk)) es
el tinico haz de ideales de X completo con soporte finito Z tal que
IOx ) = Ox(c)(Dx).

(3) Un claster K = (C,m) es idealistico si, y sélo si, m # 0y Ox(c)(Dx)
estda generado por sus secciones globales en un entorno de la fibra ex-
cepcional de 7.

(4) Sea C una configuracién de X. Dados dos clusters K1 = (C,m;) y Ko =
(C, my), definimos su suma como el cluster Ky + Ky := (C, m; + my).
Con esta operacion, la galaxia de C, G¢, es un semigrupo conmutativo.

Consideremos ahora una situacion local: sea p un punto de X y sea S =
Spec(Ox ). Tomemos una configuraciéon C de S y denotemos por S(C) al
cielo de C (obsérvese que C puede identificarse con una configuracién en X
con un unico origen en p). Definimos los conceptos de configuracién y clister
de puntos base de un ideal I de Ox, (denotados por C; y K;) como los
correspondientes al haz de ideales I de S (véase [37, Chap. II, Sect. 5]).
Asimismo, diremos que un ideal I de Ox es un ideal con soporte finito si lo
es 1.
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En esta situacion, si £ = (C,m) es un clister de S, entonces el ideal
completo Ix de Ox, dado por la fibra en p de 7¢.(Og(c)(Dx)) puede carac-
terizarse de la siguiente manera:

Ik = {0} U{h € Ox, \ {0} | el divisor de S dado por (h) pasa por K}

En efecto, dado un elemento A del anillo local Ox ,, su divisor de S asociado
(h) pasa por K si, y sélo si, su transformado virtual relativo a I, (iz) =
(h)* 4+ Dy, es un divisor efectivo, es decir, si, y sélo si, (h)* > —Dxg, o
equivalentemente, si h es una seccién global de mc.(Ogcy(Dx)).

Por otra parte, si [ = (hy,. .., h,) es unideal de Oy, con soporte finito, es
claro que los elementos de un cierto abierto de Zariski del espacio proyectivo
M)+ AR | Oy N) € E7\ {0} )} = P! pasan efectivamente
por el cluster de puntos base de I. De ello se sigue la siguiente equivalencia:
un clister K de S es idealistico si y solo si existe un elemento h de Ox,, tal
que (h) pasa efectivamente por KC. Por tanto, los clusters idealisticos de S son
aquellos que definen condiciones de paso efectivo de hipersuperficies de S.

Si dim(X) = 2, existe un divisor efectivo de S pasando por un clister
K= (C={pi}}!,,m)de S siy solosi el clister K es consistente, es decir, si
y sélo si sus multiplicidades virtuales verifican las llamadas desigualdades de
prozimidad:

m; > ij para todoi=1,...,n,
Jj—1
siendo ) ;—i™m; = 0 si no existe ningtin punto de C préximo a p; (véase (14,
Sect. 4.2]). Por tanto, en este caso, los clusters idealisticos coinciden con los
consistentes. De las igualdades

D;C-Ei:m,-—ij izl,...,n
j—i
se sigue que K es consistente (o idealistico) si y s6lo si Dy - E; > 0 para todo

1 =1,...,n o, equivalentemente, D - C' > 0 para toda curva con soporte
excepcional C' de S(C).

Definicién 1.3.8. Si C es una configuracién de S, diremos que un divisor D
de S(C) es semiamplio relativo a m¢ si D -C > 0 para toda curva con soporte
excepcional C' de S(C).

Por tanto, si dim(X) = 2, un clister £ = (C, m) de S es idealistico si, y
solo si, su divisor asociado Dy es semiamplio relativo a m¢.

Si dim(X) es superior a 2, el divisor asociado a un cluster idealistico de S
es siempre semiamplio relativo a m¢ (véase [9, Prop. 1.22]). Sin embargo, la
implicacién contraria no siempre es cierta, como muestra el siguiente ejemplo,
tomado de [9]:
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Ejemplo 1.3.9. Sea X una variedad no singular de dimensiéon 3 y sea
p1 un punto de X. Consideremos una configuraciéon C = {pi,...,p1o} de
S = Spec(Ox p, ) tal que po, ..., 1o son 9 puntos propios de Bl,, (S) sobre el
divisor excepcional E; = P? asociado a la explosién de S con centro en p,
y situados en posicién general sobre una cibica no singular Cy (es decir, Cj
es la Unica cibica en E; que pasa por pa,...,p1o). Consideramos el clister
K=(C,(311,1,1,1,1,1,1,1)). El divisor de S(C) dado por Dy es semiam-
plio relativo a m¢ pero K no es idealistico, pues Ogcy(Dx) no esta generado
por secciones globales.

Consideremos una configuraciéon C de S y sea J¢ el conjunto formado
por los ideales completos I con soporte finito de Oy, tales que C; C C.
Introducimos en J¢ la siguiente operacion: dados I,J € J¢, definimos el
ideal completo I *.J como la clausura integra en Ox , de I.J. I *J es un ideal
completo con soporte finito, siendo Kr.; = K; + K.

Si denotamos por Eﬁc al semigrupo de los divisores D de S(C) tales que
D # 0y Oge)(D) esta generado por secciones globales, la asignacién

]CHDK

constituye un isomorfismo de semigrupos entre Ge v Eg,, cuyo isomorfismo
inverso viene dado por
D — ICW*OS(C)(D)p‘

Asimismo, la asignacion

ICI—>I;C

es también un isomorfismo de semigrupos entre G¢ v Je cuyo inverso esté de-
finido por
I— DICI

(véanse [8] y [9]).

Definicién 1.3.10. Siguiendo a Lipman [52], decimos que un ideal I € J¢
es x-simple si no se puede factorizar de la forma I = I % I5, con I, I ideales
distintos de J¢. Si dim(X) = 2, el producto de ideales completos es un
ideal completo y, por tanto, la operacién * coincide con el producto usual de
ideales; en este caso, los ideales *-simples se denominan simplemente ideales
simples.

En [52], Lipman asocia a cada punto ¢ de la configuracién C el unico ideal
completo *-simple de Ox ,, que denotaremos por F,, cuyo clister de puntos
base Cp, = (Cp,, m) verifica las siguientes condiciones:

-Cp,={reC|lqg>r}.
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- mg = 1.

- La secuencia de multiplicidades m es minimal para el orden lexicografi-
co inverso, con respecto al orden natural < en Cp,.

Denotemos por D(p;) al divisor Dy, ~de S(C) asociado al clister de pun-
tos base del ideal P,,; es el divisor de S(C) tal que P,, Oy = Os(c)(D(pi)).

Tenemos
D(p) =— > mykE;,
P;j<Pi

donde my; es la multiplicidad virtual del punto p; del cluster Kp, , si p; < p;,
y es igual a 0 en caso contrario. Obsérvese que m;; = 1 paratodoi =1,...,n.
La matriz M¢ dada por (m;)i<ij<n €s, por tanto, triangular superior y de
determinante 1. Su i-ésima columna corresponde a los opuestos de los coefi-
cientes de los divisores E7 en la expresién de D(p;).

Proposicién 1.3.11. ( /52, Th. 2.5] y [9, Coro. 1.28]) Si I € Jc, podemos
expresar (formalmente) el ideal I como *x-producto de los ideales x-simples
asociados a los puntos de C:

*

_ T
I= H Ppi
1<i<n
siendo r; € Z para todo i = 1,...,n. Ademds, el vector v = (ry,...,r,)"

puede calcularse de la siguiente manera:
a1
r=M, m

donde m = (myq,...,m,)", siendo m; la multiplicidad virtual del punto p; del
clister de puntos base de I, si p; € Cr, y 0 en caso contrario.

Nota 1.3.12. La expresion

*

=17

1<i<n

con los exponentes r; enteros (permitiendo exponentes negativos) significa
que existe un *-producto de I por ideales *-simples P,,, igual a un producto de
ideales *-simples P,,, con factores distintos en cada miembro de la igualdad.

La descomposicion de un ideal I dada en la proposicién 1.3.11 es la tnica
descomposicion de [ como *-producto de los ideales completos *-simples
asociados a los puntos de C. Sin embargo, si dim(X) > 2 no es cierto que
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ésta sea la tinica descomposicién de I como *-producto de ideales *-simples,
como mostraremos posteriormente en esta memoria.

Si dim(X) = 2, la situacién se simplifica bastante ya que, segin la teoria
de ideales completos de Zariski (véase [74] y [75]), en este caso existe facto-
rizacién unica de cualquier ideal completo con soporte finito como producto
de ideales completos simples. Ademas, los exponentes r; son no negativos.
Lipman, en [53], proporciona una presentaciéon moderna de los resultados de
Zariski. La matriz M es, en este caso, facilmente computable (luego tam-
bién lo son los divisores D(p;)) y coincide con (P;')!, siendo Pc la matriz
de proximidad de la configuracién C (véase [53, Sect. 3]). Puesto que los di-
visores D(p;) serdn utilizados més adelante en esta memoria, resulta muy
conveniente indicar el calculo explicito de la matriz M¢e = (P%)~!. Con este
fin probamos el siguiente lema:

Lema 1.3.13. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n con coeficientes
enteros satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. GZ]:OSZ]<Z
2. a; =1 para todoi=1...,n.
3. aij € {—1,0} st J > 1.

Entonces, los coeficientes de la matriz inversa A™' = (s;;) vienen definidos
de la siguiente forma:

0 si1j<1
g. =3 1 sij=i
i .. .
Do oSia= Y. S Sij>1,
k:j~k l:l~>1
donde ~~ es la relacion binaria definida en el conjunto de indices {1,2,...,n}
tal que
j S Q5 = —1.

Demostracion. Como A es una matriz triangular superior, su inversa también
lo serd y, por tanto, s;; = 0 si j < i. Ademds, puesto que A~'- A = I, (siendo
I,, la matriz identidad de orden n), se verifican las siguientes igualdades:

Zsikaki: lparatodoi=1,....n (1.1)
k=1
D sy =0sii#j (1.2)

k=1
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De la ecuacion (1.1) se obtiene:

I = s4a: + Z SikQki = Sii + Z SikQki = Sii
ki ki~
puesto que a; =1, ap; = 0sii #kei Sk, ysp=0si4>k (al ser A~}
triangular superior). Si i < j, de la ecuacién (1.2) se obtiene:

0= SijCij + E Sikakj = Sz'j + E sikakj = Sij— E Sik

k#£j k:j~~k k:j~~k

vaqueaj; =1, a5 =0sij#kyjrk yay=—1sij~ k.
Procediendo de la misma manera a partir de la igualdad A- A~ = I, se
deduce también la féormula:

sy— Y s;=0 sij>i O

l:l~>1

Es claro que la matriz P} cumple las condiciones del lema anterior, coin-
cidiendo la relacién ~~ con la relacion de proximidad —. Como consecuencia,
se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.14. Si dim(X) = 2 los coeficientes de la matriz Mg =
(mij) pueden calcularse de forma recurrente de la siguiente manera:

1 si i=3j
S 0 st 1>7
ij = .
Yoomg = Y, omy; st i< .
k:j—k l:l—1

Nota 1.3.15. Dada una variedad no singular X y una configuraciéon C sobre
X, podemos expresar C, de manera unica, como una unioén disjunta:

k=1

donde Cj, es una configuracién con p;, como unico origen, siendo p;,,...,p;,
los origenes de C. Cada una de las configuraciones Cj, al tener un unico
origen, puede ser considerada como una configuraciéon sobre el espectro del
anillo local Ox, .

Podemos definir, al igual que en el caso local, la matriz

Me = (P;')’
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y los divisores
D(p;) = Z mi; E7,
Pj2Pi
con idénticas propiedades de célculo.
Ademds, si un punto p; pertenece a Cy, las expresiones de los divisores
D(p;) respecto a la configuracién C y respecto a la configuracion Cj, (consi-
derada sobre Spec(Oxp, )) coinciden.



Capitulo 2

Conos convexos asoclados a
variedades y morfismos

En este capitulo se pretende precisar un marco y unas herramientas pa-
ra el estudio de las contracciones de una variedad proyectiva X (es decir,
morfismos de esquemas h : X — W tales que h.Ox = Oy ) y, més general-
mente, de los factores de Stein de un morfismo proyectivo f : X — Y (es

decir, factorizaciones del tipo X w2y tales que h,Ox = Ow y
g es proyectivo). Como luego indicaremos, siempre existe una factorizacion,
llamada también de Stein, de este tipo, en la que g es un morfismo finito. En
el caso en que X e Y sean variedades normales, los factores de Stein estan
en correspondencia biyectiva con las variedades intermedias W normales.

En la primera seccién del capitulo revisamos los conceptos de factor y fac-
tor de Stein de un morfismo proyectivo f : X — Y, establecemos la relacion
de dominacién entre factores (que es de orden si la restringimos al conjunto
de las clases de isomorfia de factores de Stein), estudiamos algunas de sus
propiedades, y deducimos que las contracciones h : X — W factorizando a f
que estan determinadas por sus curvas contraidas son justamente las corres-
pondientes a los factores de Stein de f.

En la seccién 2 consideramos, para cada variedad proyectiva X, dos R-
espacios vectoriales duales, A'(X) y A;(X), que son, respectivamente, los
espacios generados por las clases de equivalencia numérica de divisores de
Cartier y de 1-ciclos. Introducimos a continuacién, en A;(X), el cono genera-
do por las clases de las curvas integras de X (el concepto de cono esta preci-
sado en el apéndice). Este cono se denomina cono de curvas asociado a X, es
denotado por N E(X) y constituye el ingrediente principal de la teoria de mo-
delos minimales de Mori. A partir del cono de curvas se construye un cono de
AY(X) denominado cono semiamplio y denotado por P(X). El cono semiam-

37
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plio es el dual de NFE(X) y los puntos reticulares de su interior topolégico se
corresponden con las clases de equivalencia numérica de los divisores amplios
de X. Finalmente definiremos un subcono del cono semiamplio denominado
cono caracteristico, y denotado por lﬁ(X ), que es el generado por las clases
de divisores cuyos haces invertibles asociados estan generados por secciones
globales.

En la seccién 3 generalizamos las definiciones de la seccion 2 y definimos,
asociados a un morfismo proyectivo f : X — Y, dos R-espacios vectoriales,
ANX)Y; )y Al(X/Y; f), el cono NE(X/Y; f) de A1 (X/Y; f) generado por
las clases de equivalencia numérica de las curvas contraidas por f, denomina-
do cono de curvas relativo a f, el cono semiamplio relativo a f, P(X/Y; f),y
el cono caracterfstico relativo a f, P(X/Y; f). P(X/Y; f) es el cono dual de
NE(X/Y; f) y fue estudiado por Kleiman en los afios 60 del siglo XX [45].
P(X/Y; f) es el cono de A'(X/Y; f) generado por las clases de los divisores
de Cartier D de X tales que la sucesion f*f.Ox (D) — Ox(D) — 0 es exac-
ta. El cono caracteristico fue estudiado por Hironaka [39], siendo este objeto
el que permite estudiar los factores de Stein de f, debido a una biyeccién
entre éstos y las células de P(X/Y; f). Finalmente observamos que si el cono
de curvas NE(X/Y, f) es poliédrico, entonces el cono caracteristico tiene un
numero finito de células y, como consecuencia, f poseera un numero finito
de factores de Stein.

Dedicamos la seccién 4 a mostrar como el estudio del cono caracteristico
puede utilizarse para describir propiedades de factorizacién en el semigrupo
de ideales completos de un anillo local regular. En el caso bidimensional exis-
te factorizacion unica, tal y como demostré Zariski; en dimensién superior
no existe, en general, factorizaciéon tunica, produciéndose nuevos fenémenos
que pueden ser estudiados por medio de los conos caracteristicos. Asimismo
indicamos cémo los resultados desarrollados en el capitulo 3 de esta memoria
proporcionan una clase de morfismos 7 : Z — Spec(R) con un niimero finito
de variedades intermedias, siendo R un anillo local regular de dimensién 3.

En la tdltima seccion, seccion 5, se estudian las propiedades del cono de
curvas asociado a una superficie regular cualquiera X. Se establecen condi-
ciones que deben satisfacer sus rayos extremales y los de su clausura, y se
establece un primer criterio de poliedricidad del cono de curvas: NE(X) es
poliédrico si y sélo si el conjunto de los rayos extremales de su clausura no
posee puntos de acumulacién (aqui llamados rayos limite). Finalmente, deli-
mitamos la situacién de estos rayos limite, obteniendo una regién de A;(X)
que los contiene.
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2.1. Factorizaciones de un morfismo proyec-
tivo

A lo largo de toda esta seccion, X e Y se supondran dos esquemas alge-
braicos noetherianos sobre k.

Definicién 2.1.1. Denominaremos factor de un morfismo proyectivo f :
X — Y atoda terna (h, W, g), donde W es un esquema algebraico, h : X —
W es un morfismo suprayectivo, g : W — Y es un morfismo proyectivo, y se
verifica la igualdad f = go h.

Nota 2.1.2. Si (h, W, g) es un factor de un morfismo proyectivo f : X — Y,
el esquema intermedio W es claramente noetheriano y, ademas, el morfismo

h es también proyectivo al ser g separado (véanse los ejercicios 4.8 y 4.9 de
(37, Chap. IIJ).

Definicién 2.1.3. Diremos que dos factores (hy, W1,91) v (ha, Wa, g2) de
un morfismo proyectivo f : X — Y son isomorfos si existe un isomorfismo
e : Wi — W, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

Denotaremos por Fact(f) al conjunto de las clases de isomorfia de los
factores de f. Dado un factor (h, W, g), por abuso de notacién denotaremos
también por (h, W, g) a su clase de isomorfia en Fact(f).

Para que dos factores (hy, Wi, g1) y (ha, Wa, g2) de un morfismo proyectivo
f + X — Y sean isomorfos, no es suficiente con que las variedades intermedias
W1 v W5 sean isomorfas, como demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.4. [3, Example 2.1.8] Supongamos que k es el cuerpo de los
nimeros complejos y consideremos la transformacién de Cremona plana P :
P? — P2 definida por

(X,Y,Z) — (F(X,Y,2),G(X,Y, Z), H(X,Y, Z))

siendo
FX,)Y,Z2)=YZ(X - Z)(X —2Y),
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G(X,Y,Z)=XZ(Y — Z)(X —2Y),
H(X,Y,Z)=YX(Y - Z)(X = Z).

La red homaloidal asociada a ® es el sistema lineal de curvas planas
dado por: (F(X,Y,Z),G(X,Y,Z),H(X,Y,Z)) C H°(P?, Op:(4)), y su con-
figuracién de puntos base consta de 6 puntos propios de P?. Denotemos por
7 : X — P? a la composicién de la sucesién de explosiones en los puntos
base.

La configuracién de puntos base de la red homaloidal asociada a la trans-
formacién de Cremona inversa ® ! consta de 3 puntos propios de P? y 3 pun-
tos mas pertenecientes a sus respectivos primeros entornos infinitesimales. Si
denotamos por 7’ : Y — P? a la composicién de la sucesién de explosiones en
estos puntos base, existe un isomorfismo ¢t : X — Y (véase [3, Coro. 1.3.8])
que da lugar a dos factorizaciones del morfismo estructural X — Spec(k):

s
—

X _P?——Spec(k)

ot

Estos dos factores no son isomorfos, ya que la unién de las curvas excep-
cionales de X asociadas a m consta de 6 componentes conexas, mientras que
la unién de las asociadas a 7’ o ¢ consta sélo de 3.

Definicién 2.1.5. Dado un morfismo proyectivo f : X — Y, diremos que
un factor (hqy, W1, ¢91) domina a otro factor (hg, Ws,g2) (v lo denotaremos
por (hy, Wi, g1) > (ha, Wa, g2)) si existe un morfismo e : W; — W, haciendo
conmutativo el siguiente diagrama:

Wi

2N
X e Y

P

W,

El morfismo e se denomina morfismo de dominacién. Si (hy, W1, g1) domina
a (hg, Wy, g2), diremos que (hy, Wy, ¢g1) domina estrictamente a (ha, Wa, g2)
(y lo denotaremos (hy, Wi, g1) > (hg, Wa, go)) si el morfismo de dominacién
no es finito. En caso contrario, diremos que (hy, Wy, g1) domina débilmente

a (ha, Wa, ga).

Definicién 2.1.6. Un factor (h, W, g) de un morfismo proyectivo f : X — Y
es de Stein si h.Ox = Ow.
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Nota 2.1.7. Si (h, W, g) es un factor de Stein de un morfismo proyectivo,
las fibras del morfismo h son conexas (véase [37, Chap. III, Coro. 11.3]).

Nota 2.1.8. Si f : X — Y es un morfismo proyectivo entre variedades
normales, como consecuencia del teorema principal de Zariski [37, Chap. I1II,
Coro. 11.4] se tiene que un factor (h,W,g) de f es de Stein si y sélo si la
variedad intermedia W es normal.

Es claro que cualquier factor isomorfo a uno de Stein es también de Stein.
Denotaremos por Stein(f) al subconjunto de Fact(f) formado por las clases
de isomorfia de los factores de Stein de f.

Proposicién 2.1.9. Para cualquier morfismo proyectivo f : X — Y, La
relacion de dominacion induce en Stein(f) una relacion binaria de orden.

Demostracion. Es claro que si (hy, Wi, g1) > (he, W2, g2) y se tienen dos fac-
tores, (hy, W{,g1) y (hy, W3, g4), isomorfos, respectivamente, a (hy, Wi, 1) y
(he, Wa, g2), entonces (h}, W{,g1) > (hy, W3, g5). Por tanto, la relacién de
dominacién puede considerarse definida en Fact(f) y, por tanto, en Stein(f).
Siendo trivial la verificacion de las propiedades reflexiva y transitiva, veamos
que > cumple, en Stein(f), la propiedad antisimétrica. Para ello, suponga-
mos que {(h;, Wi, ;) }i=1.2 son factores de Stein de f verificando (hy, Wy, g1) >
(ho, Wa, g2) > (h1,W1,¢1), v sean ey : Wi — Wy y ey : Wy — W los corres-
pondientes morfismos de dominaciéon. De la conmutatividad del diagrama

2N
X  ella Y

N P74

W

se deducen las igualdades
(e10e9)0hy =ey0(ey0hy) =e€10hy = hsy

(62061)Oh12610(610h1>:€20h2:h1.

Como hy y hy son suprayectivos se verifica e; o es = idy, v €2 0 €1 = idyy,
(como aplicaciones entre conjuntos, no como morfismos). Por tanto, e; o eg
y e 0 e; son morfismos finitos (véase [42, Th. 2.27] y nota posterior), luego
también son afines. Ademas se verifican las igualdades

(61 o 62)*0% = (61 O €20 hz)*ox = (61 o hl)*OX = hy,Ox = OW2
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(62 o 61)*OW1 = (62 0 €10 hl)*OX = (62 o h2)*OX = h,Ox = OWQ-

Deducimos, por tanto, que e; o e5 y €5 0 7 son isomorfismos de esquemas
[37, Chap. II, Exercise 5.17.d], coincidiendo con los respectivos morfismos
identidad. Asi pues, e; y ey son isomorfismos inversos, siendo los factores
(h1,W1,g1) y (ha, Wa, g2) isomorfos. O

Proposicién 2.1.10. [37, Chap. 111, Coro. 11.5] Para cualquier morfismo
proyectivo f: X — Y existe un factor de Stein (h, W, g) de f de manera que
g es un morfismo finito.

Nota 2.1.11. La variedad W de la proposicién anterior es Spec(f.Ox) v h
y ¢ son los morfismos naturales

X —"=Spec(£.0x) —=V .
Esta factorizacion se denomina factorizacion de Stein del morfismo f.

A un factor cualquiera (h, W, g) de f podemos asociarle un factor de Stein
(S(h),S(W),S(g)), de manera que S(g) := g o+, siendo (S(h),S(W),~) el
factor dado por la factorizacién de Stein del morfismo A : X — W. Se tiene,
por tanto, el siguiente diagrama conmutativo:

S(W)

S(h) S(9)
X v Y
x /
W

Al ser v un morfismo finito, es claro que (S(h), S(W), S(g)) domina débil-
mente a (h, W, g). Ademés, por construccion, si (h, W, g) es un factor de Stein
de f, entonces (S(h),S(W),S(g)) vy (h,W,g) son isomorfos.

En [45] puede verse la prueba del siguiente resultado:

Proposicién 2.1.12. Sea (h, W, g) un factor cualquiera de un morfismo pro-
yectivo f : X — Y.

(a) La clase de isomorfia de (S(h),S(W),S(g)) es el mdzimo elemento de
Stein(f) dominando débilmente a la clase de isomorfia de (h,W,g).

(b) Si(hi,W1,q1) y (he, Wa, go) son dos factores de f tales que (hy, W1, g1) >
(ha, Wy, g2), entonces (S(h1), S(W1),S(g1)) > (S(ha), S(W2), S(g2))-
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(c) Si (h1,W1,q1) domina débilmente a (ho, W, g2), entonces los factores
(S(h1), S(W1),S(g1)) y (S(h2), S(W2),S(g2)) son isomorfos.

Corolario 2.1.13. Si (h1, W1, 1) y (he, Wa, g2) son dos factores de Stein de
un morfismo proyectivo f : X —Y tales que (hy, W1, g1) domina débilmente
a (ha, Wa, g2) entonces los dos factores son isomorfos. O

Definicién 2.1.14. Dada una curva C' de X, diremos que es contraida por
un morfismo 7 : X — Y (o que 7 contrae a C) si w(D) es un punto (cerrado)
de Y para toda componente integra D de C.

Proposicién 2.1.15. Sean h : X — W yt: X — Y dos morfismos pro-
yectivos de manera que h,Ox = Oy . Entonces, t factoriza a través de h si
y solo si cualquier curva de X contraida por h lo es también por t. Ademds,

: o h g

en este caso, si la factorizacion es X —=W ——=Y 1y el morfismo g es
finito, t y h contraen exactamente las mismas curvas de X. En particular,
S(h) contrae las mismas curvas que h.

Demostracion. Si t factoriza a través de h, es claro que toda curva contraida
por h es también contraida por t. Reciprocamente, supongamos que t contrae
las curvas contraidas por h. Consideremos el morfismo

q:XﬂWXY.

Sea Z la imagen del morfismo ¢ y sean p; : Z — W y py : Z — Y las dos
proyecciones. Si yo € W, p1 ' (vo) = ¢(¢~ (p1*(y0)) es un punto (cerrado)
de X, puesto que ¢ *(p1 " (yo)) = h ™ (yo) es contraido por ¢ (por hipdtesis).
Por tanto, p; es un morfismo finito [42, Th. 2.27], luego afin. Ademas, se
verifica la siguiente cadena de inclusiones de haces:

Ow C 1,0z € p1,(¢:0x) = (p1 0 ¢):Ox = h,Ox = Oy.

Concluimos, por tanto, que p;,0z = Oy. Luego p; es un isomorfismo [37,
Chap. II, Exercise 5.17.d]. Como consecuencia, t = (py op; ") o hy, asi, ¢
factoriza a través de h.

Finalizamos la prueba considerando ¢t = ¢ o h, con ¢ finito, y aplicando
reduccién al absurdo. Si existiera una curva integra C' de X que fuera con-
traida por t pero no por h, el morfismo g tendria una fibra infinita, lo cual
es contradictorio. []

Cabe ahora hacerse la siguiente pregunta: ;jcudles son los factores de un
morfismo proyectivo X — Y que estan determinados por las curvas que con-
traen? De forma més precisa: dada una variedad X, ;jqué clases de isomorfia
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de los factores de un morfismo proyectivo f : X — Y estan caracteriza-
das por las curvas contraidas? El siguiente corolario nos muestra cual es la
respuesta: las clases de isomorfia de los factores de Stein, es decir, Stein(f).

Corolario 2.1.16. Dado un morfismo proyectivo f : X — Y, dos factores
de Stein (h1,W1,91) y (he,Wa,g2) de f son isomorfos si y sdlo si hy y hs
contraen las mismas curvas de X.

Demostracion. Es evidente que si los dos factores son isomorfos, los corres-
pondientes morfismos contraen las mismas curvas. Supongamos, por tanto,
que (hy, W1, g1) v (ho, W5, g2) son factores de Stein tales que hy y hy contraen
las mismas curvas. Segun la proposicion 2.1.15, existen dos morfismos k; y
ko tales que

hl == ]{Jg o} h2

hg = kl 9] hl-
A partir de la suprayectividad de hy y ho y de las factorizaciones f = g; o h;

(para i = 1,2) se siguen las siguientes igualdades entre aplicaciones (no entre
morfismos de esquemas):

g1 =920k1y g2 = g10ka. (2.1)

Teniendo en cuenta que h1,Ox = O, y ho x* Ox = Oy, tenemos:

(92 0 k1):Ow, = 92, 0w, = 92, (h2,.0x) = f.Ox = (g1 0 h1).Ox = 91, 0w, .

De forma analoga deducimos

(gl © k2)*OW2 = 92*OW2

y es sencillo ver que las igualdades (2.1) lo son también entre morfismos
de esquemas. Por tanto, (hy, Wy) > (he, W2) y (he, Wa) > (hq, W), luego
(hi, W1) vy (he, Ws) son factores isomorfos (por la proposicién 2.1.9). O

Corolario 2.1.17. Consideremos un morfismo proyectivo f : X — Y y
sean (hy,W1,91) y (ha, Wa, g2) dos factores de f. Entonces, hy y hy con-
traen las mismas curvas de X si y solo si los factores (S(hy),S(W1),S(g1))
y (S(hs), S(W2), S(g2)) son isomorfos.

Demostracion. Si (S(hy), S(W1),S(g1)) v (S(ha), S(W3),S(g2)) son isomor-
fos, S(hy) y S(h2) contraen las mismas curvas, luego, por la proposicién
2.1.15, hy v hy también.

Reciprocamente, si h; y hy contraen las mismas curvas, nuevamente la
proposicién 2.1.15 prueba que S(hy) y S(h2) también contraen las mismas
curvas, y al ser (S(hy),S(W1),S5(g1)) vy (S(ha),S(W2),S(g2)) factores de
Stein, son isomorfos (corolario 2.1.16). [
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2.2. Conos asociados a una variedad proyec-
tiva

A lo largo de toda esta seccion X serd una variedad proyectiva sobre k y
denotaremos por F1(X) al grupo de los 1-ciclos de X, y por Div(X) al grupo
de los divisores de Cartier de X. A lo largo de esta memoria utilizaremos
frecuentemente la forma bilineal

Div(X) x F1(X) — Z

dada por (D,C) — D - C que proporciona la teoria de la interseccién de la
geometria algebraica (véanse los capitulos 1y 2 de [21]).

Definicién 2.2.1. Si D es un divisor de Cartier de X, diremos que es numéri-
camente efectivo (o también semiamplio) si D - C' > 0 para todo 1-ciclo C'
de X y diremos que es numéricamente equivalente a cero (y lo denotaremos
D =0)siD-C =0 para todo C € Fi(X). Si Dy y Dy son dos divisores de
Cartier de X, diremos que son numéricamente equivalentes (y lo denotaremos
Dy = Dy) si Dy — Dy =0.

Es claro que la equivalencia lineal de dos divisores implica su equivalencia
numérica. Por tanto, podemos definir también, de manera obvia, el concep-
to de equivalencia numérica entre los elementos del grupo de Picard de la
variedad X, Pic(X).

En la seccién 4 del capitulo I de [45] se demuestran las propiedades dadas
en la siguiente

Proposicién 2.2.2. Sea f: X' — X un morfismo entre variedades proyec-
tivas y sea D un divisor de Cartier de X.

1. Si D es numéricamente efectivo, entonces f*D es numéricamente efec-
tivo.

2. Si f es suprayectivo y f*D es numéricamente efectivo, entonces D es
numéricamente efectivo.

3. 8i D=0, entonces f*D = 0.
4. Si f es suprayectivo y f*D =0, entonces D = 0.

Recordemos el concepto de equivalencia algebraica de divisores. Dos divi-
sores de Cartier de X, D1 y Dy, son algebraicamente equivalentes si y solo si
existe un esquema algebraico conexo sobre k, Z, un haz invertible £ de X x Z
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y dos puntos z1,z5 € Z tales que Ox(D;) = L,, v Ox(Dy) = L,,, donde
L, es el haz inducido por £ en la fibra de z; por la proyecciéon X x Z — Z.

Puesto que la equivalencia lineal de divisores implica su equivalencia al-
gebraica, podemos considerar el Z-submédulo de Pic(X) formado por las
clases dedivisores algebraicamente equivalentes a cero. Lo denotaremos por
Pic’(X). NS(X) := Pic(X)/Pic’(X) es el llamado grupo de Néron-Severi de
X.

El conjunto de los elementos de Pic(X) numéricamente equivalentes a
cero forman un Z-submédulo de Pic(X), que denotaremos por Pic” (X). De-
notaremos por N!(X) al médulo cociente Pic(X)/Pic™(X), formado por las
clases de elementos de Pic(X) médulo equivalencia numérica. En [45, Chap.
I, Sect. 4, Rem. 2] se prueba la inclusién

Pic’(X) C Pic"(X)

con lo cual se tiene el isomorfismo

vy NS(X)
N0 = Pic” (X)/Pic’(X)

Denotamos por A'(X) al espacio vectorial real N'(X)®zR. Es sabido que
Pic™(X)/Pic’(X) es un grupo abeliano finito, con lo cual A'(X) serd un espa-
cio vectorial de dimensién finita si y sélo si NS(X) es finitamente generado.
Al(X) es un R-espacio vectorial de dimensién finita para cualquier variedad
(véase [45, Chap. IV, Sect. 1, Prop. 4]) y consecuentemente N'(X) es un
Z-médulo libre de rango finito (puesto que es finitamente generado y libre
de torsién). En el caso en que X sea una variedad no singular, este hecho es
el conocido teorema de Néron-Severi [47]. Denominaremos nimero de Picard
de X (y lo denotaremos por p(X)) al rango de N!(X), que coincidira con la
dimensién de A'(X).

Definicién 2.2.3. Diremos que un l-ciclo C' € F{(X) es numéricamente
equivalente a cero (y lo denotaremos C' = 0) si D-C' = 0 para todo divisor de
Cartier D de X. Dados dos 1-ciclos C y Cs, diremos que son numéricamente
equivalentes si C; — Cy = 0.

Es claro que el conjunto de los 1-ciclos de X numéricamente equivalen-
tes a cero, que denotaremos por F7(X), forman un Z-submédulo de F;(X).
Denotaremos por Ni(X) al médulo cociente Fq(X)/F7(X), es decir, al Z-
modulo formado por las clases de equivalencia numérica de los 1-ciclos de
X.

Las aplicaciones
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NY(X) — AYX)

definidas mediante la asignacién a +— a ® 1 constituyen sendos monomorfis-
mos de Z-médulos. De aqui en adelante identificaremos N'(X) y Ny (X) con
sus imégenes en A'(X) y A;(X) mediante los monomorfismos anteriores, con
lo que supondremos las inclusiones N*(X) C AY(X) y Ni(X) C A (X).

Tomando clases médulo equivalencia lineal y numérica, podemos definir,
de manera obvia, los siguientes morfismos:

Div(X) — Pic(X) — N'(X) C AY(X)
F1(X) — Ni(X) C Ay (X).

Si D pertenece a Div(X) (0 a Pic(X)) y C € Fy(
[C] a sus respectivas imdgenes en N'(X) (o AY(
los morfismos anteriores.

Para denotar elementos arbitrarios de los espacios vectoriales A'(X) y
A;(X) utilizaremos letras latinas mintsculas con una barra en su parte su-
perior.

La teoria de la interseccion antes citada proporciona una forma Z-bilineal

>

), denotaremos por [D] y
)y Ni(X) (0 Ay(X)) via

»

NYX) x Ny(X) — Z (2.2)

definida por ([D], [C]) — D -C. Esta forma bilineal induce, de manera obvia,

una forma R-bilineal
AYX) x Ay (X) — R, (2.3)

Denotaremos también por d - ¢ a la imagen de un par (d,¢) por esta forma
bilineal. Utilizaremos z? para denotar 7 - Z.

Proposicién 2.2.4. N(X) y NY(X) son Z-mddulos duales.

Demostracion. Para todo 1-ciclo C' de X consideramos el homomorfismo de

Z-modulos
iy NY(X) = Z

definido por 5[101([D]) = D - C, donde [D] denota la clase de un divisor de
Cartier D. Es claro que la aplicacién

&' N (X) — Homz(N'(X), 7Z)

definida por £'([C]) = &y es un monomorfismo de Z-médulos. Por tanto,

el Z-médulo libre N;(X) tiene rango finito menor o igual que el rango de
N(X), al ser isomorfo a un submédulo de Homz(N1(X), Z).
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De manera analoga podemos definir un monomorfismo de Z-modulos
¢ N'(X) — Homy (N (X), Z)
que determina la desigualdad
rk(N1(X)) = rk(Homz(N:(X), Z)) > rk(N' (X)) = p(X),

teniéndose la igualdad tk(N;(X)) = rk(N'(X)). Por tanto, £! y &% son
isomorfismos. [J

Nota 2.2.5. Como consecuencia de la proposicién 2.2.4, A;(X) y A'(X)
son espacios vectoriales duales. Las formas bilineales (2.2) y (2.3) inducidas
por la interseccién se corresponden con los pares bilineales candénicos (A.1) y
(A.2) definidos en la primera seccién del apéndice. Ello permite aplicar toda
la teoria sobre conos convexos desarrollada en dicho apéndice en el ambito
de los espacios vectoriales duales A;(X) y A'(X).

Definicién 2.2.6. Denominaremos cono de curvas asociado a X (y serd de-
notado por NE(X)) al cono de A;(X) generado por las imagenes en A;(X)
de las curvas integras de X.

Denotaremos por NE(X) a la clausura topolégica de NE(X) en A;(X).

Nota 2.2.7. La dimensién de NE(X) es p(X) (recordemos que p(X) =
rk(N' (X)) = rk(N1(X))). En efecto, en caso contrario NE(X) estarfa con-
tenido en un hiperplano de A;(X), existiendo un elemento no nulo g de A'(X)
tal que ¢ - [C] = 0 para toda curva C' de X; como las clases de las curvas de
X generan A;(X) se tendria que ¢-Z = 0 para todo € A;(X), siendo esto
una contradiccion.

Al ser X un esquema proyectivo, existe un divisor amplio de X. Como
consecuencia de este hecho y del criterio de amplitud de Kleiman [45], que
enunciamos a continuacién, la clausura topolégica N E(X) del cono de curvas
es un cono fuertemente convero (véanse la definicién A.1.27 y la proposicién
A.1.29 para la definicién de cono fuertemente convexo y sus caracterizacio-
nes).

Teorema 2.2.8. (Criterio de amplitud de Kleiman) Un divisor de Cartier
H de X es amplio si y solo si

[H] - ¢ > 0 para todo ¢ € NE(X) \ {0}.
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De aqui al final de esta memoria fijaremos la siguiente notacion:

> 0},

ISTIRN
SIS
v
(@)
—

g ={re A4(X) | z-z =1},
NE(X)4:=NE(X)NA,
NE(X)a:= NE(X)N A,

donde z y A son un elemento y un subconjunto de A*(X) y A;(X) respecti-
vamente.

Siguiendo la notacién de la secciéon A.2 del apéndice, ¢s : Zvg — Z—
serd la aplicacién definida por:

que a cada punto z de la regién z-( le asigna el punto de interseccién entre
el rayo generado por = y el hiperplano z_;.

El siguiente teorema, debido a S. Mori, nos muestra cual es la estructura
de una parte de la clausura topolégica del cono de curvas asociado a una
variedad proyectiva no singular X; mas exactamente, de su intersecciéon con
el semiespacio [K x|<o. Los rayos extremales contenidos en [K x]-o son clases
de ciertas curvas racionales de la variedad y constituyen un conjunto discreto
(considerando en el conjunto de los rayos de A;(X) la topologia determinada
en la seccién A.2 del apéndice).

Teorema 2.2.9. Teorema del cono, [46, Th. 1.24] Si X es una variedad
proyectiva no singular, entonces:

(a) Existe un conjunto numerable T' de curvas racionales de X tal que
0<—(C-Kx) <dim(X)+1 para toda curva C €T, y

NE(X) = NE(X)xyz0 + con({[C] | C € T}).

(b) Para todo € > 0 y para cualquier divisor amplio H de X,

NE(X) = NE(X)eyseino, + con({[C] | C € T7)),

donde T es un subconjunto finito de I'.
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Nota 2.2.10. Aunque la versién del teorema del cono que enunciamos en
esta memoria es aplicable inicamente a una variedad proyectiva no singular,
existe un enunciado més general, admitiendo variedades con cierto tipo de
singularidades, llamadas log-terminales (véase [46, Th. 3.7]). Este teorema
constituye uno de los pilares basicos de la teoria de modelos minimales de
Mori.

Nota 2.2.11. Si X es una variedad no singular, es evidente a partir del
teorema del cono que los rayos extremales de los conos NE(X) y NE(X)
contenidos en la regién [Kx]<o coinciden.

Tal y como se detalla en la seccién A.2 del apéndice, el conjunto R(A; (X))
formado por los rayos de A;(X) puede dotarse de una topologia que lo hace
homeomorfo a la esfera unidad S7X)~! de A;(X). Esta topologia es la menos
fina que hace continua la biyeccién © : R(A;(X)) — SPX)~1 definida por

R_i_f —
17

T

=Tk
Corolario 2.2.12. Si X wuna variedad proyectiva no singular, entonces el
conjunto de los rayos extremales de N E(X) contenidos en la region [K x]|<o

es discreto.

Demostracion. Sea H un divisor amplio de X y sea R un rayo extremal
de NE(X) contenido en la regién [Kx]<o. Existe un ¢ > 0 tal que R C
NE(X) [k +e[H]<o- ST U C R(A:1(X)) denota el conjunto formado por los
rayos de A;(X) contenidos en el semiespacio [Kx|+e€[H]<o C [Kx]<o, es claro
que U es un entorno abierto de R en R(A1(X)). Ademds, por el apartado
(b) del teorema del cono, existe s6lo un nimero finito de rayos extremales
de NE(X) contenidos en U. Esto demuestra que el conjunto de los rayos
extremales de NE(X) es discreto en [Kx|<o. O

Definicién 2.2.13. Definimos el cono semiamplio asociado a X, y lo denota-
mos por P(X), como el cono de A'(X) dual de NE(X), es decir, el formado
por todos los elementos d de A'(X) tales que d-¢ > 0 para todo ¢ € NE(X)
(véase la definicién A.1.21).

Utilizando la notacién del apéndice (véase la definicién A.1.6) denotare-
mos por P(X)° al interior topoldgico de P(X) como subespacio topolégico
de AY(X), y por int(P(X)) a su interior relativo.

De la seccién 2 del capitulo IV de [45] se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 2.2.14. P(X)°U{0} es el cono generado por las imdgenes en
AY(X) de los divisores amplios de X .
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Al ser X una variedad proyectiva, admite divisores amplios y, por tan-
to, P(X)° # (. Esto implica que la dimensién de P(X) es p(X) y que
int(P(X)) = P(X)°. Ademads, P(X) es un cono fuertemente convexo por
la proposicién A.1.30.

Como consecuencia de la proposicién 2.2.14 y del criterio de amplitud
de Kleiman, los divisores de Cartier de X cuya clase mdédulo equivalencia
numérica pertenece al interior topolégico de P(X') son exactamente los divi-
sores amplios de X. Esto viene reflejado en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.15. Sea D un divisor de Cartier de X . Entonces, D es amplio
si y solo si [D] € P(X)°.

Demostracion. Si D es un divisor amplio, entonces [D] pertenece a P(X)°
por la proposicién 2.2.14. Reciprocamente, si D es un divisor tal que [D] €
P(X)° entonces, también por la proposicién 2.2.14, D = "7 | a;[D;], siendo
a; > 0y D; un divisor amplio para todo ¢. Si Z es un elemento cualquiera de
NE(X)\ {0}, aplicando el teorema 2.2.8 tenemos:

luego D es un divisor amplio. [

Nota 2.2.16. Otra manera de expresar el enunciado de este corolario es
diciendo que los elementos reticulares no nulos del cono P(X)° U {0} son
exactamente las imdgenes en A'(X) de los divisores amplios de X.

Definicién 2.2.17. Definimos el cono caracteristico asociado a X, y lo de-
notamos por P(X), como el cono de A'(X) generado por las imagenes de los
divisores de Cartier D de X cuyo sistema lineal completo asociado |D| no
posee puntos base (0, equivalentemente, por aquellos divisores de Cartier D
de X tales que Ox (D) estd generado por secciones globales).

Es claro que todo divisor de Cartier D de X cuyo sistema lineal completo
asociado no posee puntos base es numéricamente efectivo, con lo cual el cono
caracterfstico P(X) es un subcono del cono semiamplio P(X). Ademas, los
interiores topoldgicos de ambos conos coinciden, como muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 2.2.18. Se satisface la igualdad P(X)° = P(X)°.

Demostracion. Teniendo en cuenta lo dicho en el pdrrafo anterior, serd su-
ficiente verificar que P(X)° C P(X). Puesto que P(X)° U {0} es el cono
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generado por las imdgenes en A'(X) de los divisores amplios de X (proposi-
cién 2.2.14), bastara ver que cualquiera de estos divisores admite un multiplo
cuya imagen en A'(X) pertenece al cono caracteristico. Pero esto es claro, ya
que para cualquier divisor amplio D de X, existe un niimero entero positivo
m tal que mD es un divisor muy amplio y, por tanto, Ox(mD) estd generado
por secciones globales, siendo [mD] € P(X). O

Todo divisor D de X tal que Ox (D) esta generado por secciones globales
da lugar, previa eleccién de una base del espacio de secciones globales del
haz Ox (D), a un morfismo h : X — Y (véase [37, Chap. II, Th. 7.1]). En la
seccion siguiente se verd, aunque en un contexto mas amplio, que la estructura
celular del cono caracteristico P(X) describe los morfismos (contracciones)
h: X — Y tales que h,Ox = Oy, es decir, las factorizaciones de Stein del
morfismo estructural X — Spec(k).

2.3. Conos asociados a un morfismo proyec-
tivo

En esta seccién definiremos una serie de conos de naturaleza similar a
los definidos en la seccién anterior, pero asociados, no ya a una variedad
proyectiva, sino a un morfismo proyectivo entre variedades. Trataremos tres
conos relativos: el de curvas, el semiamplio y el caracteristico. Veremos que
existe un isomorfismo (de conjuntos ordenados) entre el conjunto de las clases
de isomorfia de los factores de Stein del morfismo y las células de su cono
caracteristico asociado. Utilizando el cono semiamplio como nexo entre el
cono de curvas y el caracteristico, nuestro principal resultado serd que la
poliedricidad del cono de curvas implica la existencia de un ntimero finito de
factores de Stein del morfismo. A lo largo de toda la secciéon, X e Y seran
dos variedades.

Consideremos un morfismo proyectivo f : X — Y y denotemos por
F1(X/Y; f) al Z-submédulo de F;(X) generado por las curvas integras C
de X contraidas por f, y por Ni(X/Y; f) al Z-médulo cociente

Fl(X/Y§ f)
(XY f) N Ff(X)

Si C' es cualquier curva de X contraida por f, [C]f serd su clase en N1 (X/Y; f).

Definicién 2.3.1. Dado un divisor de Cartier D de X, diremos que es f-
numéricamente equivalente a cero si D - C = 0 para todo 1-ciclo C' de X
perteneciente a F1(X/Y"). Dos divisores de Cartier Dy y Dy de X diremos que
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son f-numéricamente equivalentes si D1— Dy es f-numéricamente equivalente
a cero.

Denotaremos por Pic"(X/Y; f) al Z-submédulo de Pic(X) formado por
las clases de los divisores de Cartier de X que son f-numéricamente equiva-
lentes a cero, y por NY(X/Y; f) al Z-médulo cociente Pic(X)/Pic” (X/Y; f).
Dado un elemento D de Div(X) o de Pic(X) denotaremos también por [D];
a su imagen natural en N*(X/Y; f).

Tensorizando con R, definimos los R-espacios vectoriales siguientes:

A(X/Y5 f) = Ni(X/Y; f) @z R,
ANX/Y; f) == NY(X/Y; f) @z R.

Al igual que en la seccién anterior, identificaremos el Z-médulo libre
NYX/Y; f) (resp., Ni(X/Y; f)) con su correspondiente imagen en el es-
pacio vectorial A*(X/Y; f) (resp., A1(X/Y; f)).

La teoria de la intersecciéon proporciona una forma Z-bilineal
NY XY f) x Ni(X/Y3 f) — Z (2.4)

dada por ([D]s,[C]s) — D - C. Esta forma bilineal se extiende, de manera
obvia, a una forma R-bilineal

ANX)Y; f) x AUX/Y S f) = R (2.5)

Segtin [45, Chap. IV, Sect. 4, Prop. 3], el espacio vectorial A'(X/Y; f) tiene
dimensién finita (denotada por p(X/Y; f)). Esto implica que N'(X/Y; f) es
finitamente generado y, por tanto, es libre de rango finito igual a p(X/Y’; f)
(pues es también libre de torsién). Mediante un procedimiento totalmente
andlogo al utilizado en la seccién anterior para probar que N;(X) y N*'(X)
son Z-médulos duales, puede verse que Ny(X/Y; f) y NY(X/Y; f) también
lo son. Por tanto, AYX/Y; f) y Ai(X/Y; f) son espacios vectoriales dua-
les. Ademas, las formas bilineales (2.4) y (2.5) dadas por la interseccién, se
corresponden con los pares candnicos (A.1) y (A.2) del apéndice. Esto per-

mite considerar la teoria de conos convexos desarrollada en dicho apéndice
aplicada a los espacios vectoriales A*(X/Y; f) v A(X/Y; f).

Definicién 2.3.2. Dado un morfismo proyectivo f : X — Y, definimos
el cono de curvas relativo a f como el cono de A;(X/Y; f) generado por
las imagenes en A;(X/Y; f) de las curvas integras de X pertenecientes a

F1(X/Y; f). Lo denotaremos por NE(X/Y; f).

Un razonamiento totalmente analogo al utilizado en la nota 2.2.7 nos lleva
a deducir que la dimensién de NE(X/Y’; f) coincide con p(X/Y; f).
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Definicién 2.3.3. Dado un morfismo proyectivo f : X — Y, diremos que un
haz invertible £ sobre X es muy amplio relativo a f si existe una inmersion
i : X — Py, para algtin niimero entero positivo n, tal que £ = i*Opx (1) y el
siguiente diagrama es conmutativo:

X =Py

N

siendo p la proyeccién asociada al espacio Py.

Diremos que L es amplio relativo a f si para todo haz coherente F de
X, el morfismo candnico f*(f.(F @ L)) — F @ L™ es suprayectivo para
todo m suficientemente elevado.

Diremos que un divisor de Cartier D de X es muy amplio relativo a f
(resp., amplio relativo a f) si lo es su haz invertible asociado Ox (D).

La clausura topoldgica del cono de curvas relativo a f, que denotaremos
por NE(X/Y; f), es un cono fuertemente convezo (al igual que ocurria con el
cono de curvas asociado a una variedad). Este hecho es consecuencia de una
version relativa del criterio de amplitud de Kleiman (véase [46, Th. 1.44]), que
enunciaremos a continuacién y que caracteriza los divisores amplios relativos
a f como aquellos cuya interseccién con los elementos de NE(X/Y; f) \ {0}
es estrictamente positiva. Obsérvese que X posee divisores de Cartier amplios
relativos a f, al ser f un morfismo proyectivo.

Teorema 2.3.4. (Version relativa del criterio de amplitud de Kleiman) Un
divisor de Cartier D de X es amplio relativo a f si y solo si

[D]s -z > 0 para todo 2 € NE(X/Y; f)\ {0}.

El siguiente resultado proporciona un criterio numérico para las curvas
contraidas por un factor de f.

Corolario 2.3.5. Sea (h,W,g) un factor de f y sea C una curva de X.
Entonces, C' es contraida por h si, y sélo si, [h.C], = 0.

Demostracion. La implicacién directa es evidente. Supongamos, por tanto,
que [h.C], = 0. Esto implica que D - h,C' = 0 para cualquier divisor de
Cartier D de Y y, en particular, para los divisores amplios relativos a g (que
existen, puesto que g es un morfismo proyectivo). Como consecuencia del
teorema 2.2.8, h,C = 0y, asi, C es una curva contraida por h. [
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Nota 2.3.6. Existe una version relativa del teorema del cono que, bajo cier-
tas hipétesis, da una idea de la estructura de NE(X/Y; f) (véase [43]). Con-
cretamente, de él se deduce que, al igual que en el caso no relativo, los rayos
extremales de NE(X/Y’; f) en laregion [K x| <o estdan generados por las clases
de ciertas curvas racionales y forman un conjunto discreto.

Si (h,w,g) es un factor del morfismo f, entonces el homomorfismo de
Z-modulos

Ni(X/Y; f) = Ni(W/Y; g)

dado por [C]s — [h.C],, donde C' es una curva de X contraida por f, induce
un homomorfismo de espacios vectoriales

hi : AlX/Y f) = Al(W/Y5g).
Por otra parte, la aplicacién
Ni(X/W;h) — Ni(X/Y5 f)

definida por [C], — [C]; es un monomorfismo de Z-mddulos que induce un
monomorfismo de espacios vectoriales

vl AYX/Wsh) — A(X)Y f),
siendo clara la inclusién
Vi (NE(X/W;h)) C NE(X/Y; f).

Proposicién 2.3.7. Si (h, W, g) es un factor de f, el cono vi (NE(X/W;h))
es una célula del cono NE(X/Y; f).

Demostracion. Para aplicar la caracterizacion de célula dada en la proposi-
cién A.3.11, consideremos dos elementos z, y pertenecientes a NE(X/Y; f)
tales que su suma & + § pertenece a vl (NE(X/W;h)). Supongamos que
T = Zle BilCily e 4 = Y2741 BilCily, siendo C; curvas integras de X

contraidas por fy f1,...,[3s nimeros reales estrictamente positivos. Al ser
T+y e I/}]:(NE(X/W; h)), existirdn ndimeros reales positivos ay,..., a5y
curvas Integras de X contraidas por h, C1,..., Cj, tales que

t

+7=u(d_alCll) = Zaz‘[cﬂﬁ

i=1

Kl

Se tiene, por tanto, la igualdad

k s t

Y GG+ Y BlCl =) alCly.

=1 i=k+1 =1
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Tomando imagenes por el homomorfismo h, definido anteriormente:

k t

Zﬁi[h*cﬂg + 28: Bilh.Cily = Z a;[h.Cilg.

i=1 i=k+1 =1

Teniendo en cuenta que C! son curvas contraidas por h obtenemos:

k s
> BihCily+ > BilhuCily =0,
=1

i=k+1

siendo, por tanto, [h.C;|, = 0 para todo ¢ = 1,...,s. Luego, por el corolario
2.3.5, las curvas C; también son contraidas por h, siendo Z,y elementos de
vl (NE(X/W;h)). O

Hemos probado, pues, que para cualquier factor (h, W, g) de f, el cono de
A1 (X/Y; f) definido por v} (NE(X/W;h)) es una célula de NE(X/Y; f), de
manera que h contrae exactamente a aquellas curvas de X cuyas imagenes en
A (X/Y; f) pertenecen a dicha célula. Ademads, dos factores de f, (hy, W1, g1)
y (h2, Wa, g2), dan lugar a la misma célula de NE(X/Y; f) si y sélo si hy
y hs contraen las mismas curvas de X, es decir, si y sélo si los factores
(S(h1),S(W1),S(g1)) v (S(he), S(W3),S(gs2)) dados por las correspondientes
factorizaciones de Stein son isomorfos (segin el corolario 2.1.17). Por lo tanto,
podemos definir una aplicacion inyectiva

(h, W, g) — v} (NE(X/W;h))

entre el conjunto de las clases de isomorfia de los factores de Stein del mor-
fismo f , Stein(f), y el conjunto de las células del cono NE(X/Y; f).

Ademas, como consecuencia directa de la proposicion 2.1.15 se tiene el
siguiente

Lema 2.3.8. Si existe una relacion de dominacion (hy, Wi, g1) > (ha, Wa, g2)
entre dos factores del morfismo f, entonces:

(a) vl (NE(X/Wi;h1)) C v (NE(X/Wa; hy)).

(b) y,{l(NE(X/Wl;hl)) = V}{2(NE(X/W2;h2)> si y sdlo si el morfismo de
dominacion es finito.

Todo esto puede resumirse en el siguiente
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Teorema 2.3.9. Sea f: X — Y un morfismo proyectivo entre variedades y
denotemos por A(NE(X/Y; f)) al conjunto de las células de NE(X/Y; f).
Entonces, existe una aplicacion inyectiva

vl : Stein(f) — A(NE(X/Y; f))
tal que Iy > Fy < v/ () C v/ (Fy) para cualesquiera Fy, Fy € Stein(f).

Definiciéon 2.3.10. Si f : X — Y es un morfismo proyectivo entre varie-
dades, una célula F' de NE(X/Y; f) diremos que es contrdctil si existe un
factor de Stein (h, W, g) de f tal que v/ (h, W, g) = F; segtin el teorema 2.3.9
existe, salvo isomorfismo, un tnico factor de Stein con esta condicién. El
morfismo h : X — W se denomina contraccion de F'. Si R es un rayo extre-
mal de NE(X/Y; f), diremos que es contrdctil si lo es la célula RU{0}. Una
contraccion de R serd una contraccién de dicha célula.

En general, no todas las células del cono de curvas NE(X/Y; f) son con-
tractiles por f. En el capitulo 3 se veran casos concretos (ejemplo 3.4.6) de
este tipo de situaciones . Visto esto, cabe plantearse el problema de determi-
nar cudles son las células de NE(X/Y’; f) contractiles por f. Como veremos
a continuacién, serd el cono caracteristico relativo a f, que es un subcono del
cono dual de NE(X/Y’; f), el que determinard las células contréctiles.

Definicién 2.3.11. Denominamos cono semiamplio relativo a f, y lo deno-

taremos por P(X/Y’; f), al cono de AY(X/Y; f) dado por NE(X/Y; f)V.

En [45] se demuestra que el cono P(X/Y; f)° U {0} estd generado por
las imagenes en A'(X/Y’; f) de los divisores de X amplios relativos a f, con
lo cual P(X/Y; f)° # 0 y dim(P(X/Y; f)) es igual al rango del Z-mddu-
lo NY(X/Y; f), que denotamos por p(X/Y’; f). Ademds, por la proposicién
A.1.30, P(X/Y’; f) es un cono fuertemente convexo.

Nota 2.3.12. Si Y = Spec(k), entonces f es el morfismo estructural de X
como variedad sobre k. En este caso, los conos NE(X/Y; f)y P(X/Y; f)
coinciden con los conos NFE(X) y P(X) definidos en la seccién anterior.

A partir de ahora, por simplicidad de notacién, denotaremos los con-
juntos NE(X/Y; f), NE(X/Y;f), P(X/Y:f), ANX/Y; f), AuX/Y5f),
NYX/Y; f), Ni(X/Y; f), y también p(X/Y; f), omitiendo, siempre y cuan-
do no haya confusién posible, o bien la expresién X/Y, o bien la expresién
f (por ejemplo, NE(X/Y; f) podré ser denotado también por NE(X/Y) o
NE(f)).
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Proposicién 2.3.13. [45, Chap. 1V, Sect. 4, Prop. 1] Todo diagrama con-
mutativo de la forma

X - x

Y/—t>Y

donde X, X' Y,Y' son variedades y 7w, 7" son morfismos proyectivos, da lugar
a una transformacion lineal

(h]8)": AX/Y) — ANX'/Y)
tal que (h | t)*([D]) = [h*D]s para todo D € AY(X/Y). Ademds, (h | t)* es
myectiva si, para cualquier curva integra C' de X contraida por m, existe una

curva integra C" de X' contraida por ©' y tal que h(C") = C.

La siguiente proposiciéon relaciona el cono semiamplio relativo a un morfis-
mo f y los conos semiamplios relativos a los morfismos h y g, siendo (h, W, g)
un factor de f.

Proposicién 2.3.14. [}5, Chap. IV, Sect. 5, Prop. 1] Sea f : X — Y un
morfismo proyectivo y (h, W, g) un factor de f. Consideremos la siguiente

sucesion de morfismos, definidos en virtud de la proposicion 2.5.13:

AWy ) M A x vy S At

Entonces:
(a) (h|id)* es inyectiva, (id | g)* o (h | id)* =0 y (id | g)* es suprayectiva.
(b) (h|id)* (P(W/Y)) = P(X/Y) N (k| id)*(AY(W/Y)).

(¢) Sih no es un morfismo finito, entonces
(h | id)"(P(W/Y)) = [P(X/Y)\ P(X/Y)]N (k| id)"(A"(W/Y)).
(d) Sih es finito, entonces

(h | id)"(P(W/Y)?) = P(X/Y)" 01 (h | id)"(A{(W/Y)).

(e) (id | g)*(P(X/Y)) = P(X/W)°.
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Si W es una variedad proyectiva sobre Y, en virtud de la existencia de una
inmersiéon W — P{., W puede considerarse como un espacio fibrado proyecti-
vo P(E) sobre Y para una cierta Oy-algebra coherente £. Dado un morfismo

proyectivo f : X — Y, dar una factorizacién X —t=W = P(E) oy def
es equivalente a dar un haz invertible £ sobre X y un morfismo suprayectivo
de haces f*€ — L. El haz L es isomorfo a h*F, siendo F algiin haz invertible
muy amplio relativo a g. Ademads, fijado el haz L, diferentes elecciones del
morfismo suprayectivo f*€ — L dan lugar a factores de f isomorfos (véase
[37, Chap. II, Prop. 7.12] para una explicaciéon mds detallada).

Todo esto da pie a la siguiente definicion:

Definicién 2.3.15. Si (h, W, g) es un factor de un morfismo proyectivo f :
X — Y, denominaremos divisor asociado al factor (h,W,g) a todo divisor
de Cartier D de X tal que Ox (D) = h*F para cierto haz invertible F muy
amplio relativo a g.

Es sabido que, dado un morfismo proyectivo f : X — Y, un divisor de
Cartier D de X es un divisor asociado a algun factor (h, W, g) de f siy sélo
si la sucesion

f*f:Ox(D) — Ox(D) — 0

es exacta.

Como muestra la siguiente proposicion, las curvas contraidas por un factor
de un morfismo pueden caracterizarse numéricamente como aquellas cuya
interseccion con cualquier divisor asociado es nula.

Proposicién 2.3.16. Sea f: X — Y un morfismo proyectivo, (h, W, g) un
factor de f, D un divisor asociado a él y C una curva de X contraida por
f. Entonces, C' es contraida por h si y solo si D -C = 0.

Demostracion. Sea E un divisor de W muy amplio relativo a g tal que D =
h*E. Segun la férmula de la proyeccién, se tiene la igualdad

D-C=nE-C=FE-hC

y al ser E un divisor amplio relativo a g, por el teorema 2.3.4 se verifica que la
interseccion de E/ con cualquier curva de X contraida por f es estrictamente
positiva. A partir de este dato es clara la equivalencia del enunciado. [J

Nota 2.3.17. Como clara consecuencia de la proposicién anterior, si (h, W, g)
es un factor de f tal que h contrae a una curva C' de X, entonces h contrae
a todas las curvas pertenecientes a la clase de equivalencia numérica de C.
Es mads, contrae a todas las curvas de X cuyas imagenes en NE(X/Y') per-
tenecen al rayo generado por [C];.



60 2. Conos convexos asociados a variedades y morfismos

Definicién 2.3.18. Si f : X — Y es un morfismo proyectivo, denomina-
mos cono caracteristico relativo a f al cono de A'(X/Y) generado por las
imagenes de los divisores de Cartier D de X tales que la sucesién

["1.0x(D) — Ox(D) — 0

es exacta (es decir, D es un divisor asociado a algin factor de f). Lo denota-
remos por P(X/Y; f) aunque eliminaremos la expresion X/Y o la expresién
f cuando no haya posibilidad de confusion.

Obsérvese que si Y = Spec(k), la sucesién f*f.Ox(D) — Ox(D) — 0
es exacta si y sélo si el sistema lineal |D| no posee puntos base. Por tanto,
en este caso, P(f) coincide con el cono caracteristico P(X) asociado a la
variedad X definido en la secciéon anterior.

Si D es un divisor de Cartier de X asociado a algun factor de f, enton-
ces Ox (D) estd generado por secciones globales, y esto implica que D es
numéricamente efectivo. Por tanto, es clara la inclusién

P(X/Y)C P(X/Y).
Proposicién 2.3.19. Se verifica la igualdad P(X/Y)° = P(X/Y)°.

Demostracion. Teniendo en cuenta la inclusion anterior, serd suficiente de-
mostrar que P(X/Y)° C P(X/Y). Como P(X/Y)°U {0} es el cono genera-
do por las imédgenes de los divisores amplios relativos a f, bastara ver que
cualquiera de estos divisores admite un multiplo cuya imagen en A'(X/Y)
pertenece a P(X/Y). Si D es uno de ellos, mD serd un divisor muy amplio
relativo a f para algin nimero natural m, con lo cual serd un divisor aso-
ciado al factor de f dado por (id, X, f) (siendo id : X — X el morfismo
identidad). Por tanto, [mD]; pertenece al cono P(X/Y). O

El siguiente teorema, cuya prueba puede verse en [45, Chap. IV, Sect.
5], muestra claramente cémo la estructura celular del cono caracteristico
P(X/Y) describe las diferentes factorizaciones del morfismo f. De hecho,
existe una biyeccion entre las clases de isomorfia de los factores de Stein de
f v las células de dicho cono.

Teorema 2.3.20. Sea f: X — Y un morfismo proyectivo. Entonces:

(a) P(X)Y) = U(h | id)*(P(g)°) U {0}, donde la unién se toma sobre el
conjunto de todos los factores (h, W, g) de f.
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(b) Si A(P(X/Y)) denota el conjunto de las células del cono P(X/Y), la

aplicacion p' : Stein(f) — A(P(X/Y)) definida por

(h, W, g) = (k| id)*(P())

es un isomorfismo de conjuntos ordenados (Stein(f) se supone ordena-
do por dominacion y A(P(X/Y)) por inclusion).

(¢) dim(h | id)*(P(g)) = p(g), para todo factor (h,W,g) de f.

Nota 2.3.21. Las siguientes observaciones ayudaran a entender mejor cual
es la interrelacion entre los diferentes factores del morfismo f y la estructura
celular del cono P(X/Y):

(1)

Si un factor (hy, Wi, g1) domina a otro factor (hg, Wa, go), es claro que
cualquier factorizacion del morfismo gy da lugar, mediante composicion
con el morfismo de dominacién, a una factorizacién de g;. De este hecho
se desprende la inclusién:

(ha | id)* P(g2) C (hy | id)"P(g1).

Si (h, W, g) es un factor de f, segun la observacién anterior, el cono
(h | id)*(P(g)) esté contenido en la célula de P(X/Y) correspondiente
a su factorizacion de Stein (S(h), S(W),S(g)): p/ (S(h), S(W), S(g)) =
(S(h) | id)*(P(S(g))). Ademés, como consecuencia del apartado (¢) del
teorema 2.3.20, se tiene la siguiente igualdad:

dim(h | id)*(P(g)) = dim(S(h) | id)*(P(S(g))).

Por tanto, (S(h) | id)*(P(S(g))) es la célula de P(X/Y) de dimensién
minima que contiene a (h | id)*(P(g)).

Sea (h,W,g) un factor cualquiera de f y sea D un divisor asociado
a este factor. El haz invertible Ox (D) determina, salvo isomorfismo,
el factor (h,W,g) [37, Chap. II, Prop. 7.12] y, segin la proposicién
2.3.16, las curvas C' de X que son contraidas por h serdn aquellas cuya
interseccion con D es nula, es decir, aquellas curvas cuyas imdgenes
en NE(X/Y) pertenecen a {[D];}* N NE(X/Y). Dicho de otro modo,
se verifica la igualdad:

v (NE(h) = {[D];}* N NE(X/Y).



62 2. Conos convexos asociados a variedades y morfismos

(4) Sea (h, W, g) un factor de f, D un divisor de Cartier de X asociado a ély
F = (S(h) | id)*(P(S(g))) la cara de P(X/Y) correspondiente a su fac-
torizacion de Stein (S(h), S(W),S(g)). D serd linealmente equivalente a
h*E, siendo E un divisor de W muy amplio relativo a g. Para cualquier
curva C' de W contraida por g se tiene: E-C' > 0, por el teorema 2.3.4.
Por tanto, [E], € P(g9)° = P(g)°. Luego [D]; € int((h | id)*(P(g))).
Teniendo en cuenta que F'y (h | id)*(P(g)) son de la misma dimensién
(por la observacién (2)), concluimos que [D]; € int(F). Por tanto, la
imagen en P(X/Y) de un divisor D asociado a un factor (h, W, g) per-
tenece al interior relativo de la célula correspondiente a su factorizacion
de Stein.

Puesto que todo elemento de P(X/Y) puede pertenecer al interior re-
lativo de una tnica célula, podemos concluir lo siguiente: para todo
factor (h, W, g) de f, la imagen en P(X/Y) de un divisor asociado a
él pertenece al interior relativo de una célula F de P(X/Y) si y sélo
st (S(h),S(W),S(g)) pertenece a la clase de isomorfia de factores de
Stein correspondiente a la célula F'; dicho de otro modo, si y sélo si todo
elemento de dicha clase de isomorfia domina débilmente a (h, W, g).

(5) Si (h1,W1,91) > (ho,Wa,92) > ... > (hs, Wy, gs) es una sucesién de
dominaciones estrictas de factores de f, entonces s < p(X/Y).

Teorema 2.3.22. Utilizando la notacion del teorema 2.3.20 y denotando
por Aot (NE(X/Y)) al conjunto de las células contrdctiles de NE(X/Y),
la aplicacion 0s : Deont(NE(X/Y)) — A(P(X/Y)) definida por

Fr— FrnP(X/Y)

es una biyeccion con inversa 5;1 : A(P(X)Y)) = Aeoe(NE(X/Y)) definida
por
G+— G-NNE(X/Y).

Ademas, el diagrama siguiente es conmutativo:

Stein(f)

Aot NE(X/Y)) & A(P(X/Y))

Demostracion. Probemos primeramente la conmutatividad del diagrama del
enunciado. Sea F' € A,u(NE(X/Y)) vy sea (h,W,g) € Stein(f) la anti-
imagen de F' por v/. Veamos primero que se verifica la igualdad

3(F) = p! (h, W, g). (2.6)
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La inclusién u/ (h, W, g) C §¢(F) es clara, puesto que F es la carade NE(X/Y)
generada por las imégenes de las curvas contraidas por h. Veamos, por
tanto, que se verifica la inclusién 6;(F) C pf(h,W,g). Sea q € §;(F) =
F- N P(X/Y). Al ser ¢ un elemento de P(X/Y), podré expresarse de la

forma .
q= Z ;[ Dily,
i=1

donde «; es un ntimero real estrictamente positivo y D; es un divisor de
Cartier de X asociado a un cierto factor (h;, W, g;) de f, para todo i =
1,... k.

Cada morfismo h; contrae las curvas cuyas imégenes en NE(X/Y") per-
tenecen a F (es decir, contrae todas las curvas que contrae h). En efecto, si
C' es una de estas curvas, se tendra:

0=q-[Cly =Y alDis-[C]y,

=1

con lo cual D; - F' = 0 para todo ¢ = 1,...,k y, segin la proposicion 2.3.16,
todos los morfismos h; contraen la curva C.
Se verificara, por tanto, la inclusion:

vI(NE(h)) C v/ (NE(hi)) = v/ (NE(S(hy)))

para todo i y, segun el teorema 2.3.9, el factor (h,W,g) domina a todos
los factores (S(h;), S(W;),S(g:)). El teorema 2.3.20 muestra que u/ es un
isomorfismo de conjuntos ordenados entre Stein(f) y el conjunto de las caras
de P(X/Y); por tanto:

1! (S(h:)S(W3), S(g:)) € pf (R, W, g) para todo i = 1,... k.

Pero, segin la observaciéon (4) de la nota 2.3.21, cada [D;]; pertenece a
u! (S(hs), S(W;), S(g:)). Luego concluimos que g € uf (h, W, g), verificindose
la igualdad (2.6) y quedando probada la conmutatividad del diagrama del
enunciado.

La biyectividad de la aplicacién d; se sigue de la conmutatividad del
diagrama y de la biyectividad de v/ y u/.

Sea G es una célula de P(X/Y) correspondiente a un cierto factor de Stein
(h, W, g) via u/. Sea D un divisor de Cartier de X asociado a este factor.
Segun la observacién (4) de la nota 2.3.21, [D]; es un punto del interior de
G, con lo cual, por la proposicién A.3.20, se tiene la igualdad:

GI*NNEX/Y)={[D];}* " NE(X/Y).
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Por otra parte, segtin la observacién (3), tenemos que {[D];}*NNE(X/Y) =
v/ (h,W, g), con lo cual:

GEANE(X/Y) = v/ (h, W, g) = 671(G),
quedando, asi, probado el teorema. [l

Corolario 2.3.23. Si f : X — Y es un morfismo proyectivo, entonces:

(a) Toda célula contrdctil de NE(X/Y) es una cara de NE(X/Y).

(b) Todas las células del cono P(X/Y) son caras.

Demostracion. (a) Sea F' una célula contréctil de NE(X/Y) y sea (h, W, g)
la anti-imagen de F' via v/. Del teorema 2.3.22 se deduce que F ha de coin-
cidir con 0, ' (/' (h, W, g)) = p/ (h,W,g)* N NE(X/Y'). Teniendo en cuenta
la proposicién A.3.20, F' es una cara de NE(X/Y).

(b) Sea G una célula de P(X/Y) y sea (h, W, g) un factor de Stein tal que
u’ (h, W, g) = G. Segtin el teorema 2.3.22, se tiene la igualdad:

G=vI(h,W,9)* N P(X)Y)=v](NE(h)* nP(X/Y).
Teniendo en cuenta la proposicién A.3.20, G es una cara de P(X/Y). O

Proposicién 2.3.24. Si F' es una célula de P(X/Y), existe una inica célula
F' de P(X/Y') tal que int(F) C int(F"). Ademds, la aplicacion F — F" entre
el conjunto de las células de P(X/Y) y el de las de P(X/Y) es inyectiva.

Demostracion. La primera parte del enunciado es consecuencia del corolario
A.3.14. Solo queda probar la inyectividad de la aplicaciéon F' +— F’. Para
ello, supongamos que int(F;) U int(Fy) C int(F"), siendo Fy y Fy dos célu-
las de P(X/Y) (correspondientes a sendos factores de Stein (hy, Wi, ¢1) y
(ho,Wa,g9)) y F' una célula de P(X/Y). Aplicando la proposicién A.3.20
tenemos:

{[Duls} N NE(X/Y) = {[Dp]s} " NE(X/Y) = F* N NE(X/Y).

Esto quiere decir que los morfismos hy y ho contraen las mismas curvas, con
lo cual los factores (hy, Wi, g1) v (ha, Wa, g2) deben ser isomorfos (corolario
2.1.16), y las células Fy y F; iguales. O

Una consecuencia directa de la proposicion 2.3.24 es el siguiente

Corolario 2.3.25. 5@ f : X — Y es un morfismo proyectivo y el cono
NE(X/Y) posee un nimero finito de células, entonces f tiene un nimero

finito de factores de Stein. En particular, el conjunto de los factores de Stein
de [ es finito si NE(X/Y') es un cono poliédrico.
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Proposicién 2.3.26. Sea f : X — Y un morfismo proyectivo. Si P(X/Y)
es un cono poliédrico entonces NE(X/Y) también es poliédrico.

Demostracién. Supongamos que P(X/Y) es un cono poliédrico. Si f no con-
trae a ninguna curva de X, el resultado es trivial, ya que NE(X/Y) = {0}.
Por tanto, podemos suponer que existe al menos una curva contraida por f.
Luego dim(NE(X/Y)) > 1y P(X/Y) # A'(X/Y). Bastard probar la igual-
dad NE(X/Y) = NE(X/Y) ya que, al ser al ser P(X/Y) un cono cerrado,
se tiene la igualdad P(X/Y) = P(X/Y)y NE(X/Y) es poliédrico, al ser el
dual de P(X/Y).

Como NE(X/Y) es un cono cerrado fuertemente convexo de dimensién
estrictamente positiva, estara generado por sus rayos extremales (proposicién
A.1.34). Sea R uno de estos rayos extremales. Segun el apartado (g) de la
proposicién A.3.2, como P(X/Y) es el cono dual de NE(X/Y), la aplicacién
F — F1 N P(X/Y) es una biyeccién entre los conjuntos de las caras de
NE(X/)Y) y de P(X/Y), siendo G := R* N P(X/Y) una cara de P(X/Y)
de codimensién 1y RU{0} = G*NNE(X/Y). Como P(X/Y) = P(X/Y),
en virtud del teorema 2.3.20, (G es la cara del cono caracteristico relativo a f
correspondiente a un cierto factor de Stein (h, W, g) de f. Ademads, puesto que
(G es una cara propia, existira alguna curva de X contraida por h, con lo cual
dim(G*NNE(X/Y)) > 1. Se tiene, por tanto, la igualdad GFNNE(X/Y) =
RU{0}. Luego el rayo extremal R estd contenido en el cono NE(X/Y'). Como
este razonamiento es valido para cualquier rayo extremal R de NE(X/Y) se
tiene la igualdad NE(X/Y) = NE(X/Y), obteniéndose el resultado. [

2.4. Ideales completos y conos caracteristicos
en el caso local

Zariski inicié la teorfa de ideales completos [74] como una traduccién
aritmética del concepto de sistema lineal completo en geometria proyectiva.
Probé que todo ideal completo de un anillo local regular R de dimensiéon
dos factoriza de forma tnica como producto de ideales completos simples,
entendiendo por ideal completo simple aquel que no puede factorizarse como
producto de dos o més ideales completos distintos. En este ambito, el pro-
ducto de ideales completos es, a su vez, completo, con lo cual el conjunto de
tales ideales adquiere estructura de semigrupo factorial (i.e. semigrupo con
factorizacién unica).

Ademsds, en un dominio local completo (R, M) de dimensién dos se cum-
ple que, si el semigrupo m(R) de los ideales completos M-primarios de R
es factorial, entonces R es un dominio de factorizacion tnica (véase [17]);
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Lipman demostré en [52] que el reciproco es cierto si el cuerpo R/M es alge-
braicamente cerrado. Géhner y Cutkosky ([26] y [17]) probaron que si R es
un dominio local completo de dimension dos, el grupo de clases de divisores
CI(R) es de torsién si y sélo si m(R) es un semigrupo semifactorial (véase la
definicién 2.4.3). Este tltimo concepto es una condicion mas débil que el de
semigrupo factorial, y fue introducido por Goéhner en [26]. Una consecuencia
de este tltimo resultado es la siguiente: si el cuerpo R/M es algebraicamente
cerrado y de caracteristica cero, entonces m(R) es semifactorial si y sélo si
el anillo local R tiene una singularidad racional.

Los resultados en dimension dos no se extienden directamente a dimen-
sién superior aunque, como ya se indicé en la proposicién 1.3.11, Lipman
demuestra la existencia, en un anillo local regular de cualquier dimension,
de una factorizacion unica de los ideales completos con soporte finito co-
mo *-producto de ideales x-simples asociados a puntos de configuraciones,
permitiendo exponentes negativos en los factores [52]. Las técnicas relativas
al estudio de los conos caracteristicos (que, esencialmente, son las usadas
por Lipman en [51] para manipular casos de dimensién dos) proporcionan
un marco adecuado para determinar las propiedades de factorizacién de los
ideales completos en dimension superior a dos, reduciendo el estudio de los
nuevos fenémenos que aparecen al aumentar la dimensién al estudio de los
diferentes tipos de conos caracteristicos asociados a los morfismos proyectivos
Z — Spec(R).

Consideremos una variedad algebraica proyectiva no singular X de di-
mensiéon mayor o igual que 2, un punto p € X y el esquema dado por
S = Spec(R), siendo R = Ox,. Sea C = {p1,...,p,} una configuracién
de S y sea Z = S(C) el cielo de C. Denotemos por m := 7m¢ : Z — S al
morfismo correspondiente a esta configuraciéon. El cono caracteristico relati-
vo a m, P(Z/S), esté generado por aquellos divisores D de Z tales que la
sucesion . Oz(D) — Oz(D) — 0 es exacta, o equivalentemente Oz(D)
estd generado por secciones globales (es decir, D € Eg, con la notacion de
la seccién 1.3). Por tanto, P(Z/S) no es més que la envoltura convexa de la
imagen de E% en A(Z/5).

De los resultados de la seccion 1.3 se sigue la existencia de un isomorfismo
de semigrupos entre Je (el semigrupo de los ideales completos de R con
soporte finito cuya configuracién de puntos base esté contenida en C) y Eg,
que asigna a cada ideal I de J¢ el divisor de Z dado por Dy, (es decir,
el divisor asociado al cluster de puntos base de I; éste el divisor de Z tal
que 10z = Oz(Dy,)). Para simplificar la notacién, denotaremos a partir
de ahora por D; al divisor Dy,. Por tanto, el cono caracteristico P(Z/S)
esté generado por los elementos de la forma [Dj],, con I € Je.
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Lema 2.4.1. Si [} a;E;]l. = D b;E], con a;,b; € Z, entonces a; = b,
para todo i =1,...,n.

Demostracion. Serd suficiente demostrar que si el divisor Z?Zl a; F; es m-
numéricamente equivalente a cero, entonces a; = 0 para todo i = 1,...,n.
Sea d = dim(X).

Si d = 2 se verifica la siguiente relacién:

0= (Z%’Ei) B = —aj+2ai para todo j =1,...,n.
i=1

La primera igualdad es consecuencia de que el divisor " | a;E; es numérica-
mente equivalente a cero y £ es una curva de Z contraida por 7; la segunda
igualdad se sigue del apartado (d) de la proposicién 1.2.16. Por tanto, el vec-
tor (ai,...,a,) es la solucién del sistema de ecuaciones lineales homogéneo
cuya matriz de coeficientes es —PL (que es una matriz regular); luego a; = 0
paratodoi=1,...,n.

Si d > 2, consideremos un haz muy amplio £ de Z y sean T1,...,T; o
los lugares geométricos de los ceros de d — 2 secciones globales generales in-
dependientes de L. Sea W = T3 ---Ty_o; W es no singular de dimensién 2
y C; == FE;- W, 1 <1 < n es una curva integra por el teorema de Bertini
(ademds, es contraida por 7). Como Y " a;F; es m-numéricamente equiva-
lente a cero, se tiene que (>, a;E;)-C; = 0 paratodo j = 1,...,n. Ademas,
es claroque ;- C; =0sit# jy E; - C; # 0. Luego

n

0= (Z a;B;) - C; = a;(Ej - Cy)

i=1
para todo j =1,...,ny, por tanto, a; = 0 para todo j. U

Lema 2.4.2. Los sistemas {[F1lx, ..., [Enlz} v {[ET]r, ..., [Fl]<} constitu-
yen dos bases del Z-mddulo libre N'(Z/8S).

Demostracion. Del apartado (b) de la proposicién 1.2.15 se deduce que el
sistema {E7, ..., E*} es una Z-base de Pic(Z) (puesto que Pic(S) = 0, al ser
S un esquema afin). El sistema {F1, ..., E,} es también una base de Pic(Z),
puesto que ambos sistemas estan relacionados mediante la matriz de proxi-
midad (véase la seccién 1.2), cuyo determinante es igual a 1. Por tanto, es
claro que los sistemas {[E1 |, ..., [Enlz} v {[E7]x, - -, [Ef]<} son generadores
de N'(Z/S). Del lema 2.4.1 se sigue que [E],, ..., [E,], son independientes,
con lo cual constituyen una base del Z-médulo libre N*(Z/S). Finalmente,
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{[E]xs -, [Ef]+} es también una base, al obtenerse a partir del anterior me-
diante la matriz de proximidad. [

Si dim(X) = 2, los ideales de J¢ pueden expresarse de forma tnica co-
mo producto de los ideales completos simples de Jz, que son los ideales
P, ..., B, descritos en la definicién 1.3.10. Por tanto, debido al isomor-
fismo entre Jr vy Eﬁc, todo elemento del semigrupo Euc se expresa de for-
ma tnica como combinacion positiva de los divisores Dp, , ..., Dp, . Puesto
que el vector de coordenadas de [Dp, ]» € A'(Z/X) respecto de la base
{[Ef]xs -, [Ef]x} es el i-ésimo vector columna de la matriz M¢ (que es una
matriz con determinante igual a 1), se tiene que {[Dp, |x,...,[Dp, |x} es
una Z-base del Z-médulo libre N'(Z/X). Pero es claro que dicha Z-base es
un sistema de generadores del cono P(Z/X). Concluimos, por tanto, que en
el caso bidimensional la factorizaciéon unica de ideales completos se traduce
en la siguiente propiedad del cono caracteristico: P(Z/X) es un cono regular.

En [26], Gohner introdujo el concepto de semifactorizacién en un semi-
grupo:

Definicién 2.4.3. Sea (G, +) un semigrupo conmutativo con ley de cance-
lacién. Un elemento g € G con g # 0 se denomina eztremal si g no posee
elemento inverso en G, y toda expresiéon ng = a+0b (conn € Ny a,b € G)
implica que sa = qg y tb = pg para enteros s, t, p, ¢ adecuados. Dos elementos
extremales =,y € G diremos que son equivalentes, y lo denotaremos = ~ v,
si existen dos nimeros naturales n, m tales que nx = my.

G se denomina semifactorial si, para cada g de G no nulo y sin inverso,
existe un entero n > 0 tal que ng se puede expresar como suma de elementos
extremales de G, siendo ésta tinica en el siguiente sentido: sing = a1+...+a,
(con a; extremal y a; % a; si i # j)y mg =by + ...+ b, (con b; extremal y
b; 7 b; sii # j), entonces r = sy a; ~ b; paratodo i =1,...,r (reordenando
los elementos, si es necesario).

Como veremos a continuacion, la semifactorialidad de J¢ permite expre-
sarse en términos del cono caracteristico P(Z/95).

Lema 2.4.4. Un ideal IeJces extremal en Je si y solo si [Di]. genera un
rayo extremal del cono P(Z/S).

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo y supongamos que [
es un elemento extremal de Je, pero [Dy]; no genera un rayo extremal del
cono P(Z/S). Como los generadores de P(Z/S) son aquellos elementos de la
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forma [Dpl,, con P € Je, [D;], podra expresarse como combinacién positiva
de estos generadores:

[Dix = ai[Dp]x, (2.7)
i=1
siendo o > 0 para todo i = 1,...,r, Ry [Dp]r # Ry[Dplrsii # jy
r > 2. Si (wj,...,wy) son las coordenadas de [D,,], (1 < ¢ < n) respecto
de la base {E}, ..., EX}, v (t1,...,t,) son las de [D/],, se tiene que el vector
(a1, ..., ap) es una solucién del sistema de ecuaciones dado por:

r
E wij:cj:ti, 221,,7’1,
Jj=1

Como los coeficientes y los términos independientes de este sistema de ecua-
ciones son numeros enteros, es claro que existe un nimero real 6 > 0 tal que
cualquier bola de R™ con centro en (ay,...,a,) y radio menor que ¢ contie-
ne una solucién del sistema con coordenadas racionales. Podemos suponer,
por tanto, que (aq,...,a,) € (Q4)". Multiplicando la ecuacién (2.7) por un
numero natural m adecuado, obtenemos:

m[D]]W = Z ni[DPi]m

donde m,nq,...,n, son numeros naturales positivos. Y esto implica que:
*
— .
me e
1<i<r

y al ser I extremal, todos los ideales P; han de ser equivalentes a I. Luego
Dp, es equivalente a Dy en Eg para todo ¢ = 1,...,r, y esto implica que los
rayos R, [Dp. ], son todos iguales, lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que [D;], genera un rayo extremal del cono
p(Z/S) y consideremos una factorizacion I" = J; * Js, siendo Ji, Jo € J¢.
Ello implica que n[D;|, = [D ] +[DJ,)=. Al generar D], un rayo extremal,
existen dos nimeros reales positivos «a; y s tales que [Dy |, = aq[Di]z ¥
[D,]x = as[Dj]. Como las coordenadas de [Dy]x, [Dy,|» v [Ds,]x respecto de
la base {[F7]x, ..., [Ef]+} son enteras, se tiene que ay, s € Q, y esto implica
que existen nimeros naturales positivos a, b, ¢ y d tales que [aD,|, = [bD;|.
y [eDylx = [dDg]r. Del lema 2.4.1 se siguen las igualdades aD; = bD;
y ¢Dj, = dD;. Por tanto, J¢ = I* y J§ = I4, concluyéndose que I es un
elemento extremal de J.. [
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Proposicién 2.4.5. El semigrupo Je es semifactorial si y sélo si P(Z/S)
es un cono simplicial.

Demostracion. Supongamos que J¢ es semifactorial. Sea Iy, ..., I, conjunto
cualquiera de elementos extremales de J¢, y veamos que el sistema de ele-
mentos de A'(Z/S) dado por {[Dr,]r,.-.,[D1]]} ha de ser necesariamente
linealmente independiente.

Para ello, procedamos por reduccion al absurdo y supongamos que es li-
nealmente dependiente. Sin pérdida de generalidad podemos suponer la exis-
tencia de nuimeros reales am, ..., a, tales que:

r

[DIJW = Z ai[D]i:Iﬂ"

=2

Mediante un razonamiento similar al utilizado en la demostracion del lema
2.4.4 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que «; € QQ para todo
7. Multiplicando la igualdad anterior por un numero natural m adecuado se

obtiene:
'

m[Dp, |- = Z 5i[Dr,]x,

=2

con s; € Z para todo i. Sea s un nimero natural tal que
s > maz{|sa|,...,|s:|},

donde |s;| indica el valor absoluto de los nimeros s;. Sumando la expresién
> o 8[Dr]x alos dos miembros de la dltima igualdad obtenemos:

r

m[Dp]x + Z s[D]x =) (si+ 8)[Di]x

1=2

y por el lema 2.4.1, los divisores mDy, + Y ;_,sDr, v > i ,(si +s)Dy, deben
coincidir. De aqui se sigue la igualdad

I+ H = H e

2<i<r 2<i<r

que entra en contradiccién con la semifactorialidad de Je. Por tanto, con-
cluimos que el sistema {[Dy,|x,...,[Dr ]|} es linealmente independiente en
AY(Z)8S).

Luego el conjunto de los elementos extremales de J¢ tiene cardinal menor
o igual que n = dim(A'(Z/9)), y sus correspondientes elementos en A*(Z/S)
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son linealmente independientes. Por otra parte, por el lema 2.4.4 sabemos que
los elementos extremales de J¢ se corresponden con los rayos extremales del
cono 15(Z /S), que es un cono n-dimensional (y, por tanto, el numero de sus
rayos extremales no puede ser inferior a n). En suma, P(Z/S) esté generado
por n elementos linealmente independientes, siendo un cono simplicial.

Reciprocamente, supongamos que ]5(Z /S) es un cono simplicial. Como
cualquier conjunto de generadores de un cono contiene un sistema de gene-
radores de sus rayos extremales, existiran n ideales Iy, ..., I,, de J¢ tales que
[D1]x, ..., [D1,]x generan los rayos extremales de P(Z/S). Por el lema 2.4.4
los ideales I; (0 <i < n) son los elementos extremales de J.

Veamos que todo ideal de J¢ es expresable como x-producto de los ideales
extremales. Sea I € J¢. [Dyl, se podréa expresar como combinacién positiva

de los rayos extremales de P(Z/S). Por tanto:

[Drlx = Zﬁi[Dli]m

Mediante un razonamiento totalmente analogo al utilizado en la demostracién
del lema 2.4.4, puede suponerse que (3; € Q. para todo i = 1,...,n. Luego
existen numeros naturales s, tq,...,t, tales que:

S[D[]W = Z ti[DIi]ﬂ'a

y esta igualdad da lugar a la factorizacién de una potencia de I como *-
producto de ideales extremales:

r= 11 1

1<i<n

La unicidad de la factorizacion (en el sentido de la definicién 2.4.3) se si-
gue del hecho de que el sistema [Dy, ], ..., [Dy, ]~ es una base de A'(Z/S). O

Como consecuencia de este resultado, el semigrupo m(R) serd semifacto-
rial si y s6lo si P(S(C)/S) es un cono simplicial para toda configuracién C
de S.

Supongamos ahora que dim(X) = 3. Fijemos un indice i € {1,...,n},
sea X; la variedad a la que pertenece p; y llamemos B; al divisor excepcional
de la explosién de X; en p;, que es canénicamente isomorfo a P2, Sea C* =
{pi,,- -, pi, } la configuracién formada por los puntos de C que son préximos a
p; (se supondran ordenados segiin la restriccién a C* del orden total admisible
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de C). Para cada j = 1,...,k se tiene que E; intersecta transversalmente con
Ei, y EsNE;; # 0 [9, Lem. 1.7]. Ademéds, por aplicacién reiterada de la
proposicién 1.1.13 se tiene que (i) := mj410...0 Tpyy |p: By — B; = P?
puede considerarse como la composicion de las sucesivas explosiones en los
puntos de C?, siendo Eii, == BN E;; (resp., B i =B ﬁEZ*]) el transformado
estricto (resp., total) en £; del divisor excepcional de la explosién en p;;.
Por tanto, C* puede verse como una configuracién de B; = P2, El producto
de interseccion —B; - B; es la clase de un hiperplano H; en Pic(B;). Sea
H} = m(i)*H;. Nétese que aplicando el apartado (b) de la proposicién 1.2.15
a la configuracién C? se tiene el isomorfismo Z & Z* — Pic(E;) dado por:

k
+ ) e mH; + > m
m ml, “e e 7mk m i m] 74713
=1

y también que el homomorfismo canénico Pic(Z/S) — Pic(E;) asigna, a cada
clase D ="' mE; € Pic(Z/S), la clase en Pic(E;) dada por

k

J=1

(véase [9, Prop. 1.9]). Curkosky, en [16], ha determinado, para ciertas con-
figuraciones tridimensionales, cuando el cono caracteristico asociado a sus
cielos es simiplicial. Para ello prob6 primero el siguiente

Lema 2.4.6. Supongamos que R es la localizacion en (x,y,z) del anillo
de polinomios k|x,y, z]. Sea C, = {po,p1,-..,Pn} la configuracion de S =
Spec(R) donde py es su punto cerrado y y pi1,...,Pn Son n puntos cerrados
en posicion general pertenecientes al divisor excepcional By de Bl (95).

Si Eqy es el transformado estricto de By en S(C,), se wverifica que el
homomorfismo candnico Pic(S(C,)/S) — Pic(Ep) induce un isomorfismo
P(S(C,)/S) — P(Ey).

Proposicion 2.4.7. En las condiciones del lema 2.4.6, el cono caracteristico
P(S(C,)/S) es simplicial (es decir, Je, es semifactorial) si y sélo sin < 2.

En general, el aspecto del cono caracteristico ]5(Z /S) puede ser muy
diverso, como demuestran los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.4.8. P(Z/S) puede ser poliédrico pero no simplicial [10, Exam-
ple 1]. Sea R la localizacién del anillo de polinomios k[z,y, 2| en (z,vy, 2).
Consideremos la cadena C = {pg,p1,...,ps} donde py es el punto cerrado
de S = Spec(R) y p1,...,ps son cinco puntos consecutivos en una cénica G
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contenida en el divisor excepcional By de la explosion de S con centro en py.
Esto quiere decir que p; € G'y p;+1 es un punto del primer entorno infinitesi-
mal de p; perteneciente al transformado estricto de G en la variedad obtenida
mediante la explosién con centro en p; (2 < i < 5). En [10] se prueba que
P(S(C)/S) es un cono poliédrico, pero no es simplicial, ya que posee 9 rayos
extremales.

Ejemplo 2.4.9. P(Z/S) puede ser un cono regular, pero no existir facto-
rizacion unica en Je (con exponentes positivos) [10, Example 2]. Sea C =
{po, p1,--.,po} una configuracién de S = Spec(R) (siendo R la localizacién
del k[z,y, z] en (x,y, 2)) tal que pg es el punto cerrado de Sy py,...,py son
puntos consecutivos (en el sentido precisado en el ejemplo anterior) sobre
una cubica racional C contenida en el divisor excepcional By = P? asociado
a la explosién de S con centro en pg, siendo p; un punto de inflexién de C.
En [10] se prueba que el cono caracteristico P(S(C)/S) es un cono regular y
por tanto, J¢ es un semigrupo semifactorial; sin embargo se demuestra que
Je no es factorial.

Ejemplo 2.4.10. En general, P(Z/S) no posee un nimero finito de rayos
extremales [16, Example 1]. Supongamos que R es la localizacién del anillo
de polinomios k[z,y, z] en (z,y,2). Sea f : Z — S el morfismo obtenido me-
diante la explosién my de S con centro en el punto cerrado de S = Spec(R)
y las explosiones posteriores de los nueve puntos de interseccién de dos ctibi-
cas generales sobre el divisor excepcional By = P? de la primera explosion.
En este caso la superficie Ey posee un ntumero infinito de curvas racionales
de auto-interseccion —1 (véase [60]); cada una de estas curvas C' puede ser
contraida por un morfismo g : Z; — FEj, que se extiende a un morfismo

ZL 7, —2~ F, , por el lema 2.4.6. Como (', Z1,m9 0 g) es un factor de
Stein (puesto que Z; es normal) minimal no trivial de f, por el teorema 2.3.20
se corresponde con una célula distinta de {0} minimal del cono P(Z/S) y,
por tanto, con un rayo extremal. Puesto que existen infinitas de estas curvas,
P(Z/S) posee infinitos rayos extremales.

Ejemplo 2.4.11. En general, P(Z/S) no es un cono cerrado [16, Example
3]. Un teorema de Nagata [61] prueba que, en las condiciones del lema 2.4.6
con n = 16, la interseccién de P(F,) con un cierto hiperplano de A'(F,) no
es cerrado. Por tanto, P(S(Ci)/S) no es un cono cerrado.

Ejemplo 2.4.12. Sea C = {po, p1, - - ., po} una configuracién de S = Spec(R)
(siendo R la localizacién del k[z,y,z] en (z,y,z)) tal que py es el punto
cerrado de S y p1,...,py son puntos consecutivos sobre una cubica racional
C contenida en el divisor excepcional By = P? asociado a la explosién con
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centro en pg, de manera que p; es un punto regular que no es de inflexion. En
[10, Example 3| se demuestra que el cono semiamplio relativo a 7z P(S(C)/S)
no es poliédrico y, ademas, P(S(C)/S) no es un cono cerrado, no siendo E
un semigrupo finitamente generado.

Segun el teorema 2.3.20, existe una biyeccién entre las células del co-
no caracteristico P(Z/S) y las factorizaciones Z — W — S del morfismo
7w : Z — S donde la variedad intermedia W es normal (recuérdese la nota
2.1.8). Existe una pregunta natural en este contexto cuya solucién constituye
un problema abierto, y que consideramos en esta memoria. Consiste en deter-
minar bajo qué condiciones existe un nimero finito de variedades
intermedias normales para el morfismo 7. Tal y como describiremos
a continuacion, los resultados obtenidos en esta memoria permiten dar una
respuesta parcial a esta pregunta.

Es claro que este homomorfismo canénico Pic(Z/S) — Pic(E;) es supra-
yectivo, induciendo, por tanto, un monomorfismo de espacios vectoriales

A (E;) — A(Z)S).

Ademas, la imagen del cono de curvas N E(E;) esta contenida en NE(Z/S5),
y es claro que NE(Z/S) es la suma convexa de las imagenes de los conos
NE(E;) (1 <i<mn)en Ai(Z/S). De aqui se deduce que el cono NE(Z/S)
es poliédrico si y sblo si lo es NE(E;) para todo i = 1,...,n. Este hecho,
combinado con el corolario 2.3.25, permite deducir el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.13. Si el cono NE(E;) es poliédrico para todoi = 1,... n,
entonces el niumero de factores de Stein del morfismo w: Z — S es finito.

En el capitulo 3, deduciremos condiciones bajo las cuales el cono de curvas
asociado a una superficie racional no singular es poliédrico. Estas condiciones
pueden aplicarse a las superficies F;, obteniéndose asi una clase de morfismos
m: Z — S que poseen un numero finito de variedades intermedias normales.

2.5. El cono de curvas asociado a una super-
ficie regular

A lo largo de esta seccidén, X sera una superficie (es decir, una variedad de
dimensién 2) proyectiva regular, y nuestro objetivo sera dar una idea de los
aspectos generales de la estructura de su cono de curvas asociado NE(X).
Describiremos algunas propiedades de sus rayos extremales y enunciaremos
el teorema de contraccion. Este, junto con el teorema del cono, nos serviran
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para caracterizar, en el caso p(X) > 3, las clases de (-1)-curvas como las
generadoras de los rayos extremales del cono de curvas contenidos en la regién
[Kx]<0-

Finalmente, demostraremos un primer criterio de poliedricidad del cono
de curvas, haciendo uso del concepto de rayo limite definido en el apéndice.

En la situacion que nos ocupa, el conjunto de los divisores de Cartier de X
y el de los 1-ciclos de X (divisores de Weil, en este caso) pueden identificarse,
obteniéndose las igualdades Ni(X) = N'(X) y A;(X) = AY(X). As{ pues,
los conos NE(X) y P(X) pueden considerarse inmersos en el mismo espacio
A (X).

Segin se ha visto en la seccién 2.2, el cono NE(X) tiene dimension igual
a p(X) y su clausura NE(X) es un cono fuertemente convexo. Si H es un
divisor amplio de X, segin el criterio de amplitud de Kleiman, se tiene la
inclusién NE \ {0} C [H]so ¥, teniendo en cuenta el lema A.1.33, la inter-
seccién del cono NE(X) con el hiperplano [H]—; es un conjunto convexo
compacto.

| Seccion con el hiperplano [H]-,

Proposicién 2.5.1. Se satisface la inclusion: P(X)° C NE(X).

Demostracion. Como se vio el la seccion 2.2, el cono P(X)°U{0} estd generado
por las imdgenes en A;(X) de los divisores amplios de X, y la inclusién se
sigue del hecho de que todo divisor amplio tiene un multiplo efectivo. [

Lema 2.5.2. (Teorema del indice de Hodge, [37, Chap. V, Th. 1.9]) Sea H
un divisor amplio de X y supongamos que D es un divisor tal que D Z 0 y
H-D =0. Entonces D?* < 0.

Lema 2.5.3. Si D es un divisor de X tal que D* > 0, entonces [nD| # 0 o
|—nD| # 0 para n > 0.

Demostracion. Aplicando el teorema de Riemann-Roch:

2
hO(nD) + h(Kx — nD) > %D? — 2(Kx - D) + x(Ox).

N3
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Por tanto, o bien h°(nD) o bien h°(Kyx — nD) tiende a infinito cuando n
tiende a infinito.

Utilizando el mismo argumento con D en lugar de — D), se concluye tam-
bién que, o bien h’(—nD) o bien h’(Kx + nD) tiende a infinito cuando n
tiende a infinito.

Pero los términos h°(Kx — nD) y h°(Kx + nD) no pueden diverger si-
multdneamente. En efecto, si h°(Kx —nD) # 0 mediante multiplicacién por
una seccién no nula s € H°(Ky — nD) se obtiene una aplicacién inyectiva
H°(Kx +nD) — H°(2Kx), con lo cual h’°(Kx + nD) no puede tender a
infinito.

Por tanto, podemos concluir que alguno de los términos h°(nD) y h°(—nD)
diverge, quedando demostrado el resultado. [

Proposicién 2.5.4. Sea H un divisor amplio de X. El conjunto Q := {z €
A (X) | 2% > 0} tiene dos componentes conezas

QT :={z€Q|[H] - 2>0} yQ ={zeQ|[H] 7 <0}
separadas por hiperplano [H|—y, verificindose la siguiente inclusion:
Q" C NE(X).

Demostracion. La forma bilineal simétrica A;(X) x A;(X) — R inducida por
la interseccion de divisores puede diagonalizarse, de manera que existe una
base ordenada de A;(X) respecto a la cual la matriz asociada es diagonal, con
+1,—1 0 0 en la diagonal. Ademas, como primer elemento de la base puede
tomarse |£2|_1/2 T para cualquier elemento fijado z de A;(X) con ? # 0, en
particular puede tomarse (H?2)~'/2[H] (véase, por ejemplo, [41, Sect. 10.2]).
Asi pues, las coordenadas de [H] respecto a esta base seran ((H?)'/2,0,...,0).
Como consecuencia del lema 2.5.2, el primer elemento de la diagonal de la
matriz debe ser 1 y el resto —1 (puesto que la forma bilineal es de rango
p(X)).

Si para cada elemento Z de A;(X) denotamos por (z1,...,Z,x)) & sus
coordenadas en la nueva base, tendremos lo siguiente:

p(X)
Q=37 M(X)|-Y >0y,
i=2

satisfaciéndose, por tanto, las siguientes igualdades:
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Como, respecto a las nuevas coordenadas, el hiperplano [H]—q viene defi-
nido por la ecuacién x; = 0, es claro que Q* y )~ estan separados por dicho
hiperplano.

Vamos a probar ahora la inclusién QT C NE(X). Primero consideremos
el conjunto Q) := QT N(N1(X)®Q) y veamos que estd contenido en NE(X).
Consideremos un punto z perteneciente a Qa Existird un nimero entero
positivo m tal que mZ es un elemento reticular de A;(X), siendo por tanto
la imagen de un cierto divisor D de X. Como % > 0 al pertenecer 7 a @,
podemos aplicar el lema 2.5.3 y obtenemos que, o bien nD es efectivo, o bien
lo es —n D para n suficientemente grande. Como [H|-[-nD] = —(nm)[H]-Z <
0, el divisor —nD no puede ser nunca efectivo (por el criterio de amplitud
de Kleiman). Luego nD es efectivo para un n suficientemente grande siendo,
por tanto, (nm)z = [nD] la imagen en A;(X) de una curva de X. Luego
T € NE(X)y se tiene la inclusion Q) € NE(X). Considerando las clausuras
topoldgicas y teniendo en cuenta la densidad de N1 (X)®Q en A;(Z) se tiene:
Qt C NE(X), y tomando interiores: Q* C NE(X)° C NE(X) (aplicando
la proposiciéon A.3.8). O

Corolario 2.5.5. Si p(X) >1yz € NE(X) genera un rayo extremal de
NE(X) o de NE(X), entonces 2 < 0.

Demostracion. Si fijamos un divisor amplio H de X, empleando la misma
notacion que en la proposicion 2.5.4 tenemos:

Q" C NE(X).

Procediendo por reduccion al absurdo, supongamos la existencia de un rayo
extremal de NE(X) (resp., NE(X)) generado por un elemento Z € A;(X)
tal que 72 > 0. En este caso, T pertenece a QF, que es un abierto, y por
tanto al interior del cono NE(X) (resp., NE(X)). Esto es una contradiccién
puesto que dim(NE(X)) = dim(NE(X)) = p(X) > 1, por tanto, cualquier
rayo extremal del cono NE(X) (resp., NE(X)) ha de estar contenido nece-
sariamente en su frontera. [J

La siguiente proposicion se deduce de manera inmediata del hecho de que

si C'y D son dos divisores efectivos de X sin componentes comunes, entonces
C-D>0.
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Proposicion 2.5.6. Sea D un divisor efectivo de X. Entonces, las curvas
integras C' de X cuyas imagenes en Ay(X) pertenecen a la region [D].o son
componentes de la parte fija de |D|. Eziste, por tanto, un nimero finito de
ellas.

Corolario 2.5.7. Sea C una curva integra de X tal que C* < 0. Entonces, C
es la unica curva integra de X cuya imagen en Ay(X) genera el rayo R, [C].

Demostracion. Sea una curva integra D distinta de C' tal que R [D] = R [C].
Entonces, existe o € Ry tal que [D] = a[C]. Luego D - C = a(C - C) < 0
y esto implica, por la proposicion 2.5.6, que D es una componente de la
parte fija del sistema lineal dado por |C|. Al ser D irreducible, es claro que
D=C. O

Corolario 2.5.8. 5i C es una curva integra de X tal que C? <0, entonces
R, [C] es un rayo extremal de NE(X) y de NE(X).

Demostracion. Si R [C] fuera un rayo extremal de N E(X), teniendo en cuen-
ta el corolario A.3.18, R,[C] U {0} serfa una célula de de NE(X), luego
también lo serfa de NE(X) (segun el corolario A.3.17), siendo asi R, [C]
también un rayo extremal del cono N E(X). Por consiguiente, serd suficiente
demostrar que R [C] es un rayo extremal de NE(X).

Obsérvese primero que el cono NE(X) estd generado por [C] y por
NE(X)ic50, ya que la imagen en 4;(X) de cualquier curva integra de X
distinta de C pertenece a NE(X )[c]>0-

Sean Z, ¢ son dos elementos no nulos de NE(X) tales que Z +4 € R.[C].
Como NE(X) = con([CJUNE(X)(c]>0), existirdn dos nimeros reales a, § >
0 y dos elementos 7', € NE(X )10 tales que:

z=a[C]+ 7T

y=0[Cl+7.

Luego:
I+7=(a+B3)C]+ (@ +7) e Ry[C].

Por tanto, #’ + ' = 7[C] para un cierto nimero real 7. Pero v ha de ser
no negativo ya que, en caso contrario, NE(X) contendria toda la recta de-
terminada por [C], lo cual contradice el hecho de que NE(X) es un cono
fuertemente convexo (véase la proposicién A.1.29).

Si v fuese estrictamente positivo, tendrfamos '+y € Ry [CINNE(X)(c>0,
lo cual es una contradiccién puesto que R [C] N NE(X)cs0 = 0, al ser
C? < 0.
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Por tanto, concluimos que v = 0y, por tanto, z’ = —g’. Esto implica que
7' = i = 0 pues en caso contrario el cono NE(X) contendrfa a una recta,
contradiciendo su convexidad fuerte. Luego z,y € R, [C], concluyéndose la
prueba. []

Proposicién 2.5.9. Si C es una curva integra de X tal que C* < 0, entonces
|C] pertenece a la frontera de NE(X).

Demostracidn. Si C? < 0, el resultado es trivial, puesto que R, [C] es un rayo
extremal (corolario 2.5.8) y por tanto R, [C] U {0} es una célula de NE(X)
(corolario A.3.18). Podemos suponer, pues, C? = 0. Podemos también supo-
ner que C' no es numéricamente equivalente a cero, ya que en caso contrario
el resultado es trivial. Consideremos la funcion lineal

¢A1(X) — R

definida por z +— [C] - Z. ¢ es no negativa en NE(X), puesto que cualquier
curva integra de X distinta de C tiene intersecciéon no negativa con C'. Pro-
cediendo por reduccién al absurdo, supongamos que [C] no pertenece a la
frontera de NFE(X); existird, entonces, un entorno abierto V' de Z tal que
V C NE(X). Como ¢(y) > 0 para todo g € V' 'y ¢([C]) = 0, la funcién lineal
¢ posee un minimo relativo en [C], con lo cual ¢ ha de ser la funcién nula.
Por tanto, C' = 0, lo cual es una contradiccion. [

Proposicién 2.5.10. Si T genera un rayo extremal de NE(X) y 2% < 0,
entonces Ry T estd generado por la imagen en Ai1(X) de una curva integra

de X.

Demostracion. Consideremos una sucesion de divisores efectivos {D,, }22 | ta-
les que la sucesion de rayos {R[D,]}2%, converja a R, Zz. Al pertenecer z al
abierto {y € A;(X) | y-Z < 0}, existe un entero positivo ng tal que D,,-Z < 0
para todo n > ny. Existird, por tanto, una curva integra C' tal que z-[C] < 0.
Podemos escribir

[Dn] = an[C] + [D}]

para todo n > ng, de manera que «,, > 0y D! es un divisor efectivo tal que
D! - C > 0. Dividiendo la expresién anterior entre la norma del vector [D,,],
IIID,]|l, obtenemos:

1
[Dn] = Ba[C] + 1,
I[D]l
siendo 3, = gty v T, = m[D;] Si H es un divisor amplio de X tenemos:

([H] - [Dn]) = Bu([H] - [C]) + [H] - ;..
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Teniendo en cuenta que todos los términos de esta igualdad son positivos
y que el primer miembro converge a HT}H([H] - T), es claro que la sucesién
{Bn}n>n, estéd acotada superiormente y, por tanto, tendrd una subsucesion
convergente. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {5, }n>n, €s
convergente (pues en caso de no serlo, considerariamos sélo los términos de
esta subsucesién); sea 3 su limite. La sucesién {z], = m[D”] — Bn[Cl}nzne

converge, por tanto, a T’ := |%H:Tc — B[C]. De las desigualdades

0< (0] = —z-[C] - BICP < —BIC)?

1]l
se deduce que f3 es estrictamente positivo y C? es negativo. Como R,Z es un
rayo extremal y H%Ilf = [[C]+ @', se tiene que Z ha de ser necesariamente un

multiplo de [C]. O

Nota 2.5.11. Como consecuencia del corolario 2.5.8 y de la proposicién
2.5.10 se concluye que los rayos extremales de NE(X)y NE(X) contenidos
en la regién {z € A;(X) | ¥ < 0} coinciden y son aquellos generados
por las imdgenes en A;(X) de las curvas integras de X de autointerseccion
estrictamente negativa.

Proposicién 2.5.12. Si existe una curva integra C' de X tal que R [C] es
un rayo extremal de NE(X), C? = 0 y Kx - C < 0, entonces X es una
superficie reglada sobre una curva lisa, siendo C una de las fibras.

Demostracion. Aplicando la férmula de la adjuncién se tiene:
1, 1
1—1—5(0 +KX-C):1+§K)(-CZO.

De esto se deduce que Kx - C' = =2y p,(C) = 0, con lo cual C' es una curva
racional lisa.

Sea H un divisor amplio y m cualquier nimero natural estrictamente
mayor que el nimero ¢ := méx{% 1}. Es claro que el divisor Kx —mC
tiene interseccion negativa con H y, asi, no puede ser numéricamente equi-
valente un divisor efectivo. Por tanto, H(Kx —mC) = 0 y, por la dualidad
de Serre, H?(m(C') = 0. Teniendo esto en cuenta y aplicando el teorema de

Riemann-Roch, obtenemos:

BO(mC) > %(02 Ky O)x(X)=my(X) 22 (28)

Si el sistema lineal |mC'| tuviera parte fija para todo nimero natural m > ¢,
es claro que ésta deberia de ser un miultiplo de C; pero, en este caso, se
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tendria que h°((m — 1)C) = h%°(mC) para todo m > ¢, con lo cual las
dimensiones h°(mC) serfan todas iguales, en contradiccién con la desigualdad
2.8. Por tanto, existe m > ¢ para el cual el sistema lineal |mC| no tiene
parte fija; ademas, si Dy, Dy son dos curvas pertenecientes a este sistema
lineal, entonces D; - Dy = C? = 0, con lo cual D; y D, no intersectan.
Esto quiere decir que el sistema lineal V' generado por D; y Dy (incluido en
|mC'|) no tiene puntos base. Por tanto, determinard un morfismo f : X — P!

cuyas fibras son las curvas de V. Sea X —= 17 —> Spec(k) el factor de
Stein correspondiente a la factorizacién del morfismo estructural de X dada

por X *f>]P>1 ——> Spec(k) ; es claro que W es una curva no singular. Sea
(p,T,q) un representante de la clase de isomorfia de factores de Stein del
morfismo estructural X — Spec(k) tal que las curvas contraidas por p son
exactamente aquellas cuyas imagenes en A;(X) pertenecen al rayo R [C].
Cualquier curva con imagen en el rayo R, [C] es contraida por h, ya que su
interseccion con el divisor mC' es nula. Por tanto, se tiene una relacién de
dominacién (h, W, g) > (p,T,q). Sea e : W — T el morfismo de dominacién.
Al ser e suprayectivo, es claro que dim(7") = 1 y, por tanto, T es una curva.
Luego e es un morfismo finito [37, Chap. II, Prop. 6.8] y, en consecuencia,
los factores (h, W, g) y (p, T, q) han de ser isomorfos. Concluimos, por tanto,
que h contrae aquellas curvas cuyas imagenes en A; (X ) pertenecen a R, [C].

Veamos que las fibras de h son irreducibles. Si existe una fibra de h
reducible, podra expresarse de la forma D, + D5, siendo Dy y Dy dos curvas
de X sin componentes {ntegras comunes. Entonces [D1] + [Ds] € R, [C], al
ser Dy 4+ Dy una curva contraida por h. Como R, [C] es un rayo extremal de
NE(X), se tiene que los elementos [D;] y [Ds] son ambos multiplos reales de
[C]. Luego Dy - Dy = 0y, por tanto, D; + D5 no es una curva conexa. Esto
es absurdo, puesto que h posee fibras conexas.

Al ser las fibras de h irreducibles, es claro que C' es una de ellas. Ademas,
todas las fibras estan parametrizadas por la curva W siendo, por tanto, al-
gebraicamente equivalentes. Luego serdan numéricamente equivalentes a C' vy,
por consiguiente, curvas racionales lisas.

Todo esto demuestra que X es una superficie reglada sobre la curva W. [J

Proposicién 2.5.13. Si p(X) >3 y NE(X) es poliédrico, entonces 7> < 0
para cualquier generador T de un rayo extremal de NE(X).

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos que exis-

te un rayo extremal de NE(X) generado por un elemento j € A;(X) tal

que 42> = 0. Sea H un divisor amplio de X. Como consecuencia del lema

A.1.33, T := NE(X) N [H]=; es un conjunto poliédrico compacto de dimen-
1

sién p(X) — 1, siendo z := ¥ € T un punto extremo de T.
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Utilizando la misma notacién de la demostracién de la proposicién 2.5.4,
T contiene al conjunto L := QT N [H]—; y Z pertenece a la frontera de
L. Si consideramos el cambio de coordenadas presente en la mencionada
demostracion, L es el conjunto definido por las ecuaciones

I, = (H2)1/2

n
>t
=2

que son las de una bola euclidea de dimensién p(X) — 1 > 2 contenida
en [H]-;. Por tanto, existird un tnico © € NE(X)"Y = P(X) tal que z €
{u}+NT. Pero esto es contradictorio ya que, al ser T poliédrico y z un punto

extremo de T', Z es la interseccion de los hiperplanos frontera que lo contienen
(véase la definicion A.1.12 y [72, Th. 2.4.7]). O

Proposicién 2.5.14. Supongamos que p(X) > 3. Entonces NE(X) es po-
liédrico si y sélo si NE(X) es poliédrico.

Demostracion. Si N E(X) es poliédrico, entonces coincide con su clausura, al
ser cerrado. Reciprocamente, si NE(X) es poliédrico entonces, por la pro-
posicién A.1.34, NE(X) = con({Zi,...,Z,}), siendo Zy,...,Z, un sistema
de generadores de sus rayos extremales. Para todo ¢ = 1,..., s se tiene que,
segiin la proposicién 2.5.13, 77 < 0, y segin la proposicién 2.5.10, el rayo
R, Z; estd generado por la imagen en A;(X) de una curva integra de X; lue-
go T; € NE(X). Por tanto, se tiene la igualdad NE(X) = NE(X), siendo

NE(X) poliédrico. O

Ejemplo 2.5.15. Si X es una superficie tal que p(X) = 1, el cono de curvas
tiene dos células: el propio cono NE(X) y {0}. Ambas son contractiles (de-
finicién 2.3.10), correspondiendo la primera de ellas al morfismo estructural
X — Spec(k) y al morfismo identidad la segunda.

En general el cono de curvas, incluso bajo una estructura similar, puede,
0 no, ser poliédrico; incluso puede, o no, ser cerrado, como prueba el siguiente

Ejemplo 2.5.16. Sea 7 : X — C una superficie reglada sobre una curva lisa
C' de género g. Es posible considerar X = P(£), donde £ es un haz localmente
libre en C tal que H°(C, &) # 0 pero para todos los haces invertibles £ en
C con deg L < 0 se tiene H°(C,E ® L) = 0. En esta situacién, el entero
e = —deg € es un invariante de X que es mayor o igual que —g y existe una
seccién Cy del fibrado 7 tal que Ox(Cp) = Ox(1) y e = —C2. El Z-médulo
N1(X) tiene rango 2 y estd generado por [F| y [Cy], donde F es una fibra de
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7. Ademds se cumplen las relaciones: F? =0y F - Cy = 1 (véase [37, Chap.
V, Sect. 2| para mas detalles). R [F] U {0} es una cara del cono de curvas
NE(X), ya que es el subcono generado por las imdgenes en NE(X) de las
curvas contraidas por el morfismo 7. Por tanto, [F] genera un rayo extremal
contrictil de NE(X).

Supongamos que e > 0. Segtin [37, Chap. V, Prop. 2.20], la clase de
equivalencia numérica de cualquier curva integra Y de X distinta de Cy y de
F es de la forma a[Cy| + b[F], siendo @ > 0 y b > ae. Por tanto, se tiene la
igualdad:

NE(X) = con([Co], [F])

y NE(X) es un cono poliédrico con dos rayos extremales generados por [C|
y [F] respectivamente.

Sie <0 yk=C, laclase de equivalencia numérica de cualquier curva
integra Y de X distinta de Cy y de F' es de la forma a[Cy] + b[F], siendo
a=1,b>00a>20b> sae [37, Chap. V, Prop. 2.21]. Por tanto:

] = g[goo +eF]+ (b %)[F} € con([2Cy + eF), [F)).

Ademés, cualquier divisor D con clase en el interior topolégico de con([2C, +
eF],[F]) es de la forma a[Co] + b[F] con a > 0 y b > Zae, luego es un
divisor amplio (también por [37, Chap. V, Prop. 2.21}); por tanto [D] €
NE(X) por la proposicién 2.5.1. Concluimos, pues, que los conos NE(X) y
con(2[Co+eF], [F]) tienen el mismo interior topoldgico y, como consecuencia,

se verifica la igualdad:
NE(X) = con([2Cy + eF], [F]).

Si g = 1 el inico valor posible para e es —1. En este caso existe una curva
de X numéricamente equivalente a 2Cy + eF' [69] y se verifica, por tanto, la
igualdad:

NE(X) = con([2Cy + eF], [F])

y el cono NE(X) es cerrado.

Para k = C, existen casos de superficies regladas sobre C' con e < 0y
g > 2 tales que [2Cy + eF| ¢ NE(X) (véase [69]). En estos casos, el cono de
curvas no es cerrado:

NE(X) = con([2C, + eF), [F]) \ R4 [2C + eF].

Cocluimos esta serie de ejemplos sobre el cono de curvas dando un caso
donde NE(X) no es cerrado y ademds posee un numero infinito de rayos
extremales.
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Ejemplo 2.5.17. Si X es una superficie abeliana el cono de curvas de X coin-
cide con el cono semiamplio, puesto que las clases de equivalencia numérica de
los divisores numéricamente efectivos coinciden con las de los divisores efecti-
vos [5, Lem. 1.1]. Por tanto, todas las curvas de X tienen auto-interseccién no
negativa, con lo cual NE(X) estard contenido en Q+ = {z € A;(X) | 2% >
0}, con la notacién de la proposicién 2.5.4. Pero, segiin esta proposicion,
Q1 C NE(X). Por tanto, se verifica la igualdad

NE(X) = Q.

Recordando también la demostracién de la proposicion 2.5.4, tras un cam-
bio de base en A;(X) el cono NE(X) tiene la apariencia de un “semi-cono
de luz”. Tiene infinitos rayos extremales, ya que cada punto de su frontera
genera un rayo extremal. Ademads, el cono N E(X) no es cerrado ya que exis-
ten rayos extremales de su clausura que no poseen puntos reticulares y, por
tanto, no pueden ser generados por la clase de una curva de X.

El siguiente teorema, llamado de contraccion, que podemos encontrar en
[46, Th. 1.28], muestra como todos los rayos extremales del cono NE(X)
contenidos en la regién [Kx|-o son contrictiles, determinando los posibles
tipos de contracciones.

Teorema 2.5.18. Todo rayo extremal R de NE(X) contenido en la region
[Kx]<o es contrdctil. Ademds, si h: X — W es la contraccion de R (inica
salvo composicion con un isomorfismo), sélo puede ser de uno de los siguien-
tes tipos:

(1) W es una superficie lisa y h es la explosion de W en un punto cerrado;
en este caso, p(W) = p(X) — 1.

(2) W es una curva lisa y X es una superficie reglada minimal sobre W ;
en este caso p(X) = 2.

(3) W = Spec(k) y X = P2

Nota 2.5.19. Existe una version relativa del teorema de contraccién (véase,
por ejemplo, [46, Th. 3.25 (3)]) aplicable a variedades de dimension arbitraria
y en el que se permiten, ademads, cierto tipo de singularidades.

Los rayos extremales de N F (X)) contenidos en la regién [K x| son, segin
el teorema del cono, las clases de ciertas curvas racionales de X. Ademas,
son curvas contraidas por algin morfismo (segun el teorema de contraccion).
Nuestro objetivo es, ahora, determinar cuales son estas curvas racionales.
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Definicién 2.5.20. Una curva C' de X es una (-1)-curva si es no singular,
racional y C% = —1.

Las (-1)-curvas también suelen denominarse curvas ezcepcionales de pri-
mera especie.

Proposicién 2.5.21. Si C' es una curva de X, son equivalentes:
(a) C es una (-1)-curva.
(b) C es integra, C* = -1 y Kx - C = —1.
(c) C es integra, C* <0 y Kx - C < 0.

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) es clara consecuencia de la
férmula de adjuncién, y el hecho de que (b) implica (c¢) es evidente. Por
tanto, s6lo queda demostrar (b) se deduce de (c¢). Supongamos, pues, que
C' cumple las condiciones de (¢). Como C' es integra, su género aritmético
serd no negativo. Por otra parte, segin la férmula de adjuncién, p,(C) =
14+3(C?+ Kx-C) <1, yaque C?* <0y Ky -C < 0. Por tanto, p,(C) = 0.
Como, ademds, C' es una curva integra, es racional y no singular. La férmu-
la de adjuncién equivale ahora a C? + Kx - C = —2, siendo C? = —1y
Kx - C = —1 la tnica posibilidad. [

El siguiente teorema es el llamado criterio de contractibilidad de Castel-
nuovo y puede encontrarse en [37, Chap. V, Th. 5.7]. Nos muestra cémo cual-
quier (—1)-curva es la curva excepcional correspondiente a una explosién de
una superficie regular en un punto. Por otra parte, al tener auto-interseccién
estrictamente negativa, la imagen de cualquier (—1)-curva en A;(X) genera
un rayo extremal del cono de curvas NE(X), que es contrictil.

Teorema 2.5.22. Si E es una (—1)-curva de X, entonces existe un morfismo
f X =Y auna superficie reqgular Y, un punto p € Y y un isomorfismo
g: X — BL(Y) tales que g(E) es la curva excepcional y f = mo g, siendo
7:BL(Y) — Y la explosion de'Y con centro en p.

Veremos a continuacion que, si el nimero de Picard de X no es inferior a
3, los rayos extremales de NE(X) que estan contenidos en la region [K x|«
son exactamente los generados por clases de (—1)-curvas.

Proposicién 2.5.23. Supongamos que p(X) > 3 y sea R es un rayo extremal
de NE(X). Entonces, R estd contenido en la region [K x]<o si y sdlo si existe
una (—1)-curva C de X tal que R = R, [C].
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Demostracion. Es claro que la imagen en A;(X) de toda (—1)-curva genera
un rayo extremal de N E(X) contenido en la region [K x]<o. Reciprocamente,
si R es un rayo extremal de N E(X) contenido en [Kx]<o, por el teorema del
cono estard generado por la imagen en A;(X) de una cierta curva integra ra-
cional C de X. La férmula de adjuncién implica que el valor (C?+Kx-C)+1
es un entero no negativo. Como ademés Ky - C' < 0, las unicas posibilidades
para el valor C? son —1 y 0. Pero, si C? = 0, segtin la proposicién 2.5.12, X
serfa una superficie reglada, con lo cual p(X) = 2, contradiciendo las hipdte-
sis. Por tanto, C' es una curva integra y tal que C? = -1y Kx - C < 0.
Aplicando la proposicién 2.5.21 deducimos que C' es una (—1)-curva. O

A partir de ahora, denotaremos por 7 (X) al subconjunto del espacio to-
poldgico R(A1(X)) (con la topologia definida en la seccién A.2 del apéndice)
formado por los rayos extremales del cono NE(X). A los puntos de acumula-
cién de 7 (X) como subconjunto de R(A;(X)) se les llamara rayos limite de
7 (X). El siguiente resultado constituye un criterio para la poliedricidad del
cono de curvas NE(X), haciéndola depender de la existencia de rayos limite

de T(X).

Teorema 2.5.24. El cono NE(X) es poliédrico si y solo si T(X) no tiene
rayos limite.

Demostracion. Es claro si NE(X) es poliédrico, 7 (X) es finito y, por tanto,
no posee rayos limite. Supongamos, por tanto, que el conjunto 7 (X) no
tiene rayos limite y veamos que esta condicién implica que el cono NE(X)
es poliédrico. Consideremos un divisor amplio H de X. Como [H]|-Z > 0 para
todo elemento z de NE(X)\ {0} (segtn el criterio de amplitud de Kleiman),
podemos considerar la restriccién a NE(X) \ {0} de la funcién ¢z definida
en la seccion A.2 del apéndice:

oy - NE(X)\ {0} — [H]—,

que asigna a cada elemento de su dominio el punto de interseccion del ra-
yo de A;(X) que genera con el hiperplano [H]-;. Aplicando el lema A.1.33,
NE(X)N[H]=; es un conjunto compacto, al ser NE(X) un cono fuertemen-
te convexo. Esto implica que el subconjunto de [H|-; dado por la imagen
por ¢y de la unién de los rayos de 7(X) estd acotado. Ademas, por la
proposicién A.2.1, no posee puntos de acumulacion y, por tanto, debe ser
finito. Como ¢y induce una funcion inyectiva entre los rayos contenidos en
NE(X) ylos puntos de NE(X)N[H]-1, se concluye que 7 (X) debe ser finito
y NE(X) poliédrico. O
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Si el nimero de Picard de X es mayor o igual que 3, segin la proposicién
2.5.14 la poliedricidad de NE(X) equivale a la de su clausura. Por tanto, se
deduce el siguiente

Corolario 2.5.25. Supongamos que p(X) > 3. El cono NE(X) es poliédrico
si y sdlo si T(X) no tiene rayos limite.

Como consecuencia de este resultado, la existencia de rayos limite de
7T (X) permite decidir, en el caso en que el nimero de Picard de X sea
superior a dos, si el cono de curvas es poliédrico o no lo es. Probaremos
a continuacién unas condiciones que deben de satisfacer los generadores de
estos rayos limite, delimitando, por tanto, su localizacion.

Proposicién 2.5.26. Si R = R,7 es un rayo limite de T(X), entonces
™ =0y|[Kx|-T>0.

Demostracion. Segun el corolario 2.2.12; el conjunto
{SeT(X)|SC [Kxlwo}

es discreto, con lo cual se debe cumplir la desigualdad [Kx| -7 > 0.

Al ser R un rayo limite de 7 (X)), existird una sucesion { Ry = Ry7 172,
de rayos extremales distintos de NE(X) que converge a R. Segtn el corolario
2.5.5, 72 < 0 para todo k € Z, . Luego es evidente la desigualdad

7 <0.
Distinguimos dos casos:

1. No existe ninguna subsucesién de {R;}?2, cuyos términos son rayos
contenidos en la region {z € A;(X) | 2% < 0}. En este caso, existe
N € Z, tal que 72 = 0 para todo k > N, con lo cual 7% = (.

2. Existe una subsucesién de { Ry } 72 ; cuyos términos son rayos contenidos
en la regién {T € A;(X) | 22 < 0}. Segin la proposicién 2.5.10 los
términos de esta subsucesion deben de estar generados por imagenes
en A;(X) de curvas integras de X. Denotemos por {R[Cy]}32, a esta
subsucesion, siendo C} una curva integra para todo k € Z,. Por la
proposicién A.2.2 podemos suponer que ’}Lngo |[Ck]|| = oo. Aplicando la

formula de adjuncién a las curvas C}, obtenemos:

1
1+ 3 ([C’k]2 + [Kx] - [Ck]) > 0 para todo k € Z,.
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Dividiendo la expresién anterior entre ||[C}]]|:

11 GP [Kx] 1y
(mck]u” EeAT

+ = >0 todo ke Z.,.
I 2 )— s

Tomando limite cuando k — oo:

17

: > 0.
2 |7

Luego 72 > 0y, por tanto, se da la igualdad #2 = 0. OJ

Este resultado puede interpretarse geométricamente diciendo que el con-
junto de los rayos extremales de N E(Z) en el complementario del “semi-cono
deluz” {z€ A(Z) | H-z>0y z*> 0} es discreto.

Proposicion 2.5.27. Si D es un divisor efectivo de X, entonces el conjunto
formado por los rayos de T (X) contenidos en [D]q es finito y cualquiera de
sus elementos estd generado por la imagen en A1(X) de una curva integra

de X.

Demostracion. Sea A el conjunto de curvas integras de X cuyas imédgenes en
A1 (X) pertenecen a [D]q y consideremos el siguiente subconjunto de A;(X):

AN = U R, [C].

CeA

Por la proposicion 2.5.6 sabemos que A es un conjunto finito. Si H es un divi-
sor amplio de X, se tiene que (A'UNE(X)p.,) N[H]=1 es un conjunto com-
pacto. Por tanto el cono con(A'UNE(X)p).,) = con((NUNE[p).,) N[H]=1)
es cerrado (véase el corolario A.1.39) y contiene a NE(X) (pues contiene las
imagenes en A;(X) de todas las curvas integras de X'). Como consecuencia
se tiene la igualdad:

NE(X) = con(N UNE(X)p).,)-

Segun la proposicion A.1.35, el conjunto de los rayos generados por los ele-
mentos de A'UNE(X)pj., debe contener al conjunto de los rayos extremales
de NE(X). Por tanto, los rayos extremales de NFE(X) contenidos en [D] g
deben estar generados por imagenes en A;(X) de curvas de A, obteniéndose
el resultado. UJ

Corolario 2.5.28. Los rayos limite de T(X) deben estar contenidos en
P(X).
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Demostracion. Si existe T € A;(X)\ P(X) generando un rayo limite de 7 (X)
entonces existe un divisor efectivo D de X tal que D - < 0. Esto implica
la existencia de infinitos rayos de 7 (X) contenidos en [D].y, entrando en
contradiccion con la proposicion 2.5.27. [

Para finalizar el capitulo probaremos que el cono de curvas asociado a
una superficie regular con divisor anticanénico amplio es poliédrico.

Proposicién 2.5.29. Si —Kx es amplio, entonces NE(X) es un cono po-
liédrico.

Demostracion. Como consecuencia del criterio de amplitud de Kleiman, se
tiene la siguiente inclusion:

NE(X) C [Kx]<o,

y puesto que los rayos extremales de los conos NE(X) y NE(X) contenidos
en la regiéon [Kx|-o coinciden (véase la nota 2.2.11), NE(X) es un cono
cerrado.

Bastard probar, por tanto, que NE(X) es poliédrico. Procedamos, pa-
ra ello, por reduccion al absurdo. En caso contrario existiria un rayo limite
R =R,7 de T(X) (por el teorema 2.5.24); pero, en este caso, [Kx] -7 > 0,
como consecuencia de la proposicién 2.5.26, y esto contradice la amplitud de
—Kx (por el criterio de amplitud de Kleiman). [
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Capitulo 3

El cono de curvas asociado a
una superficie racional regular

El objetivo de este capitulo es el estudio de la estructura del cono de cur-
vas asociado a una superficie proyectiva racional no singular y el estableci-
miento de unas condiciones bajo las cuales dicho cono de curvas es poliédrico.
Daremos dos tipos de condiciones: proyectivas e infinitesimales. Por condicién
proyectiva entenderemos aquella que involucra la efectividad de ciertos di-
visores. Condiciones infinitesimales seran aquellas que dependan unicamente
de las propiedades de un morfismo birracional entre la superficie estudiada y
una relativamente minimal, dicho de otra manera, de la situacion de los pun-
tos de una cierta configuraciéon sobre una superficie relativamente minimal,
cuya cadena de explosiones puntuales asociada permita obtener la superficie
estudiada.

En la primera secciéon recordamos algunos conceptos y resultados rela-
cionados con las superficies relativamente minimales. Un teorema clasico,
probado para cualquier caracteristica por Zariski, establece que toda super-
ficie regular es birracional a una superficie relativamente minimal. Si dicha
superficie no es racional ni reglada, entonces es birracional a un tnico mode-
lo relativamente minimal. Las superficies racionales relativamente minimales
son P? y las superficies de Hirzebruch Fs := P(Op ® Op1(§)) con § > 0
y 6 # 1. Por tanto, cualquier superficie racional regular puede obtenerse a
partir de una relativamente minimal mediante una cadena de explosiones
puntuales, luego puede verse como el cielo de una configuraciéon de puntos
infinitamente préximos a P? o a una de las superficies de Hirzebruch Fjs con
d # 1 (obsérvese que esta obtencién no es, en general, tinica).

En las secciones dos y tres recopilamos algunos resultados basicos y bien
conocidos sobre divisores en superficies racionales que nos seran de utilidad
en el desarrollo del resto del capitulo.
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La idea basica para obtener condiciones suficientes de poliedricidad del
cono de curvas asociado a una superficie proyectiva racional regular Z con-
siste en delimitar la situacion de los rayos limite del conjunto de los rayos
extremales de NFE(Z) encontrando un subconjunto de A;(Z) que los conten-
ga, e imponer luego condiciones que aseguren que este conjunto sea vacio.

En la seccion cuarta, las condiciones impuestas son de tipo proyectivo,
es decir, expresadas en términos de la efectividad de ciertos divisores. Por
ejemplo, probamos que si el divisor anticanénico de Z tiene auto-interseccién
nula y no es numéricamente efectivo, entonces el cono de curvas NE(Z) es
poliédrico. También probamos que si C es una configuraciéon de puntos infi-
nitamente préximos a P? tal que existe una recta pasando por C, entonces el
cono de curvas asociado a la superficie racional obtenida es regular; ademaés,
en este caso, el cono caracteristico es también regular y damos el calculo
explicito de sus rayos extremales. Si existe una cénica pasando por C, demos-
tramos que el cono de curvas asociado al cielo de C es poliédrico y su cono
caracteristico es cerrado; ademas, si C es una cadena y el nimero de pun-
tos de explosién no es superior a 4, ambos conos son regulares. Mostramos
también algunos ejemplos en los que describimos el cono de curvas y el cono
caracteristico de superficies racionales regulares, que nos proporcionan una
muestra de la variedad de fenémenos posibles en cuanto a la estructura de
dichos conos se refiere.

En la seccién quinta, fijada una superficie proyectiva racional Z obtenida
como el cielo de una configuraciéon C sobre una superficie racional relativa-
mente minimal, definimos el cono de proximidad asociado a Z como el cono
de A;(Z) formado por todos los elementos con intersecciéon no negativa con
las clases de equivalencia numérica de los transformados estrictos de los divi-
sores excepcionales. Probamos que cualquier rayo limite del conjunto de los
rayos extremales de NE(Z) debe pertenecer a este cono y, utilizando este
hecho y las propiedades de los rayos limite deducidas en la seccion 3.4 y el
capitulo 2, se deduce una condicién, dependiente tinicamente de la estructura
combinatoria del grafo de proximidad de la configuracion C, cuya verificacion
implica la poliedricidad del cono de curvas NE(Z). Esta condicién consiste
en que una cierta matriz, facilmente computable a partir del grafo de pro-
ximidad de C, debe ser condicionalmente definida positiva (una propiedad
similar pero més débil que la de ser definida positiva). En el caso en que C es
una cadena, esta condiciéon adquiere una forma mucho més simple: equivale
al hecho de que el iltimo coeficiente de la matriz sea estrictamente positivo.

Para finalizar la seccion, damos un algoritmo que permite decidir si una
cierta configuracién verifica nuestra condicion. Este algoritmo utiliza una
formulacién equivalente de la condicion “ser condicionalmente definida posi-
tiva”, obtenida por Gaddum en [22], y que tiene la ventaja de ser computable.
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En la ultima seccién del capitulo tratamos el caso de las superficies obte-
nidas como cielos de dos tipos de configuraciones particulares sobre P?: las
configuraciones téricas y las configuraciones de puntos base de haces de cur-
vas planas. Puesto que es sabido que el cono de curvas asociado al cielo de
una configuracién térica es poliédrico, es natural preguntarse cudles de estas
configuraciones son P-suficientes. Lo mismo pasa para el caso de configura-
ciones de puntos base de haces de curvas planas con una tinica rama en el
infinito. En ambos casos caracterizaremos cudles son exactamente las confi-
guraciones P-suficientes. Ademas, veremos que si la configuracién de puntos
base de un haz de curvas planas con curvas genéricas integras es P-suficiente,
tales curvas genéricas son racionales.

A lo largo de este capitulo, todas las superficies consideradas seran pro-
yectivas.

3.1. Superficies racionales relativamente mi-
nimales

Para cualquier superficie no singular S, denotaremos por B(.S) al conjunto
de las clases de isomorfia de las superficies no singulares birracionalmente
equivalentes a S.

Definicién 3.1.1. Una superficie regular S es relativamente minimal si su
clase en B(S) es minimal en el siguiente sentido: cualquier morfismo birra-
cional S — S’ (con S’ € B(S)) es un isomorfismo.

Proposicién 3.1.2. Cualquier superficie no singular domina a una superficie
reqular relativamente minimal.

Demostracion. Sea S una superficie no singular. Si S no es relativamente mini-
mal, existe un morfismo birracional S — 57 que no es isomorfismo. Por tanto,
se podra expresar como composicion de n > 1 explosiones puntuales y un iso-
morfismo (véase [6, Th. I1.11]). Como consecuencia, Pic(S) = Pic(S;) & Z",
de lo que deducimos rk(Pic(S)) > rk(Pic(Sy)). Si S; no es relativamente
minimal, existe un morfismo birracional S; — S5 que no es isomorfismo.
Tendriamos, en este caso, rk(Pic(S)) > rk(Pic(Sy)) > rk(Pic(S2)). Podemos
continuar con este proceso hasta obtener una superficie relativamente mini-
mal que es dominada por S. [

La siguiente proposicién nos proporciona una caracterizacion alternativa
de las superficies regulares relativamente minimales.
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Proposicién 3.1.3. Una superficie regular S es relativamente minimal si y
sélo si mo contiene (-1)-curvas.

Este resultado es consecuencia del teorema 2.5.22 y del hecho de que cual-
quier morfismo birracional puede expresarse como composicion de explosiones
puntuales y un isomorfismo.

Definicién 3.1.4. Se denomina superficie racional a toda superficie que es
birracionalmente equivalente a P2.

Definicién 3.1.5. Dado un ntmero natural § > 0 denominaremos d-€sima
superficie de Hirzebruch al espacio fibrado proyectivo P(Op: @ Op1(0)). La
denotaremos por Fs.

Nota 3.1.6. Las superficies de Hirzebruch son superficies regladas sobre P
mediante el morfismo proyeccién p : Fs — P! y reciprocamente, toda super-
ficie reglada sobre P! es isomorfa a una de las superficies de Hirzebruch [6,
Prop. I11.15]. Se trata, por tanto, de superficies no singulares birracionalmen-
te equivalentes a P! x P! y, asf, también a P?. Luego son racionales.

Es sabido que las superficies racionales relativamente minimales son P?
y las superficies de Hirzebruch Fs con 6 # 1 (véase [6, Prop. IV.1.ii] y [6,
Th. V.10]). Como consecuencia de ello, dada una superficie racional regular
S, existe una superficie racional relativamente minimal 7', que puede ser el
plano proyectivo o una d-ésima superficie de Hirzebruch (con § # 1), y una
configuracion C de puntos infinitamente proximos a T tales que S es isomorfa
al cielo de C. Por tanto, toda clase de isomorfia de superficies racionales
regulares queda determinada por un par (7,C), donde T es P? o Fs (con
d # 1), y C es una configuracién de T.

3.2. Divisores sobre una superficie de Hirze-
bruch

Siguiendo fundamentalmente [6] y [37], recopilaremos a continuacién una
serie de resultados bien conocidos sobre las superficies de Hirzebruch que nos
muestran la estructura de su grupo de Picard y la forma interseccién definida
en él.

Consideremos un ntimero natural 6 > 0y p : Fs — P! el morfismo proyec-
cion asociado al espacio fibrado proyectivo Fs. Fijemos dos secciones globales
no triviales de los haces inversibles p*Opi(1) v Op,(1) y denotemos por F
y M a sus respectivos divisores de ceros en la superficie Fs. Consideremos
también la seccién s de la proyeccion p correspondiente al fibrado cociente
Op: (es decir, tal que s*Op, (1) = Op1) y sea B = s(P?).
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Proposicién 3.2.1. [6, Th. IV.1]
(a) Pic(Fs) =ZF®Z M con F? =0, F-M =1y M?=39.

(b) El divisor B es linealmente equivalente a M — 6F y, si 6 > 0, B es la
unica curva integra de Fs con auto-interseccion negativa.

(¢) Sidy # 0q, Fs, y Fs, no son superficies isomorfas.
(d) Fy es una superficie isomorfa a Bl,(P?) para todo punto p de P2.

Nota 3.2.2. La proposicién anterior nos proporciona dos bases del Z-mddu-
lo libre Pic(Fys): los sistemas {F, M} y {F, B}. Nétese que ambos sistemas
coinciden si § = 0.

Por otra parte obsérvese que F; es isomorfo a P! x P!,

Proposiciéon 3.2.3. 5@ D es un divisor de Fg, entonces D es numéricamente
equivalente a cero si y solo si es linealmente equivalente a cero.

Demostracion. Segun la proposicion 3.2.1, D es linealmente equivalente a
un divisor de la forma oF + M, con «, € Z. Si suponemos que D es
numéricamente equivalente a cero entonces:

(aF + M) - F=(3=0

(@F +BM)-M =a+58=0

Luego o = 3 =0 y asi, D es linealmente equivalente a cero. Esto prueba el
resultado, puesto que la equivalencia lineal de divisores implica equivalencia
numérica. [J

Nota 3.2.4. Es bien conocido que la equivalencia lineal de divisores implica
la equivalencia algebraica y esta, a su vez, implica la equivalencia numérica.
Por lo tanto, de la proposicion anterior se deduce que en una superficie de
Hirzebruch, al igual que ocurre en el plano proyectivo, las tres nociones de
equivalencia entre divisores coinciden. En conclusién:

Ni(Fs) = Pic(Fs) = NS(F5) = Z [F] ® Z [M] = Z [F| & Z |B).

La siguiente proposicion muestra cudles son las clases efectivas de diviso-
res en el grupo de Picard de una superficie de Hirzebruch, entendiendo por
clase efectiva aquella que admite como representante a algin divisor efectivo.

Proposiciéon 3.2.5. El semigrupo de las clases efectivas de divisores en
Pic(Fs) es {aF' + B | o, 8 2 0} = {aF + M | a > =63 y 3 > 0}.
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Demostracion. La igualdad entre los dos conjuntos del enunciado es clara.
Ademas, también es evidente que cualquier clase en el conjunto del enun-
ciado admite como representante a algtin divisor efectivo. Sea D un divisor
efectivo de Fs5. D podra expresarse de la forma D = ngB + Zle n; D;, con n;
un entero no negativo y D; la clase de una curva integra distinta de B para
cada i = 1,..., k. Segun la nota 3.2.2 el par {F, B} es una base de Pic(F,),
luego D; es linealmente equivalente a o F' + (3; B, con «;, 3; € Z para todo
i=1,....,k Esclaro que D;-F = (3; > 0, al ser D; una curva integra y F'? = 0.
Al ser D; una curva integra distinta de B tenemos D;- B = «a; + ;82 > 0, lo
cual implica que «; > 0 (puesto que B2 < 0y ; > 0). El resultado se sigue
por aditividad. [

El siguiente resultado, que sera de especial utilidad e interés en argumen-
taciones posteriores, nos muestra cuales son las clases de los divisores amplios
y muy amplios, y las que tienen como representante a una curva irreducible.

Proposicién 3.2.6. [37, Chapter V, Coro. 2.18] Si D es un divisor de F
linealmente equivalente a aF' 4+ M, entonces:

(a) D es muy amplio < D es amplio < o >0y > 0;

(b) El sistema lineal completo |D| contiene una curva integra no singular
si, y solamente si, contiene una curva integra, y esto ocurre si, y solo
si, se satisface una de las siguientes condiciones:

(b.1) a=1yp =0,
(b.2) a=-5yp=1,
(b.3) a >0y [ >0,
(0.4) §>0,a=0yp3>0.

Veamos ahora cual es la clase canénica de una superficie de Hirzebruch.

Proposicién 3.2.7. La clase en Pic(Fs) de un divisor candnico de la super-
ficie de Hirzebruch Fs es la del divisor (6 —2)F — 2M.

Demostracion. Denotemos por K a la clase candnica de Fs. Sea K = aF +
BM la expresién de K respecto de la base {F,M}. Como las fibras de p
son isomorfas a P!, tienen género nulo. Aplicando la férmula de adjuncién
obtenemos: —2 = F-(K+F), lo cual implica K-F = —2. Como B es una curva
racional y ademés es no singular (proposicién 3.2.6), tendré género aritmético
nulo. Aplicando de nuevo la férmula de adjuncién: —2 = B - (K + B), lo cual
implica que K - M = —0 — 2. Por otra parte:

—2=K-F=8
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—§—2=K -M=a+0
de lo que se deduce a =0 —2y f=—-2. O

3.3. Divisores sobre superficies racionales no
singulares

En esta seccion recopilamos algunos resultados refrentes a divisores en
superficies racionales no singulares, que nos seran de utilidad en las restantes
secciones del capitulo.

Proposicién 3.3.1. Sea X una superficie racional no singular y sea D un
divisor de X.

(a) h°(D) — h'(D)+ h*(D) = (D* — Kx - D)/2 + 1.
(b) Si D es efectivo, entonces h*(D) = 0.

Demostracion. El apartado (a) es la férmula de Riemann-Roch aplicada a
una superficie racional. Demostremos el apartado (b). Como D es un divi-
sor efectivo, existe un monomorfismo de haces wy ® Ox(—D) — wy, donde
wyx es el haz candénico de X. Existe, pues, una inyeccién entre los espacios
de secciones globales. Por el teorema de dualidad de Serre H(X,wyx) =
H?*(X,0x) = 0 (pues X es racional). Luego wx no posee secciones glo-
bales no triviales. Por tanto, wx ® Ox(—D) tampoco tiene secciones glo-

bales no triviales. Aplicando de nuevo el teorema de dualidad de Serre,

h2(X,0x(D)) = B(X,wx ® Ox(=D)) = 0. O

Proposicién 3.3.2. [35, Prop. 4] Sea D un divisor numéricamente efectivo
en una superficie racional no singular X . Entonces, h*(D) =0 y D? > 0.

Definicién 3.3.3. Una superficie se dice que es anticanonica si admite un
divisor anticandnico efectivo.

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se obtiene el si-
guiente

Corolario 3.3.4. Si D es un divisor numéricamente efectivo de una super-
ficie racional no singular X tal que K - D < 0, entonces D es linealmente
equivalente a un divisor efectivo. En particular, st X es anticandnica, enton-
ces las clases en Pic(X) de todos los divisores numéricamente efectivos son
efectivas.
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Demostracion. Si D es un divisor numéricamente efectivo de X, entonces
R°(D) — h'(D) = (D* -~ Kx -D)/2+1>1

ya que, por las proposiciones 3.3.1 y 3.3.2, h*(D) = 0 y D? > 0. Luego
(D) > 0y, asi, D es linealmente equivalente a un divisor efectivo. La
segunda afirmacion del enunciado se obtiene observando que si la clase de
—Kx es efectiva, entonces Kx - D < 0 para cualquier divisor D numérica-
mente efectivo. [

Nota 3.3.5. Este corolario implica que, en una superficie X racional, no
singular y anticandnica, se verifica la siguiente inclusion:

P(X) C NE(X).

El siguiente resultado es parte de un teorema debido a B. Harbourne
que determina el comportamiento (dimensién y puntos base) de los sistemas
lineales completos asociados a divisores numéricamente efectivos sobre una
superficie racional no singular anticanénica [33, Th. III.1]. Nos sera de uti-
lidad para determinar ciertas propiedades del cono caracteristico en alguno
de los ejemplos posteriores.

Teorema 3.3.6. Sea X una superficie racional, no singular y anticandnica,
C un divisor de X numéricamente efectivo y D un divisor efectivo linealmente
equivalente a —K x.

(a) Si —Kx - C > 2, entonces h*(C) = 0 y, ademds, |C| no tiene puntos
base.

(b) Si —Kx -C =1, entonces h'(C) = 0. Ademds, si el sistema lineal |C|
no tiene parte fija, entonces tiene un unico punto base, que pertenece
al soporte de D.

3.4. Condiciones proyectivas de poliedricidad

Consideremos la superficie racional regular Z obtenida mediante n ex-
plosiones puntuales a partir de una superficie X, que puede ser P? o una
superficie de Hirzebruch:

7 = Xp =X, X, X, =X
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Obsérvese que estamos admitiendo también el caso X = [Fy, aunque no
sea una superficie relativamente minimal.

Si p(Z) < 2, entonces — Kz es amplio, siendo, por tanto, N E(Z) poliédri-
co (por la proposicién 2.5.29). Luego el corolario 2.5.25 puede enunciarse, en
este caso particular, sin la hipdtesis p(Z) > 3, teniendose el siguiente resul-
tado:

Proposicién 3.4.1. El cono de curvas NE(Z) es poliédrico si, y solo si,
T(Z) no posee rayos limite.

Sea C = {p1,p2,...,pn} la configuracién de los centros de explosion, or-
denados segun el orden admisible determinado por la cadena de morfismos
{m;}"_;. Denotemos por 7 al morfismo ¢ = 1 0...0m,.

Si L es una recta del plano proyectivo P? se tiene que N;(P?) = Z [L*] y
que el sistema B := {[L*], [E}],..., [E}]} serd una Z-base del Z-médulo libre
Ni1(Z) y una base del espacio vectorial real A;(Z) (apliquese la proposicién
1.2.15 y téngase en cuenta que las equivalencias lineal y numérica coinciden).

Si X =Fs (0 >0)y Fy M son los divisores de Fs dados en la seccion
3.2, el sistema Bs := {[F], [M], [E],...,[E!]} es una Z-base de N1(Z) y una
base del espacio vectorial A;(Z).

Podemos ya indicar una propiedad referente al signo de la interseccién de
los rayos limite del conjunto de los rayos extremales de NE(Z) y divisores
construidos con los no excepcionales de las bases anteriores.

Lema 3.4.2. Si 7 € A\(Z) genera un rayo limite de T (Z) entonces
(a) [L*] -7 >0, si X =P?;
(b) [F*]-T>0y[M*=0d6F*-7>0, si X =TFs.

Demostracion. Recuérdese que, segun la proposicion 2.5.26, si 7 genera un
rayo limite de 7 (Z), entonces 7> =0y [Kz|-T > 0.

(a) Si 7 = a[L*] + >, 1[E]] es la expresion de 7 como combinacién
lineal respecto de la base By [L*] -7 = 0, entonces 7 = Y ., v;[E}], con lo
cual 0 =7 = —>""  ~7. Esto es contradictorio, pues 7 # 0.

Por otra parte, puesto que [L*] - Z > 0 para todo z € NE(Z), es clara la
desigualdad [L*] - 7 > 0, puesto que 7 € NE(Z).

(b) Sea 7 = a[F™*]+ B[M*]+>_1 | 1 Ef] la expresion de 7 como combina-
cién lineal respecto de la base Bs. Obsérvese que [M* — 0 F|-7 = a. Aplicando
la proposicién 3.2.6 tenemos que, si § = 0 no existe ninguna curva integra
de Z perteneciente al abierto [M* — 6 F™*|, y si § # 0 la tnica curva inte-
gra de Z cuya imagen en A,(Z) pertenece a [M* — §F*] o es B. Por tanto,
con(NE(Z)pr«—sr+-, U {[B]}) es un cono cerrado que contiene a NE(Z) y
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est4 contenido en NE(Z). Luego coincide con NE(Z). Por tanto, los rayos
de 7 (Z) estdn generados por elementos de [M* — §F*]5o U {[B]}. Asf pues,
7 (Z) no puede tener rayos limite en la region [M* — § F*] .

Si [F*]-7 =0, entonces 7 = a[F*| + > " w[E]y0=7= =" 7
Esto es contradictorio, puesto que 7 # 0y [Kz] -7 > 0. Como ademas
[F*]-zZ > 0 para todo z € NE(Z) (proposicién 3.2.6), se tiene la desigualdad

[F*] -7 >0. O

Veremos a continuacién que el cono de curvas NE(Z) es poliédrico para
los siguientes valores de n:

(a) n <8, s X =P?
(b) n <7, si X =Fs.

Si X =P? Kz =9—n,ysi X =Fs;, K2 =8 —n. Por tanto, las dos
condiciones anteriores se unifican en la condicién K% > 0.

Teorema 3.4.3. (a) Si K > 0 entonces el cono NE(Z) es poliédrico.

(b) Si K% =0, entonces NE(Z) es poliédrico o T(Z) posee un tnico rayo
limite, generado por [—K z].

(c) Si K =0y Kz-D >0 para algin divisor efectivo D de Z entonces
NE(Z) es poliédrico.

Demostracion. Para la prueba de los apartados (a) y (b) distinguiremos dos
casos, correspondientes a cada una de las dos posibilidades para la superficie
X.

Caso I X = P2

Nuestro primer objetivo serd demostrar que los rayos limite de 7 (Z)
sélo pueden situarse en la regién [Kz|.o. Esto implicard, en virtud de la
proposicién 2.5.26, que no existen tales rayos limite. Aplicando la proposicién
3.4.1, NE(Z) sera poliédrico.

Si R = Ry7 es un rayo limite de 7(Z), 7 ha de pertenecer a la region
[L*]=0, en virtud del lema 3.4.2. Ademés, 7 € Qo := {z € A(Z) | z* = 0}.

Definimos la funcién ¢, := hy o ¢(z+), siendo

G+ [L]s0 — (L=
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la funcién dada en la seccion A.2 del apéndice (que a cada elemento de
[L*]<¢ le asigna el punto de interseccién del rayo que genera con el hiperplano
[L]=1), y

hl : [L*]:l — R"

la aplicacién definida por (1,z4,...,2,) — (—x1,...,—2,), denotando por
(1,21,...2,) a las coordenadas de un elemento de [L*]—;y C A;(Z) respecto

a la base B.
Es clara la igualdad

t1(Qo N [L7]50) = {(?le--ayn) € R | Z?J? = 1}'

Ademas, si T es cualquier elemento de [L*]~o y W es el semiespacio afin de
R™ definido por {(y1,...,yn) € R™ | >°1 , y; < 3}, se tiene la equivalencia:

[Kz] - & < 0<=t,(z) € W.

Por tanto, demostrando la inclusién t1(Qo N [L*]s¢) € W, obtendremos
la poliedricidad del cono NE(Z). Probemos, pues, dicha inclusién.

Consideremos la funcién f : R® — R definida por f(yi,...,yn) =
>, yi- La inclusién anterior quedaria probada si demostramos que los va-
lores de la funcién restriccién f ¢, (Qon[r+]=o) €stédn acotados superiormente
por un numero real estrictamente menor que 3. En vistas a ello, conside-
remos el problema de extremos condicionados consistente en maximizar la
funcién f(y1,...,yn) en el conjunto t1(Qo N [L*]so). Segin el teorema de los
multiplicadores de Lagrange, si f alcanza un extremo relativo en un punto
a € t1(Qo N [L*]s0), existe un nimero real A tal que @ es un punto critico de

la funcion
Gy yn) = Dyt A (Zy? - 1) .
i=1 i=1

Las ecuaciones que debe de verificar un punto critico de ¢ en t1(Qo N [L*]s0)
son las siguientes:

o
Yy

iyf =1
=1

Estas ecuaciones se satisfacen para:

(Y1, yn) =14+ 2Xy; =0 1=1,...,n
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Al ser t1(Qo N [L*]=0) un conjunto compacto, f alcanza un maximo y un
minimo absolutos en t1(Qy N [L*]>0). Estos deben alcanzarse, necesariamen-
te, en los puntos a; y as. Como f(a;) = v/ny f(as) = —y/n concluimos que
I |t1(Qon[L7])=) POSEe un méximo absoluto estricto en ay, siendo \/n este valor
méaximo. Si K% > 0, entonces n < 8 y se tiene que f(a;) < 3, quedando
asi demostrado el apartado (a).

Si K7 = 0, entonces n =9, con lo cual f |4 (Qon[r]=,) alcanza un maximo
absoluto estricto en el punto a; = (%, c %) € t1(Qo N [L*]s0), y su valor
méaximo es 3. Luego f(y) < 3 para todo y € t1(QoN[L*]s0)\{a1}. Por lo tan-
to, el tnico rayo R = R, 7 de A;(Z) que cumple las condiciones [Kz| -7 > 0
y 7 = 0 es aquel que verifica t;(7) = @;. Luego R = R [~ K]. Teniendo en
cuenta la proposicién 2.5.26 y la proposicién 3.4.1, si NE(Z) no es poliédrico,
7(Z) ha de tener a R = R, [~ K| como rayo limite, quedando asi probado
el apartado (b).

Caso 1. X = Fs.

Si Ry7 es un rayo limite de 7(Z), segtn el lema 3.4.2, 7 pertenece a la
regién [F*]so. Ademds, por la proposicién 2.5.26, 7 € Qo := {Z € A1(Z) |
2 =0}.

Definimos la funcién ¢y := hy o ¢(p+], siendo

G- [F )50 — [F7]=

la funcién dada en la seccién A.2 del apéndice (que asigna a cada elemento de
[F*]0 el punto de interseccion del rayo que genera con el hiperplano [F*]_;),

y
hg . [F*]:l — Rn+1
la aplicacién definida por (z1,1,23-- ,Zy12) — (21, —23,...,—x,), siendo
(x1,1,23,...,Tpya) coordenadas en A;(Z) respecto a la base B;.
Es clara la igualdad

n+1
t2(Qo N [F¥]>0) = {(y17~"ayn+1> € R | Z?JZQ — 2y = 5}'

=2

Ademas, si T es un elemento cualquiera de [F*]so y W es el semiespacio
de R definido por {(y1,...,Yns1) € R*™ | =2y + Sy < 6 + 2}, se
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satisface la equivalencia
[Kz] - & <0 <= ty(T) € Wa.

Mediante un razonamiento andlogo al utilizado en el Caso I, NE(Z)
serd poliédrico si se demuestra la inclusion t2(Qo N [F*]so) C Wa.

Consideramos la funcién g : R"" — R definida por g(y1, ..., Ynt1) =
—2y1 + Z?j; y;. La inclusiéon anterior quedaria probada si demostramos
que los valores de la funcién restriccién g |i,(gon(r+]-,) €stdn acotados su-
periormente por un numero real estrictamente menor que 6 + 2. Utilizan-
do el método de los multiplicadores de Lagrange, es sencillo probar que
la funcién ¢ posee un tdnico méximo relativo sobre to(Qo N [F*]so), que
es estricto, en el punto z = ((n —46)/8,1/2,1/2,...,1/2) € R™" siendo
g(%) = § + 0. Veamos que este maximo relativo es también absoluto. Si
U= (Y1, Yn+1) € t2(Qo N [F*]50), entonces

n+1

Z yf — 2y = 0.
i=2

Por tanto:

n+1 n+1 n+1 n+1
n

9@) = =2+ i =0-) yi+ D u=0+) (—y) <o+
1=2 =2 =2 1=2

Luego g |t,(Qon[F+]=o) tiene un maximo absoluto estricto en z. Si K3 > 0,
entonces n < 7 y se tiene que g(z) < ¢ + 2, quedando asi demostrado el
apartado (a).

Si KZ = 0, entonces n = 8. En este caso, g(z2) =6+ 2y g(y) < 0 + 2 si
g € to(Qo N [F*]s0) \ {2}. Por lo tanto, el tnico rayo R =R, 7 de A;(Z) que
cumple las condiciones [Kz] -7 > 0y 72 = 0 es aquel que verifica ¢, (7) = Z.
Luego R = R,[—Ky|. Razonando igual que en Caso I, si NE(Z) no es
poliédrico, entonces 7 (Z) ha de tener a R = R, [—K | como rayo limite,
quedando asi probado el apartado (b).

Demostremos ahora el apartado (¢). Supongamos que K7 = 0 y que exis-
te un divisor efectivo D tal que Kz - D > 0. Segin el apartado (b), NE(Z)
serd poliédrico si [—Kz] no genera un rayo limite de 7 (Z). Pero [—Kz| no
pertenece a P(Z), pues [—K | - [D] < 0. Por tanto, aplicando la proposicién
2.5.28 concluimos que no puede generar un rayo limite de 7 (7). O
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En [10, Example 2] Campillo y Gonzalez-Sprinberg se plantean el estudio
del cono de curvas y el cono caracteristico asociados al cielo de una configu-
racién de cadena formada por un punto de inflexion de una ctbica racional
sobre P? y 8 puntos més, infinitamente préximos al primero y pertenecientes
a los sucesivos transformados estrictos de la cubica. Deducen que el cono
de curvas estd generado por las imdgenes en A;(Z) de los transformados es-
trictos de los divisores exepcionales y del transformado estricto de la recta
tangente a la cubica en el primer punto de la cadena. Deducen también que
el cono caracteristico P(Z) es cerrado. Por tanto, ambos conos son regulares.
Los dos siguientes ejemplos vienen a completar el estudio del cono de cur-
vas y del cono caracteristico asociados al cielo de una cadena formada por 9
puntos pertenecientes a los sucesivos transformados estrictos de una ctubica
racional.

Ejemplo 3.4.4. Sea C = {py,...,po} una configuracién de P? formada por
una cadena de nueve puntos pertenecientes todos ellos a los sucesivos trans-
formados estrictos de una cibica reducida e irreducible C' con una singu-
laridad en p;. Sea Z el cielo de la configuraciéon C. Las coordenadas de la

imagen en A;(Z) del transfomado estricto de C, [C], respecto de la base B,
son (3,-2,—1,—-1,—1,—1,-1,—1,—1,—1). Como [Ky] - [C] >0, NE(Z) es
un cono poliédrico, segin el apartado (c) del teorema 3.4.3. [C] genera un
rayo extremal del cono de curvas, ya que [C]> < 0. Ademds cualquier otro
generador de rayo extremal de NE(Z) ha de pertenecer a la regién [C]s,
que estd contenida en [Kz]o. Por tanto, segin el teorema del cono, los rayos
extremales de N E(Z) vendran generados por [C], las imdgenes en A;(Z) de
las curvas integras excepcionales de Z y las imagenes de los transformados
estrictos de las curvas fntegras D de P? tales que [C]-[D] > 0, [Kz]-[D] = —1
v [D]? = —1. Distinguiremos dos casos, segin el tipo de singularidad de C

en pi:

e Supongamos que la singularidad de C' en p; es nodal y consideremos
las coordenadas (d, —vy,...,—vg) de uno de los generadores del ltimo tipo
respecto de la base B. Deberan cumplir, por tanto, las siguientes condiciones:

20+ Y v; < 3d (3.1)
=2
> vi=3d-1 (3.2)
=1
va =d*+1 (3.3)

=1
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U12U22---ZU9207 (34)

donde la condicién (3.4) corresponde a las desigualdades de proximidad. De
las condiciones (3.1), (3.2) y (3.4) se deduce que v; < 1 paratodoi =1,...,9.
Si llamamos k al valor Y » v, = Y. 07, las ecuaciones (3.2) y (3.3) se
transforman en:

3d—1=k,

> +1=k.
De ellas se deduce que sélo existen dos posibilidades para el par (d, k): (2,

5)y
(1,2). Por tanto, los generadores de los posibles rayos extremales de N E(Z)
(expresados en coordenadas respecto de la base B) serdn los siguientes:

l=(1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0),
g=(2,—-1,-1,—1,-1,-1,0,0,0,0),
c=(3,-2,—-1,-1,-1,—-1,—-1,-1,-1, 1),
e =(0,1,-1,0,0,0,0,0,0,0),
é; = (0,0,1,-1,0,0,0,0,0,0),
s = (0,0,0,1,—1,0,0,0,0,0),
és = (0,0,0,0,1,—1,0,0,0,0
és = (0,0,0,0,0,1,—1,0,0,0),
%:@ﬂﬁﬁﬂﬁ@,loo,
ez = (0,0,0,0,0,0,0,1, —
mooooooqL —1
éo = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1).

Y

)
)
)
),
)
)
,0)
),

Los puntos p1,ps v p3 no estan alineados, con lo cual existe una coni-
ca irreducible () que pasa efectivamente por pi,ps,p3,ps v ps. Si también

pasara efectivamente por ps tendriamos [Q] -[C] = —1, que contradice la
irreducibilidad de 'y de Q. Por tanto, [] = ¢. Luego, en este caso, los
rayos extremales del cono de curvas de Z son [, q, ¢, €y, . .., €, siendo NE(Z)

un cono poliédrico no simplicial.

Veamos que P(Z) es cerrado. Si D es un divisor de X numéricamente
efectivo, entonces D? > 0 (por la nota 3.3.5) y —Kz - D > 0 (al ser X anti-
candnica). Teniendo en cuenta la demostracién del teorema 3.4.3, las tinicas
clases de divisores con auto-interseccion no negativa contenidas en el hiper-
plano [Kz]—o son las de los multiplos positivos de [— K], que no pertenecen a
P(Z) (pues —Kz-C < 0). Por tanto, se satisface la desigualdad —K-D > 0
y se tiene que [Kyz| - [sD] > 2 para todo s € Z,, con s > 2. Aplicando el
apartado (a) del teorema 3.3.6 se deduce que el sistema lineal |sD| no tiene



106 3. EI cono de curvas asociado a una superficie racional regular

puntos base y, por tanto, [sD] € P (Z). Se concluye, pues, que el cono carac-
teristico P(Z) es cerrado.

e Si la singularidad de C' en p; es de tipo cuspidal, mediante razonamien-
tos andlogos a los del caso anterior se deduce que el cono NE(Z) estd gene-
rado por las imagenes en A;(Z) de las siguientes curvas: los transformados
estrictos de los divisores excepcionales, el transformado estricto de la cibica
C'y el transformado estricto de la recta tangente a C' en p;. Por consiguiente,
NE(Z) es también un cono poliédrico no simplicial. También mediante un
razonamiento andlogo se deduce que el cono caracteristico P(Z) es cerrado.

El siguiente lema nos serd 1util en el ejemplo posterior.
Lema 3.4.5. Sea D un divisor de Z tal que
(a) D-L* >0, si X =P?,
(b) D-F*>0, si X es una superficie de Hirzebruch,
(c) D> =Kz D.
Entonces, D es linealmente equivalente a un divisor efectivo.
Demostracion. Procedamos por reducciéon al absurdo y supongamos la exis-

tencia de un divisor D de Z cumpliendo las condiciones del enunciado y tal
que |D| = (). Segin el Teorema de Riemann-Roch, tenemos

h°(D) — h' (D) + h°(Kz — D) = %(DZ — Kz -D)+1.
Teniendo en cuenta las hipotesis sobre D:
(K, — D) =h'(D)+1
de lo que deducimos que |Kz — D| # (). Esto es una contradiccién, ya que

(Kz—D)-L*<0si X =Py (Kz — D)-F* <0si X es una superficie de
Hirzebruch. [

El siguiente ejemplo estd tomado de [10], aunque hemos utilizado en su
desarrollo técnicas distintas a las usadas por los autores. En él se obtiene
una superficie regular Z cuyos conos semiamplio y caracteristico son distintos
siendo, ademds, N F(Z) no poliédrico.
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Ejemplo 3.4.6. Consideremos una cadena de nueve puntos C = {p1,...,po}
sobre los sucesivos transformados estrictos de una ciibica racional C de P2,
de manera que p; es un punto regular de la curva y no es de inflexion. Sea Z el
cielo de la configuracién C. Como es usual, denotamos por Cj al transformado
estricto de Cy en Z. Expresando [Cy] € A1(Z) en coordenadas respecto de la
base B tenemos:

[Co] = (3,-1,-1,—-1,—1,—1,—1,—1, -1, —1).

La tnica curva integra D de P? cuya multiplicidad de interseccién con C
en p; es igual a 3 - deg(D) es la propia curva Cy (véase [10, Example 3]).
Por tanto, como [Cy] = [-Ky]|, las tinica curva reducida e irreducible no
excepcional de Z cuya imagen en A;(Z) pertenece al hiperplano [Kz]—q es
Co. Luego el cono NE(Z) N [K z]—y estard generado por [Cyl, [E1], ..., [Es] v,
segtin la proposicién 2.5.6, NE(Z) C [Colso = [Kz]<o-

Teniendo en cuenta el teorema del cono, NE(Z) estard generado por
[Co), [E1], - - -, [Eo] v las imédgenes en A;(Z) de las (—1)-curvas no excepcio-
nales de Z (que deben ser transformados estrictos de curvas irreducibles de
P?).

Las (—1)-curvas no excepcionales D de Z deben satisfacer las siguientes
condiciones:

1. D esun (—1)-divisor de Z,
2. L*-D >0,
3. D-E;>0paratodoi=1,...,9.

Veamos que cualquier divisor A de Z verificando las tres condiciones
anteriores es linealmente equivalente a una (—1)-curva. Como A es un (—1)-
divisor perteneciente a [L*]~q, existe un divisor efectivo C' de Z linealmente
equivalente a A, segiin el lema 3.4.5. Como C? < 0y C es efectivo, existe
una curva fntegra D de Z tal que C'- D < 0y D? < 0. Obsérvese que D
no puede ser una curva excepcional, ya que C' - F; > 0 para i = 1,...,9.
Ademas, la interseccién K - D no puede ser nula ya que, en este caso, D
coincidirfa con Cj, entrando en contradiccién con la desigualdad D? < 0. Por
tanto, Kz - D < 0. Aplicando la proposicién 2.5.21 deducimos que D es una
(—1)-curva. Por otra parte,

(C-D)y?*=C*+D*-2C-D >0,

puesto que C'- D < —1. Luego C' — D es un divisor efectivo no excepcional.
Ademas:
K; - (C—-D)=-K; - D+K;z-C=1-1=0.
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De la demostracion del teorema 3.4.3 se deduce que el cono de A;(Z) dado
por {Z € A(Z) | z* > 0} N [L*]>o es tangente al hiperplano [Kz]—o, siendo
R4 [—Kz] U {0} la semi-recta de tangencia. Como consecuencia, [C' — D] =
l[—Kz] = l[Cy] par algtin entero [ € Z y, por tanto, se tiene que C—D = [Cj.
Luego:

—1=C?=(D+1Cy)*=D*+2(D-Cy) =D*—-2lKy-D = —1+2I

Concluimos, pues, que [ = 0 y C = D. Por tanto, C' es una (—1)-curva
linealmente equivalente al divisor A.
Para cada entero positivo ¢ consideramos el divisor de Z definido por:

Dy = (32 +3) L  — (P +t)E — (P +2)E; — (2 +1) Z Ef — (2 —t)E;.

Es sencillo comprobar que, para cada entero ¢t mayor o igual que 2, D, es un
divisor que verifica las condiciones 1,2 y 3 anteriores, luego es linealmente
equivalente a una (—1)-curva. Por tanto, Z tiene un nimero infinito de (—1)-
curvas, con lo que el cono de curvas N E(Z) tiene un nimero infinito de rayos
extremales no siendo, por tanto, poliédrico. Consecuentemente, el cono P(Z)
tampoco es poliédrico.

R, [Cy] es un rayo extremal de NE(Z). En efecto, si [Cy] se pudiera ex-
presar como combinacién positiva de ciertas imagenes en A;(Z) de curvas
fntegras Dy, ..., D; de Z generando rayos distintos de R [Cy], se tendrfa que
Kz - D; = 0 para todo i (recuérdese que NE(Z) C [Kz]<o v [Co] € [KZ]F).
Puesto que alguna de las curvas D; ha de ser no excepcional, se llega a que
I =1y D, = Cy, pues Cy es la tinica curva integra no excepcional de Z cuya
imagen en A;(Z) pertenece a [Kz]*.

[Co] pertenece a P(Z) ya que NE(Z) C [Kz]<o = [Co]so. Segin la nota
3.3.5, P(Z) C NE(Z) y asf [Cy] genera un rayo extremal de P(Z) (pues
R, [C’O] es rayo extremal de NE(Z)). Pero, para cada s € Z, el sistema lineal
‘SCO‘ contiene a Cjy en su parte fija, con lo cual Oz(sCy) no esta generado

por secciones globales. Luego [Co] &€ P(Z) y P(Z) # P(Z).

Proposicién 3.4.7. $i X =P? y |L* = >." | Ef| # 0, es decir, si los puntos
de la configuracion C estan alineados, entonces:

(a) NE(Z) es un cono reqular generado por las imdgenes en Ai(Z) de la
recta que pasa por los puntos de C y los transformados estrictos de los
divisores excepcionales.

(b) P(Z) es un cono regular generado por [L*] y aquellos elementos de
A1(Z) cuyas coordenadas respecto de la base B, (ag, —ay, ..., —ay), sa-
tisfacen las siguientes condiciones:
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1. ag=a1+ ...+ ay,,

2. existe i € {1,...,n} tal que a;j =1 sip; < p;, y a; =0 en otro
caso.

Demostracion. Si C € |[L* — Y77 | E¥|, entonces es clara la inclusién
{Zze NE(Z)|[Kz] 2> 0}N[L*s0 C [Cl<o. (3.5)

Por el lema 3.4.2 y la proposicién 2.5.26, los rayos limite de 7 (Z) perte-
necen a {z € NE(Z) | [Kz] -z > 0} N [L*]s¢. Pero, por el corolario 2.5.28,
deben pertenecer también a P(X). Por tanto, la existencia de un rayo limite
de 7 (Z) entraria en contradiccién con la inclusién (3.5). Luego, en virtud de
la proposicién 3.4.1, el cono NE(Z) es poliédrico.

Sea D una (—1)-curva no excepcional de Z y [D]| = (d,—vy,...,—v,)
las coordenadas de su imagen en A;(Z) respecto de la base B. Si C' - D < 0
entonces C' = D. Por tanto, podemos suponer C'-D > 0. Luego se cumplira la

desigualdad:
Sn
i=1

Por otra parte, como K - D = —1:

n

i=1

Las dos condiciones anteriores implican d < 1/2, lo cual es una contradiccién.

Concluimos que N FE(Z) esta generado por [Ey],...[E,] y [C] siendo, por
tanto, un cono regular.

Para demostrar (b), observemos primero que, al estar los puntos de C
sobre los sucesivos transformados estrictos de una recta de P?, C se puede
expresar como una unién C; U. .. UC, siendo C; una cadena de puntos libres
con origen en p;. € C para cada j = 1,...,s. Podemos suponer i; =1, C; =
{pi;, Pis+1, - Pijy 1} paratodo j =1,...,5 =1,y Cs = {Pi,, Dist1, - - -, Pu}-

Al ser NE(Z) un cono regular, su cono dual P(Z) también lo serd, siendo
sus rayos extremales las semirrectas:

Hy :=[L"]s0 N (ﬂ?:l[Ei]l) =Ry [L7],

Hj = [L*]>OQ[G}LH<1<O<n[Ez]L) j = 1,...,TL.

i



110 3. El cono de curvas asociado a una superficie racional regular

Sean j € {1,...,n}, T = (d,—x1,...,—x,) € A;(Z) y supongamos que
p; € C. Dadas las equivalencias

[C]-z2=0 si,ysélosi,d—x; —...—x, =0
[E;] - =0 si,ysélosi, z; =0, cuando p; es un punto maximal

[E;] -7 =0 si,ysélosi, z; — ;41 =0, cuando p; no es maximal
tendremos que T € H; si, y sélo si
» 7; = z; cuando p; < p;,
= z; = 0 en caso contrario,
n d:I1++$n

Por tanto, es claro que los rayos extremales del P(Z) vienen generados por
los elementos del enunciado. Si @ = (ag, —ay, ..., —a,) es uno de ellos, con-
sideremos el divisor dado por F :=aol* — Y1 a;Ef. Si [F] = [L*], es claro
que [F] € P(Z), y si [F] # [L*], entonces [—Ky] - [F] = 2a¢ > 2. Puesto que
Z es una superficie anticanénica (— Kz es linealmente equivalente a C'+2L*,
que es un divisor efectivo), segtn el teorema 3.3.6 se tiene que el sistema li-
neal |F| no tiene puntos base. Luego a pertenece a P(Z) y concluimos asi que

P(Z) es un cono regular. [

Proposicién 3.4.8. Si X =P? y [2L* — "' | Ef| # 0, entonces NE(Z) es
un cono poliédrico y P(Z) = P(Z).

Demostracion. El mismo razonamiento de la proposiciéon 3.4.7 para el divi-
sor A =2L* =Y " | Ef prueba que el cono NE(Z) es poliédrico. Ademas,
éste vendra generado por [E1],...,[E,], las imdgenes en A;(Z) de las (—1)-
curvas integras no excepcionales de Z y las imagenes de las curvas integras
no excepcionales de Z pertenecientes al semiespacio [Kz]>o. Las tinicas posi-
bilidades para los generadores de este iltimo tipo son las imagenes en A;(2)
de las componentes integras de la parte fija del sistema lineal |A| (puesto
que [Ky]so C [A]<q). Estas son, o bien rectas, o bien una cénica irreducible
pasando por todos los puntos de C (en cuyo caso, su imagen en A;(Z) seria
[A]).

Sea D una (—1)-curva no excepcional de Z y (d, —vy,...,—v,) las coor-
denadas de su imagen en A;(Z) respecto de la base B. Si A- D < 0, entonces
D esta contenida en la parte fija de |A|. Podemos suponer, por tanto, que
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A-D > 0. Ademés, al ser D una (—1)-curva, verificard también las condicio-
nes K -D = —1y D? = —1, que traducidas a coordenadas son:

n

> <2 (3.6)

=1

D vi=3d-1 (3.7)
=1

i =d+1 (3.8)
=1

De (3.6) y (3.7) se deduce que d = 1. Luego, segin (3.8), > , v = 2. Por
tanto, concluimos que d = 1 y existen 7,5 € {1,...,n} tales que v, = 1 si
k€ {i,j} y vy = 0 en caso contrario. Luego las (—1)-curvas no excepcionales
de Z son las iméagenes en A;(Z) de las rectas de P? que pasan por dos puntos
(al menos) de C.

Sélo queda ver que P(Z) y P(Z) coinciden. Para ello, consideremos un
divisor D de Z numéricamente efectivo y supongamos que D ~ dL* —
Sor vEr cond € Zy y v; € Zy U {0} para todo i = 1,...n. Como
[Al € NE(Z), A- D > 0. Por tanto, se verificara la desigualdad

i=1

Esto implica:

—Kz-D=3d-) v >d (3.9)
=1

Sid > 2, por (3.9) se tiene que —Kz-D > 2. Sid = 1, teniendo en cuenta
que D? = d? =" v? > 0 (al ser D numéricamente efectivo), deducimos
que D ha de ser linealmente equivalente a L* o a un divisor de la forma
L*— E} para algtin p; € C. En ambos casos también se verifica la desigualdad
—Kyz - D > 2. Al ser Z una superficie anticanénica (ya que [—Kz] coincide
con [A+ L*], que es una clase efectiva), el sistema lineal |D| no tiene puntos
base (teorema 3.3.6). Luego [D] pertenece a P(Z).

Concluimos, por tanto, que la imagen en A;(Z) de todo divisor numéri-
camente efectivo de Z pertenece a P(Z). Luego P(Z) = P(Z). O

Corolario 3.4.9. Supongamos que X = P2 y C es una cadena. Entonces:

(a) Si|A=2L" =" Ef|#0 yn <4 entonces NE(Z),P(Z) y P(Z)
son conos requlares.
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(b) Sin >5 y existe una conica integra pasando por los puntos p, ..., ps,
entonces el cono P(Z) no es simplicial.

Demostracion. (a) El divisor A tiene auto-intersecciéon no negativa, con lo
cual [A] no genera un rayo extremal de NE(Z) (al ser poliédrico, todos sus
rayos extremales han de venir generados por elementos de auto-interseccion
negativa). Teniendo en cuenta la demostracion de la proposicién anterior, los
rayos extremales de NE(Z) son [E4],...,[F,] y la imagen en A;(Z) de la
recta de P? pasando por p; y po. Es claro, por tanto, que NE(Z) es un cono
regular, siéndolo también P(Z) y P(Z).

(b) Sea

1

Z:Xn+1 = Xn X5

Xi=X

la sucesion de explosiones correspondiente a C. Consideremos la configuracion
Co:={p1,...,ps} v, en A;(Xe), la clase [A] del divisor A :=2L*—>"  Er €
Div(Xs). Por hipdtesis, A es linealmente equivalente al transformado estricto
en Xg de una cénica reducida e irreducible de P2. Como A? = —1 < 0, [4] es
un rayo extremal del cono N E(Xg). Segin la demostracién de la proposicién
3.4.8, los rayos extremales de N E(X¢) son [A], [L1], [E1], [Ea], [Es), [E4] y [Es),
siendo L; la recta de P? pasando por {pi, p2}. Por tanto, NE(Xs) no es un
cono simplicial y, asi, P(Xg) tampoco lo es. Pero P(Xg) se corresponde con
una cara de P(Z) (véase el teorema 2.3.20) y, por tanto, P(Z) tampoco es
simplicial. [

Proposicién 3.4.10. Supongamos X =P? y p(Z) > 11. Sea d € Z, 1y sean
vy, ...,0U, enteros no negativos no todos iguales tales que el sistema lineal
|dL* — >~ v Ef| es no vacio. Consideremos los nimeros reales:

5= 32?:1 i+ pgd 3 v
e dd v+ nd?p;

donde p; (7 =1,2) son las raices de la ecuacion cuadrdtica

n n n 2
d*(9 = n)na® +2d(9 —n) Y vz + 9> v? - (Z ui> =0.
=1 =1 =1

Entonces, el cono NE(Z) es poliédrico si min{éy, b2} > 1.

,J € 41,2},

Demostracion. Sea D un divisor efectivo de X linealmente equivalente a
dL* — 7" v;Ef. Utilizando la misma notacién que en el teorema 3.4.3, sea
t; la funcién hy o ¢y, siendo

P+ [Ls0 = [L=
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la funcion definida en la seccion A.2 del apéndice y
hl : [L*]:l — R"

la aplicacién definida por (1,z4,...,2,) — (—x1,...,—,), denotando por
(1,21,...,2,) alas coordenadas de un elemento de [L*|—; C A;(Z) respecto
de la base B. Consideremos también el conjunto Qg := {7 € A;(Z) | z* = 0}.
En virtud del lema 3.4.2 y la proposicién 2.5.26, los rayos limite de 7 (Z) han
de estar contenidos en el conjunto

A = [L*]>0 M [Kz]z() N Q().

Obsérvese que A # (), pues n > 10 (véase la demostracién del teorema 3.4.3).
Deduciremos qué condiciones han de verificar los enteros d, vy, ..., v, para
que el conjunto A esté contenido en [D]¢; en este caso, por el corolario 2.5.28,
7 (X) no puede tener rayos limite, con lo cual el cono N E(Z) sera poliédrico
en virtud de la proposiciéon 3.4.1. Para ello, obraremos en tres pasos.

Paso 1. Reduccion del problema inicial a un problema de extremos condi-
ctonados en R™,

Obsérvese que t1(A) = {(z1,...,2,) ER" | Y7 2, >3y Yoo a7 =1},
que es un subconjunto compacto de R"™. Definamos la funcion

n

flz, .. x,) = Zaimi,

=1

siendo a; = v;/d para todo i = 1,...,n. Es de sencilla comprobacién la
siguiente equivalencia:

A C D)oo < f(z1,...,2,) > 1 para todo (z1,...,2,) € t1(A).

Por tanto, A C [D] g si y s6lo si el valor minimo de la funcién f en t1(A) es
estrictamente mayor que 1.

Paso 2. Reduccion de las condiciones dadas por t1(A) a otras definidas
por dos igualdades.

Demostraremos la siguiente igualdad:

min{f(Q) | Q € t1(A)} = min{f(Q) | Q € E}
siendo = := {(z1, ...,x,) ER™ | D0 2, =3y >0 27 =1}
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Sea § = min{f(Q) | @ € E} y consideremos los siguientes conjuntos:

H:={(x1,...,2,) e R"| > " x; =3},
H :={(z1,...,2,) e R" | X7 x; > 3},
Fto={(z1,...,2,) € R" | X"  ajz; > 6},
St = A{(wy, ... wn) ER™ T a7 =1},

Sti={(z1,...,x) R | Y0 2 <1}

Sea p = (p1,...,pn) € t1(A). La proyecciéon perpendicular de p sobre
Hes ¢ = (q1,-.-,qn), siendo ¢; = p; + h"1(3 = > p;) para todo j €
{1,...,n}. @ pertenece a H N 5™ que es la envoltura convexa de una esfera
(n-2)-dimensional en el hiperplano H. Como F'* contiene a H N S™, también
contendrd a H N S™. Luego ¢ € F'* y, por tanto, Y ", a;q; > 0. Pero como
g —p; =h (3 =" pi) <0 para todo j (puesto que p € H") y a; > 0
para todo i, se tiene que Y., a;p; > 4.

Por tanto, concluimos que f(p) > d para todo punto p de ¢1(A). Asi pues,
se satisface la igualdad deseada.

Paso 3. Determinacion de las condiciones que deben de cumplir los co-
eficientes a; para que la funcion f alcance un valor minimo superior a 1 en =.

Segun el teorema de los multiplicadores de Lagrange, existen dos nimeros
reales A, u tales que los extremos relativos de la restriccién de f a = han

de ser puntos criticos de la funcién g(x1,...,x,, A, pn) = f(z1,...,2,) +
Ao @ —3)+p (X1, a2 — 1). Se comprueba facilmente que estos puntos
criticos son de la forma (ci,...,¢,) con ¢; = —(a; + pu)/(2X), siendo A =

— (o0 a; +nu) /6y praiz de la ecuacién:

n n n 2
(9 — n)na? —1—2(9—71)2@1-35—1—92%2 - <Z ai) = 0. (3.10)
i=1 i=1 i=1
La condicién a imponer es:

3 (Z?:l azz +p Z?:l a;)
>oi @i+ np

> 1 (3.11)

para cada raiz u, puesto que el valor de la funcién f en los puntos criticos es
el que aparece en la parte izquierda de la desigualdad (3.11).
Sustituyendo a; por v;/d se obtienen las condiciones del enunciado.
Finalizamos la prueba comprobando que la ecuacién (3.10) siempre po-
see dos raices reales distintas (una correspondera al méximo absoluto de f
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en = y otra al minimo absoluto). Si calculamos explicitamente estas raices
obtenemos:

= 1=1

d(n —9) nlvii?)d (n—9) [niilvf— (ivﬂ

Hi = d’n (9 —n)

Aplicando el hecho de que la media geométrica de dos niimeros no negativos
es menor o igual que su media aritmética y que la desigualdad es estricta si
dichos nimeros son distintos, deducimos la siguiente cadena de igualdades y
desigualdades:

(i“%‘)Q = ivf+2zmj

i=1 i=1 i<j

= ivf‘i‘sz/U?U?
i=1

i<j

- St

i=1 i<j
n
_ 2
=n E v;
i=1

lo que prueba que el discriminante de la ecuacién (3.10) es no nulo. Ademas,
el denominador de la expresién de 9, se anula si y sélo si dicho discriminante
es nulo, cosa que no ocurre teniendo en cuenta lo anterior. [

Ejemplo 3.4.11. Supongamos que k es un cuerpo de caracteristica nula y
consideremos coordenadas homogeneas (X,Y, Z) en P2, el punto O = (0,0, 1)
y la carta afin de P? dada por Z # 0. Escribamos x = X/Z, y = Y/Z
y consideremos una cadena C de diez puntos sobre P? que contenga a la
configuracién de puntos base del ideal (z%,y)Op20 C Opz . Sea Z el cielo
de C. La cuartica dada por la ecuacién Y% = 0 pasa por el clister K =
(C,{2,2,2,2,2,2,1,1,1,1}), siendo su transformado virtual en Z respecto de
K un elemento del sistema lineal [4L* — S0 2FF — S°1°_ F7|. Aplicando la
proposicién 3.4.10 obtenemos que el cono NFE(Z) es poliédrico, puesto que
min{dy, 02} ~ 1,07 > 1.

Proposiciéon 3.4.12. Si X es la superficie de Hirzebruch Fs y el sistema
lineal |(1 — 0)F* +2M* — """ | E¥| es no vacio, entonces el cono de curvas
NE(Z) es poliédrico.
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Demostracion. Sea A el divisor de Z dado por (1 — §)F* +2M* =" | E*.

Siz=(ed,x1,...,0,) €E{Z2E€ NE(Z)|[Kz|-2>0N[F*~0} entonces

[F]-2=d>0 y [~Kz] - 2=(+2)d+2e— ) x;<0.

i=1

Por tanto
Al 2=+ 1)d+2e—Y ;< [-Kz]-T—d<0.
i=1

Luego se verifica la inclusion
[z e NE(Z) | [Kz] -2 2 0} 0 [F]o € [l

que junto con el lema 3.4.2, la proposicion 2.5.26 y el corolario 2.5.28 prueba
que NE(Z) es poliédrico. O

3.5. Condiciones infinitesimales de poliedri-
cidad

Al igual que en la seccién precedente, consideremos una superficie racio-
nal regular Z obtenida como cielo de una configuracién C = {p;}?_, sobre
una superficie X, que puede ser P? o una superficie de Hirzebruch. Deducire-
mos unas condiciones, dependientes exclusivamente del grafo de proximidad
asociado a la configuracién C (y, por tanto, del morfismo ¢ : Z — X), cuya
verificacién implicard la poliedricidad del cono de curvas NE(Z). Obtendre-
mos, de esta manera, una clase de configuraciones sobre la superficie X tales
que el cono de curvas asociado a sus cielos es poliédrico.

Definicién 3.5.1. Denominaremos cono de proximidad asociado a Z al cono
de A;(Z) definido por

CP(Z):={ze€A(Z)|T-[E]>0 i=1,...n}

Nota 3.5.2. Si C es una curva de X, entonces [C] - [E;] > 0 para todo
it =1,...,n, puesto que las multiplicidades efectivas de C' en los puntos de
la configuraciéon C deben de verificar las desigualdades de proximidad. Por

tanto, [C] € CP(2).
Proposicién 3.5.3. Si R es un rayo limite de T(Z), entonces R C CP(Z).
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Demostracion. Sea T el conjunto de las imdgenes en A;(Z) de las curvas
integras excepcionales de Z y sea N := NE(Z) N CP(Z). ¢yu(T U N) es
conjunto compacto, luego con(7"U N) es un cono cerrado (por el corolario
A.1.39) que contiene a NFE(Z), puesto que las tnicas curvas integras de Z
cuyas imégenes en A;(Z) no pertenecen a N deben de ser necesariamente
excepcionales. Por tanto:

NE(Z) = con(T UN).

Sea R un rayo limite de 7 (Z). Por el lema A.1.34 cualquier rayo extre-
mal de NE(Z) debe estar generado por un elemento de T U N y al ser T
finito, debe existir una sucesién de rayos de A;(Z) generados por elementos
de N cuyo limite es R. Como N es cerrado, se tiene que R C N C CP(Z),
quedando probado el resultado. [

Con este resultado se ha conseguido delimitar aun mas la situacién de
los rayos limite de 7(Z). Aunando todas las restricciones obtenidas hasta
ahora podemos decir que los rayos limite de 7 (Z), en caso de existir, han de
pertenecer necesariamente al subconjunto de A;(Z) dado por:

0(7) = { {fﬂfo

>0

N[KzlsoNQoNCP(Z) si X = P?
N[F* = 0M*|50N[Kz)oqNQoNCP(Z) si X =T

- (3.12)
siendo Qy = {z € A;(Z) | 2% = 0}. La estrategia ahora consistira en determi-
nar qué condiciones, expresadas en términos de las relaciones de proximidad
entre los puntos de la configuracién C, equivalen o implican la condicion
geométrica (Z) = (). La verificacién de estas condiciones, obviamente, im-
plicara la poliedricidad del cono de curvas NE(Z).

Definicién 3.5.4. Sea G una matriz real cuadrada y simétrica de orden m,
y sea g su forma cuadrética asociada:

9(z) = zG7',

donde z = (z1,...,2,) € R™. Diremos que la matriz G (o la forma cua-
drética g) es condicionalmente definida positiva si g(Z) > 0 para todo vector
z € R™\ {0} con coordenadas no negativas.

Definicién 3.5.5. A cada configuracién C = {p1,...,p,} sobre X le asigna-
mos la matriz G¢ = (¢45)1<ij<n definida de la siguiente manera:

9ij = —9D(pi) - D(p;) — (Kz - D(pi))(Kz - D(p;)) si X =Py
9ij = —8D(pi) - D(p;) — (Kz - D(pi))(Kz - D(p;)) st X =T,
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donde Z es el cielo de la configuracién C y D(p;) es el divisor de Z asociado
al clister de puntos base del ideal completo correspondiente a p; (véase la
secci6én 1.3). Diremos que C es una configuracion P-suficiente si la matriz G
es condicionalmente definida positiva.

Nota 3.5.6. Obsérvese que la condiciéon de P-suficiencia no depende del or-
den admisible considerado en la configuracion. En efecto, dada una configu-
racién C = {p1, ..., pn} ordenada segin un cierto orden admisible, cualquier
otro orden admisible viene asociado a una permutacién o de {1,2,...,n}
tal que la nueva ordenacién de los puntos es py(1),...,Pom). Por tanto, si
Gc¢ = (gi;) es la matriz de la definicién 3.5.5 respecto al orden inicial, y
Ge = (g;;) es la matriz andloga con el nuevo orden, se verifican las siguientes
igualdades:

9i; = =YD (0o(i)) D(Po()) — (Kz - D(0o(i)))(Kz - D(ps(j))) = Go(i)ots);

donde v es igual a 9 si X = P2, y es igual a 8 si X es una superficie de
Hirzebruch. Por tanto, las formas cuadraticas asociadas a G¢ y a G{ son
las mismas, salvo una permutacién de sus variables. Luego una de ellas es
condicionalmente definida positiva si, y sélo si, la otra lo es.

Obsérvese que la matriz G, asociada a una cierta configuracién C sobre
X depende unicamente del grafo de proximidad asociado a C, de manera que
todas las configuraciones sobre la misma superficie X con idéntico grafo de
proximidad tienen asociada la misma matriz G¢. Asi pues, tiene sentido dar
la siguiente definicion:

Definicién 3.5.7. Si I es el grafo de proximidad asociado a alguna configu-
racién sobre X, diremos que I' es P-suficiente sobre X si dicha configuracién
es P-suficiente.

Nota 3.5.8. SiI' es un grafo de proximidad P-suficiente sobre una superficie
de Hirzebruch, entonces también lo es sobre P2. En efecto, sea C = {p;}7,
(resp., C" = {p;}’,) una configuracién sobre una superficie de Hirzebruch
(resp., sobre P?) cuyo grafo de proximidad asociado es I'. Podemos suponer
que los ordenes admisibles considerados son compatibles, en el sentido de
que p; y p; corresponden al mismo vértice de I'. En estas condiciones, es
claro que los coeficientes de la matriz G¢/ son mayores o iguales que los de
Ge (coeficiente a coeficiente). Por tanto, la P-suficiencia de C implicard la
P-suficiencia de C'.

Definicién 3.5.9. Dadas dos configuraciones C = {p;}!~, v C' = {p/}}, de
X, con el mismo cardinal, consideremos sus respectivos grafos de proximidad
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['c y I'cr. Diremos que ['er es un refinamiento de I'¢ si existe una permutacion
o del conjunto {1,...,n} tal que, si 1 < 4,5 < n, se verifican las condiciones
siguientes:

(1) pi >p; & p;(i) 2 pfr(j)'
(2) pi—p;j = p;(i) - p;(j)

Teorema 3.5.10. Sea C = {p;}"_; una configuracién sobre X = P? y sea
Z = X(C) el cielo de C. Entonces:

(a) El conjunto QUZ) es vacio si y solo si C es P-suficiente. Por tanto, el
cono NE(Z) es poliédrico si C es P-suficiente.

(b) Si C es P-suficiente y C' es otra configuracion de X de cardinal n cu-
yo grafo de proximidad es un refinamiento de I'c, C' es también P-
suficiente.

(¢c) Si C P-suficiente y C' es una configuracion sobre X tal que C' C C
entonces C' también es P-suficiente.

Demostracion. (a) Consideramos la aplicacién
h:[L*]=y — R"
definida por (1, z1,...,2,) — (—21,...,—x,) y la aplicacién composicién
pi=ho¢us : [L']s0 — R
Definimos el siguiente conjunto:

A= p([L]soNCP(Z)) =

— {(xl,...,xn) ER”]xi—ij >0 izl,...,n}.
J—

Es claro que A es el cono regular de R™ de dimensiéon n formado por los
elementos T = (z1,...,x,) de R" tales que P% - ¥ > 0. Segtin el corolario
A.3.23 y la nota posterior, las columnas de la matriz (P%)~! nos proporcio-
nan las coordenadas de los rayos extremales de A. Segin se vio en la seccién
1.3, esta matriz coincide con M¢ = (m;;)1<i j<n, Cuya columna j-ésima con-
tiene los opuestos de las coordenadas de la clase en Pic(Z) del divisor D(p,)
respecto de la base {EY, ..., EX}, para todo j = 1,...,n. Es decir:

n J
i=1 i=1
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teniendo en cuenta que m;; es nulo si ¢ > j.
Obsérvese que p(2(Z)) puede descomponerse como interseccién de tres
subconjuntos de R"™ de la siguiente manera:

wQZ2))=ANnS" I NnKT,

donde S™! es la esfera unidad en R" y K := {(21...,2,) | D0y @ > 3}
Al ser A el cono generado por los vectores columna de Mg, cada vector
a = (ag,...,an) € R"\ {0} con coordenadas no negativas da lugar a un
elemento de A\ {0}, > 7, a;j(myj, ..., my;), denotado por 74; y reciproca-
mente, cada elemento de A\ {0} viene dado por un vector de esta forma.

Por tanto, se tiene la siguiente igualdad:

Ta
175
Es claro que la condicién necesaria y suficiente para que el conjunto €2(Z2)
sea vacio es la inclusién:

S"_lﬂA:{ |d€R”\{0}yaiZOparatodoizl,...,n}.

ANSIC R\ K™,

es decir:
— n
Ta_clzerr| d a<3
|7al| —

para todo @ € R™\ {0} con coordenadas no negativas. O, equivalentemente,

Z Z QM < 3 Z (Z ozjmij> (313)

i=1 j=1 =1

para todo & € R™ \ {0} con coordenadas no negativas.

K+
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Elevando al cuadrado cada miembro de la expresion (3.13) se obtiene la

desigualdad: , ,
(ZZO@'W@') < 92 <Z Oéjmij> ,
i=1 \j=1

i=1 j=1

llegdndose a la conclusion de que Q(Z) = ) si y sélo si

n

i=1 j=1

para todo o = (ay ..., ) € R™\ {0} con coordenadas no negativas, es decir,
si y solo si la forma cuadratica

glan, ... ap) = 92 Z (mya;) — (Z mijaj>

i=1 j=1 ij=1

es condicionalmente definida positiva. La matriz simétrica (g;;) asociada a
dicha forma cuadratica viene definida por

1 9%
2 8042'80(]'
=1

= —9D(p;) - D(p;) — (K - D(p;))(K - D(p;)),

gij =

=9

y el resultado queda probado.

(b) Denotemos por Z' a la superficie X (C'), y por ¢ y A’ a los analogos
a uy A de la demostracién del apartado (a) respecto de la configuracién
C'. Si L™ denota el transformado total en Z’ de una recta general de X y
E!* denota el transformado total en Z’ del divisor excepcional asociado a la
explosién con centro en p, es claro que las asignaciones [L*] — [L"™] y [Ef] —
[E(’;"(i)] para i = 1,...,n proporcionan un isomorfismo de espacios vectoriales
v A1(Z) — A(Z') tal que p([L*]s0) = [L*]s0 y hace conmutativo el
diagrama:

[L*]>0 - [L™]>0

N

R’n
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Como I'cr es un refinamiento de I'c se satisfard la inclusién A’ C Ay, por
tanto, se tendra:

W(QZN=ANS"TNnKtCANS"'NK' = pu(Q2)).

Como Q(Z) es vacio (por el apartado (a)), (Z’) también sera vacio, siendo
C’ una configuracién P-suficiente.

(¢) Supongamos que C = {p1,...,pn} y C' = {p; | i € J}, con J C
{1,...,n}. Consideramos en C’ el orden admisible inducido por el de C. Es
claro que G es la submatriz de G resultante al eliminar las filas y las colum-
nas con indices en {1,...,n}\ J. Por consiguiente, si G¢ es condicionalmente
definida positiva, G¢r también lo sera. [I

Obtengamos ahora un resultado similar para el caso en que X es una
superficie de Hirzebruch.

Teorema 3.5.11. Sea C = {p;}; una configuracion sobre una superficie de
Hirzebruch X =Fs y sea Z = X(C) el cielo de C. Entonces:

(a) Si C es P-suficiente, entonces el conjunto Q(Z) es vacio y, por tanto,
el cono NE(Z) es poliédrico.

(b) SiC es P-suficiente y C' es otra configuracion sobre X de cardinal n cu-
yo grafo de proximidad es un refinamiento de ¢, entonces N E(X(C'))
es poliédrico.

(c) Si C P-suficiente y C' es una configuracion sobre X tal que C' C C
entonces C' también es P-suficiente.

Deduciremos este teorema a partir de una serie de lemas que demostra-

remos a continuacién. En ellos, seran de utilidad los siguientes subconjuntos
de Al(Z)

EQ = [F*]>0 N [M* - 5F*]:0,
E+ = [F*]>0 ﬂ [M* - 5F*]>0.
Si Q(Z) es el conjunto definido en (3.12) es clara la siguiente igualdad:
NZ) = (2Z2)NZo) U (Z)NEL).
Considaremos la aplicacién

h:zoﬁ[F*}zlﬁRn
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definida por (0,1, 21,...,2,) — (—x1,...,—x,) v la aplicacién
e Yy — R
dada por p = h o ¢jr+. Denotamos Aq el subconjunto de R"™ dado por

Ag = p(Xo N CP(Z)) =

:{(:L‘l,...,xn)ER”xi—ijZO i:l,...,n}.

Jj—1
Al igual que en la prueba del teorema 3.5.10, Ay es el cono regular de R™ de
dimensién n cuyos rayos extremales estan generados por los vectores columna
de la matriz M¢ = (m;)1<ij<n-
Obsérvese que p(2(Z) N Xy) puede descomponerse como interseccién de
tres subconjuntos de R™ de la siguiente manera:

ILL(Q(Z) M 20) = AO N Sgil N KJr,

donde
Syt = (Qo N )

es la esfera de R™ de radio V0 y
K+ = {($1,...,$n) e R" | ZI’Z 25+2}
i=1

es la imagen via u de la region 3y N [K]>o.
Definamos la siguiente forma cuadratica:

g (x1,...,2n) = (6 +2) Z(me%> —5<ZZmijx]~> .

Claramente, el elemento (i, j) de la matriz simétrica G’ = (g;;) asociada a g’
es

—(0+2)*D(p:) - D(p;) — (K - D(pi)) (K - D(p;)).

Nuestro objetivo es determinar condiciones para que el conjunto 2(Z2)
sea vacio. Veamos primero cuando es asi su interseccion con X.
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Lema 3.5.12. El conjunto Q(Z) N X es vacio si y solo si la matriz G' es
condicionalmente definida positiva.

Demostracion. Es claro que la condicién necesaria y suficiente para que el
conjunto (Z) N 3y sea vacio es la inclusion:

SN AyCRY\ KT (3.14)

Al igual que se vefa en la demostracién del teorema 3.5.10, cada vector
a = (ag,...,an) € R"\ {0} con coordenadas no negativas da lugar a un
elemento de Ay \ {0}, 75 1= D> 1, oj(myy, ..., my;); v reciprocamente, todo
elemento de Ay \ {0} puede expresarse de esta manera. Se tiene, por tanto,
la igualdad:

Hf”rm <a1,...,an>eR”\{O}yaiEOparatodoi}7

y la condicién (3.14) equivale a que, para todo @ € R™\ {0} con coordenadas
no negativas, se tenga:

5 n
HFC—,E{(xl,...,mn)GR"\Z@-<§+2}.

i=1

SEINA = {

Si @ € R"\ {0} tiene coordenadas no negativas, se tiene la siguiente
cadena de equivalencias:

5 n
—"g|fa € {(xl,...,xn) eR" | le <5+2}

i=1

Vo Z Z QM5

— == <6+2

Zn: (an:l aﬂ”z‘j)

n n 2 n o n 2
5 —+ 2 2 Z (Z mijozj> -0 (Z Zmijaj> >0
=1 \j=1

i=1 j=1
/
— ¢ (aq,...,0p) > 0.

Concluimos, por tanto, que Q(Z) N Xy = () si y sblo si la matriz G’ es
condicionalmente definida positiva. [
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Deduciremos ahora una condicién aritmética similar que implicara la con-
dicién geométrica Q(Z) NX, = (. Para ello, consideremos la aplicacién

t:Y, N[M* —§F = — R""!

dada por (1,xg,21,...,2,) — (xg,—21,...,—2,), ¥ la aplicacién

1/} . E+ N Rn—i—l
definida por v := t o ¢p+_sp+). Consideremos el siguiente subconjunto de
Rn—i—l:

Ay = B(Z,NCP(Z))

= {(azo,...,xn)GR”+1]xo>O y xi—ijEO Vizl,...,n}.

i

La clausura topoldgica de A, es un cono regular de dimensién n+1 cuyos
rayos extremales vienen generados por los vectores columna de la siguiente

matriz de orden n + 1:
1 0\ (1 0
0 P L0 M.

Luego los rayos extremales de la clausura del conjunto A, vienen generados
por el conjunto de vectores de R"™: {(1,0,...,0), (0,m1;,...,Mp;)1<j<n}-
Definimos los subconjuntos de R™**:

Al = {(xg,...,x,) € Ay | existei € {1,...,n} con oy > 0},

Kf::{<$0,$1,..., GRH+1|Z$1_ (5+2$0+2}

que es la imagen por ¢ de X, N [Kz|>o, ¥

Sy = {(arg,...,xn) € R | fo :2x0—|—5x§},

=1

la imagen por ¥ de X N Q.
Obsérvese que 1 (£2(Z) N X, ) puede descomponerse como interseccién de
tres subconjuntos de R™"*! de la siguiente manera:

YUZ)NEL) =A L NSINKT.
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Cada vector a = (ag, ay, . .., a,) € R"™ con coordenadas no negativas y
tal que ap > 0y con algin «; > 0 (con 7 > 1), da lugar a un elemento de
A, Tq = ap(1,0,...,0) + Z;‘:l a;(0,my;, ..., my;). Reciprocamente, todo
elemento de A, puede escribirse de esta manera.

Definimos la forma cuadratica de R™:

n n 2 n n 2
g(xl,xg,...,xn) :82 (meg) — <sz”$]>
i=1 7=1

i=1 j=1

Su matriz simétrica asociada (g;j)1,<ij<n viene dada por

dg n .
O, axj =38 Z MM — (; mm') (; mkj> =

1
gij_§

= —8D(p:) - D(p;) — (K - D(p;))(K - D(p;))

y coincide con la matriz Ge.
Para clarificar la notacién, denotaremos por a a un vector (asq,...,a,)
de R™, y por (ap, @) el vector de R™™ dado por (ag, ay, ..., ).

Lema 3.5.13. Sean 31 y (2 las funciones funciones reales definidas por

2
Bi(ag, @) = *
> (Z mijoéj) —dag
i=1 \ j=1
2
62(0[0,@) =

> > mgay — (0 +2)ag
i=1j=1

St la forma cuadrdtica g es condicionalmente definida positiva, entonces
B1 (o, @) < Balag, ) para todo (ap, a) € R™ ! perteneciente a la interseccion
de los dominios de 31 y P2 tal que oy > 0 y los valores a; (parai=1...,n)
son no negativos y no todos nulos.

Demostracion. Es sencillo comprobar que las siguientes desigualdades son
equivalentes:
Bi(ao, a) < Baag, @)

2 2
Qp <

2 p—,
i (i mijaj) —da3 Z Z:lmij@j — (0 +2)ap
j=1

i=1j=

=1
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n n n n 2
Qp Z Zmijozj — (5 —+ 2)0&3 < Z <Z mijozj> — (5053
i=1 \j=1

i=1 j=1

n n 2
Z <Z mijaj> + Ug(&(}) > O,
1 \j=1

i=

siendo v, (z) 1= 22% — <Z?:1 > i1 mijaj> z. La funcién v, posee un minimo

2
n n
absoluto en x4 := § Y1, Y0 myjay, siendo vy (1,) = — (Z > mijaj) :

i=1j=1
Por tanto:
n n 2 n n 2 1 n n 2
Z (Z mijozj) + UQ(O./()) Z Z (Z mijozj> — g <szijaj> =
1=1 j=1 i=1 7j=1 =1 j=1

n

1| & (& i & i
:é 82(277%0@) —(ZZWMJ) :§~g(g).

i=1 j=1

Como consecuencia, si g es condicionalmente definida positiva, entonces

B (g, a) < Ba(ag, @)

para todo (ag,a) € R™"! perteneciente a la interseccién de los dominios de
B1y Po tal que ag > 0 y los valores «; (para i =1...,n) son no negativos y
no todos nulos. [J

Lema 3.5.14. Si la matriz Ge (o equivalentemente, la forma cuadrdtica g)
es condicionalmente definida positiva, entonces el conjunto QUZ) N'X, es
vacio.

Demostracion. Denotemos por I al conjunto de los vectores & = (ay, ..., ) €
R™"! con coordenadas no negativas tales que ag > 0y existe i € {1,...,n}
con oy; > 0. Para cualquier & € T', denotemos por R4 al rayo de R"™! generado
por 75. Es evidente que se satisface la igualdad:

A\ = | Ra. (3.15)

acl

Ahora tomamos los siguientes subconjuntos de I':
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n n 2
Fl = (amal,...,an)ef\z(Zmijaj) —(5C¥g:O
i=1 \j=1

[y = {(ao,al,...,an) el| szijaj—(5+2)a0§0}'

i=1 j=1

Consideremos la funcién real f(zg,z1,...,2,) == > o @ — (0 +2)z9 — 2
y observemos que K; = {(xg,...,z,) € R"™ | f(xo,...,7,) > 0} y que
si a € '\ (I'y UTy), entonces la intersecciéon del rayo Rs con S; y con el
hiperplano J definido por la ecuacion f(xg,z1,...,x,) = 0 viene dada por
las expresiones siguientes:

Rz NSy ={B1(a)Ta}; RanNJ ={0G(a)ra},

siendo 5
Q
61 (6‘> = . 2
( mijozj> —505(2)
i=1 \ j=1
2
Bo(@) =

M=

()

Z mijaj — ((S + 2)@0
1j=1

Si a € I'y, entonces es claro que el rayo R5; no intersecta con Sy, con lo
cual P(QZ)NEL) N Ry = 0.
Si @ € I'y entonces:

Z Zmijozj < (5 + 2)0[0 < ((5 + 2)0[(] + 2,
i=1 j=1

con lo cual Ry N K; = (). Luego, en este caso, también se verifica la igualdad
Y(QUZ)NEL) N Ry = 0.
Como consecuencia, se tiene la siguiente igualdad:

Y(QUAZ)ND,) = U Ra|nSinkf (3.16)
\(T'1Ur2)

y las siguientes condiciones son todas equivalentes:
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Q(Z) N ZJr - @,

U Rs|nSinkf =0
\(T'1urz)

f(Br(a)Ts) < 0= f(Ba(@)Ts) para todo a € T'\ (I'y UTy),
ta(Br(@)) < ta(B2(a)) para todo @ € I'\ (I'y UTy) (3.17)

donde, para cada a € T, t5 : R — R es la funcién definida por:

Esta funcion t5 es estrictamente creciente para todo @ € I'\ (I'; UT'y), pues
su derivada satisface t_(z) = 2/(2(@) > 0. Por tanto, la condicién (3.17)
equivale a

B1(@) < fa(@) para todo v € T\ (T'; UTy)

y ésta se satisface por el lema 3.5.13, dado que g es condicionalmente definida
positiva y I'y UI's contiene al conjunto de vectores & de I' que no pertenecen
a la interseccién de los dominios de 31 y (5o. O

Demostracion del teorema 3.5.11.

(a) Como consecuencia de la igualdad Q(Z) = (Q(Z)NE)) U (QUZ)NEL) y
de los lemas 3.5.12 y 3.5.14 se tiene que Q(Z) es vacio (y, por tanto, NE(Z)
es poliédrico) si las formas cuadraticas g y ¢’ son ambas condicionalmente
definidas positivas. Pero, si g es condicionalmente definida positiva, entonces
¢’ también lo es. Esto es consecuencia de la siguiente igualdad, de inmediata
comprobacion:

g (@1, ) = (5—22) g(xl,...,xn)+% (ZZmU:cj> .

i=1 j=1

Queda, asi, finalizada la prueba.

(b) Denotemos por Z’ al cielo de la configuracién C' y sean p/, ¢, X, X', Ay
A, los andlogos a p, v, X, Xy, Ag y A; de la demostracién del apartado (a),
respecto de la configuraciéon C'. Si F"* y M’ denotan los transformados totales
en Z' de los divisores F'y M de X y E!* denota el transformado total en Z’
del divisor excepcional asociado a la explosién con centro en pf, es claro que
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las asignaciones [F*] — [F"], [M*] — [M"] y [Ef] = [E)] parai =1,....n
proporcionan un isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : A1(Z) — A;(Z') tal

que (o) = Xf, ¢(X4) = X'y hace conmutativos los diagramas:

Rn—f—l

Como I'¢r es un refinamiento de I'c se verifican las inclusiones Aj C A,
y A’ € AL Por tanto, se tendra:

(QUZYNEY) =ApNSF I NKY CA NS ' NEKT = pu(Q(2)N%y)
PQUZYNE) =N NS NKYCALNSINKT =pu(Q(Z)Nxy)
Si g es condicionalmente definida positiva entonces (Z) es vacio (por el apar-
tado (a)), y al ser Q(Z") = (QZ") N ;) U (2(Z') N X4), también serd vacio
Q(Z"), siendo NE(Z') un cono poliédrico.

(¢) Su prueba es idéntica a la del apartado (c¢) del teorema 3.5.10 O

Ejemplo 3.5.15. La matriz G¢ asociada a una configuracién C = {p;}1%,
sobre X = IP? cuyo grafo de proximidad es el de la figura 3.1 es la siguiente:

§ 7 14 13 12 11 10 9 9 12 11
7 14 19 17 15 13 11 9 9 15 13
14 19 38 34 30 26 22 18 18 30 26
13 17 34 38 33 28 23 18 18 33 28
12 15 30 33 36 30 24 18 18 27 21
Ge = 11 13 26 28 30 32 25 18 18 21 14
10 11 22 23 24 25 26 18 18 15 7
9 9 18 18 18 18 18 18 9 9 0
9 9 18 18 18 18 18 9 18 9 O
12 15 30 33 27 21 15 9 9 36 30
11 13 26 28 21 14 7 O 0 30 32

G es condicionalmente definida positiva, puesto que todos sus coeficien-
tes son no negativos y los coeficientes de la diagonal son estrictamente po-
sitivos. Luego C es una configuracién P-suficiente y el cono NE(X(C)) es
poliédrico.
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P11

® D3

® D2

Figura 3.1: Grafo de proximidad del ejemplo 3.5.15

Ejemplo 3.5.16. Consideremos una configuracién C cualquiera sobre P2
cuyo grafo de proximidad sea el de la figura 3.2. La matriz G¢ asociada es la
siguiente:

8 7T 14 21 28 3 42 7 6 12 18 24 5 4 10

7T 14 19 24 29 34 39 5 3 6 9 12 1 -1 2
14 19 38 48 58 68 78 10 6 12 18 24 2 -2 4
21 24 48 72 87 102 107 15 8 18 27 36 3 -3 6
28 29 58 87 116 136 156 20 12 24 36 48 4 —-4 8
35 34 68 102 136 170 195 25 15 30 45 60 5 -5 10
42 39 78 117 156 195 243 30 18 36 54 72 6 —6 12

Ge = 7T 5 10 15 20 25 30 14 12 24 36 48 10 8 20

12 6 12 18 24 30 36 24 27 54 72 90 21 15 42
18 9 18 27 36 45 54 36 36 72 108 135 27 18 54
24 12 24 36 48 60 72 48 45 90 135 180 33 21 66
5 1 2 3 4 ) 6 10 15 21 27 33 20 16 31
4 -1 -2 -3 -4 -5 —6 8 12 15 18 21 16 20 23
10 2 4 6 § 10 12 20 30 42 54 66 31 23 62
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Denotemos por g(x1,...,r15) a la forma cuadratica definida por esta ma-
triz y por h(x1,...,x7) a la siguiente forma cuadratica en 7 variables:

1327 + 3723 + Tlaj + 115zF 4+ 16922 + 23327 + 1927—

—21‘7(1’1 -+ 2ZE2 + 3ZE3 + 41‘4 + 51‘5 + 61’6)

Puesto que h es definida positiva y la forma cuadratica (con 15 variables)
g(x1, ..., x15) — h(za, x3, T4, T5, T6, T7, T14) €8 condicionalmente definida posi-
tiva (puesto que todos sus coeficientes son no negativos y los correspondientes
a los cuadrados son estrictamente positivos), se concluye que g es condicio-
nalmente definida positiva y, por tanto, la configuracién C es P-suficiente.

Figura 3.2: Grafo de proximidad del ejemplo 3.5.16

Ejemplo 3.5.17. Sea C = {p;};2, una configuracién cualquiera sobre una
superficie de Hirzebruch tal que su grafo de proximidad asociado sea el de la
figura 3.3. La matriz G¢ es la siguiente:
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7T 6 12 18 24 17 34 51 50 49
6 12 16 20 24 18 36 54 52 50
12 16 32 40 48 36 72 108 104 100
18 20 40 60 72 54 108 162 156 150
24 24 48 72 96 64 128 192 184 176
17 18 36 54 64 55 102 149 142 135
34 36 72 108 128 102 204 298 284 270
51 54 108 162 192 149 298 447 426 405
o0 52 104 156 184 142 284 426 412 390
49 50 100 150 176 135 270 405 390 375

Ge =

Al tener todos los coeficientes estrictamente positivos, es claro que se tra-
ta de una matriz condicionalmente definida positiva. Por tanto, C es una
configuracion P-suficiente.

Ademsés, cualquier configuracion sobre P? cuyo grafo de proximidad sea
el mismo que el de C también seré P-suficiente, por la nota 3.5.8.

e D3

. @ P2

Figura 3.3: Grafo de proximidad del ejemplo 3.5.17
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Dada una configuracion P-suficiente, “moviendo” adecuadamente sus pun-
tos de manera que la nueva configuracion conserve el mismo grafo de pro-
ximidad que la inicial, obtenemos una nueva configuracion P-suficiente. De
esta manera pueden generarse familias de superficies racionales no singulares
con cono de curvas poliédrico. Una muestra de ello es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.18. Supongamos que la caracteristica del cuerpo k es nula y
consideremos un punto p del plano proyectivo. Sean z,y coordenadas locales
en p. Para cada (a,b,c,d, e) € k® tales que ae # 1 y be # 1, consideramos el
germen de curva en Opz2 , dado por g := fi f2f3f4, siendo

fi=(ex+y)°— (z+ay),

fo=(x+by)* — [cx + (cb+ 1)y]°,
fs = (x+by)? = [dz + (bd +1)y]",
fi=2+by — [dv + (bd + 1)y]°.

El arbol de proximidad de la configuracion asociada a la resolucién sumergida
minimal de g es justamente el grafo de proximidad de la figura 3.2, que
se corresponde con el de la configuracion P-suficiente del ejemplo 3.5.16.
Tenemos, por tanto, una familia infinita de gérmenes de curvas planas cuyas
configuraciones asociadas a sus resoluciones sumergidas minimales se adaptan
a un mismo grafo de proximidad, que sabemos que es P-suficiente sobre P2
Ello implica que los cielos de todas estas configuraciones poseen un cono de
curvas poliédrico.

Proposicién 3.5.19. Sea C una configuracién sobre P? o sobre una superficie
de Hirzebruch, y denotemos por Z al cielo de C.

(a) Si K% > 0 entonces C es P-suficiente.

(b) Si K% =0, entonces C es P-suficiente si existe en C algin punto satéli-
te.

(c) Si K% <0y todo punto de C posee, a lo sumo, un punto de C que le es
prozimo, entonces C no es P-suficiente.

Demostracion. Denotemos por pq,...,p, a los puntos de la configuracién C
(ordenados, como es usual, respecto a un cierto orden total admisible) y
consideremos la matriz M¢ = (m;;)1<ij<n v la siguiente forma cuadrética:

n

h(xy,...,x,) = n; (; mijxj> — (ZZmijxj> .

i=1 j=1



3.5. Condiciones infinitesimales de poliedricidad 135

Sean x1, ..., x, son nimeros reales no negativos arbitrarios y no todos nulos,
y denotemos A; := Z?:l m;;jz; paratodo i = 1,...,n. Se verifica la siguiente
secuencia de igualdades y desigualdades:

n 2 n n
(ZAZ) =D ATH2Y AN =D ATH2) AIAZ S
i=1 i=1

k<l i=1 k<l
< ZA?JFQZ% =Y Af+(n—-1)) A7=n) A} (3.18)
i=1 k<l i=1 i=1 i=1
donde la desigualdad proviene de la existente entre la media geométrica y la
media aritmética de dos ntimeros reales no negativos.
Sea ¢ la forma cuadrética asociada a la matriz simétrica Ge.

(a) Supongamos que K% > 0. Esta condicién equivale a n < 8 si C es una
configuracién sobre P2, y n < 7 si lo es sobre una superficie de Hirzebruch.
Por tanto, en este caso:

n n 2
g(xla--wl’n)>h($1,...,xn):nZAf—<2Ai) >0,
=1

i=1

siendo la dltima desigualdad consecuencia de (3.18). Como z1, ..., x, se han
tomado arbitrarios, g es condicionalmente definida positiva. Luego la confi-
guracion C es P-suficiente, probandose al apartado (a).

(b) Supongamos ahora que K% = 0. Esto equivale a n = 9 si C es una
configuracién sobre P2, y n = 8 si lo es sobre un superficie de Hirzebruch.
Por tanto, en este caso se tiene la igualdad:

g(x1, ... xn) = h(xy, ..., zp)

para cualquier elecciéon posible de z1,...,x,.

Supongamos que existe un punto satélite p, € C y veamos que C es P-
suficiente. Sea p, un punto de C tal que p, es proximo a p, y no pertenece al
primer entorno infinitesiimal de p,.

Probemos la existencia de dos indices k, [ tales que Ay # A; para cualquier
eleccion posible de x4, ..., x,. Procedamos por reduccion al absurdo, supo-
niendo la existencia de niimeros reales no negativos no todos nulos x4, ..., x,
tales que todos los valores Ay sean iguales. Se verifican las siguientes igual-

dades:
n s—1 n
Ar = E mrjxj = E mrjxj + E mm-:nj,
j=r j=r j=s
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n
AS: E Ms;Zj.
j=s

Pero al ser py proximo a p,, se tiene que m,; > mg; si ps < pj, ¥ my; =
ms; = 0 si j > s pero p; no es infinitamente préximo a p,. Por tanto, para
que se dé la igualdad A, = A,, la tnica posibilidad es A, = A, = 0 siendo,
por tanto, todos los Ay nulos. Esto es una contradiccién, puesto que my; = 1
para todo i € {1,...,n} y este hecho obligaria a la nulidad de todos los x;.

Luego para cualquier eleccién de zq, ..., x, existen, al menos, dos indi-
ces k,l tales que Ay # A,;. Esto implica que la desigualdad de la secuencia
(3.18) es estricta siempre (pues la media geométrica de dos nimeros positi-
vos distintos es estrictamente menor que su media aritmética) y, por tanto,
g(xy...,x,) = h(xy,...,2,) > 0 para cualquier eleccién de z1, ..., xz,, sien-
do g condicionalmente definida positiva. Por tanto, la configuracién C es
P-suficiente.

(c) La condicién Kz < 0 equivale a n > 9 si C es una configuracién sobre
P2, 0 n > 8 si es una configuracién sobre una superficie de Hirzebruch. Por
tanto, es clara la desigualdad:

g(xy, .. xn) < h(zy, ..., x,)

para todo vector (z1,...,x,) con coordenadas no negativas y no todas nulas.
Puesto que todo punto de C posee, a lo sumo, un punto de C que le es préximo,
se tiene que m;; = 1 si p; < p; y m;; = 0 en caso contrario. Sean py,, ..., ps,
los puntos maximales de C y elijamos x5, = 25, = ... =25, = 1y x; =0
para todo ¢ € {1,...,n} \ {s1,...,s:}. Con esta eleccién de los valores {z;},
calculemos Ay, para k € {1,...,n}:

n n
AL = E My T = E My Tj = Mys, Ts; = 1,
j=1 j=k

donde p;, es tal que py < ps; . Asi pues, todos los valores Ay serian iguales,
con lo cual la desigualdad de (3.18) serfa, para esta eleccién de {x;}, una igual-
dad (puesto que las medias geométrica y aritmética de dos niimeros positivos
iguales coinciden). Por tanto, se tendria g(zy,...,2,) < h(z1,...,2,) =0y
g no seria condicionalmente definida positiva. [

La condiciéon de P-suficiencia incluye los casos con divisor anticanénico
amplio, como muestra el siguiente corolario.

Corolario 3.5.20. Si Z es una superficie racional no singular tal que —K
es amplio, entonces cualquier configuracion C sobre P? o sobre una superficie
de Hirzebruch cuyo cielo sea isomorfo a Z es P-suficiente.
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Demostracidén. Sea C una configuracién sobre una superficie X (igual a P? o
una superficie de Hirzebruch). Al ser —K ;7 amplio se tiene que K% > 0, y la
configuracion C es P-suficiente, por la proposicion 3.5.19. [

A continuacion, establecemos algunos resultados que nos conduciran a
probar que cuando la configuracién C es una cadena, la condicién de P-
suficiencia puede expresarse de una manera mucho mas simple.

Lema 3.5.21. Si C = {p;}, es una configuracion de X, que es una super-
ficie racional relativamente minimal o bien la superficie de Hirzebruch Fi, Z
es el cielo de C y v es un numero real positivo, entonces los coeficientes de
la matriz cuadrada de orden n, G, = (qis), definida por

9is == —yD(pi) - D(ps) — (Kz - D(p1))(Kz - D(ps))

estan relacionados por las siguientes igualdades:

n

Jis = Z Gjs +ymys — Zmis-

il—j i=1
Demostracion. Se sigue de la siguiente cadena de igualdades:

-1

-1 n
gis =7 Z MMy + YMis — (Z m; + 1)(2 mis) =
=1 =1

=1

-1 -1 n n
=72 2 mmis = (3 D mig) (Y i)+ yms = 3 iy =
i=1 i=1

1=1 j|ll—j =1 jll—j

-1 -1 n n
- Z [y Zmijmis - (Z mij)(Z ms)] + ymus — Z Mis =
=1 i=1 i=1

=i =1

- Z 9js + ymys — Zmis>

ili—j i=1

donde la segunda igualdad es consecuencia de la proposicién 1.3.14 y la ultima
se sigue de que la condiciéon | — j implica 5 < [.

Lema 3.5.22. Sea C = {p;}_, una cadena de X, vy un nimero real positivo
y G, = (915) la matriz dada en el lema 3.5.21. Si g,,, > 0, entonces todos los
coeficientes de G son positivos.
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Demostracion. Razonaremos por reduccién al absurdo. Para cada indice s
(1 < s < n), definamos A; = {i € {1,...,n} | gis < 0} y asumamos que
Ag # () para un indice fijado s. Sea iy el minimo del conjunto A,. En esta
demostracion usaremos las siguientes propiedades, que se deducen facilmente
de la férmula que proporciona el lemma 3.5.21 para el elemento g5 (que
sabemos que no es positivo).

» Propiedad 1. Si el punto p;, es proximo a pj, entonces,

ks + YMiys — Z mis S 0.
=1

» Propiedad 2. ym;s — Z?Zl m;s < 0 para todo j > 1.

Obsérvese que la propiedad 2 es cierta para j = iy por el lema 3.5.21, y
también para j > 7o, puesto que se verifica la desigualdad m,;s < mssij > i.

Probaremos ahora que g;, < 0 para todo j > 4. Esto implicard que
gns < 0, conluyéndose la prueba de este lema ya que, si s = n, tenemos una
contradiccién y, en caso contrario, gs, < 0 al ser G, una matriz simétrica, y
el mismo procedimiento para n en lugar de s prueba que g,, < 0, que es una
contradiccion.

Podemos suponer que 75 < n. Para probar la desigualdad anterior usare-
mos el segundo principio de induccion para j > 19+ 1. Probaremos primero la
desigualdad para j = ip+ 1 (paso bésico). Para ello, distinguimos dos casos:
el caso 1, que se produce si existe un indice k (1 < k < 75 < n) tal que el
punto p;,+1 es proximo a py (y obviamente p;, es también préximo a py), y
el complementario del caso 1, que denominaremos caso 2.

En el caso 1 tenemos

n n
gioJrl,s = ks + Gigs + VmioJrl,s - Z mis S ks + Gigs + P}/mio,s - Z myis S 0.
i=1 =1

Y en el caso 2

Gio+1,s = GJigs T YMig+1,5 — Z ms < 0.
i=1

En ambos casos la igualdad es consecuencia del lema 3.5.21. En el caso 1, la
primera igualdad es cierta al ser C una cadena. Finalmente, la desigualdad
Jios < 0y la dada por la propiedad 1 (resp., 2) para el caso 1 (resp., 2)
concluye la prueba del paso basico.

Veamos ahora el paso inductivo. Supongamos que g;; < 0 para iy < j <
[ < n; veremos que g;41,s < 0. Para ello, necesitamos distinguir tres casos:
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i) Existe un indice k (1 < k < ig < n) tal que el punto p;;; es préximo a
pr (en tal caso, el punto p;, es también préximo a py). Entonces,

gi+1,s = Gks + gis + ’le-l—l,s - Z mis S Jis + Gks + YMiys — Z mis S 0.

i=1 i=1

ii) Existe un indice k (1 <ig < k <) tal que el punto p;;; es préximo a
pi. Entonces,

gi+1,s = Gks + gis + YMi41,s — Z Mis < 0.

=1

iii) El punto p;4; solo es proximo a p;. Entonces,

gi+1,s = Jis + TYMiy1,s — Z mis S 0.
i=1
Estas férmulas obtenidas en 1), ii) y iii) son consecuencia de la aplicacién
del lema 3.5.21 en todos los casos, de la propiedad 1 en el caso i) y de la
propiedad 2 en los casos ii) y iii), y de la hipdtesis de induccién en todos los
Casos (gls <0en 1) y 111)7 Y Gks <0 Y Gis <0en 11)) U

Lema 3.5.23. Sea v > 0 y G, = (g15) la matriz dada en el lema 3.5.22.
Entonces, G, es condicionalmente definida positiva si y solo st gpy > 0

Demostracion. Si G, es condicionalmente definida positiva, tomando 7 =
(0,...,0,1) tenemos:

Jnn = Evat > 0.
Reciprocamente, si g,,, > 0 entonces, por el lema 3.5.22, todos los coeficientes
de G son positivos, con lo cual G, es condicionalmente definida positiva. [

Obsérvese que, para cualquier configuracién C, la matriz G¢ coincide con
G, si X =P?, y con Gg, si X es una superficie de Hirzebruch. Cuando C es
una cadena, tal y como advertimos anteriormente, existe una forma sencilla
de verificar si esta matriz es condicionalmente definida positiva: simplemente
hay que comprobar si el signo del ultimo coeficiente de la matriz es positivo.
Esto se concreta en el siguiente resultado:

Corolario 3.5.24. Sea Z una superficie racional no singular obtenida como
cielo de una cadena C = {p;}I, de puntos infinitamente prézimos a X, donde
X es una superficie relativamente minimal o la superficie de Hirzebruch F.
Entonces,
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» Caso 1: X =P2. La configuracion C es P-suficiente si y sélo si

_9D(pn)2 - (KZ . D(pn)>2 > 0.

w Caso 2: X =Fs. La configuracion C es P-suficiente si y solo si

—8D(pn)* = (Kz - D(pa))* > 0.

Tal y como puede deducirse de las pruebas de los teoremas 3.5.10 y 3.5.11,
la condicion de P-suficiencia se verifica cuando las relaciones de proximidad
entre los puntos de la configuraciéon son “suficientemente especiales” (lo ne-
cesario para que €(Z) sea vacio). En el siguiente teorema se muestra cémo
este hecho fuerza a que las multiplicidades en los puntos de la configuracién
de cualquier curva de X verifiquen una cierta relacién “especial”; y es maés,
esto proporciona una nueva caracterizacién de la condicién de P-suficiencia.

Teorema 3.5.25. Sea C = {p1,...,pn} una configuracion sobre X (que
puede ser P? o una superficie de Hirzebruch). Entonces, C es P-suficiente si
y solo si para toda curva C' de X que pase por algin punto de C se verifica:

(a) 92?:1 61(0)2 - (Z?:l €Z(0)>2 >0, si X = PQ:
(b) 82?:1 61(0)2 - (Z?:l 62(0)>2 >0, si X =T,
donde e;(C) denota la multplicidad de C' en el punto p; para todoi = 1,... n.

Demostracion. Supongamos que C es una configuracién P-suficiente y sea C'
una curva cualquiera de X pasando por algin punto de C. Denotemos por
e(C) al vector de R cuyas componentes son las multiplicidades de C' en cada
uno de los puntos de la configuracién C, es decir:

e(C) = (e1(C), ..., en(C)).
Puesto que, segin la nota 3.5.2, [C] pertenece al cono de proximidad
CP(X(C) = {7 € A(X(C) | 7-[E] >0 i=1,..,n},

se tiene que €(C') debe pertenecer al cono regular de R" determinado por las
relaciones de proximidad:

{(a:l,...,xn)E]R”]xi—ij20paratodoi:1,...,n},

i—i
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cuyos rayos extremales vienen dados por los vectores columna de la matriz
M (esto ya se vi6 en la prueba del teorema 3.5.10). Por tanto, existiran
numeros enteros no negativos as, ..., a, tales que:

é(C) = Zaj(mlj, ce ,mnj).
j=1

Como C' pasa por algin punto de C, los valores {a;} no pueden ser todos
nulos. Por consiguiente, al ser C una configuracion P-suficiente, se verifica:

(a) 930 (30T mijey)® — (D00, D0 maja)? > 0, si X = P2,

(b) 83 1 (o) mijay)® — (30, 227y mijay)® > 0, si X =T,
que equivalen a:

(@) 930 ei(0)? — (30, ei(C))? > 0, si X = P2,

(b) 8> 0 e(C)? — (D21, e(0)? >0, si X =Ty,

quedando probada la implicacién directa.

Para probar la implicacion reciproca, supongamos que cualquier curva C'
de X que pasa por algun punto de C verifica la condicién (a) o la condicién
(b) (dependiendo del caso) y veamos que C es P-suficiente. Denotemos por g
a la forma cuadratica asociada a la matriz simétrica Ge:

g1, wa) =7 > O mi) = O magr;)?,
i=1 j=1 i=1 j=1

donde ~y es igual a 9 si X = P? y es igual a 8 si X es una superficie de
Hirzebruch.

Denotemos por W al conjunto de los puntos no nulos del primer ortante
de R™, es decir:

W={(x1,...,2,) € R"\ {0} | z; > 0 para todoi=1,...,n}

y sea Wg :=W NQ"
La forma cuadratica g es estrictamente positiva en todos los puntos de

Wg. En efecto, dado z = (z1,...,x,) € Wy existe un entero positivo m tal
que mZ pertenece a Z". Sea el vector de coordenadas naturales (vq,...,v,) ==
m iy (M, ..., mp;) y consideremos los divisores

H;:=dL* — ile@*

=1
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para todo ntiimero natural positivo d. Segun el apartado (a) de la proposicién
3.3.1 se tiene:

Hi — Kx() - Hq

h(Hg) — h'(Hg) + h*(Hg) = 5

+1

para cada d € Z,. Pero por el teorema de dualidad de Serre se satisface
hQ(Hd> = h0<Kx(c) - Hd> = (. Por tanto:

H? — Kx) - Hy

h'(Hq) — h'(Hg) = 5

+1

y desarrollando el segundo miembro:

ivz (v; +1).

=1

1
hO(Hd) — hl(Hd) = §(d+1 )(d+ 2)

l\DlH

Puesto que el segundo miembro diverge cuando d tiende a infinito, el sis-
tema lineal |Hy| serd no vacio para d suficientemente elevado. Esto implica
la existencia de una curva de X cuya multiplicidad en p; es v; para todo

t=1,...,n. Luego, por hipotesis, se tendra la desigualdad:
03 (S >0
=1
y sustituyendo v; por sus expresiones en funcion de zq, ..., x, se concluye

g(x,...,x,) > 0.

Por tanto, la forma cuadratica g es estrictamente positiva en todo punto de
Wa.

El resultado se sigue del hecho de que, en estas condiciones, g ha de ser
estrictamente positiva en todos los puntos de W, propiedad que se deriva del
siguiente lema:

Lema 3.5.26. Con las notaciones anteriores, sea f una forma cuadrdtica
de R™ tal que f(Z) > 0 para todo T € Wg. Entonces, f(z) > 0 para todo
zeW.

Demostracion. Probemos este resultado por induccién sobre n.
Para n = 1 el resultado se verifica de forma trivial, puesto que f(x) =
22 f(1) para todo ntimero real x, que es estrictamente positivo por hipétesis.
Supongamos el resultado cierto para n — 1 y veamoslo para n. Como
consecuencia de la continuidad de la funcién real f y de la densidad de Q"
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en R" se tiene que f(z) > 0 para todo £ € W°. Sélo queda probar, pues,
que f es también estrictamente positiva en todo punto de W\ W°. Pero este
conjunto es la unién de los ortantes positivos de los hiperplanos coordenados
(sin el origen):

Y, ={(z1,...,2,) e R"\ {0} | 2;, =0y x; >0 paracada j=1,...,n}

para ¢ = 1,...,n. Si consideramos ahora cualquiera de ellos, Y;, y la forma
cuadratica de R"~! obtenida al sustituir en la expresién de f la variable z;
por cero, podemos aplicar la hipotesis de induccién y concluir que f es es-
trictamente positiva en todo punto de Y;. [

La condicién de P-suficiencia, en virtud de los teoremas 3.5.10 y 3.5.11, es
una condicion suficiente para la poliedricidad del cono de curvas de Z cuya
verificacién involucra comprobar si una cierta matriz cuadrada es condicio-
nalmente definida positiva. Una cuestion natural que cabe plantearse es si
esta comprobacién es computable. La respuesta es afirmativa. Gaddum, en
[22], obtiene una condicién equivalente a la de ser condicionalmente defini-
da positiva, expresada en términos de existencia de soluciones en el primer
ortante no nulas, de un conjunto de inecuaciones homogéneas que dependen
de la matriz. A continuacién describiremos esta condiciéon y daremos un al-
goritmo cuya implementacién permitird decidir si una configuracién es o no
P-suficiente.

Dada una matriz cuadrada de orden n con coeficientes reales A y dados
dos subconjuntos propios S 'y T de {1,...,n}, consideramos la submatriz
AST formada al eliminar de A las filas correspondientes a los indices de Sy
las columnas correspondientes a los indices de T'. Denotaremos por (4;S,T)
al subconjunto de R™ (siendo m el ntiimero de columnas de la matriz A7)
formado por todos los vectores (x1, ..., z,;,) € R™ cumpliendo las condiciones:

AT . X >0

X >0
X #0

donde X = (z1,...,2,)" y, para cada vector V = (vq,...,v,)", la expresion
V' > 0 significa v; > 0 para todo ¢ = 1,...,n. El siguiente teorema muestra
la citada condicién debida a Gaddum.

Teorema 3.5.27. Una matriz cuadrada simétrica de orden n con coeficien-
tes reales A es condicionalmente definida positiva si, y solo si, el conjunto
(A; S,S) es no vacio para todo subconjunto propio S de {1,...,n}.
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Para todo par de subconjuntos propios S'y T de {1,...,n} definimos el
siguiente cono poliédrico de R™ (siendo m el niimero de columnas de A%7):

C(A;S,T) = {X"'=(21,...,2p) ER™ | AT . X >0y X >0}.

Lema 3.5.28. Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea S un subconjunto

propio de {1,...,n}. Entonces, el conjunto (A;S,S) es no vacio si y sélo
si existe un subconjunto propio T de {1,...,n} que contiene a S tal que
C(A;S,T)° #0.

Demostracion. Teniendo en cuenta las igualdades
(4;8,8) = (A%%:0.0)
C(A;S,T)=C(AST; 0, T\ S)

para todo subconjunto propio 7" de {1,...,n} que contiene a S, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que S = ().

Supongamos que el conjunto (A;{, () es no vacio y consideremos uno de
sus elementos (Z1,...,Z,). Definimos el subconjunto propio de {1,...,n}
dado por

T={ie{l,...,n} |z, =0}

Es claro que el vector resultante de eliminar en (Zy,...,Z,) las componentes
correspondientes a los indices de T' es una solucion del sistema:

AT . x >0

X >0

y, por tanto, pertenece a C'(4; 0, T)°.

Reciprocamente, supongamos la existencia de un subconjunto propio T
de {1,...,n} tal que C(A;0,T)° # 0. Es claro que todo elemento Z de
C(A; D, T)° pertenece al conjunto (A; D, T) y anadiendo nuevas componentes
nulas en lugares adecuados al vector Z se obtiene un elemento de (A4;0, (). O

Como veremos a continuacion, el siguiente teorema, que es consecuen-
cia directa del lema anterior y del teorema 3.5.27, proporcionard un proce-
dimiento computable para determinar si una matriz cuadrada simétrica es
condicionalmente definida positiva.

Teorema 3.5.29. Sea A una matriz cuadrada simétrica de orden n. A es
condicionalmente definida positiva si y solo si para todo subconjunto propio
S de{1,...,n} existe un subconjunto propio T de {1,...,n} que contiene a
S tal que C(A;S,T)° # 0.
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El algoritmo para determinar si una cierta configuracion C es P-suficiente
es el siguiente:

Entrada (Input): Pe (Matriz de Proximidad)
Salida (Output): 1 (si la configuracién es P-suficiente), 0 (en caso contrario)

Calculo de la matriz M¢
Calculo de la matriz G¢
@ :=conjunto de las partes de {1,...,n} (donde n es el cardinal de C)
Q= Q\{{l,....n}}
Mientras ) # 0:
S := un elemento de )
R := conjunto de los elementos de () que contienen a S
w:=10
Mientras w =00 R # ()
T:=un elemento de R
Calcular G57T
Si C(G;S,T)° =0, entonces R:= R\ {T}
Si C(G;S,T)° # (0, entonces w := 1
Si w = 0 entonces Output := 0 y terminar
Q= Q\ {S}

Output := 1 y terminar

Obviamente, el espacio de linealidad de cada cono C(G;S,T) es igual a
{0} y, por tanto, son conos fuertemente convexos. Ello implica que estdn gene-
rados por sus rayos extremales. Por tanto, para determinar si C(G; S, T)° es
vacio o no, puede calcularse el conjunto de los rayos extremales de C(G; S, T)
(realmente basta con un conjunto de generadores del cono) y estudiar si ge-
neran el espacio ambiente R™. En caso afirmativo C'(G;S,T)° serd no vacio
y en caso negativo no lo sera. Para calcular un conjunto de generadores de
cada cono C(G;S,T) puede utilizarse la proposicién A.3.22 o algin otro
de los algoritmos existentes para calcular los rayos extremales (o conjuntos
de generadores) de un cono poliédrico fuertemente convexo (por ejemplo el
proporcionado por Hemmecke en [38]).



146 3. El cono de curvas asociado a una superficie racional regular

3.6. Conos de curvas asociados a superficies
sobre P?

En esta seccion consideraremos dos clases amplias de superficies sobre
P2, es decir, de superficies obtenidas como cielo de una configuracién sobre
P2, Seran las obtenidas como cielo de una configuracién térica sobre el plano
proyectivo o una configuracion de puntos base de un haz de curvas planas. En
el caso de las configuraciones toéricas, caracterizaremos aquellas que verifican
la condicién de P-suficiencia. Lo mismo haremos para las configuraciones de
puntos base de haces de curvas planas con una tnica rama en el infinito.
En el caso de los haces de curvas planas con curvas genéricas irreducibles,
veremos que la P-suficiencia de la configuracion de puntos base implica la
racionalidad de dichas curvas genéricas.

CONFIGURACIONES TORICAS

Una situacion especialmente conocida corresponde al caso de la superficie
obtenida como cielo de una configuracién térica C = {py,...,pn} sobre P2
En este caso, el cono de curvas se sabe que es poliédrico (véase [44]). Cabe
preguntarse, en vista de que la condicion de P-suficiencia constituye una con-
dicion suficiente de poliedricidad del cono de curvas asociado al cielo de una
configuracion, qué configuraciones téricas verifican tal condicién. Las cade-
nas toéricas admiten una codificaciéon muy sencilla en términos de secuencias
ordenadas de ciertos simbolos. Mostraremos, a continuacion, como se forman
las configuraciones téricas sobre P2 y cémo se codifican las cadenas téricas.
Ello nos permitira caracterizar los grafos de proximidad correspondientes a
configuraciones toricas y decidir cudles de ellos corresponden a configuracio-
nes P-suficientes.

Consideremos tres puntos no alineados O, Os, O3 del plano proyectivo P2,
Denotemos por L;; a la recta proyectiva que une O; con O;, con 1 <1,5 <3
yi#]

Una configuracion térica sobre P? con origenes en {Oy, 05, O3} es aquella
en la que s6lo aparecen puntos propios e infinitamente préximos a P? perte-
necientes a una cierta familia de puntos permitidos. Veamos, inductivamente,
cuales son estos puntos permitidos.

Los puntos propios permitidos en una configuracién de este tipo son Oy,
Oy y Os.
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O3

O Os

Si elegimos uno de ellos, O;, y denotamos por O; y O a los otros dos,
en el primer entorno infinitesimal de O; s6lo son permitidos dos puntos: el
correspondiente a la direccion dada por la recta L;;, que diremos que apunta a
Oj, y el correspondiente a la direccién dada por L, que diremos que apunta
a Oy. En el siguiente gréfico, O} y Oj, denotan las imdgenes en Blo, (P?) de los
puntos O; y Oy, L;; y L, denotan los transformados estrictos de las rectas
L;j y Lix, Ey es el divisor excepcional, p; es el punto de I/} que apunta a j y
pi es el que apunta a k.

'l

/
i 0

Dj

Si efectuamos una explosién con centro en uno de los puntos p;, px, se
tiene que, en la nueva superficie, la curva ¢, := Eij + L, + E, posee dos
componentes conexas, cada una de ellas conteniendo a una de las curvas L;;
y L;,. ®; intersecta con F, en sendos puntos pertenecientes a componentes
conexas distintas de ®;. Estos dos puntos son los tinicos de Fy permitidos.
Cada uno de estos puntos se dice que apunta a O; (resp., apunta a Oy) si
pertenece a la misma componente conexa que contiene a Eij (resp., Eik). En
el siguiente grafico se representa la situacién después de explotar en p;. Se
denota por ¢; al punto del divisor excepcional E que apunta a O;, y por g
al que apunta a Oy. py, O; y Oy denotan las imdgenes de los puntos py, O;
y Oy en la superficie obtenida.
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Supongamos ya determinados los puntos permitidos en el (s — 1)-ési-
mo entorno infinitesimal de O; (para s > 2). Consideremos la explosién en
uno de estos puntos y la siguiente curva sobre la nueva superficie obtenida:
b, = Eij +Liy+E +Ey+ ...+ E,_;. Es claro que ®,_; tiene dos compo-
nentes conexas, cada una de ellas conteniendo a una de las curvas Z_Lij y L.
Ademas, ®,_; intersecta con el nuevo divisor excepcional E en dos puntos
pertenecientes a componentes conexas distintas de ®,_;. Estos dos puntos
son los unicos de F, permitidos. Cada uno de ellos se dice que apunta a O;
(resp., apunta a Oy) si pertenece a la componente conexa que contiene I_/ij
(resp., Li).

Inductivamente determinamos, asi, los puntos propios e infinitamente
préoximos a P2 que son permitidos en una configuracién térica sobre P? con
origenes en {Oy, Oy, O3}.

Diremos que una configuraciéon C sobre P? es tdrica si existen tres puntos
no alineados de P2, O1,0, y Os, tales que C es una configuracién térica de
P2 con origenes en {Oy, Oy, O3}

Nota 3.6.1. Las configuraciones téricas pueden también describirse a partir
de la estructura de P? como variedad térica. Una variedad térica es una
variedad normal X que contiene un toro algebraico T" = k* x ... X k* como
subconjunto abierto denso, junto con una acciéon T'x X — X de T en X
que extiende a la accién natural de T sobre si mismo. Fijados tres puntos
no alineados O, O,, O3 € P2, existe en P? una estructura de variedad térica
de manera que los tinicos puntos de P? que quedan fijos por la accién de
T son O1,0, y Os. Si consideramos un indice ¢ € {1,2,3} y denotamos
{j,k} == {1,2,3} \ {i}, la variedad Blp,(P?) posee también estructura de
variedad torica y existen inicamente dos puntos del divisor excepcional que
quedan fijos por la acciéon de T'; estos puntos son el que apunta a O; y el
que apunta a Oy. De igual manera, si elegimos uno de estos dos puntos y
consideramos la superficie obtenida mediante la explosién con centro en este
punto, el nuevo divisor excepcional posee también dos puntos fijados por T,
que se corresponden con el que apunta a O; y el que apunta a O. El mismo
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fenémeno se obtiene en cada entorno infinitesimal sucesivo. Por tanto, una
configuracién térica sobre P? con origenes en {Oy, O, O3} es aquella tal que
sus puntos propios son puntos de P? fijados por la accién de Ty cada punto
no propio es fijado por la accién de T sobre la variedad obtenida al explotar en
el punto precedente. Para una descripcién més detallada véase [63] o también
9, Sect. 2].

Fijaremos, a partir de ahora, tres puntos no alineados del plano pro-
yectivo, O1, 0y y O3, y convendremos que todas las configuraciones téricas
utilizadas tienen origenes en {01, Os, O3}.

Dada una configuracién térica C sobre P2, a partir de la descripcién
geométrica anterior son claras las siguientes propiedades:

1. C puede tener, como maximo, tres origenes.

2. Para cada punto p € C el cardinal del conjunto {g € C | ¢ >p y l(q) =
¢(p) + 1} es menor o igual que 2.

Denominaremos cadena torica a toda configuracién torica que sea una

cadena. Cabe observar que cualquier cadena térica C = {pi,...,p,} (con
origenes en {01, 02, 03}) queda determinada mediante una secuencia orde-
nada (ag,as,...,a,_1) verificando las siguientes condiciones:

1. ap € {1,2,3} indica que el punto propio p; de la cadena es O,,.

2. Para todo i =1,...,n, a; € {1,2,3}\ {ao} indica que p;;; apunta a
O,

Ademas, dados dos puntos p;,pj+r € C se verifica que pj4 es proximo a p;
siy sélosia; & {aji1,..., 05451}

De forma equivalente, toda cadena torica puede caracterizarse mediante
un arbol etiquetado con raiz Ac tal que:

1. Sus vértices estan en correspondencia biyectiva con los puntos de la
cadena (siendo la raiz el correspondiente al punto propio p).

2. Dos vértices estan unidos por una arista si y s6lo si uno de ellos perte-
nece al primer entorno infinitesimal del otro.

3. La raiz estd etiquetada con ag € {1,2,3}, indicando que p; coincide
con el punto Oy,.

4. Para todo j = 1,...,n, el vértice pj;1 se etiqueta con a; € {1,2,3} \
{ao}, indicando que el punto p; ;1 apunta a O, .
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Consideremos ahora una configuracién térica C sobre P2. Puesto que es
unién (no necesariamente disjunta) de cadenas toricas, queda determinada
mediante un grafo (bosque) etiquetado A cuyos vértices estéan en correspon-
dencia biyectiva con los puntos de C y que es la unién (no necesariamente
disjunta) de los drboles etiquetados correspondientes a las cadenas maximales
contenidas en C. Este grafo etiquetado satisface las siguientes propiedades:

(a) Ac es unién disjunta de tres sub-grafos etiquetados A, Ay y As, donde
A; es el conjunto vacio o un arbol con raiz, cuya raiz lleva la etiqueta
i, para i € {1,2,3}.

(b) No concurren més de tres aristas en un mismo vértice.

(c¢) Todo vértice de A; (excepto la raiz) estd etiquetado con un elemento
de {1,2,3}\ {i}.

(d) Los extremos de dos aristas con origen comun tienen diferentes etique-
tas.

Es claro, ademas, que todo grafo etiquetado verificando las condiciones
(a), (b), (c¢) y (d) se corresponde con una tunica configuracién térica sobre
P2, v que a partir de él puede recuperarse el grafo de proximidad de la con-
figuracion (puesto que las etiquetas determinan las relaciones de proximidad
entre los puntos). Tenemos, por tanto, caracterizados todos los grafos de
proximidad asociados a configuraciones téricas sobre P2,

Los siguientes ejemplos muestran que existen configuraciones téricas que
son P-suficientes y otras que no lo son.
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Ejemplo 3.6.2. Consideremos la configuracién térica C de P? correspon-
diente al grafo etiquetado de la figura 3.4. El grafo de proximidad asociado a
esta configuracion es el mismo que el correspondiente a la configuracién del
ejemplo 3.5.16. Se vefa en este ejemplo que cualquier configuracién sobre P2
con este grafo de proximidad es P-suficiente. Luego C es P-suficiente.

Figura 3.4: Grafo etiquetado del ejemplo 3.6.2

Ejemplo 3.6.3. Segun la proposicion 3.5.19, son P-suficientes las configu-
raciones toéricas de cardinal menor o igual que 8 y también las de cardinal
9 con un punto satélite al menos (como por ejemplo la configuracién térica
correspondiente al grafo etiquetado de la figura 3.5).

Ejemplo 3.6.4. No todas las configuraciones toéricas son P-suficientes: con-
sidérense aquellas configuraciones toricas C formadas por nueve o mas puntos
de manera que cada punto posee, a lo sumo, otro punto en C que le es proximo
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(véase, por ejemplo, la configuracién térica correspondiente al grafo etique-
tado de la figura 3.6). Segin la proposicién 3.5.19 estas configuraciones no
son P-suficientes.

Figura 3.5: Grafo etiquetado del ejemplo 3.6.3

Expresemos ahora las condiciones de P-suficiencia para las configuracio-
nes téricas en términos de las etiquetas de los correspondientes grafos. Para
ello, consideremos primero una cadena térica cualquiera C = {p1,...,p,}
y su secuencia de etiquetas asociada. Si ésta consta de una sola etiqueta
ap € {1,2,3} (es decir, si la configuracién tiene un solo punto) definimos
T(C) := (. En otro caso la secuencia serd de la forma

k1 k‘i ks
—_——
(a07a17"'7a17'"aaia"'aaiw"aasa ) Us

con ag € {1,2,3}, a; € {1,2,3} \ {ao} vy @i # a;41 parai =1,...,s — L.
Definimos los siguientes valores asociados a la cadena térica C:

s(C) = s,
para todo i =1,...,s(C), y también el siguiente vector:

T(C) = (k1 (C), ... ke (C)).
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Figura 3.6: Grafo etiquetado del ejemplo 3.6.4

Mediante una simple comparacién entre el grafo de proximidad de la
cadena C y su grafo etiquetado A¢ se deduce que las relaciones de proximidad
entre los puntos de C son las siguientes:

» Sit=1,...,5—2, el punto py, 4. 1x,+; €S proximo a py, 1. 1, para todo
J=1,... ki1 + 1.
" Dkit.. ks 1+4j € PIOXimo & Py, 4. 4%, , para todo j =1,... ks +1

A partir de estas relaciones podemos calcular, en funcién de kq, ko, . . ., ks,
el divisor D(p,) asociado al punto maximal de la cadena C. En efecto, este
divisor tiene la forma:

D(pa) = =Y ul(C)E]

i=1
donde v, (C) =1y vi(C) =", ., vi(C).
Denotemos por v(C) al vector (v1(C),v2(C),...,v,(C)) y veamos cuales

son sus componentes. Para ello definamos, para cada cadena torica C, la
siguiente secuencia de enteros positivos:

wse)y+1(C) =1,
ws(c)(C) = 1,
wi(C) = ki1 (Cwir1(C) + wiy2(C)
para todoi=1,...,s(C) — 1.
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Lema 3.6.5. Sea C una cadena torica sobre P? con T(C) = (ki,...,ks). Para

cualquier indice i perteneciente a {1,...,s — 1} se satisfacen las siguientes
tqualdades:
Ukl+---+ki+j<c) = Uk 4..4kip1 (C) para todo j = 17 ceey ki-i-l — L

Demostracion. A partir de las relaciones de proximidad entre los puntos de
C descritas anteriormente, es claro que pg, 1. 1,+; S6lo posee un tnico punto
proximo a €l para todo j = 1,...,k;y; — 1. Teniendo en cuenta esto y la
definicién recurrente de la secuencia {v;(C)}?,, la igualdad del enunciado es
clara. U

Lema 3.6.6. Sea C una cadena tdrica sobre P? con T(C) = (ki,...,ks). Se
verifican las igualdades

Vky 4.1k (C) = w;i(C)

para todo i =1,...,s.

Demostracion. Demostremos el resultado por induccion descendente sobre <.
Para ¢ = s es evidente. Asi que supongamos vy, 1. 1k, (C) = w,(C) para t > i
y veamos que la igualdad también se verifica para i. Aplicando el lema 3.6.5
y la hipdtesis de induccién tenemos:

ki1

Uy 4. +k; (C) = Z Vky+...4ki+j (C) + Vky+.. Akip1+1 (C) =
j=1

= kip1wi11(C) + wi2(C) = wi(C),

verificandose la igualdad también para i. [J

Lema 3.6.7. Sea C una cadena térica sobre P? con T(C) = (ki,..., k).

Las expresiones de las componentes de v(C) en funcion de kyq, ..., ks son las
sigquientes:

» 01(C) =v2(C) =+ =1y, (C) = wy(C).

" Vkyt..dki+1 (C) = Uk1+--~+k'i+2(c) = 0 = Ukt (C> = Wit (C)

para todoi=1,...,s — 1.

[ ] Un(C) =1.
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Demostracion. La primera secuencia de igualdades se deduce a partir del le-
ma 3.6.6 y del hecho de que p; s6lo posee un punto que le es préximo, para
todo i =1,...,k — 1. La segunda secuencia se deduce del lema 3.6.5 y del
lema 3.6.6. La tercera es trivial. [J

Por tanto, para cualquier cadena térica C, el vector v(C) admite la si-
guiente expresion:

k1(C) k2(C) Esce)

A\ A\

7~ R ~

v(C) = (wi(C), ..., wr(C), ws(C), ..., wa(C), ..., wye)(C), ..., we)(C), 1).

Consideremos ahora una configuracién térica cualquiera C. Denotaremos
por Cp, a la cadena térica formada por p; y los puntos que le preceden:

Cpﬁ:{qec\PiZQ}-

Los resultados anteriores nos permiten expresar cada divisor D(p;) asociado
a un punto de C en términos de T'(C,,), es decir, en términos de las etiquetas
del grafo A¢ correspondientes a puntos de C,,. Esto nos permitird caracterizar
las configuraciones toricas P-suficientes en términos de las etiquetas del grafo

etiquetado asociado. La siguiente proposiciéon muestra esta caracterizacion:

Proposicién 3.6.8. Considerando las notaciones anteriores, una configu-
racion torica C = {p1,...,pn} es P-suficiente si y solo si la matriz G =
(9ij)1<ii<n dada por

#(Cp;NCp;) #Cp; #Cp;
ij =9 Z Uk(cpi)vk(cpj> - (Z Uk(cpz))(z Uk’(cpj))
k=1 k=1 k=1

es condicionalmente definida positiva.

Demostracion. Se sigue de sustituir en la expresion de la matriz Ge, los di-
visores D(p;) por sus expresiones deducidas anteriormente. [

En el caso de una cadena torica, el corolario 3.5.24 nos proporciona una
caracterizacion mucho mas simple:

Proposicién 3.6.9. Con las notaciones anteriores, una cadena torica C =
{p1,...,pn} es P-suficiente si y sdlo si se satisface una de las siguientes
condiciones:

(a) T(C) = 0.
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(b) s(C)=1 y k(C)<T.
(c) s(C)=2 y Tki(C)k2(C) + Tk1(C) +8 > k1(C)*k2(C) + k1(C)* + k2(C).
(d) s(C) =23 y

9[k1(Chws (C)* + w1 (Chwa(C)] > [(k1 (Chwi (C) + w1 (C) + wa(C) — 1],

Demostracion. Si T(C) = (), entonces la configuraciéon es claramente P-
suficiente, al estar reducida a un punto.

Si s(C) = 1, entonces todos los puntos de C son libres, con lo cual la con-
figuracion serd P-suficiente si y sélo si n = k1(C) +1 < 8 (como consecuencia
de la proposicién 3.5.19).

Si s(C) = 2, por el corolario 3.5.24 se tiene que la cadena C serd P-
suficiente si y sélo si

9D(pn)* — Kz - D(p,) > 0, (3.19)

siendo Z el cielo de C. Pero en este caso se tiene
klj(\c) k2(C)
v(C) = (kao(C) + 1,...  ka(C) + 1,1,...,1,1),

y la condicién anterior equivale a
9[k1(C)(k2(C) + 1)* + ko (C) + 1] — [k1(C) (k2 (C) + 1) + k2(C) + 1)* > 0,

que, a su vez, es equivalente a la condicion del enunciado.

Supongamos ahora s(C) > 3. Para simplificar la notacién, denotemos
simplemente por k;, w; y s a los valores k;(C), w;(C) y s(C). Segun el corolario
3.5.24, C seré P-suficiente si y sélo si se satisface (3.19), es decir, si y sélo si

> kiw? + 1] — Y kaw; +1]° > 0. (3.20)
i=1 i=1
Por otra parte, como w; = k;;1w;+1 + w;so para todo ¢ = 1,...,5 — 2,

efectuando el correspondiente sumatorio en ambos miembros obtenemos:

s—2 s—1 s
i=1 =2 =3

Por tanto:
s—1

E kiw; = wy + wy — ws—1 — w.

=2
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Sumando kjw; + ksw,s en ambos miembros y teniendo en cuenta que wy_1 =
ksws + 1y que w, = 1:

Z k’zw, = k1w1 + wy + wy — 2. (321)
i=1
Por otro lado, puesto que w; —w;19 = k;jyqw; 4 paratodoi =1,...,s—2,
multiplicando ambos miembros por w;,; y sumando se obtiene:

s—1 s s
AW — AWirq = keau?
W;Wi+1 WiWi1 = zwi )

i=1 =2 =2

y teniendo en cuenta que wg = wgyq = 1:

s
§ : 2

kiwi = W1Wwy — 1.
=2

Sumando a ambos miembros k;w? se obtiene:

Z k‘iw? = kyw? + wjw; — 1 (3.22)

=1

Sustituyendo (3.21) y (3.22) en (3.20) se llega a la condicién del enunciado. [

Hemos caracterizado todas las configuraciones téricas sobre P? que son P-
suficientes. Puesto que la condicién de P-suficiencia depende tinicamente del
grafo de proximidad, cualquier configuracién sobre P? cuyo grafo de proximi-
dad coincida con el de alguna configuracién torica serd también P-suficiente;
es més, en virtud del teorema 3.5.10 serdan P-suficientes aquellas configura-
ciones cuyo grafo de proximidad sea un refinamiento de uno asociado a una
configuracion térica P-suficiente. Esto se resume en el siguiente resultado:

Proposicién 3.6.10. Cualquier configuracion sobre P? cuyo grafo de pro-
ximidad coincida con un refinamiento del grafo de proximidad asociado a
una configuracion torica sobre P? P-suficiente, es también P-suficiente. Por
tanto, el cono de curvas asociado a su cielo serd poliédrico.

CONFIGURACIONES ASOCIADAS A HACES DE CURVAS PLA-
NAS

Supondremos a partir de ahora que la caracteristica del cuerpo k es nula.
Un haz de curvas planas V serd un sistema lineal de P? sin parte fija y de
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dimensiéon proyectiva uno. V' estara generado, por tanto, por dos secciones
globales C'y D de Op2(d) sin componentes comunes, para algiin niimero natu-
ral positivo d que denominaremos grado del haz. Lo denotaremos V' = (C, D).
Diremos que las curvas genéricas V wverifican una determinada propiedad si
todas las curvas de V, salvo un nimero finito, satisfacen tal propiedad.

Dado un haz de curvas planas V = (C, D), el haz Op2(—C) 4+ Op2(—D)
es un haz de ideales con soporte finito de P2, con lo cual podemos considerar
su configuracién de puntos base y su cliuster de puntos base asociados, que
denominaremos configuracion (resp., clister) de puntos base del haz V.

El siguiente resultado muestra cémo la P-suficiencia de la configuracién
de puntos base de un haz de curvas planas con curvas genéricas integras
implica la racionalidad de dichas curvas genéricas. Por tanto, la condiciéon de
P-suficiencia constituye, en este &mbito particular, un criterio de racionalidad
para las curvas genéricas.

Teorema 3.6.11. Sea V un haz de curvas planas cuyas curvas genéricas son
integras y tal que su configuracion de puntos base es P-suficiente. Entonces,
las curvas genéricas de V' son racionales.

Demostracion. Sea KK = (C = {p;}_1,{vi}-,) el cister de puntos base de V.
Puesto que todas las curvas de V', salvo un ntiimero finito, pasan efectivamente
por K y sus transformados estrictos en el cielo de C son no singulares, se tiene
que las curvas genéricas de V' verifican las tres siguientes condiciones:

(1) pasan efectivamente por K,
(2) sus transformados estrictos en el cielo de C son no singulares,
(3) son curvas integras.

Consideremos cualquier curva C' de V' verificando (1), (2) y (3). Seguin el
teorema 3.5.25 se satisface la siguiente desigualdad:

n n 2
9y vl - (Zv) > 0. (3.23)
=1 =1

Pero, por otra parte, aplicando el teorema de Bezout a dos curvas cualesquiera
del haz satisfaciendo la propiedad (1), se deduce la siguiente igualdad:

n

Zv? = d?,

i=1
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donde d es el grado de V. Sustituyendo en (3.23) se tiene:

n 2
9d2 — (Z Ui) > 0,

i=1
que equivale a

—3d + zn: v; < 0,
=1

es decir,
K- C < 0,

siendo Z el cielo de la configuracién C y C, como es usual, el transformado
estricto de C' en Z.

Utilizando esto y teniendo en cuenta que C? = 0, podemos acotar el
género aritmético de C:

_ 1 - _
pa(C) =1+ 5(02 + K,C) <0.
Por tanto, p,(C) = 0 (al ser C' reducida). Como C es no singular, p,(C)
coincide con su género geométrico, que coincide, a su vez, con el de C. Por
tanto, se concluye que C' es una curva racional. [J

Dada una curva C' de P? y una recta R de P2, diremos que C' tiene una
tinica rama en R si la interseccién C'N R consta de un tnico punto p € P?
y C es reducida y con una tunica rama en p (es decir, el germen de C' en
p es analiticamente irreducible). Obsérvese que esta condicién implica que
C' es una curva integra. La recta R puede ser considerada como la recta del
infinito en la compactificacién de A% = P2\ R a P?, en cuyo caso se dice
que C' tiene una unica rama en el infinito. Este tipo de curvas ha sido ex-
tensamente estudiado por muchos autores, especialmente Abhyankar, Moh y
Satayhe (véase [2], [57] y [70]), por su relacién con la conjetura del jacobiano.
Campillo, Piltant y Reguera estudian en [11] el cono de curvas y los conos
caracteristico y semiamplio de la superficie obtenida como cielo de la confi-
guracién de puntos base de un haz de P? del tipo Vi := (C, dR), siendo d el
grado de la curva C'. Estos haces, denominados haces con una inica rama en
el infinito, poseen como configuracién de puntos base una cadena de P? cuyo
origen es el punto p de interseccion entre C' y la recta del infinito; denotemos
por Cy,, a esta configuracién.

Por otra parte, consideremos la configuracién D¢ de P? tal que su mor-
fismo asociado 7p, : X (D¢) — X := P? es la resolucién sumergida minimal
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de la rama de C en p. Por un resultado de Moh en [57], todas las curvas
de Vg, excepto dR, son también curvas integras con una unica rama en el
infinito que pasan efectivamente por los puntos de D¢ con multiplicidades
iguales a las de C' (es decir, tienen una resolucién sumergida minimal en
p simultdnea a la de C'). Dicho de otra forma, si Cy, = {p1 = p,....pn} ¥
Kv. = (Cv,, {vi}l,) es el clister de puntos base de Vi, entonces existe m < n
tal que Do = {p1,...,pm}, v; es la multiplicidad efectiva de C' en p; para todo
t1=1,...,mywv; =1paratodoi=m+1,...,n. Por tanto, la configuracién
de puntos base de Vi consta de los puntos que aparecen en la resolucién
sumergida minimal de la rama de C' en p, seguidos de tantos puntos libres
como sean necesarios para verificarse la relacién d* = Y7 vZ + (n—m); esto
ultimo es consecuencia del teorema de Bezout, puesto que la interseccién de
dos curvas genéricas del haz debe ser igual a d?.

En el estudio de las curvas con una tnica rama en el infinito se ha usado
con frecuencia en la literatura un semigrupo, al que llamaremos semigrupo en
el infinito, asociado a la rama de C' en su punto de interseccion con la recta
del infinito. Veremos que, para cada curva de este tipo, existe un determinado
conjunto de generadores del semigrupo a partir del cual pueden obtenerse los
exponentes caracteristicos asociados a la rama de C' en p y, por tanto, el
grafo de proximidad asociado a la resolucién sumergida minimal de la rama
de C en p. Ahora bien, este grafo de proximidad determina, teniendo en
cuenta las consideraciones anteriores, al grafo de proximidad asociado a la
configuraciéon de puntos base del haz Vi : s6lo hay que completar la cadena
con vértices correspondientes a tantos puntos libres como sean necesarios
para que la suma de los cuadrados de las multiplicidades coincida con d?.
Esto nos permitira expresar la condicion de P-suficiencia de la configuracion
Cy, también en términos de los generadores del semigrupo en el infinito.

Comencemos con unos conceptos previos. Sea C' una curva de P? de grado
d con una tnica rama en el infinito y sea p el punto de interseccién de C' con la
recta del infinito. Consideremos coordenadas afines (X, Y, Z) de P? de manera
que Z = 0 es la recta del infinito. Supongamos que F(X,Y, Z) es el polinomio
homogéneo de k[X,Y, Z] que define a C' y consideremos R = k[z,y]/(f), la
k-algebra asociada a la curva afin C'\ {p} en A? = P?\ {(X,Y,Z2) | Z = 0},
siendo f(z,y) = F(x,y,1). La tinica rama de C en el infinito se corresponde
con una valoracién v de K(C), el cuerpo de funciones racionales sobre k.
Definimos los siguientes subsemigrupos de N asociados a C': el semigrupo en
el infinito, dado por

I'(p) :={-v(g) | g € R},

y el semigrupo de Weierstrass

I"(p) == {—v(g) | g € R},
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donde R es la clausura integra de R.

Obviamente, I'(p) estd contenido en I'(p) y ambos semigrupos son iguales
si y s6lo si C'\ {p} es una curva afin regular. Ademsés, el género de C' coincide
con el cardinal del conjunto N\ IV(p). Por tanto, C' serd una curva racional
siy sélo si I(p) = N.

Utilizando el algoritmo de las raices aproximadas se obtiene el siguiente
resultado, cuya prueba puede verse en [1] o en [65].

Teorema 3.6.12. (Abhyankar-Moh)En las mismas condiciones y nota-
ciones que en el parrafo anterior, existen un entero no negativo h y una
sucesion de enteros 6g = d, 01 ...,0, € I'(p) que generan I'(p) y verifican las
siguientes condiciones:

(1) Si d; == mcd(dg,...,0-1) para < i < h+1 yn;, = d;/dir1 para
1 <1< h, entonces dp1 =1 yn; > 1 paral <i < h.

(1) n;6; pertenece al semigrupo generado por dg, . ..,0;—1 para 1 < i < h.
(II1) n;0; > ;41 para 1 <i < h—1.
Consideramos ahora el problema inverso: dado un semigrupo
I'=<do,...,0hb >CN,

cuyos generadores dy, ..., 0, verifican las condiciones (I), (I1) y (III) del
teorema 3.6.12, probar la existencia de curvas C' de grado ¢y con una tuni-
ca rama en el infinito cuyo semigrupo I'(p) en dicha rama sea igual a I'.
Este problema es considerado por Reguera en [67] (sin la suposicién de la
caracteristica nula) y obtiene el siguiente resultado utilizando el concepto
de aproximante, que es un concepto mas débil que el de raiz aproximada
(utilizado por Abhyankar y Moh).

Proposicién 3.6.13. Sean g, ..., 0, enteros positivos verificando las con-
diciones (I), (I1) y (I1I) del teorema 3.6.12. Entonces, existe una curva
proyectiva plana de grado 09 con una unica rama en el infinito tal que el
semigrupo I'(p) en dicha rama estd generado por g, . .., 0.

Demostracion. Se deduce de la seccién 4 de [67]. O

Dada una curva C de grado dy con una unica rama en el infinito cuyo
semigrupo I'(p) asociado a dicha rama estd generado por enteros positivos
do, - - ., 0p verificando las condiciones (1), (II) y (III) del teorema 3.6.12,
a partir de los datos dg, ..., 0, es posible recuperar el grafo de proximidad
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asociado a la configuracion D¢ formada por los centros de las explosiones
necesarias para obtener la resolucién sumergida minimal de C' en p (y, por
tanto, las multiplicidades de C' en cada uno de estos puntos). Para ver esto,
utilizaremos como herramienta los poligonos de Newton: a cada rama de una
curva centrada en un punto p se le puede asociar una secuencia de poligo-
nos, a partir de los cuales se puede determinar la secuencia de exponentes
caracteristicos de la rama y, por tanto, el grafo de proximidad asociado a su
resoluciéon sumergida minimal. Describimos a continuacion el algoritmo para
el calculo de estos poligonos de Newton. Esta construcciéon puede verse con
mas detalle en [7].

En primer lugar, definamos el concepto de poligono de Newton. Sea
f(@,y) = > 0550 Anpr®y? un polinomio en k[z,y] definiendo un germen de
curva en p = (0,0) y supongamos que en dicho germen sélo tiene una rama
en p. Consideremos el diagrama de Newton de f:

D(f) == {(e, 9) | Aap # 0}.

Se denomina poligono de Newton de f en p al conjunto de los segmentos
acotados de la frontera de la envoltura convexa de D(f) + (R: U {0}), vy
serd denotado por P(f). Supongamos que v(x) < v(y), donde v es la valo-
racion asociada a la rama de f en el origen. Debe verificarse una de las dos
situaciones siguientes:

(a) P(f) consta sélo del punto (0,1) (esto ocurre si v(y) = 00).
(b) P(f) es el segmento de vértices (m,0) y (0,¢) (si v(y) < 00).

En el caso (a) no hay nada que hacer y el proceso termina. En el caso (b)
pueden darse dos posibilidades:

(b.1) e divide a m. En este caso, existen a, A € k\ {0} tales que

S At = aly— e
(a.B)EP(f)

De esta manera, mediante el cambio de variables ' = z, ¢y = y —
A(z')™o/¢ el poligono de Newton se transforma en el segmento de ex-
tremos (m’,0) y (0,¢') con m’ > m; este cambio de coordenadas se
denomina transformacion de tipo b.1, y esta univocamente determina-
do por la ecuaciéon de f.

(b.2) En caso contrario, sea e; = med(m,e) < ey sea (o, 7) la unica solucién
entera de la ecuacién:
|Tm — oe| = e;
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que cumple las condiciones o,7 > 0, 20 < m/e; y 217 < e/ey; en este
caso, se efectiia la transformacién z' = z€1y7, ¢ = 2™/“1y° (es decir,
una sucesién finita de explosiones), que llamaremos transformacion de
tipo b.2, y se considera el transformado estricto de f en dicha transfor-
macion. De esta manera, el poligono de Newton se transforma en un
segmento vertical de extremos (0,0) y (0,ey).

Al ser f irreducible como serie de potencias centrada en p (pues sélo hay
una rama), siempre que v(y) < oo y e > 1 podemos efectuar el siguiente
proceso algoritmico:

1. Mientras e divida a m, hacemos sucesivas transformaciones de tipo b.1
hasta obtener un poligono de Newton cuyas proyecciones sobre los ejes
coordenados sean mg y e = ¢q tales que ey < mg y e; = med(eg, mg) <
€.

2. En caso contrario, efectuamos la transformacion de tipo b.2 apropiada
tras la cual, siempre que e; > 1, podemos hacer de nuevo una sucesion
de transformaciones de tipo b.1 hasta conseguir que el nuevo poligono
de Newton verifique que e; = med(mq, e2) < ey, y se sigue el proceso.

Puesto que la sucesion {e;} es estrictamente decreciente, existird un entero
g tal que e; = 1, con lo cual el proceso terminard en un numero finito de
pasos. Al final del algoritmo obtendremos g poligonos de Newton (Pi)f;ll que
son segmentos de vértices (m;,0) y (0, e;) verificando:

(i) med(e;, m;) < e; para 0 <i < g— 1.
(ii) e;41 = med(e;,m;) para 0 <i < g— 1.

En las condiciones anteriores, se tiene que los exponentes caracteristicos
de la rama de la curva definida por f en el origen son los siguientes (véase

[7)):
Bo=¢e, Biyr=mo+mi+...+m; para 0<i<g—1,

y éstos determinan el grafo de proximidad asociado a la resoluciéon sumergi-
da minimal de la rama (y, por tanto, sus multiplicidades en los centros de
explosién).

Si Do ={p1 =p,...,p} es la configuracion formada por los puntos que
aparecen como centros de explosion en la resolucién sumergida minimal de
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la rama determinada por f en p y v; denota la multiplicidad de esta rama en
pi, se tienen las siguientes igualdades (véase [7]):

t
Zvi:mo+m1+...+mg_1—l—eo—1 (324)

=1

t
Z vf =eymo+emy + ...+ e, 1My (3.25)
i=1

Ademas, eq coincide con s; (la multiplicidad en p).

Consideremos ahora un subsemigrupo I' de N generado por enteros positi-
vos dy, - . ., 0, verificando las condiciones (1), (I1) y (I11) del teorema 3.6.12
y una curva plana C' de grado Jy con una tnica rama en el infinito (en el
punto p) tal que I'(p) = I'. En la seccién 3 de [67] se deduce la expresién
de la secuencia de poligonos de Newton anteriormente descrita asociada a la
rama de C' en p en funcién de los datos dg, ..., 0p:

(a) Si dg — 91 no divide a dy entonces h = ¢ y se verifican las siguientes
igualdades:
eg=00—01 y mg=dp

e, =diy1 Yy m;=mn;0; —01 parai=1,... h—1
(b) Si g — d; divide a dy entonces h = g + 1 y se verifican las igualdades:
co=dy =0 —90 y mg=0y+nid; — O
e =dita Yy M;=mni410i41 —0ipe parat=1,....h—2

De esta manera se puede recuperar, a partir de dy,...,0,, el grafo de
proximidad asociado a la resolucién sumergida minimal de la rama de C' en
p (y, por tanto, también las multiplicidades de dicha rama en los centros de
explosién).

Campillo, Piltant y Reguera, en [11], prueban que el cono de curvas aso-
ciado al cielo de la configuracion de puntos base de un haz con una tinica rama
en el infinito es regular (en particular, poliédrico). Puesto que la condicién de
P-suficiencia proporciona un criterio de poliedricidad, es natural preguntarse
cuales son los haces con una tnica rama en el infinito cuya configuracién
de puntos base es P-suficiente. El siguiente teorema caracteriza, en términos
diversos, los haces Vi con una tnica rama en el infinito con configuracion de
puntos base P-suficiente.
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Teorema 3.6.14. Sea C una curva proyectiva plana de grado d con una
unica rama en el infinito (en un punto p) y sea Vo el haz con una tunica
rama en el infinito determinado por C. Sean dy = d,d1,...,0, generadores
del semigrupo T'(p) verificando las condiciones del teorema 3.6.12. Entonces,
las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) La configuracion Cy,, es P-suficiente.

(2) El haz Vi posee curvas genéricas racionales.

(8) El haz Vo posee curvas genéricas racionales y requlares en la parte afin.
(4) C es una curva racional y reqular en la parte afin.

(5) On es igual a 1.

(6) Se satisface una de las dos siguientes condiciones:

(a) 6o — 01 mo divide a dy y

h—1

0o + 01 > dpop, + Z(nzdz — 0iy1)

i=1
(b) 0o — 61 divide a g y

h—1
o + 61+ (ny — 1)8061 > 1107 + dpdy + Z(m@ — 0it1)

i=1

(7) Existe un automorfismo ¢ del espacio afin A% y existe una recta L C A?

tal que ¢(L) = C \ {p}.

Demostracion. Por el teorema 3.6.11, la propiedad (1) implica la (2).

La equivalencia entre (2) y (3) es clara, puesto que las curvas genéricas de
Ve poseen transformados estrictos en el cielo de Cy,, que son curvas regulares;
por tanto, su singularidad debe concentrarse necesariamente en p y deben ser
regulares en la parte afin.

Denotemos por Ky, = (Cy.,{vi}'_;) al clister de puntos base de V¢,
donde Cy, = {p1 = p,p2, ..., p1}. Existe un nimero natural positivo ¢ <[ tal
que la configuracion asociada a la resolucion sumergida minimal de la rama
de C en p es Do = {p1,...,p:}, siendo v; la multiplicidad de C en p; para
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todot=1,...,tyv,=1paratodot=t+1,...,[. Si k:=1[—t, aplicando
el teorema de Bezout se tiene la siguiente igualdad:

t
=) vl +k
1=1

Luego:
t

o Z 2
i=1
Puesto que las multiplicidades vq,...,v; corresponden a una resolucién
sumergida de un germen de curva con una sola rama, se verifican las igual-

dades:
vi:Zvj parai=1,....0—1 y vy=1
Jj—1
y esto implica que el divisor D(p;) correspondiente al dltimo punto de la
configuracion Cy,, tiene la siguiente expresion (véase la proposicién 1.3.14):

l

D(p) == vk}

i=1
Por tanto, si denotamos por Z al cielo de la configuracién Cy, tenemos
las siguientes igualdades:

KZ . D(pl) = Z?JZ‘.
i=1
Segtn el corolario 3.5.24, C serd P-suficiente si y sélo si

—9D(p)* — (Kz - D(p))?* > 0

o, de forma equivalente,

1 ! 2
921}?—(2%) > 0.
i=1 i=1

Teniendo en cuenta que el primer sumatorio es igual a d* (por el teorema de
. .. t . ..
Bezout), y el segundo sumatorio coincide con ) ,_, v;+k, se tiene la siguiente

condicién equivalente:
t

> vtk < 3d. (3.27)

=1
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Si denotamos por Z al cielo de la configuracién Cy,,, se tiene que K, - C' =
—3d + 22:1 v; + k, denotando C', como es usual, el transformado estricto de
C en Z. Por tanto, la condiciéon de P-suficiencia equivale a:

K, -C <0.

Veamos que la propiedad (1) se deduce de (4). Si C' es una curva racional
y regular en a parte afin, entonces el género aritmético de su transformado
estricto en Z serd nulo (al ser esta tultima una curva integra regular en 7).
Por tanto:

= 1, - - 1 _
02pa<0):1+§(O2+KZ'C):1+§KZ'C,

al ser nula la auto-interseccién de C. Y esto implica que K - C < 0y, por
tanto, Cy,, es P-suficiente.

La propiedad (3) implica la (4). En efecto, si asumimos que las curvas
genéricas de Vi son racionales y regulares en la parte afin, entonces su géne-
ro geométrico, que es nulo, coincide con su género aritmético. Puesto que
C' posee el mismo género aritmético que las curvas genéricas, se tiene que
pa(C) = 0. Si C no fuese regular en la parte afin, C serfa una curva singular,
con lo cual el género aritmético de su normalizacién tendria que ser estricta-
mente menor que 0; esto es contradictorio, pues C' es una curva integra. Por
tanto, C es regular en la parte affn. Esto implica que C es una curva regular
y, por tanto, su género geométrico (que es el de C) coincide con su género
aritmético (que es nulo). Concluimos, asi, que C' es racional.

Veamos ahora la equivalencia entre (1) y (6). Teniendo en cuenta las
igualdades (3.26) y (3.27) obtenemos la siguiente condicién equivalente a

(1):
t t
d2+2vi < 3d+2vf,
=1 =1

que solo depende del grado de la curva C' y de sus multiplicidades en los
puntos de D¢. Teniendo en cuenta (3.24) y (3.25), se llega a la siguiente
expresion:

d2—|—m0+m1—|—...+mg_1+eg—1<3d—|—egm0—|—elm1—i—...—i—eg_lmg_l.

Sustituyendo ahora los valores d, my,...,my_1,€,...,€4_1 POI SUS eXpresio-
nes en funcién de dy, . . ., 9, se llega a las condiciones (a) y (b) del enunciado,
obteniéndose asi la equivalencia entre las propiedades (1) y (6).

(4) implica (5). En efecto, si C' es regular en la parte afin, se tiene que
['(p) coincide con el semigrupo de Weierstrass de la rama de C' en p. Pe-
ro, al ser C' racional, este semigrupo de Weierstrass coincide con N; luego
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I'(p) = N. Debido a las propiedades de los generadores dy, ..., d,, esto se
verificard siempre y cuando J;, sea igual a 1.

Veamos que la propiedad (4) se deduce de la (5). Puesto que d, = 1 quiere
decir I'(p) = N, se tiene I'(p) = I''(p) = N. Esto implica que C'\ {p} es regular
y que C' es una curva racional.

La propiedad (7) implica la propiedad (4). En efecto, si existe un auto-
morfismo afin ¢ : A> — A? y una recta L C A? tal que ¢(L) = C \ {p},
entonces ¢ induce un automorfismo ¢ : P2 — P2 que deja fija la recta del
infinito y verificando C' = é(L) Es claro, por tanto, que C' debe ser una
curva con una unica rama en el infinito regular y racional.

La implicacién reciproca de la anterior es justamente el enunciado del
teorema del epimorfismo de Abhyankar y Moh (véase [2] o [56]). O

En los siguientes ejemplos se determinan los grafos de proximidad asocia-
dos a diversos haces con una tinica rama en el infinito, unos con configuracién
de puntos base P-suficiente y otros no.

Ejemplo 3.6.15. Sea C' una curva plana de grado d con una tnica rama
en el infinito (en un punto p), con I'(p) =< §p = d,d; >, de manera que los
generadores dg, d; verifican las condiciones del teorema 3.6.12 y dy — d; no
divide a dg.

En virtud del teorema 3.6.14 la configuracién de puntos base del haz Vi
serd P-suficiente siy sélo si 9; = 1. En este caso se tendrd ey = p—d; = d—1y
mgo = d. A partir de estos valores puede calcularse la secuencia de exponentes
caracteristicos:

Bo=e=d—-1 y [i=my=d,

y a partir de éstos puede construirse el grafo de proximidad asociado a la
configuracion formada por los centros de explosién de la resolucion sumergida
minimal de C, junto con la secuencia de multiplicidades (véase [7]). Consta
del vértice correspondiente al punto propio p (con multiplicidad asociada
d—1) y de d — 1 puntos préximos al primero (con multiplicidad 1).

Completando el grafo anterior con k = d*>— (d—1)?>—(d—1)>—(d—1) =d
vértices correspondientes a puntos libres (en los que la multiplicidad de las
curvas genéricas del haz Vi es 1), se obtiene el grafo de proximidad asociado
a la configuraciéon de puntos base Cy,. En la figura 3.7 mostramos ambos
grafos, junto con las multiplicidades.

Como ejemplo explicito de este tipo de haces, podemos considerar el ge-
nerado por las curvas dadas por las ecuaciones homogéneas X Z% 1 + Y9y
Z% con d > 2.
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o | e 1
'..1 ..1
o d—1 o d—1

Rama en el infinito Configuracién Cy,,

Figura 3.7: Grafos de proximidad del ejemplo 3.6.15

Ejemplo 3.6.16. Consideremos los siguientes subsemigrupos de N:

I'h =< 60 = 10,(51 = 5,(52 =1>
[y =<00=12,61 =3,00=1>
I's =< 5[) = 20,(51 = 10,52 = 5,(53 =1>
Segun la proposicién 3.6.13, existen tres curvas C'y, Cy y C'3 con una tnica
rama en el infinito de grados 10,12 y 20 cuyos semigrupos en el infinito son,
respectivamente, I'1,I'y y I's. Los haces V,, Vo, v Vo, tienen configuraciones

de puntos base P-suficientes (por el teorema 3.6.14). En la figura 3.8 se
muestran los grafos de proximidad correspondientes a la resolucion sumergida
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minimal de las ramas en el infinito de C,Cy y (3. Los grafos de proximidad
correspondientes a las configuraciones de puntos base de los haces asociados
se obtienen anadiendo, respectivamente, 5,3 y 5 vértices correspondientes a
puntos libres.

o |

o | .01

o | o 1

o ! o 2 I
o | o 3 o 4
o 1 ¢ 3 ¢ 5
o 1 ¢ 3 o 5
o 4 ¢ 3 S5
s ¢ 3 410
! Y .¢3 e 10
o 5 o 9 o 10

Ch Cy Cs

Figura 3.8: Grafos de proximidad del ejemplo 3.6.16

Ejemplo 3.6.17. Consideremos los siguientes subsemigrupos de N:
[y =<dp=8,0p=5>
I's =< (50:8,51 :4,(52:3>
['¢ =< 0 = 45,01 = 15,0 = 10,03 = 3 >
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Por la proposicion 3.6.13 existen tres curvas con una tunica rama en el
infinito Cy, C5 y Cg de grados 8, 8 y 45 tales que sus respectivos semigrupos
en el infinito son I'y, I's y ['s. Puesto que los generadores de estos semigrupos
no verifican las condiciones del teorema 3.6.14, las configuraciones de puntos
base asociadas a los haces V,, Vi, v Vi, no son P-suficientes. Los grafos de
proximidad asociados a la resolucion sumergida minimal de las ramas en el
infinito de Cy, C5 y Cg son los de la figura 3.9, y los asociados a los haces
con una unica rama en el infinito correspondientes se construyen anadiendo,
respectivamente, 41, 12 y 5 puntos libres.
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Cy Cs Co

Figura 3.9: Grafos de proximidad del ejemplo 3.6.17



Apéndice A
Analisis convexo

El propédsito de esta seccion es recopilar algunos resultados basicos de
analisis convexo, que son utilizados ampliamente a lo largo de esta memoria.

A.1. Primeras definiciones y propiedades

Fijemos un médulo libre N = Z™ de rango m sobre el anillo Z. Si M =
Homy (N, Z) es el Z-médulo dual de N, tenemos un par Z-bilineal canénico:

(,):MxN—1Z (A.1)

de manera que, siz € Ny gy € M, (g, %) es el valor de § en .

Por extension de escalares al cuerpo R de los niimeros reales, obtenemos
los R-espacios vectoriales m-dimensionales duales V := N ®; R = R™ y
V*:= M ®z R = R™, con un par R-bilineal canénico:

(,):V*xV —R, (A.2)

Identificando cada elemento Z de N (o de M) con su imagen Z®1en V (o
en V*), podemos considerar N C V y M C V*. A los elementos de V' (o de
V*) que pertenecen a N (o a M) los denominaremos elementos reticulares.

Consideraremos V' y V* dotados de la topologia inducida por la usual de
R™ y fijaremos una norma || - || en V.

Para cada subconjunto A de V o de V*, el simbolo A denotar su clausura
topolégica, A+ su complemento ortogonal respecto de la forma bilineal ( ,)
y —A su multiplo por (—1), es decir, —A = {—a | a € A}.

Denotaremos también por Vg (resp., V{) al Q-espacio vectorial N ®z Q
(resp., M* ®zQ), que puede identificarse con un subconjunto de V' (resp., de
V*). Si A es un subconjunto de V' (resp., de V*), Ag denotara la interseccion
de A con Vg (resp., V3).

173
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Si A, B son dos subconjuntos de V/ (o de V*), denotaremos por A+ B al
conjunto {a+b|ae Aybe B}.

Definicién A.1.1. Un subconjunto A de V' es convezosi \-z+(1—X)-g € A
siempre que Z,y € A y A es un nimero real tal que 0 < \ < 1.

Es claro que la interseccion arbitraria de conjuntos convexos es un con-
junto convexo. Ademds, como V es convexo, para cada L C V la familia
de conjuntos convexos que contienen a L es no vacia. Esto da sentido a la
siguiente definicion:

Definiciéon A.1.2. Si L C V denominamos envoltura convera de L, y la
denotamos por conv(L), a la interseccién de todos los conjuntos convexos que
contienen a L. Es decir, conv(L) es el menor conjunto convexo que contiene

a L.

Definicién A.1.3. Dado L C V, llamaremos combinacion convexa de L a
todo elemento w € V expresable de la forma w = Zle A T;, donde k € Z .,
z; € L, \; € R, U{0} para todoi =1,2,--- ky Zfﬂ)\i =1, ie wesel
baricentro de los vectores T; pesos \;,

Proposicién A.1.4. Si L CV, conv(L) es el conjunto de todas las combi-
naciones convezas de L.

Demostracion. Sea S el conjunto de todas las combinaciones convexas de L.
Como S es un conjunto convexo que contiene a L, es suficiente demostrar la
inclusién S C conv(L).

Toda combinacién convexa de L es de la forma Zle NiT; € Sconz; € L,
Ai € Ry U{0} para todoi=1,2,--- ky Zle A; = 1. Demostraremos que
cualquier combinacién convexa de L pertenece a conv(L) por induccién so-
bre el nimero de sumandos k. Es evidente si k& = 2, al ser conv(L) convexo.
Supongamos que todas las combinaciones convexas con k — 1 sumandos per-
tenecen a conv(L) y demostrémoslo para las combinaciones convexas con k
sumandos.

Sea

k
i=1

con7; € L, \; € R, U{0} paratodoi=1,2,....ky Zle A; = 1. Definimos
= Zf’;l Ai. No hay pérdida de generalidad al suponer p > 0, ya que si p
fuera nulo tendriamos w = x} € conv(L). Definimos, para cadai =1,--- , k—

1, el niimero real p; = ’\7 > 0. Como Zf;ll ;i = 1, por hipétesis de induccion

tenemos que b := Zfz_ll pi - T; € conv(L). Luego w = - b+ (1 — p) - 7 €
conv(L). O
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Definicién A.1.5. Llamaremos cono convezo (o simplemente cono) a todo
subconjunto no vacio C' C V' que satisfaga las siguientes condiciones:

(1) z,ye C =z+ycC
2)zeC, aeR,U{0}=a-z€C.

Si, ademas, C' es un suconjunto cerrado de V', diremos que es un cono convezo
cerrado (o un cono cerrado).

Denotando por lin(C') al subespacio vectorial de V' generado por C', llamare-
mos dimension de C, y la denotaremos por dim(C'), a la dimensién de lin(C).
Si C' = {0}, entonces diremos que su dimensién es 0.

Si A es cualquier subconjunto de V', denotaremos por A° a su interior
topolégico en V' y por A a su clausura topoldgica.

Definicién A.1.6. Si A y B son dos conos de V tales que A C B, llama-
remos interior de A relativo a B,y lo denotaremos por intg(A), al interior
topoldgico de A considerado como subespacio topoldgico de lin(B). Si A = B
lo denotaremos simplemente por int(A) y lo llamaremos interior relativo de

A.

Obsérvese que si C' es un cono de V' diferente de {0} de dimensién dim(V),
entonces int(C') y C° coinciden.

Nota A.1.7. Es claro que cualquier cono C' es un conjunto convexo y que su
clausura topolégica C' es un cono. Ademds, int(C') U {0} es también un cono.
En efecto, sean z,y dos elementos de int(C) \ {0} y veamos que su suma
pertenece a int(C') \ {0}. Podemos suponer que ambos son no nulos, ya que
el caso contrario es trivial. Existen dos entornos abiertos del cero en lin(C),
Uy V, tales que = + U,y + V C int(C). Supongamos que = + § ¢ int(C);
entonces existe un elemento z € U NV tal que Z + g+ z € C (en otro caso
T+y € int(C)), siendo esto una contradiccién, ya que T+y+2z = T+ (y+2) €
U+ (y+ V) Cint(C) C C, al ser C' un cono. Veamos que la condicién (2)
también se verifica. Sean z € int(C') y o« € R, (obsérvese que si @« = 0 o
z = 0 la condicidn se verifica trivialmente). Existe un entorno del cero U en
lin(C) tal que 24U C int(C). El elemento « - Z pertenece a int(C') ya que, en
caso contrario, al ser a-U un entorno del cero, existiria un elemento z € U tal
que a-T+a-z € C; pero esto es absurdo, ya que a-T+a-z = a-(T+2) € C,
al ser C' un cono y ¥ + z un elemento de C.

La interseccion de una familia arbitraria no vacia de conos es también un
cono. Ademas, como V' es un cono, para cada L C V la familia de todos los
conos que contienen a L es no vacia. Esto da sentido a la siguiente definicién:
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Definicién A.1.8. Si L es un subconjunto de V no vacio, denominamos
envoltura conica de L, y la denotamos por con(L), a la interseccién de todos
los conos de V' que contienen a L. con(L) es, pues, el menor cono de V' que
contiene a L.

Definicién A.1.9. Dado un subconjunto L # () de V, llamamos combinacidn
positiva de L a todo elemento w de V' expresable de la forma w = Zle Ai- Ty,
donde k € Z,, 7, € Ly \; € R, U{0} para todoi=1,2,... k.

Proposiciéon A.1.10. Si L es un subconjunto de V no vacio, con(L) es el
conjunto de todas las combinaciones positivas de L.

Demostracion. Sea S el conjunto de todas las combinaciones positivas de L.
Es claro que S es estable respecto a la operacién suma y al producto por
un nuimero real positivo. Luego S es un cono que contiene a L. Por tanto,
con(L) C S. Como cualquier combinacién positiva de L pertenece a cualquier
cono que contenga a L, se tiene la igualdad con(L) = S. O

Definicién A.1.11. Si C es un cono de V tal que C' = con(L) para un cierto
subconjunto L de V diremos que C' estd generado por L o que L es un sistema
de generadores de C'. Ademas, diremos que un sistema de generadores L de
C' es minimal si C' # con(S) para todo subconjunto propio S de L.

Definicién A.1.12. Un subconjunto A de V' es poliédrico si puede expresarse
como la interseccién de un nimero finito de semiespacios cerrados, es decir,
si existen by,..., by € V*y [(1,... 0 € R tales que

A:{j€V|<5i,:ﬁ>Zﬁi para todo i =1,...,k}.

Los hiperplanos H; := {z € V | (b;,Z) = ;} se denominan hiperplanos
frontera.

A sera un cono poliédrico si admite una expresion como la anterior, con
B; =0 paratodoi=1,--- k.

Nota A.1.13. Es claro que todo conjunto poliédrico es un conjunto convexo
cerrado.

Definicién A.1.14. Un conjunto convexo A C V es finitamente generado si
se puede expresar de la forma

A = conv(Ly) + con(Ls)

siendo L; y Ly dos subconjuntos finitos de V.
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Los conjuntos poliédricos y los conjuntos convexos finitamente generados
son, en realidad, los mismos, como muestra el siguiente teorema:

Teorema A.1.15. [66, Th. 19.1] Un conjunto C C V es poliédrico si, y sélo
si, C' es un conjunto convexo finitamente generado.

Nota A.1.16. Como consecuencia, podemos caracterizar los conos poliédri-
cos como aquellos conjuntos C' C V' que pueden expresarse de la forma
C' = con(L), siendo L un subconjunto finito de V.

Definicién A.1.17. Un conjunto C' C V es un cono simplicialsi C' = con(L),
siendo L un subconjunto finito no vacio de V' formado por vectores lineal-
mente independientes.

Definicién A.1.18. Un cono C' C V es racional si estd generado por ele-
mentos de N.

Definicién A.1.19. Un cono racional C' de V es reqular si estd generado
por un subconjunto de una Z-base de N.

Nota A.1.20. Obsérvese que, si C' es un cono regular generado por un
subconjunto {vy,..., 7} de una Z-base de N, cualquier elemento de C' N N
se expresa de forma tinica como combinacion positiva de vy, . .., Uy.

Definicién A.1.21. Dado un cono C de V, el conjunto
CY:={yeV*"|{(y,z) >0 para todo 7 € C'}
es un cono cerrado de V* que denominaremos cono dual de C'.

Si C es un cono, y CVY es el cono de V dual de C'V, es clara la inclusién
C' C CVV. Laigualdad entre ambos conos no es cierta en general. El siguiente
teorema y su corolario muestran que la condicién necesaria y suficiente para
que se dé la igualdad es que el cono C sea cerrado.

Teorema A.1.22. [66, Th. 14.1] Si C CV es un cono cerrado entonces C
coincide con el cono CVV. En particular, si C es poliédrico, C = CVV.

Corolario A.1.23. Para cualquier cono C de V se verifica la igualdad C =

cYY.

Demostracion. Es claro que CV = c’. Segin el teorema A.1.22, tenemos
cw=c"=0C. O

Teorema A.1.24. (Teorema de Farkas. Véase [66], capitulos 19 y 22) El
cono dual de un cono poliédrico es un cono poliédrico.
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Definicién A.1.25. Si7 € V \ {0}, el conjunto R = Ry7 :={a -7 | a >
0} €V se denomina rayo generado por r.

Definicién A.1.26. Si C' C V es un cono y R es un rayo contenido en
C, diremos que R es un rayo extremal de C' si para cada par de elementos
Z1, %29 € C'\ {0} tales que Z; + 23 € R se cumple 71,2 € R

En general, un cono no esta generado necesariamente por sus rayos extre-
males. Si ocurre, como veremos mas adelante, cuando el cono es fuertemente
convexo. Este ultimo concepto lo definimos a continuacion.

Definicién A.1.27. Dado un cono cerrado C' C V| el subespacio vectorial
de V' dado por C' N (—C) se denomina espacio de linealidad de C'. Diremos
que C' es fuertemente convezo si es cerrado y su espacio de linealidad es {0}.

La siguiente proposiciéon proporciona dos caraterizaciones mas de los co-
nos fuertemente convexos. Nos sera especialmente 1util en este memoria la
caracterizaciéon (c). Para demostrarla, necesitaremos el siguiente

Lema A.1.28. Si C' es un cono fuertemente convexo, entonces para todo
w e C\ {0} existe un elemento p € CV tal que (p,w) > 0.

Demostracion. Sea w un elemento no nulo de C'. Al ser C' un cono cerrado,
por el teorema A.1.22 tenemos que C' = CVV. Por tanto, como —w & C
(pues C' es fuertemente convexo por hipdtesis), ha de existir p € CV tal que
(p, —w) < 0, de lo que se deduce el resultado. [

Proposiciéon A.1.29. §i C' es un cono cerrado de V', son equivalentes:
(a) C es fuertemente convero;
(b) No existe ninguna recta de V' contenida en C;
(c) Eziste u € CV tal que (u,x) > 0 para todo T € C'\ {0}.

Demostracion. Empezamos probando la equivalencia entre las afirmaciones
(a) y (b). Si C no fuera fuertemente convexo, existiria un elemento z € C'\ {0}
tal que —Z también pertenece a C', con lo cual C' habria de contener a la recta
que contiene a T y —. Por tanto, serd suficiente suponer que C' es fuertemente
convexo y demostrar que no puede contener a ninguna recta.

Procedamos por reduccion al absurdo y supongamos que C' contiene a
una cierta recta L ={a+ A-v | A € R}, con a,v € V, v # 0. Consideremos
las sucesiones de elementos de C' definidas por:

a+k-v — a—k-

Sp, 1= ——————— ty = ———————
etk T T la—k-

SR~
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para todo k € Z, . Calculando el limite de ambas cuando £ tiende a infinito:

. . kl-a+v v
lim s, = lim —— =
o0 k—oo ||k~ a+ 7| |9l
lim y El-a—v v
mt,=Ilim —/—— = ———
koo © koo [K1 -] |7

Al ser C' un cono cerrado, v y —v pertenecen a C| lo cual es una contradiccién,
puesto que C'N (=C) = {0}.

Ahora vamos a probar que (c¢) puede deducirse de (a). Supongamos que
C' es fuertemente convexo. Si C' = {0} la implicacién es trivial. Por tanto,
podemos suponer C' # {0}. Definimos Ly := V' y Uy := Lo N C. Como
Uy # {0} podemos elegir wy € Uy \ {0}. Aplicando el lema A.1.28, existe
p1 € CV tal que (pr,w;) > 0. Definimos ahora L; := Lo N {p}* vy Uy =
Ly N C. Ly es un subespacio vectorial propio de Ly (puesto que w; € L),
con lo cual dim(L;) < dim(Ly). Supuestos definidos L;_1, U;—1 y p; podemos
definir inductivamente L; := L;_1 N {p;}* v U; := LN C. Si U; # {0}
consideramos w;41 € U;yq \ {0} y por el lema A.1.28, existe p;,1 € CV tal
que (Pii1,W;r1) > 0. Por tanto, L; es un subespacio propio de L; 1 vy, asi,
dim(L;) < dim(L;_;). Como la dimensién de los subespacios Lo, L1, ... €s
estrictamente decreciente, el proceso debe parar. Si k es el minimo nimero
natural tal que U, = {0}, entonces 4 := p; + ... + p, € CV satisface la
propiedad requerida en el enunciado.

Para acabar, comprobaremos que la afirmacién (¢) implica la (a). Supon-
gamos que existe u € CV tal que (@, Z) > 0 para todo = € C'\ {0} y proce-
damos por reduccién al absurdo. Si existe z € C'N (—C) \ {0}, tendriamos
que z, —z € C. Luego (u,z) > 0y (u,—z) > 0, lo cual es contradictorio. [

Finalizamos esta secciéon con una bateria de resultados sobre convexidad
fuerte y rayos extremales, a la que anadimos una condicién para que la en-
voltura conica de un compacto sea cerrada.

Proposicién A.1.30. Si C' es un cono de V tal que dim(C') = dim(V)
entonces CV es fuertemente convezo.

Demostracion. Como CV es cerrado, si no fuera fuertemente convexo existiria
un elemento ¢ perteneciente a C¥' N (—C"Y)\ {0}. En este caso, se tendria que
(q,z) = 0 para todo = € C, y estro contradice la hipé6tesis dim(C') = dim(V),
puesto que C' estarfa contenido en el hiperplano {7 € V' | (7,5) = 0}. O

Definicién A.1.31. Dado un conjunto convexo A C V diremos que 7 € A
es un punto extremo de A si para cada T,y € A se verifica la siguiente
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implicacién: siempre que exista un valor « en el intervalo real (0,1) tal que
T=a-T+ (1l —a)-yentonces T = y. Denotaremos por ex(A) al conjunto de
los puntos extremos de A.

Teorema A.1.32. [66, Coro. 18.5.1] Sea A C'V un conjunto convexo com-
pacto no vacio. Entonces ex(A) # 0 y A = conv(ex(A)).

Lema A.1.33. Sea C un cono cerrado fuertemente convezo, sea 4 € CV tal
que (u,z) > 0 para todo T € C\{0}, y sea T = {z € C | (u,z) = 1}.
Entonces, T es un conjunto convexo compacto. Ademds, dado ¥ € T, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) 7 es un punto extremo de T.
(b) 7 genera un rayo extremal de C'.

Demostracion. Veamos primero que T’ es compacto y convexo. Consideremos
los siguientes subconjuntos de V':

S:={zeV||z]|=1}
S":={z eS| (uz)>0}
Q={zeV|(uz)=1}

y la funcién continua t : S' — @Q definida por # — (@, )" - Z. Claramente,
T =t(S"NC). Pero S"NC = SNC es compacto (es un subconjunto cerrado
del conjunto compacto S). Luego T' es compacto. Ademds, como T'= QN C,
T es convexo. A continuacion probamos la equivalencia entre las condiciones
(@) ¥ (b).

En primer lugar, veamos que (b) se deduce de (a). Supongamos que 7 es
un punto extremo de 7'y sea R el rayo generado por 7. Si Zj, 2z, € C'\ {0}
v Z1 + Z» € R, entonces existe un numero real a > 0 tal que z; + 2o = a - 7.
Si a = 0, entonces z;, —z; € C'y, como C es fuertemente convexo, z; = 0, lo
cual es una contradiccion. Por tanto, a # 0. Consideramos los elementos de
T dados por T := (@i, 2) " - 21, § := (G, Z2) ' - 2. Sean By == ™' - (@, 71) y
By :=a ' (u,z). Esclatoque f1 + o =1y 31T+ Bo-y=7.SifB =00
(2 = 0 es claro que 21,23 € R. Si 0 < 31,8 < 1, como 7 es un punto extremo
de T', x = ¥, con lo cual también se cumple que z1, 2, € R. Por tanto, R es
un rayo extremal de C.

Para acabar, probamos la implicacién contraria. Supongamos que 7 genera
un rayo extremal Rdel conoCy 7 = a-z+(1—a)-y,conz,y € Ty0 < o < 1.
Al ser R un rayo extremal, z,y € R. Como Z,y,7 € T, concluimos & = ¢ = 7.
Luego 7 es un punto extremo de 7'. [
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Proposicién A.1.34. Si {0} # C C V es un cono fuertemente convezo,
entonces el conjunto de sus rayos extremales es no vacio y C' = con(L) para
cualquier subconjunto L de V que contenga generadores de todos los rayos
extremales de C'.

Demostracion. Aplicando la Proposicién A.1.29, existe u € C'V tal que (u, ) >
0 para todo z € C'\ {0}. Sea T' = {z € C' | (u,z) = 1}. Como C # {0},
aplicando el lema A.1.33 deducimos que 7" es un conjunto compacto no vacio.
Luego ex(T) # 0 y T = conv(ex(T)), por el teorema A.1.32. Segun el lema
A.1.33, ex(T) es un conjunto de generadores de todos los rayos extremales
de C. Luego T' C con(L) y, por tanto, C'\ {0} C con(L), verificindose la
igualdad C' = con(L). O

Proposicién A.1.35. Si {0} # C CV es un cono y L es un subconjunto de
V' tal que C' = con(L), entonces el conjunto de los rayos generados por los
elementos de L debe contener al conjunto de los rayos extremales de C'.

Demostracion. Sea R = R, 7 un rayo extremal de C'. Como 7 € C' = con(L),
existen Ty,...,Z, € L y numeros reales no negativos aq,...,q; tales que
r= Zle «; - T;. Al ser R un rayo extremal, T; € R para todo i =1,...,k,
luego 7 es un miiltiplo positivo de algin elemento de L. [

Teorema A.1.36. (de Carathéodory, [64, Th. 2.53.4]) Sea L CV = R™ y
T € conv(L). Entonces, T se puede expresar como combinacion convezra de,
a lo sumo, m + 1 puntos de L.

Proposicién A.1.37. Si L CV es un conjunto compacto, entonces conv(L)
es compacto.

Demostracion. Definimos el siguiente conjunto:

m+1
A={( A1, , Ams1, %1, -« o, Tiy1) | A > 0,2; € L para todo i, Z Ai =1}

i=1
A es un subconjunto compacto de R™™! x V™+ Juego su imagen por la
funcién continua

m—+1

(Al,...,)\erl,iCl,"' ,l’m+1) — Z)\sz € Vv
i=1

es un subconjunto compacto de V. Finalmente el teorema A.1.36 prueba que
esta imagen es igual a conv(L). O
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Proposicién A.1.38. Sea G € V*\ {0} y sea A un conjunto convexo com-
pacto tal que (G,Z) = 1 para todo T € A. Entonces, con(A) es un cono
cerrado.

Demostracion. Sea {Zx}32, una sucesién convergente de elementos no nulos
de con(A). Sera suficiente demostrar que su limite = € V pertenece a con(A).
Es claro que (G, Zx) > 0 para todo k € Z. . Luego podemos definir la sucesién
dada por z, := (g, Z) " - Zj. Los términos de esta sucesién verifican (q, zx) =
1 para todo k € Z,. Si z, = Zfil Qi - Gp; es la expresion de 7y como
combinacién positiva de elementos de A, entonces (7, Zx) = Y .~ ;. Por
tanto, z = (D, aki)_l T = (D0, ozki)_l Dok Qpi - Gy € conv(A) = A.
La sucesion {(q, Tx)}32, es convergente y tiene limite no nulo (ya que, si su
limite fuera nulo, la sucesién {z;}72, no estarfa acotada, contradiciendo la
compacidad de A). Luego klggo Zr = == € A, al ser A cerrado. Por tanto,

(@,7)
Tz €con(4). O

Corolario A.1.39. Sea g € V*\ {0} y sea A CV un conjunto compacto tal
que (@, =) =1 para todo T € A. Entonces, con(A) es un cono cerrado.

Demostracion. conv(A) es un conjunto compacto, por la Proposicion A.1.37.
Luego con(A) = con(conv(A)) es un cono cerrado, por la Proposicién A.1.38. O

A.2. Convergencia de una sucesion de rayos

Denotemos por R(V') al conjunto formado por los rayos de V. Si asocia-
mos cada rayo de R(V) con su punto de interseccién con la esfera unidad
S=1:={z €V ||z| = 1} obtenemos una biyeccién:

0:R(V)— S

T
G , '
da por la de V' y en R(V) la topologia menos fina que hace continua la
biyeccién O. De esta manera © se transforma en un homeomorfismo de es-
pacios topologicos. Tenemos, de esta forma, una nociéon de convergencia en
R(V): una sucesién {R;}7°, de rayos de V' es convergente si la sucesién
{O(Ry) = ﬁ}z‘;l es convergente en S™ 1 siendo 7, € V un generador de
Ry, para cada k € Z,. En este caso, el limite de la sucesion {Ry}52, serd el

rayo de V generado por lim .
koo N7kl

Si g € V*\ {0}, definimos la funcién

definida por R = R,7 — .. Consideremos en S™"! la topologia induci-

¢5:{z eV [(q1) >0} —{reV][(gr) =1}
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tal que ¢4(Z) = (3,7) ' - Z.
Finalizamos la seccién con dos resultados sobre sucesiones de rayos de V'
que son utilizados en el capitulo 2.

Proposicién A.2.1. Sea ¢ € V*. Si {Rr = R 7}, es una sucesion de
rayos y R = Ry7 es un rayo tales que (q,7y) > 0 para todo k € Z, vy
(q,7) > 0, entonces

kh'm Ry, = R si, y sdlo si kh’m 0q(Tr) = ¢g(T).

Demostracion. Supongamos que lim R, = R. Entonces,
k—o0

Teniendo en cuenta las hipdtesis del enunciado:

, _ , Tk , 177" - 7 _
lim (ﬁ* 7.) = lim — = lim — = G- (T
Pyl q( k) koo (q,m> k—o00 <(j, HFkH 1 'Fk> qu( )

Reciprocamente, si kh’m bg(Tr) = Pg(T):

P (G o) T

lea®1 I

, , _ Tk
lim —— = — —~ = lim ¢z(7%) - || ——
AT T A TRy TR A 9 H<q7m>

=

y esto implica kh’m R,=R. 0O

Proposiciéon A.2.2. Si {Ry}?2, es una sucesion convergente de rayos dis-
tintos de V' de manera que cada Rj admite un generador 7). perteneciente
a N = Z™, entonces la sucesion {||Fg||}32, contiene una subsucesion que
diverge a 0.

Demostracion. Razonando por reduccion al absurdo, si la tesis del enunciado
fuera falsa, la sucesién {||7||}72; deberia de estar acotada. Esto implicaria
que el conjunto {7y | k € Z,} estarfa contenido en una cierta bola de V', con
lo cual tendria que ser necesariamente finito. Esto contradice las condiciones
del enunciado. [

A.3. Caras y células de un cono

Célula y cara son dos conceptos tutiles en el estudio de los conos. Por
su proximidad pueden ser confundidos entre si. Dedicamos esta seccion a su
estudio, indicando que ambos conceptos son el mismo en el caso de los conos
poliédricos.
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Definicién A.3.1. Dado un cono C' de V, denominamos cara de C' a todo
subconjunto de la forma F := CN{g}+, siendo g € CV. C es una cara de C, ya
que C = CN{0}+. Ademéds, si C' es fuertemente convexo, {0} es también una
cara de C' (esto es consecuencia del apartado (¢) de la proposiciéon A.1.29).
Las caras distintas de C'y de {0} se denominan caras propias.

Proposiciéon A.3.2. St C' es un cono de V' se verifican las siguientes pro-
piedades:

(a) Las caras de C son conos de V.

(b) Si C es poliédrico, sus caras propias son también conos poliédricos.
(c) Si C es fuertemente convezo, sus caras también lo son.

(d) La interseccion de un nimero finito de caras de C' es una cara de C.

(e) Si Fy y Fs son caras de C' tales que Fy C Fy, entonces Fy es una cara

de FQ.

(f) Si C es poliédrico, Fy es una cara de C' y Fy es una cara de Fy, entonces
F es una cara de C.

(g9) SiC es poliédrico, entonces la aplicacion F — CYNFL es una biyeccion
entre el conjunto de las caras de C' y el de las caras de CV. Ademds, si
F y G son dos caras de C, se verifica dim(F)+dim(CYNEF+) = dim(V)
y la equivalencia

FCG si,ysolosi CVNGECCVNFL

(h) Si C' es poliédrico, entonces tiene un nimero finito de caras.

(1) Si C es un cono reqular, entonces todas sus caras propias son también
conos requlares.

Demostracion. El apartado (a) es evidente, por propia definicién de cara.
(b), (h) e (i) son consecuencia del siguiente hecho: si C'= R v, +Rivy +
oo+ Ry, y F = CnN{g}t es una cara de C, con ¢ € CV, entonces F'
estd generado por aquellos v; tales que (g, v;) = 0.
(c) Si F es una cara de C, entonces F'N (—F) C C' N (—C). Por tanto, si
C es fuertemente convexo, F' también lo es.

(d) Se deduce de la igualdad

N(enms)-en{s i}

=1
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siendo {g;}%_, cualquier subconjunto finito de CV.

(e) Si Fi = CN{g}*, con g € CV, es claro que g también pertenece a Fy .
Luego F es una cara de F5.

(f) Véase, por ejemplo, [19, Chap. II, Prop. 1.7].

(g9) Véase, por ejemplo, [20, Sect. 1.2]. O

Definicién A.3.3. Si C es un cono de V', denominaremos componente fron-
tera de C' a todo cono maximal contenido en C'\ int(C'). Definimos las células
F de C por induccién descendente sobre dim(F'): un cono F' de V' es una
célula de C si F' = C' o F es una componente frontera de alguna célula de C
que contenga a F'.

Nota A.3.4. Si D es un subcono de (', a partir de la definiciéon anterior es
claro que eziste una célula F' de C' de dimension mdzima tal que DNint(F') #

0.

Lema A.3.5. Si F es una célula de un cono C' de V', se verifica la igualdad:
F=FnC.

Demostracion. Si dim(F') = dim(C'), entonces F' = C'y la igualdad es trivial.
Demostraremos el resultado por induccién descendente sobre dim(F'). Su-
pongamos, por tanto, que dim(F") < dim(C') y que el resultado es cierto para
todas las células de C' de dimensién superior a dim(F'). Existe una célula G
de C tal que F' es una componente frontera de GG. Se tiene la siguiente cadena
de inclusiones:

FNCCGNC\int(Q) =G\ int(G).

Teniendo en cuenta ahora la maximalidad de F', se obtiene la igualdad
FnC=F. O

Lema A.3.6. (Lema de accesibilidad, [72, Lem. 3.2.11]) Si A es un sub-
conjunto convexo de V., x € A° y z € A, entonces A° contiene al segmento
semiabierto [T, Z).

Proposicién A.3.7. Si C es un cono de V y = € int(C) entonces T + 3 €
int(C) para todo y € C.

Demostracion. El resultado es obvio si C' = {0}. Por tanto, podemos suponer
C # {0}. Ademsds, considerando lin(C') en lugar de V, si fuera necesario,
podemos suponer también dim(C) = dim(V'). int(C') coincidira, por tanto,
con C°. Como £(Z + §) = 5T + 34 € [Z,7), por el Lema A.3.6 se tiene que
5@ +y) € int(C). Luego z + ¢ € int(C). O
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Proposicién A.3.8. 5i A es un conjunto convero de V' tal que A° # 0
entonces (A) °= A°.

Demostracion. Es 7clara la inclusion A° C (fl) °, Veamgs la inclusién con-
traria. Sea T € (A)°. Existe € > 0 tal que B¢(z) C (A)°. Ademds, como
A° £ (), existe y € A°\ {Z}. Definimos

Z: =T+ AT -Y),

siendo A = gm0 Como ||z — Z[| = § < ¢, se tiene que z € B(z) C A. Por
otra parte, z puede expresarse como combinacién convexa de zZ y ¥:

_ 1 A

Tr =

T
Luego T pertenece al segmento (Z,7]. Aplicando el lema A.3.6 concluimos
que (z,y] € A°y, por tanto, z € A°. O

Lema A.3.9. Sea D un subcono de C' y sea F' una célula de C' de dimension
mazimal tal que D Nint(F) # (. Se verifican las siguientes inclusiones:

(a) int(D) C int(F).
(b) D CF.

Demostracion.

(a) Como necesariamente dim(D) < dim(F') se tiene que D Nint(F) =
int(D) Nint(F) # 0. Sea T € int(D) Nint(F). Si y € int(D) \ {z}, existe
z € int(D) tal que y € (z,2) C D C F. Al ser = € int(F'), por el lema A.3.6
se tiene que g € int(F'). Se verifica, por tanto, la inclusién deseada.

(b) Se deduce a partir de la siguiente cadena de desigualdades e igualda-

des:

DCDNC=int(D)NC=FNC=F,
donde la ultima igualdad es consecuencia del Lema A.3.5. [J

Lema A.3.10. Si C y F son conos de V tales que F' C C'\ int(C), entonces
eziste ¢ € lin(C)* \ {0} tal que F C {g}*+ C lin(C).

Demostracion. Si no existiera un tal elemento ¢ € lin(C)* \ {0}, entonces
F no estaria contenido en ningun hiperplano de lin(C) y, al ser convexo,
intc(F') serfa no vacio. Esto contradice las hipdtesis del enunciado, ya que
intc<F) Q intc(C). 0

Proposiciéon A.3.11. Sea C' un cono de V y F un subcono de C. Son
equivalentes:
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(a) F es una célula de C.
(b) z,yeC, T+yeF—=z,y€F.

Demostracion.

Veamos, en primer lugar, la condicién (a) implica la (b). Sea k := dim(C).
Si dim(F) = k entonces F' = (', puesto que la tnica célula de C' de dimen-
sion k es C. En este caso, es clara la implicacion. Utilizaremos un proceso
inductivo descendente y supondremos que dim(F') < k y que la implicacién
es cierta para todas aquellas células de C' cuya dimension es superior a la de
F', demostrando que también es cierta para F'. Procediendo por reduccion al
absurdo, supongamos que existen z,y € C tales que z+y € F'y = ¢ F'. Existe
una célula G de C tal que F es un subcono maximal contenido en G\ int(G).
Como consecuencia de la maximalidad de F', con(F U {z}) € G \ int(G) vy,
por tanto, existe zZ € con(FU{z}) tal que z & G\ int(G). Z se podra expresar
de la forma z = aZ + f, con a € Ry f € F. Tenemos:

tay=(az+f)+ag=a@+y)+fcFCGq.

Como dim(G) > dim(F), segin la hipdtesis de induccién se tiene que z,y €
G. Como z ¢ G\int(G), z debe pertenecer a int(G). Por tanto, Z4+ay € int(G)
(por la proposicién A.3.7), que es una contradiccién, puesto que zZ+ ay € F.

Veamos ahora la implicacion reciproca. Sea F' un subcono de C' verificando
la condicién (b). Si F' no intersecta con int(A) para cada célula A de C
distinta de {0}, entonces F' = {0}, que es una célula. Por tanto, la célula
G de C de dimensién maximal tal que F N int(G) # 0 tiene dimensién
estrictamente positiva. Sea z € F' Nint(G). Existe una bola abierta B(z) de
lin(G) contenida en G. La bola B.(Z) ha de estar necesariamente contenida
en F. En efecto: para todo y € B(Z) se verifica T = %g+ %(2@—@) y2T—9y €
B.(z) C C; por la condicién (b), g debe de pertenecer a F'. Utilizaremos este
hecho para demostrar que G C F:

Siw € @, existe un numero real estrictamente positivo § tal que T+ dw €
B.(z) C F; segun la condicion (b), 0w € F'y, al ser F' un cono, w € F. Luego
GCF.

Por otra parte, segun el lema A.3.9, se verifica la inclusion F' C G, con lo
cual se obtiene la igualdad F' = G. [

Corolario A.3.12. Si F y G son dos células de un cono C entonces FNG
es una célula comin a F' y a G.

Demostracion. Si T,y son dos elementos de F' tales que 2 + 9y € FNG, en
virtud de la proposicion A.3.11 es claro que Z,y € FNG. Luego F NG es
una célula de F. De manera analoga se prueba que es una célula de G. [



188 A. Anélisis convexo

Corolario A.3.13. Dos células distintas de un cono C tienen interiores
relativos disjuntos.

Demostracion. Procediendo por reduccién al absurdo, si F'y G son dos células
de un cono C tales que int(F)Nint(G) # 0, entonces int(F)Nint(G) € FNG,
siendo esto una contradiccién ya que, segun el corolario A.3.12, FNG es una
célula comin a F'y a Gy, por tanto, estd contenida en (F'\ int(F)) N (G \
int(G)). O

Corolario A.3.14. Si C es un cono de V y D es un subcono de C, existe
una célula F' cumpliendo las condiciones siguientes:

(a) F es la inica célula de C' tal que int(D) C int(F).
(b) F es la unica célula de C' de dimension minima tal que D C F.

Demostracion. Segun la Nota A.3.4 y el Lema A.3.9, existe una célula F
de C' de dimensién méxima tal que int(D) C int(F'). Realmente, esta es la
unica célula de C' con esta condicién, ya que dos células distintas deben tener
interiores relativos disjuntos (Corolario A.3.13). Ademads, por el Lema A.3.9,
se verifica la inclusion D C F'. Veamos que la célula F' es la tnica célula con
dimension minima, entre todas las que verifican dicha inclusion:

Sea G una célula de C' de dimensién minimal tal que D C G. Entonces,
D esta contenido en la célula F'N G. Teniendo en cuenta la minimalidad de
G, se tiene que FFNG = G, con lo cual G es una célula de F. Si F'y G
fueran células distintas tendriamos, por una parte, int(D) C int(F'), y por
otra int(D) C G C F\int(F), lo cual es contradictorio. Por tanto, las células
F y G deben coincidir. [J

Proposicion A.3.15. Si F' es una cara de un cono C, entonces F es una

célula de C'.

Demostracion. Si F' es una cara de C, existe g € CV tal que F = C N {q}*.
Si ¢ = 0 entonces F' coincide con C'y, por tanto, es claramente una célula.
Luego podemos suponer que ¢ # 0. Si Z,y € C son tales que T + 3 € F, en-
tonces 0 = (7, + y) = (7, %) + (G, y). Como g € CV, es claro que (7, z) =0y
(q,y) = 0. Luego z,y € F. Por la proposicién A.3.11 F' es una célula de C'. [

El reciproco de este corolario es, en general, falso, como muestra el si-
guiente

Ejemplo A.3.16. Consideremos V = R3 g € V*\ {0} y sea C' un cono
cerrado fuertemente convexo de V' tal que (g, Z) > 0 para todo z € C'\ {0}.
Sea ¢; la funcién definida en la seccién A.2. Ahora, ¢;(C \ {0}) satisface
dz(C\{0}) C{z €V |(q,z) =1} 2 R? y tiene la siguiente forma:
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Consideremos el punto p y el segmento [ de la figura y sean F := ¢q?1(p) U
{0} v G := ¢7'(1) U {0}. Es claro que G es una célula de C'y que F es una
componente frontera de G. Por tanto, F' es también una célula de C'. Sin
embargo, I’ no es una cara, ya que si w es el inico elemento de C'V cuyo
espacio ortogonal {w}* contiene a I, es claro que {w}* también contiene a

G.

Corolario A.3.17. Si C es un cono y F es una célula de C tal que F C C,
entonces I’ es también una célula de C.

Demostracion. Aplicaremos la caracterizacion de la Proposicién A.3.11. Para
ello, escojamos 7,7 € C tales que  + ¢y € F. Como Z, j pertenecen a C' y
F es una célula de C por hipétesis, por la proposicién A.3.11 se tiene que
Z,y € F, quedando demostrado asi el resultado. [J

Corolario A.3.18. Si C es un cono y R es un rayo de V', entonces R es un
rayo extremal de C si y sdlo si RU{0} es una célula de C.

Demostracion. Se deduce inmediatamente a partir de la definiciéon de ra-
yo extremal y de la caracterizacion de las células dada por la proposicién
A3.11. O

La siguiente proposiciéon nos muestra que, en el caso de un cono poliédrico,
los conceptos de cara y célula son coincidentes.

Proposiciéon A.3.19. Si C es un cono poliédrico, entonces F' C C' es una
cara si 1y solo si es una célula.

Demostracion. Segun la proposicién A.3.15, es suficiente probar que todas
las células de C' son caras. Procederemos por induccién sobre dim(C'). El
resultado es claro si dim(C') = 0. Supongamos que dim(C') > 0 y que la
implicacion es cierta para todos los conos de dimension estrictamente menor
que dim(C). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que dim(C) =
dim(V') (en otro caso, considerariamos lin(C') en lugar de V). Es claro que C'
es una cara. Por tanto, es suficiente demostrar que todas las células propias
de C son también caras. Como dim(C) > 0 y C es cerrado, se tiene que
C\ int(C) # 0, luego el conjunto de las componentes frontera de C' es no
vacio. Sea I’ una de estas componentes frontera. Al ser C' poliédrico, existe
un subconjunto finito L de CV tal que C' = {Z € V | (g, ) > 0 para todo q €
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L}. Es claro que F C C'\ int(C) € |J {g}". Como F es un cono convexo
geL

que no intersecta con int(C), existe w € L tal que F' C {w}*. Luego F C
C Nn{w}*. Al ser F' un cono maximal contenido en C'\ int(C), se tiene la
igualdad F' = C' N {w}+. Por tanto, F es una cara de C. Concluimos, pues,
que todas las componentes frontera de C' son caras. Si G es una célula de una
de las componentes frontera F' de C' entonces, por hipotesis de induccion, G
es una cara de F'. Pero, segin el apartado (f) de la proposiciéon A.3.2, G
sera también una cara de C', quedando asi probado el resultado.

Proposicion A.3.20. Si C es un cono de V y F' es una célula de C, entonces
FrnceY = {g}t N CY para cualquier §j € intp(F). En particular, F+ N CY
es una cara de CV.

Demostracidn. Es evidente que FNCY C {y}+NCY. Para probar la inclusién
contraria, escojamos cualquier ¢ € {}+ N CV. Se verificardn las condiciones

(G,z) >0 VzeC y (qy) =0. (A.3)

Como ¢ € inp(F), existe € > 0 tal que la bola abierta B.(y) de lin(F)
estd contenida en F'.

Sea f :lin(F) — R la aplicacién lineal definida por & — (g, z). Veamos
que B.(y) C Ker(f). Si z € B.(y), se verifica la igualdad

=57+ 50— 1)
Y= 237 5 Yy—x),
siendo 2y — = € B.(y) C FF C C. A partir de la igualdad
T N N
0=1(2.9) =5(¢.7) +5(¢,2y - 7)
y de las condiciones (A.3), deducimos que (G,z) = 0. Luego B.(y) C

Ker(f).

Por tanto, el nicleo de la aplicacién lineal f contiene a un abierto no
vacio de lin(F) y, como consecuencia, f = 0. Luego (g, z) = 0 para todo
re€Fyasi,ge FrnCcY. O

Nota A.3.21. Si C' es un cono de V y G es una célula de CV, entonces
G+NC es una cara de C. En efecto: si G = {0} es evidente; en caso contrario
GENC=(GtNnCY)NC = {g+tnC"W)nC = {g}*+ N C para cualquier
q € int(G), segin la proposicién A.3.20,siendo G+ N C es una cara de C.

El siguiente resultado proporciona un método algoritmico para calcular
los rayos extremales del dual de un cono poliédrico fuertemente convexo.
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Proposiciéon A.3.22. Sea C' un cono poliédrico fuertemente convexo de di-
mension m = dim(V). Sea R un rayo de CV. Entonces, R es un rayo extremal
de CV si y sdlo si existen m — 1 rayos extremales Ry = Ry7y, ..., Ry 1 =
R, 71 de C tales que el sistema {71, ...,Tm_1} es linealmente independiente
yR=C'NRn...nR: \{0}.

Demostracion. Segin el corolario A.3.18 y la proposicién A.3.19, los rayos
extremales de C" son los contenidos en las caras 1-dimensionales de C'. Sea R
un rayo extremal de C'. Teniendo en cuenta el apartado (g) de la Proposicion
A.3.2, existe una tinica cara F' de C' de dimensién m—1 tal que R = CVNEF+\
{0}. Por el apartado (c) de la proposicién A.3.2 se tiene que F' es fuertemente
convexo y por la proposicién A.1.34 F' estda generado por los generadores
de sus rayos extremales. Segun los apartados (e) y (f) de la proposicién
A.3.2, los rayos extremales de F' son exactamente los rayos extremales de C'
contenidos en F. Sean estos Ry, ..., Rs. Como dim(lin(F)) = m — 1, existen
i1y veyimo1 € {1,...,s} tales que {R;,,...,R;,, ,} es una base de lin(F).
Como F* = lin(F)* = R-N...NR: _, tenemos R = CYNR:N...N
R;, ., \ {0}

Para probar la implicacién contraria, supongamos ahora que R es un rayo
de CV tal que R = CVNR{N...NRE_\{0}, siendo By =R, 7,..., R 1 =
R, 7,,—1 rayos extremales de C' cuyos generadores son linealmente indepen-
dientes. Sea L el subespacio vectorial de V' generado por {71,...,7,_1} y sea
F:=CnNL.Siq€ R, es claro que L = {g}* vy, por tanto, F' = C N {g}*+.
Como 7y,...,7y_1 € F, F es una cara (m — 1)-dimensional de C. Ademés,
Ft =Lt =RiNn...NRL_,. Por tanto, R = CVNEF+\{0}. Segtin el apartado
(9) de la proposicién A.3.2, CV' N F* es una cara de CV. Luego R es un rayo
extremal de CV. [

Corolario A.3.23. Sea C un cono poliédrico de V' tal que CV estd generado
por m = dim(V') elementos de V* linealmente independientes Gy, . .., Gm- Sea
B={ei,...,én} una base de Vy h : V. — V el isomorfismo lineal definido
por h(z) = YL, (Gk, T) & para todo T € V. Entonces, los rayos extremales
del cono C vienen generados por h™(e1),...,h= ().

Demostracion. Segun la Proposicion A.3.22, los rayos extremales de C' = C'VY

son Ry == Cn{qp}ttn...n{g} N{gGa}tt-n...n{g.}* \ {0}, para
i=1,...,m.Siie{l,...,m}:

m

> (G h7(@)) e

k=1

)l
<

I

=
—~

=

L

—~

Sl
<
~—
~—

I

De esta igualdad deducimos que (g, h~'(&;)) es igual a 0 si k # i e igual a
1 si k =i. Luego h™1(g;) pertenece a CVV = C (al ser (qx, h~'(¢;)) > 0 para
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todo k) y también pertenece a {g;}= N ...N{G_ 1} N{Ga}tN...0{gn}".
Por tanto, R; viene generado por h™'(g;). O

Nota A.3.24. Consideremos un cono poliédrico de R™ de la forma
C={zeR™|A-z" >0},

siendo A una matriz cuadrada regular de orden m, 0 la matriz nula de di-
mensién m x 1 y zlop la matriz traspuesta de la dada por el vector z. En
este caso, C' es el cono dual del cono D de (R™)* generado por los vecto-
res qi,-..,qm € (R™)* cuyas coordenadas respecto a la base canénica dual
vienen dadas por las filas de la matriz A. La matriz asociada al isomorfismo
lineal h definido en el corolario A.3.23, respecto a la base candnica, es justa-
mente la matriz A. Por tanto, segtin este corolario, las coordenadas respecto
a la base candnica de un conjunto de generadores de los rayos extremales de
C vendran dadas por los vectores columna de la matriz A~!.
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