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TROD N

El objetivo de esta Memoria, es obtener invariantes de naturaleza
determinantal para modulos de tipo finito sobre dos clases de anillos no conmutatives, que

aparcen como objeto fundamental de estudio en varios contextos.

La primera clase de anillos son los anillos graduados anticonmutativos y mas

concretamente los anillos graduados del tipof= ® & donde a.b=(-1}P%.b.a siendo a, b
n=0

respectivamente elementos homogéneos de grados p y q. El dlgebra exterior de un médulo
sobre un anilio conmutativo, las algebras de formas diferenciales sobre una variedad, los
anilloé de Cohomologia {Cohomalogia singular, Cohomologfa de De Rham, Cohomologia de
Grupos, etc. ) son ejemplos de este tipo de anillos. Los médulos graduados
(anticonmutativos) sobre estos anillos tienen una estructura a la derecha y otra a la
izgierda, equivalentes. Como ejempio significativo de médulos de este tipo que' surgen en la
pratica, citaremos ‘los siguientes:

i.- 8i £, ——— "m. es una aplicacién A-lineal de modulos sobre el anillos A

conmutativo, entonces sl dlgebra exterior M=/\TI, es un médulo graduado sobre 8= AY,.
2.- El ideal diferencial asociade a una filtracidn (posiblemente singular) es un médulo

sobre et algebra de formas diferenciales sobre la variedad que se considera.

3.-sifiY > X es una aplicacion continua sobre espacios topolégicos, entonces

H*(Y, Z} es un médulo graduado sobre H*(X, 2).

Las siguientes clases de anillos son los anlllos filirades cuyo graduado asociado
sea un anillo conmutativo, y mas concretamente cuando éste sea un dominio noethariano e
incluso factorial. El ejemplo mas significative, y el que respalda nuestro estudio es el anillo

de operadores diferenciales lineales sobre una variable compleja. Dicho anilio 9 tiene una
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filtracion {F } <y donde F, es el submddulo formado por los operadores P del tipo
nfne N n P

P= 2 a,0° , oeN"

|zj<n
o es un multiindice y a, una funcién, El graduado asociado a la filtracién es un anillo

conmutativo, grdd, cuyo espectro analitico es el espacio cotangente a la variedad , y s, por
tanto, localmente factorial. Los médulos a la izquierda sobre &9 corresponden, segun la

terminologia moderna a los sistemas diferenciales (véase por ejemplo [45]).

Supongamos que 43 es o bien un anillo graduado anticonmutative o bien un

anille filtrado con graduado conmutativo y las propledades anteriormente mtadas (se admite

t

en parucular que & sea un anillo conmutativo con ia filtracion trivial) y sea M un médulo

(a la izqulerda) sobredd que es de presentacién finita. Fijemos una tal presentacion para M

9P e > 94 LY 50

¥ cor;sideremos el modulo de syzygeas syz(m, M) =kerm donde m={m{ey}, ..., n(eqi} y

| {e .., eq} la base estandar de L9 Entonces Vr, 0<r<q sea F = F (m, M) el ideal d.e
49 generado por los menores de orden q de todas las matrices pbsibles de syzygeas y pogamos
F (m)= I si rzq. Entonces las propiedades habituales de los determinantes para el ccaso
conmutalivo permiten mostrar q"ue F ((m) no depende de T, y por tanto son invariantes del
modulo M, que se denotan habitualments por &‘”r(M). Mas adn, Sfr(M) se puéde calcular en
términos de la matriz asociada a A, siendo, entonces, sl ideal generado por los menores de

orden g-r de la matriz asociada a A. Los invariantes &F (M) fueron introducidos por Fitting

en [19], de ahi su nombre. Para un tratamiento moderno de la teoria de Ideales de Fitting y
aplicaciones cltaremos a Northcott{43] y sobre todo la Memoria de J.A. Hermida[27] la cual

ha tenido una influencia notoria en nuestro trabajo.




En el caso no conmutativo la situacién es muy diferente. En primer lugar no se
tiene una buena teoria de determinantes en este caso, salvo la posibilidad obvia de
conmutativizar el anillo (véase | §2 de esta Memoria) que asocia a cada &-médulo ideales
del anillo 874, (donde J, es el ideal conmutador del anillo d9). Nosotros,inicialmente,
hemos ihtentado dar una teoria basada en la definicién de determinante por medio de la
expresion habitual, como suma de productos elementales (nocién estudiada por Puystjens
[46]), pero los resultados eran tan insatisfactorios que no merecen mencién alguna. Por esa
razon, hemos optado por desarrollar detalladamente los dos casos particulares que mas nos
preocupaban y para los que se conoce una teoria de determinantes razonable. Ei tipo de
dificultades que aparecen es caracteristico en cada caso, lo cual refuerza nuestra
observacién que aconseja tratar por separado cada uno de eilos.

En el caso de anillos graduados anticonmutativos se tiene una teoria de

determinantes para matrices de elementos de 4O que depende de la eleccién de unos pesos
dys e s dg de Z para las columnas de dichas matrices (véase | §3). Por otro lado, a cada
sistema de generadores homogéneo m de un .médulo graduado de generacion finita se tie-ne
asociada la familia de grados d, ..., dq de los elementos de m, por tanto los determinantes de
syzygeas relativas-a m cobran sentido y asi para cada natural p se tiene definido el ideal
determinantal ‘I.Lp(m » M) generado por los menores de orden p de todas las matrices de
syzygeas. L.os principales resultados son los siguientes:

1.- ‘LLp(m_, M) tiene sentido para cada-naturai p. |

2.- ‘LLp(r_n_, M) es un dato trivial si el cardinal ty(m) de los elementos de grado impar en m

no es minimo entre el conjunto de cardinales de los elementos de grado impar de los

sistemas de generadores homogénaos.
3.- Si t1(M) es minimo y si ty(m}) es el cardinal de los elementos de grado par de m.

entonces se tiene el invariante global




ﬂp(M) = up+t2(m)+t2(M) (m., M)
donde t5{M) corresponde al cardinal minimo de los elementos de grade par de un sistema

generador homogéneo da M.

4.- Ademds de los invariantes globales :]p(M) (que llamaremos invariantes globales de

Fitting), se obtienen invariantes de Fitting locales. En términos precisos si- & =@ 9,
n=0

y p e Spec(D,), entonces se tiene los i‘Jp ideales homogeneos S]-p(M . Los

N
invariantes locales dan una informacién adicional sobre M que es abundante, pues, de

hecho, no existe un haz razonable de 0 -médulos(donde &9 es el haz estructural de
Spec.IS)o-) cuyas fibras sean los invariantes globales. Esto solo resulta asi en casos -

particulares, y aln en ese caso las secciones globales del haz son un invariante diferente

de QP(M).

En el caso de los anillos filtrados se tiene una nocién de determinante basada en
el determinante de Disudonné[1 6] definido para matrices sobre cuerpos.no conmutativos, En
este caso el determinante estd introducido con objeto de describir el Grupo Lineal General
sobre dichos cuerpos vy, por tanto, tiene un buen comportamiento respecto del--productd de
matrices, pero en absoluto tiene propiedades razonables de multilinealidad(véase 1.§4). Con
las condiciones dadas al principio, el ani_ﬂo filtrado O es uﬁ subanitlo de su microlocalizado
total(en el sentido algebralco introducido por Springer [55]) vy dicﬁo microlocalizado total
es un cuerpo k. El determinante sobre k induce una funcién determinante valorada en grk
cuyo valor sobre las matrices de & estd, de hecho, sn gr 9 (véase‘i §4.2). Mas adn, en el
caso en qua & seq un anillo de operadores diferenciales, 9 es también un dominio de Ore a
la izquierda y se tiene también definido. el determinante. de. Dieudonné. sobre su cuerpo de

cocientes {(a la izquierda), que a su vez induce una funcién dsterminante valorada en un
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cierto semigrupo multiplicativo conteniende a los elementos homogéneos de gr & y que
para el caso de matrices con coeficientes en 9, el valor del determinante esta, de hecho, en
gr . En | §4.2 vemos que ambos conceptos de determinante para & son coincidentes, por

tanto hay solo una posibilidad de estudiar los ideales de Fitting.

Introducimos los ideales &F (m), &F (\) , respectivamente, como los ideales
de gr 49 generados por todos los menores de orden g-r de matrices de syzygeas , o bién de la
matriz asociada al {-homomorfismo A. Asimismo se introducen unos ideales auxiliares
F (grry y F {grh) que se describen en términos conmutativos (con- més precisién en

términos de Ideales de Fitting de ciertos médulos sobre grd). Los principales resultados

son los siguientes:

1.- Se tiene \/ F (m) = \/ F {grm)

es decir .‘?F'r(‘n:) se puede calcular en términos conmutativos.
2.- Para cada elemento homogéneo e irreducible h € grdd se tiene
Vil T () = v (F (grr))

donde Vh ©s la valoracion discreta asociada al elemento h.

3.- \/S'O(n) no depende de m y por tanto es un invariante de M

4.- Para cada elemento homogéneo e irreducible h e grd® se tiene que V(T 5(m)) no

depende de 1t y es un invariante de M.

5.- Si M tiene una buena filtracién fijada, entonces se tienen invariantes locales y globales

del modulo filtrado que son diferentes de los de T (gr M).

6.- Tomando morfismos A , estrictos en cierto sentido, se pueden calcular _

‘\j F (r) Y V(& (1)) en términos de &F (A).




En términos geométricos 1 y 2 dicen que para cada morfismo = se tiene un
cerrado Y(r) de Specgrd bien definido y un ciclo C,(m) de codimension 1 que asocia
multiplicidades a las compdnentes de codimensién 1 de Y (m). Los rosultados 3 y 4

muestran que Y,= Y (r) C, = C,{m} son invariantes de M (sin hacer referencia a
filtracidn alguna). Mas ain, Y, coincide con la llamada variedad caracteristica que aparece -

en la teorfa de {9-médulos [21]. El ciclo C, determina nuevos invariantes no conocidos en 1a

titeratura,

En el primer capitulo hemos hecho una exposicién detallada de los. distintos
conceptos de determinante y las propledades que usamos en el resto de la Memoria. El
capltulo segundo est4 dedicado a los invariantes de Fitting para médulos sobre anillos
g'raduados anticonmutativos , y el tercaero corresponde a los ideales de Fitting para madulos

sobre anilles filirados.

Quiero agradecer las sugerencias y comentarios ¢que he recibido en
conversaciones con los profesores-JoséManuel Aroca, Paco Castro, José Angel Hermida, Luis

Narvaez, Noul Mehidi, Claude Sabahh y Tomas Sanchez Giralda.




CARITULO 1
FUNGION DETERMINANTE,







En el presente capitulo de la Memoria nos proponemos dar las posibles

construcciones de aplicaciones determinante definidas para anillos no conmutativos. Para
efla, en primer lugar estudiaremos el caso particular de Ibs cuerpos no conmutatives cuya
introduccién se debe a J. Dieudonné en 1943 [16]. Posteriormente intentaremos .
generalizar este concepto desde el punto de vista formal (§2), o bién como cosficientes del
producto exterior, cuando se pueda construir (§3). Finalmente se construyen los
determinantes en dos tipos de anillos particulares los dominios de Qre y los anilios
filtrados. En ambos casos se utiliza la construcciéon de la aplicacidn determinante sobre

cuerpos desarrollados en §1.







1,- DETERMIN BRE CUERP

En el algebra lineal sobre anillos conmutativos los determinantes son uno de

los utiles en los que reposan una gran parte de sus conceptos y resultados.

Si k es un cuerpo conmutativo y Tl (k) el conjunto de matrices n xn con

coeficientes en k, la aplicacion determinante
det: T () — > k
puede caracterizarse por [as 3 propiedades (o axiomas) siguientes.
Al.- Al sumar a una fila de una matriz otra de las filas e! determinante no varfa.
A2.- Al multiplicar una fila de la matriz por un elemento del cuerpo el determinante
queda muitiplicado por dicho escalar.

A3.- El determinante de la matriz identidad de orden n, ln' vale 1.

Si Ay B son dos matrices de ‘]TLn(k) se sigue de los anteriores axiomas la

~ propiedad fundamental det(A.B) = det(A).det(B) que permite el calculo de los
determinantes. El caracter conmutativo de k da la posibilidad de tener una férmula

explicita para la aplicacién determinante

*) det(a; ) = 2. i(m). a ..a
b nes, “1,m(1) n m(n)

donde $, denota el grupo simétrico de n letras e (N} denota el Indice de la permutacién .
" Al estudiar el caso no conmutativo nos encontramos con la no adecuacién de la

férmula (*) a este resultado, sin embargo en 1943 Jean Dieudonné [16] extendid la
teoria de dsterminantes a los cuerpos no conmutativos usando los -3 axiomas anteriores y

valorando la aplicacién determinante no en k, sino en un semigrupo muitipticativo

2



conmutativo Kk obtenido a partir de k. Nuevamente, se tiene la propiedad

det(A.B) = det(A).det(B}.

Describiremos a continuacion, la construccion de Dieudonné.
Sea k un cuerpo arbitrario (conmutativo 0 no)y E un espacio vectorial a la
izquierda sobre k de dimensién n, por tanto isomorfo al espacio vectorial obtenido dotando

al grupo aditivo k™ de la ley externa

AoX s o Xp) = (AX

1 L
Denotaremos por GL(k) el grupo de autormorfismos de E (o de k). De esta

forma dadé una base {9_1, e_n} de E, todo endomorfismo |t de E queda univocamente

determinado por las imagenes de los elemeantos de la base {31, ...-,'gn}

n
H(.EP_{) = 21 ai,j-ﬁ_!‘ i=1,..,0
J:

y en consecuencia por la matriz cuadrada de elementos ds K, (alj)15i j<n - De esta forma el

grupo GL,(k}) se corresponde con el grupo de matrices cuadradas inversibles de orden n,

que denotaremos por ‘ITL*n-'(k}.

- Un sistema de generadores del grupo multiplicativo ‘]TL*n{k) se puede.

determinar como sigue:

12 Dados dos nimeros naturales i, | distintos con 1<i,j€n y A un elemento del cuerpo k

denotaremos por Bij{ &) la matriz definida por B;j(A) = (by 1k 1gn CON

Ski Y ko= (D)
Dk, = . o o
_l sl (k, ) = (i,




es decir Bi’j(l) difiere de la matriz unidad en el slemento b, i

2° Dado un elemento A del cuerpo k, A no nulo, denotaremos por D(A) la matriz definida

por D(A) = {dy Prekign  coN

Bi,j Yok, ) 2 {n, n)

d,, =
o A si (k, 1) =(n, n

Multiplicar una matriz A = (ai,j)15i jgn  Por las matrices Bij(l) tiene un

significado preciso:

- Mulitiplicar a la izquierda por BH(M la matriz A significa sumar a {a i- ésima fila de

A la j- ésima multiplicada a la izquierda por A.

- Multiplicar a la derecha por Bij(l) la matriz A significa sumar a la j- ésima
columna de A la i- ésima columna multiplicada a la derecha por A.
En particular se tiene B, }-(7&) = Bi‘;(l + L)

(Bi,j(l) y 1= Bi,j('%)

Definicién 1.1.1.- En las condiciones anteriores se llamaran matrices unimodulares de
orden n a las matrices del subgrupo de ‘ITL*n(k) engendrado por las matrices B,j(l) A

este subgrupo lo denotaremos por SL, (k).

Consideremos por tanto una matriz no singular A e ‘I‘ﬂ,*n(k) definida por

A= (ai j)1si,j5n , denataremos por A4, ..., _/;\_n. los vectores fila A= (A ..., A )t con

n

A_i= (a R ai'n) 1Si, jS n




Por ser A no singular, A corresponde a un elemento de GL_(k} y por tanto los vectores

fila  Ajq, .., A son linealmente independientes.

Por ser A no singular los elementos de su primera columna {a1 s v 1}

’

no pueden ser todes nulos pudiendo suponer que a, ,# 0 vyaque sies nulo multiplicando

A por sz(1) a la izquierda con | tal que a“qe 0 obtenemos una-matriz con .a 0.

2,1%
El siguiente paso consiste en conseguir a1’1=1 para lo cual multiplicamos la matriz

anterior por 8112 {1 - a1,1).a2’1‘1). De esta forma se obtiene una nueva matriz que

seguiremos denotando como A = (8 )y<jjcn  CON a4 y=1. Multiplicando la matriz A

por Byy=(-a, =2 .,n seobtiene unamatiz A= (aij)igen CON
ay (= 1 By q= o= an’1 =0 que es también no singular.
Las n-1 filas - /’-\2 ) vees An . de la matriz A son linealmente

independientes y podemos repetir el razonamiento anterior hasta consequir transformar la
matriz A en una matriz A = (8 i,j)1si,jsn .con

=0 1Si<j€n g8:=1 i=t,.,n1 ¥y o 8, #0.

ﬁi nn

]
Asimismo podemos conseguir que Eij=:0 para j>i sin mas que sumar a Ia fila |

mitltiplos convenientes de la fila j, es decir multiplicando por una-matriz del tipo Bij(l)-.

Por tanto mediante productos por matrices del tipo B,ij(%) se tiene que

(TT B 0W)A =D~ con 0.
(51

Los siguientes resultados resumen las primeras propiedades de SL(k).




Proposicign 1.1.2.- Toda matriz no singular A se escribe en la forma B.D() con

Be SL(k y pek

Proposicién 1.1.3.- El subgrupo SL (k) es un subgrupo inv‘ariante del grupo lineal general
(k) = GL (K} para todo numero natural n>1.

La proposicion 1.1.2 esta probada con lo anterior. Para 1.1.3 tendremos que
probar que si Ae ‘ITL*n(k) se tieng ."Jk.Birj(')\.).A'1 € SkL,k) cualquiera que sea
i,je {1, v N} | A e k verificando  i%]. Por la forma- de los elementos del grupo
‘}TL*n(k) (Proposicién 1.1.2) es suficiente probar que para cada U e k*, se tiene

D(p).Bi,j(l).D'1(u) € SL,(k).

Ahora bien, se verifica que
D([,L).Bl-,j(l).D'1 (W)  estd dado por
B u(?u) _ si kn y j#n
Bhihu") s in y jen

B]'n(u.i’t) si J#n e i=n

Por tanto, esta probada [a proposicion.

Para construir {a aplicacidon determinante definimos el conjunto de llegada de
dicha aplicacion que légicamente estard determinado por el cuerpo k. Dado un cuerpo
(k, +, . ) no necesarlamente conmutativo, el conjuntoc de elementos inversibles de k ,
k' =k N0} forma un grupo multiplicativo que no es necesariamente abeliano. Podemos por
tanto considerar su subgrupo de conmutadores (k*;'k*) que se define como sl sﬁbgrupo
engendrado por los conmutadores, es decir, los elementos de la forma a'.b.a.b _ cuando .
a,be k". Dicho sdbgrupo esta formédo por-los productos finitos de conmutadores ya que el

- inverso de un conmutador es también un conmutador. Este subgrupo es un subgrupo




invariante de k de forma que el grupc cociente k*/(-k*; k*) es un-grupo abeliano. Si k es
conmutativo entonces (k*; k*) = {1} y dicho cociente es K. A partir de este grupo
abeliano.se construyé un semigrupo conmutativo que denotaremos por k vy definiéndolo
como K = k*/(k*; KyU {3} donde &l elemento 0 actda como elemento.absorbente, es

decir, si & representa la clase en K/(k; k') del elementc ac k¥ &0 =0 = 0.3 y

la muftiplicacién de elementos no nulos de k  es fa muitiplicacién de k*/(k*; k*).

Al semigrupo Kk le llamaremos abelianizado del cuerpo k. Asimismo se puede

* B » - i F *
considerar la aplicacién canénica p:k-————> Kk que envia a cada elemento a e k en

suclase & vy al neutro parala suma 0 enel elemehto absorbente 0 e k.
Esta aplicacién es un homomorfismo de semigrupds multiplicativos. La
aplicacion determinante es, por definicion, una aplicacién
det: T (k) —> k

que verifique los siguientes axiomas.

A-1.- El determinante de una matriz no cambia al sumar la fila de orden i a la de orden j
para i#].

A-2.- Sl multiplicamos una fila de la matriz. por un elemento W -el-determinante queda
muitiplicado por fi.

A-3.- Si I, es la matriz unidad su determinante vale . 1.

A partir de estos axiomas la aplicaciéon determinante verifica las siguientes
propiedades: '




B= (0 11gijen = B)1<in tal que

P-1.- Sean A= (a}y<jj<n = A)1<icn
_B_,: _A_l + %.Ar Bi= Ai izl entonces det(B} = det(A)
En efecto si A=0 la propiedad es evidente.

Si A#0 considersmos A'= (A1,...,X.A_r, An)t entonces se tiene

det(A)= A.det(A} de donde
det(A)= A.det(A)  ypor A2 det{A') = det(B) siendo
B'= (A A*AA, . A ) Como det(B) =A.det(B) se obtiene

det(B)= X1, det(B)= X°1.det(A")= det(A).

0.

P-2.- Si A es singular det{A)= 0
Por ser A singular uno de los vectores fila es combinacién lineal de los otros.

Restando dicha combinacion lineal de Ia fila en cuestidn se obiiene una matriz con una

fila nula es decir A es una matriz que tiene una fila multiplicada por 0 luego

det(A) = §.det(A)=0 = 0.

B-3.- Si permutamos Ai y _A;,j entonces el determinante queda multiplicado por -1

Supongamos i<j y sean A = (Bgs s Ay e At y-

A= (B Bp oo Ay A
Entonces considerando [as siguientes matrices

B= (Ags o Ak Ay Ay A)!

B"[: (A.'l: suey A|+ Ajl wees AJ‘(A{" AJ)! wery An)t =




se varifica que

det{A')= -T.det(82)=' -T.de't(81) = -T.det(B) = -T.det(A).

P:4.- det(D(K))= .

8i {&y,...8 } eslabase estandarde k" se tiene

D()= (@, - &, ; 1.8 ) luego det(D())= fi.det(l,)= f.

B-5.- det(Bi,j(%).A)zdet(A).

La matriz -Bu(l) operando por multiplicacién a la izquierda sobre A

transforma - A= (Aq, .. A, .. Ay e _&n)‘ en la matrlz

A= (Ags v AALAL A e An)t luego por la propiedad P-1 se tiene

det(A') = det(B; (A).A)= det(A).

P-6.-Si A esnosingulary A=B.D(L) con Be SL,(k) entoces det{A)= fi.

Basta aplicar las propiedades P-4 'y P-5,

Como consecuenciade I-1-2 yde P-2 v P-68 sa obtiene

P-7.- Los axiomas definen univocamente |a aplicacién det.




Mas atin, se deduce la siguiente propiedad.

P-8.- det(A) =0 siysdlosf A es singular.

£-9.- det(A.B}=det(A).det(B).
8l A es singular la matriz A.B también lo es, ya que si existe C con
A.B.C=1, setiene B.C= A1 1o cual es absurdo, entonces det(A)} = 0 = det(A.B)
luego det{(A.B)= det(A).dét(B).
Si A no es singular, se tiene A=C.D{W) con Ce Sl (k) luego
det(A)= L. Ahora bien D(u).B = (B, ..., ﬁ'n)t =B lcon B-i = B I=1, .., n-1

y Bp=pB_ siendo B=(By, .. 5n)t' Por tanto

det(D(n).B)= det(B')= jl.det(B) = det(A).det(B)
y como det(A.B}) = det(C.D(-}.L).B) = det{D(k).B} ya que Ce SL(k) se tiene

consecuantemeante

det(A.B}= det{D(1).B)= ji.det(B) = det(A).det(B).

B 0 B C
B-10.- Si A = ' osi A=
G D 0 D

siendo B e ‘IILp(k) y De MM oK) se tiene det(A)= det(B).det(D).
Lo probaremos para el primer caso pues el éegundo as analogo.

Si B es singular sus filas son linealmente independientes luego lo son las filas de A

y por tanto  det{A) = 0 = det(B) = det(B).det(D).

Si B no es singular B=B".D(u) con B'e 8L, (k) conlocual det(B)= J.
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y mediante combinaciones adecuadas

by 0 | D(p) 0
C D 0 D

de modo que si D es singular lo es A y se verifica el resultado si D es no singular,

podemos supener D de la forma D(p) con det(D)= p.

Entonces det(A) = ﬁ.ﬁ.det(lp+q) = det(B),det(D):

Probaremos ahora la existencla de la aplicacion determinante. La construccién

sera por induccién sobre el orden n de las matrices.

Paran=t Tl (k) =k conlo cual basta definir det: M, 4 (k) =~—> K como

el homomorfismo p: k———> k definide anteriormente det(a)= & = p{a) que verifica

claramente A-1, A-2, A-3,

Supongamos que tenemos definida la aplicacién det: Tl 4 (k) —— K
verificando los axiomas y consideremos la matriz A de orden n sobre k.

Si A es singular definimes det(A). = 0.

Supongamos- por tanto que A es no singuiar A= (ai,j—)m,an = (Aq, A—h)t
con As=(gq.. 8 )€ K. Porser A no singular { A,, .;.,.An}- forman una base de k" y

existiran K1, ey Kn elementos de k no.todos nulos tales que -




n n
rz1 Aeagy=1 Yy 2 ABe=(0,..,0 & k!

; _ n-1 _ : :
siendo ﬁr- (ar,z, veey ar,n) e k r=1, ..., n. Estos vectoras Bqs s Er definen una

matriz  F={ B, l<<n € T nx(n-1)(k) y denotaremos por C; la matriz obtenida

de F eliminando la fila de orden |, C; € ‘ITLn_1(k). Por otra parte_como entre los elementos
Ays ww Ay, que son dnicos, existe A; € k no nulo, podemos definir
det(A) = (-1)"*1.X"" det(C).
Probemos primerameante que esta definicidn no depende del elemento ?\.i

elegido entre los no nulos. Sean ?L.t;éo y 7\.1.;&0 l#j que definen respectivamente las

matrices G,y Cj. Consideremos ademas las matrices D obtenida de G, reemplazando _E_ij
por lj..aj y E obtenidade C; reemplazando 5!51 por B;. Tanto D como E son matrices
) -

de orden n-1 luego se verifica det(C)= ’\j .det(D).

Sumando a la fila j-ésimade D que es ?\.J-._B_j el producto de A, por la fila
B, parar=1,..,n rzi rzf el determinante de D no varia en virtud de la propiedad

P-1 y adem4s la fila -ésima se transforma en

n
Z ;\.r._,B__r= - ?\'I'E'I es decir
r=1

det(D)= (-A).det E.

Permutando en E  [i-j|-1 veces las filas se obtiene la matriz Cj luego poi‘ la propiedad
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P-3 se tiene que

det(C)= X, .det(D) = (- .X.').det(E) = (-“i)!_i-il~1.(-ii"').(ij).det(cj)

J
de donde

T').det(Cy)= (TH(R 1) det(o)

_(_T)i+1lr(_il j

y fa definicién'que hemos dado no depende de la eleccién del coeficiente 7Li no nulo elegido.

Veamos por tanto que la aplicacion
det: T (k) ———> k
vearifica los tres axiomas.

A-1.- Sean A la matriz cuyas filas son Ay, .., An y B la matriz de filas By, ..., B_n

verificando "B'-l= ].L.AI “B‘i= Ai i1,

Si n=0 osi A essingular el axioma A-1 se cumple trivialmente.

Supongamos por tante A no singulary u=0 conlo cual B es también no

- n -
singular.Entonces dada la relacién tnica - Z ?\;r.A_rz (1, 0, ..., 0}  se verifica
r=1 A

n .
21 lr._A_r+ (%'I-“J)'U“ﬂi = (1,0, .. 0) es decir
o
r#i

n :
rz1 LeBy= (1,00, 00 con py=Appt p=A, el

Denotando por C,- la matriz inducida por la fila i-ésima para la matriz. A. (se
t

corresponde con la matriz adjunta del elemento 3‘1,1)‘ y .Di la inducida por la fila.

i-ésima para la matriz B. Supongamos A.=0 i=1,..,n locual implica p.i;to;

Entences si i=[ se liene Ci = E)i con lo- cual-
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det(B) = (-1 )|+1.(;1i)"1.det(Di)= LR RT) Y det(D )=

= ﬁ.(-T)f+1.ii~1.dgt(ci) = fi .det(A)
Si I#l la matriz Di se obtiene a partir de Ci mediante el producto por L a la
izguierda de la fila de orden | (sii>l) & | -1 (si (i<l) luego det(Ci ) = j.det{D;)
alser D;,Ce ‘I'ﬂ..n:1 (k) con lo cual

det(B) = (-1)*".(X)".det(D; )= (-1)*1.(X) 1.7 det(C) =

= .(-T)*LA )T det(Cyh= R.det(A).

A-2.- Denotemos mediante A la matriz cuyas filas son Aqs An y B la matriz obtenida

sumando a fila de orden | ala fila de orden | con iz

= t = A . = i
B=(By..B) con B=A;j+A; y B=A, I
Entonces A es singular si y sélo si B es singular con lo cual

det(A) =0 => det(B)=0 =det{A) si A es singular.
Consideremos por tanto que A es no singular, enfonces existe una Unica familia de

elementos A, .., A no todos nulos tal que

[\/IIJ

AM-Ap= (1,0, ..,0)  luego

: |
2 A R B A+ (g A= (100

E
I# ]

es decir, se verifica
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n .
IZ] ],LIB_|=O para !J.|=l[ =]y MJE?\']”?\'i

Entonces para la definicién de det(A) y det(B) = tenemos varias posibilidades.

a- Existe [L=A®=0 I=i I#j. Entonces denotando por Ciy D) las matrices -
respectivas asociadas a A y a B, se verifica que DI se obtiene de C,
mediante la adicion de lafila de orden | (sil>j)) & j1 (sil<)} alafiai

(si I=f) i1 (sil<i) con lo cual al ser ‘Cl’ D e T, 4 (k)

det(B) = (-Ty*1.ji,. .det(D D= (DX det(C) = det(A).

b.-A;=L,#0 entonces C;=D; conlocual -
det(B) = (-T)!*1.fi,.det(D;) = (-T)}+1. A;t.det(C) = det(A).

verifica

\\.

C. ?Lj¢0 y el resto. A = 0 entonces S\.j =l yse tiene que la fila .Y

lj.AJ = (1,0,.,0) esdecr Aj=( Kj”', 0,..,0) yportanto D; y C; no

varian; luego -

det(B) = (-T)J“‘1.ﬁj‘1.det(Dj)= (-T)J+1.ij'1.det(cj) = det(A).

A-3.- Para la matriz unidad  |,= (E’i,j)isi,jsw setiene Ay=1 A= .= A=0 y Cy as
la matriz lh.4 con lo cual
det(l,) = (-1)2.7-1.det(C,) = 1.
En consecuencia la aplicacién '

det: T (k) ————> kK

verifica los axiomas o propiedades fundamentales A-1, A-2, A-3,.y es unica por la
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propiedad P-7.

Veamos entonces algunos resultados concernientes a esta aplicacion.

Proposicion 1.1.4,- Dado n>2 se verifica que una matriz A de orden n tiene determinante

1 siy sélo si es un elemento del subgrupo SL (k).

En virtud de la propiedad P-5 esta claro que dada una matriz A de SL,k)
det(A) = 1.

Consideremos por tanto A e ‘m,*n(k) con det(A) =T entonces A= B.D(W}
con Be SLyk) y Le k conlocual i =1 y por tanto es producto de conmutadores. Por
tanto en virtud de la propiedad P-9 bastara probar que dado W = ab.a’l.b'! e ;K"
D(i) es un élemento de 8L, (k). Considerando sélamente transformaciones elementales que

afecten a las dos uitimas filas o columnas, sera suficiente probar que
1 0

e SLy(k).
0 2

Esto lo prueba la cadena de equivalencias siguiente, donde <> denota equivalencia médulo

SLy(k).
1 0 1 0
o i
0 U 0 abalb’
[ 1 0 0 .a.b.a"1.b1
<> <> <>
i 1 a.b.a"! b1 1 a.b.a‘1.b'1
0 -a.b.a"l.p? 0 -a.b.al.b"1
< - . L
1 0 1 b
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[ abal 0 -a.b.al 0
- <> -
| b1 | .0 b
abal o 0 -a
Gy ‘= <
al b1 0 o1
(0 -a | 10
al Ao al 1

Proposicion 1.1.5.- El grupo cociente ‘ITL*n@k)/SLn(k) as isomorfo al grupo abeliano
k'/(k; K') para n>1. |
En efecto, considerando‘ la restriccién de la aplicacidén: determinante a
‘]’TL"n(k) se tiene un homomorflsmo.de grupos multipficativoé
de;t: M *, (k) —— KK KD
Este homomorflsmo es suprayectivé, ya que dado [i e k*/( K'; k*) se tiene

det(D(W)) = j. El nicleo de la aplicacién det es el conjunto de matrices unimodulares que

en virtud del teorema 1.1.4 es el subgrupo :SLn(k). Por tanto se tlene inducido ef

-isomorfismo de la proposicién.

El segundo resultado, de utilidad en nuestra Memoria, nos caracteriza el -

determinante de Disudonné mediante una propiedad universal.

[eorema |.1.6.- Sean k un cuerpo y S un semigrupo conmutativo con elemento unidad 1g

Dada la familia de aplicaciones
dy: T (k) ———>- 8 verificando
(A-1)*.- Si la matriz A' se obtiene a partir de la matriz A mediante el producto a la.

lzquierda por [Le k deuna lineade A entonces
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(A-2)*.- Sila matriz A' se obtiene a partir de la matriz A mediante la suma de una fila a
otra entonces d,(A’) = d,(A).
(A-3)" La matriz unidad tiene por determinante 15 d,(l,) =1g= dy(1}).

Existe un tnico homomorfismo

¢ K=-—8 tal que el diagrama

Mo (K)

ds
> S
det /
k

es conmutativo para cada nz21.

Sea Ji unelemento de k. Para definir el homomorfisme ¢ basta tomar

()= d(1) donde identificamos el conjunio T 4(k} con ei cuérpo k. En virtud de
(A-1)" y (A-3)", para n=1 se verifica

dy(p.0)= dy(p).dy{v)

dq(1)=1,.

Ademas ei elemento OS =d,(0) es absorbente para los elementos de la imagen

de d1, @s decir, d1(}.1,).08 = Os para todo [ elemento de k. La aplicacién d1 es un

homomorfismo de semigrupos (cuando tomamos sobre k la operacién producto), y puesto

que S es conmutativo |a aplicacién d1 factoriza a través del abelianizado k de k, dando

lugar a la aplicacién @: k————3> § que es también un homomorfismo de semigrupos.
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Nétess que la imagen de dy (o de ¢) es de hecho un semigrupo asociativo,

conmutativo conteniendo a 1 y al absorbente 0g. Nétese también que dicho semigrupo
imagen se reduce a {0g} sfy sélamente si 14= Qg. Finalmente nédtese que la imagen por
dy de k', es decir, d1(k)\{0s }. es un grupo abeliano,

Para n>1 a partir de los axtomas se prueban las siguientes propiedades
(P-5) . dy(B (A).A) = dy(A)

(P-9) - d.(AB) = d,(A).d,(B)
con una demostracion idéntica a la realizada para la aplicacién det sustituyendo Je k'

por dy(u)e S.

Por lo tantb se tiene que ef subgrupo SL (k) de ‘ITL*n(k) esta contenido en
el nicleo de la restriccion de la aplicacién d, al grupo ‘m,*n(k). Por tanto dicha

restriccion factoriza a través de ‘Iﬂ,*n(k)/SLn(k) obteniendo el diagrama conmutativo

dn
* S
(p) ///////ﬁ:///ﬁ

I (KD /SLACK)

A (k)

donde (p) es la aplicacién inducida por la aplicacién eandnica.
Como el grupo ‘]TL*n(k)/SL,n(k) -es isomorfo al grupo k/(k'; k') por
. 115 se obtiens un homomorfismo de semigrupos de . k'/(k ;k"} en S que se extiende a

un homomorfismo @, k=———> S sin mds que enviar.el elementc 0 en 0g. Las

aplicaciones @ y ¢, coinciden; en efecto, dado ue_k* se tisne

L
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Pn(R) = dy(D(W) = dy(uhdy(ln) = dy (1) = ¢ (R)

y por otro lado cpn(6)=os=<p(6)

Finalmente el diagrama conmutativo

d .
¥ (k) L » S

det

TR(K)/ SLy (k) ,

=1

muestra que d,(A) = ¢(det(A)) si A es una matriz inversible. Si A es una matriz
singular entonces razonando como en la propiedad P-2 se demuestra que dn(A) = GS por

tanto también en este caso dn(A) = (@(det(A)}.

Nota [.1.7.- Las propiedades P-1, P-2, P-3, P-4, P-5, P-6, P-9 y P-10 tienen sus
anglogas  (P-1)", (P-2)", (P-8), (P-4)", (P-5)", (P-6)", (P-9)" y (P-10)°
para dn en lugar de la aplicacién det. El analogo de la propiedad P-7 es en cierto sentido el

teorema anterior y el analogo (P-8)" de la propiedad P-8 es también cierto salvo en el

caso Qg = 1g, es decir, d1(k) = { 04 }. Las demostraciones de estas propiedades se pueden

hacer repitiendo las delf caso de la aplicaciéon det o directamente usando el teorema I.1.6.

Nota [,1.8.-Un resultado interesante referente al estudio de la teoria de determinantes
sobre cuerpos no conmutativos son la generalizacion de las férmulas de Cramer [16].

Consideremos un sistema de ecuaciones
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Xi.ai'j=Bj
1

n

Yy supongamos que la matriz A'=(ai,j)15i,jsn & ‘TTLn(k) es inversible. Sustituyendo en
dicha matriz A la fila i-ésima-formada por (a'i,'i""’ ai'n) por la fila ([31_, vrs Bn)
obienemos una .matriz cuadrada Ay si (X4,...y X} €8 solucién del sistema de ecuaciones se
tiene que la matriz A; se obtiene por el producto a la lzquierda de la fila i-8sima por x; y
la suma ds cada.ﬁ[a j=i  muitiplicada a la izquierda por Xj- Entonces la matriz Al es
congru-ente respecto del subgrupo invariante. SL, (k) de ‘ITL-*n(k) & la matriz obtenida a
partir de A mediante el producto a la izquierda de la fila i-ésima.

Si x=0 se tiene que A; es inversible y det{A))=X;.det(A). Por el contrario
si x=0, la matriz A, tiene determinante nulo. Con lo cual dado un sistema lineal de
ecuaciones. el célculo de las matrices A; nos da.por una parte los indices i tales que x;=0
ya que coinciden con aquellos en los cuales la matriz es singular. Para el resto de indices la

igualdad anterior no permite calcular el valor de [a solucién x; €k pero si su clase de

equivalencia en el abelianizado k.

Este éstudio, cuando k es conmutativo, coincide con el estudio de.las féormulas

de Cramer, ya que dado -acsk #&={a} y por tanto conociendo la clase.de un elemento -

conocemas la sclucidn del sistema.
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§2.- DETERMINANTES SOBRE ANILLOS NO CONMUTATIVOS g

Consideremos un anillo unitario & no necesariamante conmutativo Y

denotemos por Il A(8) el conjunto de matrices cuadradas de orden n. Dada una matriz A

de orden n sobre £, A= (aij)15i jsn P. Puystiens [46] considera la expresion

dn(A) = d.(a ) = im). a Y
n nei,j ﬂé% Tm(1) nn(n)

(formula que expresa usualmente el determinante por columnas de una matriz con

coeficientes en un anillo conmutativo) que define una ablicacién
dn o ‘]TLn(JB) ——— 0

; \ t
Denotando una matriz A = (8 jM1<ijen POr SUS columnas @)1gign cON &= (a4 ;.. ag)

se verifican las siguientes propiedades

Propiedad 1.2.1.- Sea A = (3,1,..., b .., b ,...,.an). Entonces d.(A) =0

Si a=a.=b=0b, .. bn)t consideramos la permutacién

p si i=q
T(i)= q Si i=p
| sip e izgq

Entonces denotando por

[

$pg =Me s Jim)=1}

$,, =(Mes /im)=-1)

se verifica que 'r:.$n 1= 3 con lo cual se tiene la cadena de igualdades

n,2
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dn(A) = 2, 1M a4 1eqy - 8 peny =

nes,
=ﬂé$ itn). &1 ,n(1) = @n,n(n) +T1€Z$ A (1) = En,n(n) =
n2

= 2 im). Ay n(1) - By * 2 (TN). a1,en(1) - 8n,an(n) =
nesd, 4 '

= ) im). a .a +i(T). 2 i(m). a . 8 =
nes, 1m{1) = “nm(n) 1 Es, Ten(t) n,T.a(n)

=n§%1,mn Ann) - 3,1y - Branin)y

" Consideremos entonces M e $n » existen dos naturales r y s, Unicos, tales que M(r)=p
y T1(s)=q. Supongamos adem4s que r<s entonces

) < Bagmy = Han) B Bsts) - Bnneny

= 31'.”(1) i ar|p Eee asrq aas an,n(n) -

a

= Aen(t) " B g Fs,p o B oy =

=a1 a da =

() Brap) = Bsa(@)  nen(n)

wn(1) = Ay Fsms)  En,enin)

de donde d(A)=0.

Propiedad 1.2.2.-Sea A la matriz definida por.las columnas Ay e prﬁp: e 8 entonces

.d..n(A) = .dn(ﬂ.’h ey Qp"' Qp! “eny gn ).=

= d.n(.a.‘li ey .Qpl seey a.n )+ dn(a‘!r reay Qpr oy .an )-

Denotemos por - A = (b, b_.n) A= (Cqy wor gn). las matrices -
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definidas por b_i= a=c, i=1,..,n i#p entonces tendremos que probar que

dn(A) = dn(A4) + dn{As). Veamos que se verifica sumande a sumando. Dado m e $, se

tiene
a v 8 = g wfb, o+ cC ). a =
1,n(1) n,n(n) (1) in() () n,n(n)

a a =

=8 nn(n) ~

)...b

uly im@) " Fanim * 3y - Cingy

=Dy ety -~ bn,vq(n) * (1) - Cuniny

yaque dado ne$, vy pe {1,..n} existe un Unice ie {1, .. n} talque M()=p con

lo cual

@™ Bip~ Pipt Cip = Piqn t G nay

De esta forma se verifica la igualdad.

A = 2 in). a .. @ =
dn NS, ot A

= 2 M) by gy b + 2 im).c e C =

ne's, M) nm(n) nTs, Tm(1) n,n{n)

= ﬂn(A1) + Qn(Ag)-
Propiedad 1.2,3.- Sea A = (ai,j)mi,an una matriz tal que ap'j—_- bp,j+ cp'j j=1, ..., n.
Ento.nces si Ay= (bi,j)1si.j5n y Ag= (Ci,j)mi,jsh ~ siendo
b.=c.=a .V izp ¥ j=1,..n se verifica

dn(A)= dn(Ag) + dy(Ay).

Mediante la definicién de la aplicacién d, se tiene

dn(A) = 2 i)- 81 (1) = Bneey = L ) 84ty Bpnip) o+ Anngn) =
nes, ne$, :
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= L, - Bty - Oy + Cpn) - Ay =

= Z im). a b e & + Z in). a .. C ... a =
n'es, Tm(1) P{P) n,m(n) n<$, (1) p.n(p) n.n(n)

= 2 im).b b + 2, M) c Gy
n'ss, 1.m{1) nn(n} 1 es, 1,m{1) n,n{n}

= .dn(A1) + Qn(Ag)-
Propiedad 1.2.4.- dn(ly)=1

Propiedad 1.2.5.- Sea A’ la matriz obtenida de A =(a;j)1<ijsn Permutando las columnas p

¥y ¢ entonces g!_n(A') = -Qn(A).
Si denotamos por bj; los elementos de la matriz A’ tendremos -

si j=q i=1,.n

a . st j#=p j#q =1, ..n
con lo cual denotando como T la permutacién definida por - .
p sil=q
T {I)= q ‘si i=p

i si i#p e I£q

entonces bi,j"“ a gy Yadue T -l =1 conlo cual

i) )

dn(A) =n§$nim)' O 1) - bn.ﬁ(n) = né&im)' A en(1) = Anenn) =

=‘T| EZ$ i(T).i(T) I(T‘)' 81',”‘(1) 1o an,,t‘.q(n) = -
n
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= i(c):n Ez$ni(’€ﬂ)- 81,n(1) = qn,an(n) =

I(’C) Z i(m). a4 '-n(” an,n(n) = (-1). .d.n(A)-
n e$,

Propiedad_1.2.6.- Dada una matriz A = (aij)jsi,jsn ¥ una permutacion T e §, si
denotamos por A® |a matriz obtenida a partir de A permutando las columnas mediante T se

verifica C_in(At) = i{T). g_n(A).

Es consecuencia de la propiedad anterior.

Como podemos comprobar esta aplicacién dn verifica un buen nimero de

propiedades semejantes a las verificadas por la aplicacién determinante introducida por

Dieudonné. De hecho de los tres axiomas A-1, A-2 y A-3 necesarlos nos falta la condicién

A-1. Por gjemplo si consideramos como 43 - el cuerpo de los cuaterniones ( o el subanillo

2Z{i, |, k] de dicho cuerpo) se tiene

dp | f=i)-ji=2k
b

mientras que A' con A'=
tiene por imagen mediante giz el elemento cero, gi2 (AY =11 = 0.

Con objeto de generalizar estas propiedades se consideran todas las matrices

A" obtenidas a partir de fa matriz A mediante la permutacién por ¢ de las filas y por T

de las columnas siendo ¢y T dos elementos del grupo de permutaciones cuyo orden sea el
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orden de la matriz A. De esta forma tenemos ('n!)2 elementos diferentes asociados a una
matriz, que dan lugar a la aplicacién
. (niy2
A== ((0)(1).4(A;Ng,cc5_& O )

Utilizando la propiedad. 1.2.6 estos (nl)2 elementos se reducen a nl elementos en un

principio diferentes, es decir se tiene
AT {(0). 4, (Ag)) e & DO,

Estos n! elementos tienen entre s una cierta relacién que se va simplemente al considerar

el ideal conmutador J; del anillo, es decir, el ideal bilatero generado por los elementos

[D;P]={ab-ba/abe H .

- Se verifica el siguiente resultado. -

Proposicién 1.2.7.- Dos elementos asociades i(o).d (As) e i(o).d (A.G.)_ son

n

congruentes module el ideal conmutador Jo

En efecto el anillo .B/J-c es un anillo conmutative con elemento unidad y los -

+ds e io).d (A,

glementos  i(c).d (A " o'

n(Ag) + Jo  coinciden ambos, en virtud de la

definicion de la aplicacién d . con el determinante de la matriz sobre d9/J, cuyos |

coeficientas son las clases mddulo J, de los coeficientes de A, de donde se sigue el resultado.

Se tiene pues la aplicacién - -.
.
Dy T { 8 ) > EUJNR
dada por D (A} = Qn(A) +J o Que verifica obviamente todas las propiedades usuales de los

determinantes (en particuiar las tres de Dieudonné). De hecho la construccién.que acabamos
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de hacer se corresponde coit la composicién de la aplicacion gin y el paso al cociente p del

anillo 9 a su anillo cociente D/, . Esta construccion debido a las buenas propiedades

del producto y suma de clases es la misma que la obtenida considerando primeramente la -

aplicacion inducida por p sobre Il (49} y con liegada en T ((d8/J) y sobre el anillo

conmutativo L/, considerar la aplicacion determinante usual det,,

d
M, () - SN
(p) Do p
TN, (£9/Je) — > /)6
N

" Del mismo modo podemos hacer esta construccién considerando la funcién
definida por ia férmula usual de los determinantas por filas, es decir
d": ‘ITLn(oE\)) —_— 0
dMajd= 2 iMhag 1y 1 - &y
que tiene un comportamiento simétrico de la funcién Qn ya que se verifica _cin(A) = a”<At)

donde Al denota la matriz traspuesta de A. Es obvio que la aplicacién

D,: T (9} > D/,

obtenida a partir de d" es idéntica a la obtenida a partir de d.

Hemos construide de esta forma el conjunto de aplicaciones
M- —y
D, T () DIy

verificando los axiomas (A-1)*, (A-2)*y (A-3)" para la estructura de semigrupo
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multiplicativo conmutativo d9/J, . De esta forma si suponemos que. & es un cuerpo en

virtud del teorema 1.1.6 existira un homomorfismo
o —> ‘=E9/JC
de tal forma que ¢ o det=D,.

Ahora bien al ser 49 un cuerpo no conmutativo Jg=49 luego DN ={0} y

en este caso la aplicacion Dy, es la trivial. Con este razonamiento se comprueba que si

trabajamos sobre anillos generales la construccién anterior dista mucho de ser una buena
generalizacién de los determinantes en el sentido de Dieudonné. En realidad las propiedades
de Dieudonné estan muy adaptadas para el caso de los cuerpos, ya que los razonamientos se

apoyan en la descomposicion de toda matriz no singular A enla forma

A=T[ 8 (A).D(W
i!;& ,, L K

que no es cierta en general para anlllos conmutativos.

Caractericemos a continuacién [as aplicaciones D, -(asi como Qn y Ei”}_
mediante una propiedad universal similar a la de los determinantes de Dieudonné. En. este
caso serd necesario considerar una estructura de anillo sobre el conjunto sobre el que se
valoran los determinantes e imponer un axioma més (que tiene :sentido respecto de dicha

estructura de anillo).

Consideremos un anillo- ' unitario para. el cual estan definidas -las

aplicaciones
d'n: ‘]Tl_,n(JSJ) —

verificando:
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C-1.-Dada una matriz A con dos columnas iguales, se tiene d'h(A} = 0.

C-2.- Dadala matriz A talque A =(ay, .., an) con a= Dj + g

Sl A'l': (31 y suvy .a.j_.lr bio aj.l,‘[s tay ﬁn) Y A2= (.a']) suey QJ_.] 3 QJ’ .aj+.1s vaay .ﬁn) se
verifica  d',(A) = d',(A) + d'n(Az).
C-3.- Dada una matriz A = (@, ..., gn)t
a)paracada pe & s A=(L.ag, ., an)t se tiene
d'y(A) = d'y(u).d";(A). "
b) si los slementos de las filas 1, ..., i-1 conmutan con un elemento 1 de
' _ - t e
A'=(ay, w8y KR8y 8, 0 8,) severfica

d'p(A) = d'y (1).d (A).
C-d- d' (1) =1.

Toda aplicacion o', verificando estas 4 condiciones verifica las siguientes

propiedades

Propiedad 1.2.8..- Sea A' la matriz obtenida de la matriz A sumando la columpa | ala

columna i. Entonces d' (A) = d'(A").
Denotando mediante A =(ay, .., an) y suponiendo I<j se tendra

A‘=_ (Qgs -rs 2+ ey By e an) con lo cual aplicando las condiciones A-1 y  A-2 obtenemos

d',(A) = d' (a4, - B - =TI gn) +d'h(@y, - Qjs s Bjy ey an) = d'(A).
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Nétese que las propiedades 1 junto con C-3 y C-4 son andlogas a la de

Dieudonné por tanto hemos introducido la propiedad extra C-2. -

Propiedad 1.2.9.- Si la matriz A’ se obtiene de la matriz A permutando las columnas i, i

se verifica

d'(A) = (-1).d"(A').
Denotando por A = (17 ons an) y suponiendo i<j la matriz A' viene dada por
A= (dqs oo THER an) con lo cual utilizando la condicién C-1 y C-2 se tiene
0 =dn@y, 8+ - &+8 . 2a)=
= d'nl@qr o Gjr o v @ e @)) + d'n{@q, e @y oy @y s p)

con lo cual queda demostrado.

Evidentemente estas condiciones las verifican las aplicaciones

gn: T (B ~——> 08 que ‘cumpten ademas la siguiente propiedad universal.

Teorama 1.2,10.- Dado un anillo &' con unidad, para el cual estan definidas las

aplicaciones  d'n: TN, (&) ~———> " verificando las condiciones C-1, C-2, C-3 y
C-4 entonces existe un anico homomorfismo de. aniflos .

01—

tal que hace conmutativo el diagrama.
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Para n=1 toda matriz Ae Tll((L) esdelaforma A=(a) con ac O
entonces basta definir @(a) = d';(A). De esta forma ¢ es un homomorfismo de anillos en

virtud de las condiciones C-2 y C-3. Por ofro lado d'y(A) = ¢(a) = cp(g;i_1 (A)) = @o q1(A)

y se verifica la conmutatividad del diagrama para n=1.
Una vez definido el homoemorfismo ¢ veamos que cualquiera que sea ne N
d\y=¢od .
Dada una matriz A = (ai,j)15i,J'Sn de orden n utilizando la propiedad .0-2

podemos descomponer la matriz A en n" matrices de las cuales n! no tienen alguna.

columna o fila nula. Estas matrices A(T) con te $, vienen definidas por

iy =T =1, .,

A(T) =(b1gijsn  CON byy= 0 (i) i=1 n

De asta forma

(" dp(A) = 2. d'L(A(T)

TE $n

1

si en la matriz A{t) permutamos las columnas mediante T°' obtenemos la matriz A,

definida por
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a4 7(1) g

n,t(n)

con lo cual

d0(A) = 2 da(AlD) = L i(T).d(A,) =

ted, 1 $n

It

2 TRy ay gy e s B8y ) Pl =
e,

]

d'y ( Z i{T). a1 2(1) = An,(n)) = d'1(d_'r-1(A)) = (¢ od'))(A)
€8,

y se verifica el resultado.

En la formula (*) aparecen, ademds de-los nl sumandos indicados también el
resto de los nfl-nl  términos resultantes de la escritura de cada columna A como suma de

n columnas cada una de ellas con n-1 ceros. Cada uno de estos sumandos-es 0 y por eso se

han omitido. En efecto, cada uno de ellos es el valor de d', en una matriz que tiene al menos .

una fila nula, y dicho valor es cero en virtud de la propiedad C-3:

Nota 1.2.11.- Cambiando filas por columnas y.reciprocamente en las propiedades anteriores

se obtiene una caracterizacién similar para las aplicaciones an.-Anélogamente st oe$,

las aplicaciones A-——"m Qn(Ao.) se pueden caracterizar medianie las propiedades

C-1, C-2,C-4 ylaandloga a C-3 en la cual se sustituye el orden 1< 2<.... < n entre las

indices por el orden ¢©(1)< G(2)< ...< G{n).

Consideremos ahora el caso en que D' varia en la.clase de anillos:

conmutativos tenemos el homomorfismo. @ ————>0"' que hace conmutativo el

diagrama
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Suponiendo que &' sea conmutativo se verifica, que dado un generador ab - b.a del ideal
_ bilatero ‘Jc su imagen por el homomorfismo ¢ es ¢(a.b-b.a) = 0, luego ¢ se factoriza a
través delr abelianizado D/J, dando lugar al homomorfismo
P Olyg——> D
Este homomorfismo verifica claramente la condicién
oD =Pope ancpognzd'n.

Se tiene por tanto

Corolario 1.2.12.- Sea ' un anillo conmutativo y unitario para el cual estan definidas las

aplicaciones D' 1 T, () ——— L' verificando las propiedédes C-1, C-2, C-3

y C-4 entonces existe un Unico homomorfismo de anillos §: H/Jy————— £’ que

hace conmutativo sl diagrama
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T, () —

PoyiR

De esta forma caracterizamos mediante una propiedad universal la familia de
aplicaciones {D,},»4 definida sobre el conjunto de matrices de orden n y con elementos de
9. Esta caracterizacién impone las condiciones C-1, C-2, C-3 y C-4 o sus duales

cambiando columnas por filas y reciprocamente. A partir de esta definicion se verifica

asimismo una nueva propiedad para D', que viene dado por.
(C-3)"- Si A" es la matriz obtenida de la matriz A por el producto de la. columna- i por
un escalar L €3 se verifica

Ay (A) = d' (1 ).d'(A) = Q(u).d"(A)

n
DAY = D'y {H ).D" {A) = 9(H).D,(A).

*

Vamos a ver que las propiedades. C-1, C-2; (C-3) y C-4 también

caracterizan {D}nq-

Consideremos por tanto un anillo conmutativo y unitario 9 'y una familia de

aplicaciones - D',: M, (D) ————> o} verificando las propiedades C-1,.C-2,
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(C-3)" y C-4.

Lema 1,2,13.- En las condiciones anteriores dadas las matrices A = (a; j)isi <n

B = (bi,j)1$i,j£n tales que 3 - bi,j € J, para cualesquiera i, e {1, .., n} se verifica
D',(A) = D' (B).

Bastara probar que D"rl es independiente de la eleccidn del representante
miembro a miembro. Sean r, s € {1, ..., n} vy consideremos br's_—; 8 g+ C ai,j“-'bi,j

kry J#s siendo ce J, entonces D' (B) = D' (A) + D',(C) con C""('Ci,j)1£i,j5n

definido por
aj | si j#s
Gjj = c i j=8 i=r
0 si j=é 1

con lo cual usando (C-3)° se tiene D' (C) = D'4{c).D',(C"} siendo C' la matriz
obtenida a partirde C reemplazando el elemento cedy pér 1.

Por otra parte D'y 180 ————> &' es un homomorfismo de anillos al verificar C-2 y

(C~3)* luego como d9' es conmutativo y ce Je se tiene D'y(c) = O, por tanto D’ (c) = 0

-y el lema queda demostrado.

Como consecuencia, las aplicaciones {D'h}yey inducen por paso al cociente la

familia de aplicaciones D', : T, ((£/J)———> ' haciendo conmutativo el diagrama
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T, ()

(P

T (94,)

siendo (p) aplicacién inducida por el homomorfismo de paso al cociente
p:l— 01, .
Considerando T, ,{&D/J,) como el d9/J,-médulo de las columnas de las

matrices n xn con coeficientes en el anillo conmutativo &9/J,, las aplicaciones D', son

aplicaciones muitilineales (por C-2 y (C-B)*) alternadas (por C-1)
D' (/)" x .. x (DN —————— B/,

Por la propiedad universal del producto exterior de médulos sobre anillos

conmutativos, existe un Unico homomorfismo de mdédulos
n I ]
Q" /\(.E)/JC)”-——.—--—-—> D

haciendo conmutativo el diagrama

M, (5/Je)

NS

AD/)

[dentificando.  A(LDULH"  con B/, mediante la seleccién en {0/ de la base

estandar se tiene el diagrama
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m () > '

(P) D

Ty (D) = (D) xevczx (1)

[A

det,, ?\(‘@/Jc

siendo det,, el determinante usual-sobre {9/J,. Nétese que el diagrama es conmutativo por

la propiedad P-4. Puesto que det, o p =D, vy se obtiene el diagrama conmutativo requerido

T ()

LS
9/, '
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§3.1.- ANILLOS GRADUADQS ANTICONMUTATIVOS - PRODUCTO EXTERIOR

Denotaremos mediante 49 un anillo unitario tal que 2 sea inversible.

Definicion 1.3.1.1.- Dade un grupo conmutativo G llamaremos factor de conmutacién sobre

G a toda aplicacién

£ QxG——— { +1}
verificando
e(i+j, k) = &(i, k).&(j, k) Vi ke G
£(i, j)%e(}, i} Vije G

En el caso particular que G = 2 todo factor de conmutacién estd determinado

por la imagen del par (1,1} consecuentemente existen dos Unicos factores

e(1,1)=1 factor de conmutacién trivial & =1

e(1,1)=-1 factor de anticonmutacién g(p, q) = (-1)P-9

Definicién [.3.1.2,- Dado el anillo 49 y un grupo conmutativo G diremos que & es-

: G-graduédo si existen (d9).c g subgrupos de O tales que

1-8 = @& H,  como grupos abelianos
re G

2- PH.H, C DN YrsedG

- Los elementos ae 9(9r - no.nulos los llamaremos elementos homogéneos de grado r vy

escribiremos  |a =1
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Refinicién 1,3.1.3.- Sean 9 un anillo graduadeo de tipd G ({ es decir graduado con

graduacion = @ O} y € un factor de conmutacion definido sobre el grupo G. Diremos
reG

que & es e-conmutativo sfy sélo si para cada par de elementos homogéneos ay b de & se

verifica

ab=¢e(|al,|b])b.a.

- Si el factor de conmutacion € es el trivial (€ =1), el anillo & es conmutativo.

- Si el grupo G es el grupo aditivo de los enteros y & es un anillo e-conmutativo sobre

Z con g no trivial, se dice que el anillo 49 es anticonmutativo.

Construiremos con estas condiciones el producto tensorial y exterior de ciertos

médulos sobre 9. Tengamos en cuenta que si & es conmutativo considerando sobre & la
Z.-graduacién trivial ( HN=0 O =(0} v n#0) se verifica que 49 es e-conmutativo

para cualquier factor de conmutacién & con lo cual lo que vamos a hacer es extender las

nociones de algebra tensorial y exterior del dlgebra conmutativa.

Definicién 1.3.1.4.- Sea & un anillo graduado de tipo G y sea M un O-mdédulo a la

izquierda (resp. a la derecha). Diremos que M es G-graduado si existe una familia
(Me g de submédulos de M tales que

1-M= @M,  como grupos abslianos.
reG

2- DM CTM,, VrseG (M., CM, . si Mes I -médulo ala derecha)

-lgual que antes pondremos |m/|=r & m e M, mz0.

Consideremos por tanto un grupo conmutativo G, un anillo & = @ JS)r
reG
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graduado sobre Gy un factor de conmutacién €: Gx G ——— {+1} de tal forma que

& es un anillo e-conmutativo. En estas condiciones dado un J-médulo. a la izquierda

M= @M, graduado e-conmutativo podemos definir asociada a la ley externa a la
re G

izquierda una ley externa a la derecha mediante la extensidn lineal de
m.a=g{|m[, |a]).a.m siendo ae H y me M elementos homogéneos.

Por lo tanto todo {-mddulo graduado a la izquierda lo sera 4 la derecha y reciprocamente,
Asf en lo sucesivo diremos tnicamente &-médulo sin especificar si lo s a la izquierda o a

la derecha.

Sean M= @ M, y N= @ N, dos {D-médulos graduados  e-conmutativos
reG . 1€

donde D= @ cE)r es un anillo graduado e-conmutativo. Considerando sobre M su
reG

estructura a 1a derecha y sobre ‘N su estructura a la izquierda, tenemos definido el

Z.-médulo producto tensorial de M y N sobre 49, (M ® N), el cual viene dado por
- D

el coclente dei Z -médulo de las combinaciones lineales formales de- M x N con
coeficientes en 2 sobre el submédulo -engendrado por.todos los elementos de uno de los
tipos.

_ (my+mg, n) - (my, n) - (my, nj
(M, ny+ngy) - {m, ny) - (M, ny)

{m.a, n} - (M, a.n}

donde m,my,mye M n,ni,nyeN yae H

Este Z-modulo admite una graduacién sobre el grupo -G Inducida por las .

-G-graduaciones de M-y N, detal forma que el subgrupo de M® N de log elementos de
O

grado r est4 dado por




Esto permite definir las leyes externas sobre el producto tensorial mediante
a.m ® n) = (a.m) & n

(m® nj.a=me (na
siendo aed meM y neN.
De estaformasi m,n y a son homogéneos, se tiene

afmen =(@maeon=¢e(lal,[m|lmaen=

=g(lal,Imfmoe (an)=¢e(lal,im]).e(lal[n])me (na) =

=g{lal,me®n|){men)a

luego la estructura de médulo a la izquierda y la estructura a 1a derecha coinciden segtn el .

convenio anteriot.

Definicidn 1.3.1.5.- Sean M y N dos -mddules G-graduados e-conmutativos con

M= @M, y N= @ N, Dadoun homomorfismo u: M——> N diremos que es
reG reG

homogéneo de grado i € Z si y sélo si para cada subgrupo M, re G se verifica

Definicién 1.3.1.6.- Sea = @ . unanillo G-graduado e-conmutative. Dados los
: reG

I9-médulos graduados e-conmutativos My, ... M, ¥ N diremos que una aplicacién
viMyx..xM—— N
.es g-multilineal si es Z -multilineal y se verifica
i-1 .
v(my, .y amy o m) =e(jal. 2 Im; [).a.v{my,....m)

j=1

cualesquiera que sean my & My ,..,m,e M, y ae & homogéneos.
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Lema 1.31.7.-Sea 8= @ B, un J9-médulo graduado e-conmutativo. Dados los
reG .

S-médulos graduados e-conmutativos M= @ My b Mz_ @® Ma,y N=@N,
reG eG G

para toda aplicacién g-bilineal o definida sobre My xM, yconllegadaen N
o Myx My ———— N l

existe un tnico J8-homomorfismo

oMy ® M >N
1 2 :
D

verificando la conmutatividad del diagrama

o M2 My

NS

M @M,

Reclprocamente toda aplicacion  -lineal

%: M, ® My————> N
9 2

(lo cual supone equivalentemente que es lineal por uno de los dos lados o por ambos lados

simultaneamente) da lugar componiendo con la aplicacion tensorial a una aplicacién
g-bilineal o My x Mg =——> N

Nota [.3.1.8.- Ademés ® es homogénea de grado | siy sélo si |a aplicacion e-bilineal o
es también homogénea de grado i, {en general o muititineal se dice homogénea de grado i si
se verifica o (My , Mg o) © Ny o).

Por ser o e-bilineal es Z-bilineal luego por ia propiedad universal del

Z-mddulo M; @M, existe &: M; ® My —————> N Z-bilineal haciendo
D : 49 ‘ :
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conmutativo el diagrama. Ademas & viene definida mediante la prolongacién por
linealizacién de &(my ® my) = a{my, my} con lo cual

&(h.my @ my) = K((A.my) @ mp) = ol humy), my) = h.au(my, my) =

y es por tanto  d9-lineal.

Reciprocamente dada & : My & My ————— N D-lineal se tiene definida
B\
oMy xMy—————N mediante
o{my, My)= &My & my,) de donde
ofh.my, my) = &(A.my @ my) = A, &(my ® my) = L.o{my, my)
omy+m'y, mpy) = R((m, +m') @ my) = R{(my @ my) + (m'y ® my)) =
= %&(my ® my) + ﬁ,(m'1 ®@ my) = a{my, my) + oc(m‘1, my).
Analogamente respecto de [a ley aditiva de M,

| omy, 7L.m"2) =&(my® A.my) =&(e(] my|, A ). Amy® my) =

= &(] Myl IAD. A &( my ® my) = e(] myll A D). A ofmy,my)

portanto o es e-bilineal.

Nota 1.3.1.9.- En efecto si o es-homogénea existe ie G tal que a((My),, (Mp)g) & N

rS+i

con lo cual, dada una componente de grado r+s en M, ® M, tiene la forma
, D
(My), ® (Mp)g luego dado mye(My), mye (My)g -setiene
O
&(my @ M) = {my, Ma) & Npygyi

y por tanto
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&((Mq), ® (Mp)g) & N

% T+S+i
Propogicidn [.3.1.10.- Sean M, N y P tres J9-médulos graduades e-conmutativos
a.- Existe un Gnico dO-isomorfismo ¢: 8 ® M——— M
D
tal que Maem)=am V aedd VmeM

que permite identificar dichos dJ9-médulos.

b.- Existe un Unico &-isomorfismo

UMO®N®P)——> (M @ N) ® P
FORNNG H B

tal que a(menexlj=monex ¥YmeM neN xeP.

De este forma podemos identificar dichos  {9-médulos.

c.- Existe un unico {9-isomorfismo

B:M®N——— N®M tal que
D ‘ O

Pmen)=g|ml| ni)nem para meM neN homogéneos

a.- Basta definir
¢ H'xM ———> M mediante - $'(a, m} = a.m
que es Z-bilineal, con lo cual por la propiedad universal del producto exterior de

Z-médulos existe ¢: S ® M—————> M vaerificando la conmutatividad del diagrama
S .

O x M — > M

DOM.
D

es decir ¢p{a@m) =¢(® {a, m) =¢d'(a, m) = am

¢ es dL-lineal yaque dado be &
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¢(b.(a @ m)) = ¢(b.a ® m) = (b.a.m = b.{a.m) = b. ¢(a @ m)

¢ essobreyaquedado meM 1ome H®M vyseverifica ¢(1® m) =m

Si ¢(Z a,® m)=0 se tiene por linealidad de ¢ que Z a.mi=0 de donde
i i

;ai® mi=?1®ai.mi=1 ® Zi’ai.mi=1 ®@0=0

luego ¢ esun ID-isomorfismo.

Los apartades b y ¢ se hacen anédlogamente sin mas que considerar las aplicaciones

g-bilineales

oy Mx (N% Py ———> (ME N)% P por linealizacién de

c{m, (n®x) =(men)ex

-

o (M@ N) xP = M® {(N® P) por linealizacién de
D H D

to{{m ® n), x)=m @ (n ® x) para el apartado b.

y BUMxN———N @M definida por
Y]

B'(m, ny=n®m  para el apartado c.

En virtud de esta proposicién dado un -moédulo M, G-graduado e-conmutativo

podemos definir por recurrencia sobre p=0 el O-méduloe G-graduade TP(M). mediante
TOMy = D
TP+IM) = TP(M) @ M
Entonces designamos por T(M) al 9-médulo Z x G graduado definido por
T(M) = @ TP(M)

p=0

Asimismo podemos definir sobre este mddulo una segunda ley interna ya que la
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prolongacién lineal c_ie {(my @ ..® mp), (mp+1 ® .. @ mp+q)) =(My® .8 mp+q) define
una aplicacién
TP(M) x T4 (M) ————— TP+d (M)

g-bilineal. Por lo tanto sobre el  O-mddulo  T(M) podemos considerar una estructura de

f-4lgebra, mas precisamente, T(M) serdala d49-algebra tensorial del JS9-médulo M.

La construccion del producto exterior una vez construido el tensorial es
bastante mas sencilla. Consideremos por tanto el anillo G-graduado  &-conmutativo

H=@& H, donde e:GxG——> {+1} es el factor de conmutacion.
reG

Para un &-médulo graduado e-conmutativo M = & M. tenemos definida la dD-algebra
reG

tensorial Z x G graduada

. P
TM) = @ _ TP(M) con TP(M) = @ M
p=0 5

Consideremos en T(M) el ideal bilatero J generado por la familia de elementos
mem +e{jm|, Im}).mem
donde m y m' son elementos homogéneos de M. Podemos construir la 9-dlgebra
cociente T(M)/J cuyo producto podemos denotar por A.
De esta forma identificando el {&-médulo graduado TP (M(TP(M)NY) a
un submédulo de TZ(M)/J tendremos

TMA = @& TPIMHTPIM)NY) = B & M@ TZMATEMINY & ...
p=0 -
p
entonces denotando T(MYJ por AM y TPIMY/(TP(MYNJ) =A M llamaremos exterior

P
de orden p del H-mdduio M al 9-médulo A M y dlgebra exterior del S-médulo M

| p
ala d9-algebra AM verificando AM = pE>BO AM,
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Este anillo verifica también una condicion de conmutacién ya que al ser los
elementos del ideal J génerado por las expresiones del tipo

mem+gm],fm)mem con m meM yhomogéneos se tiene la igualdad

mam=-g{fm[,{m[}m Am con lo cual-se verifica la igualdad

P

- +4 ‘
Cepaad 1w B m
My A AMgg (-1} .f—;(j=1 | mji, j=p+11m11).mp+1 A AMg A My AL AM

para elementos homogéneos my,

vy mp+qe M. De asta forma definiendo

€ 2(2 xG) x( 2 x Gy > {+1})
ez (P, 1), (q, s) = ()P e(r, 5)
para € Gx G————> {1} factor de cohmutacion, se tiene que . €7 s también u'n

factor de conmutacion y en virtud de la igualdad anterior el anillo- T(M) "es también

SZ—conmutativo.

Definicién 1,.3.1.11.- En las condiciones anteriores dados dos {8-mddulos G-graduados -
g-conmuiativos M= ®M, N= ®N,. yunaaplicacion u: MP————> N
reG re @

g-multilineal diremos que es g-alternada si-se verifica

u(m‘]r any mp) =" 8(' mi |! | mt+1 |)- U(m1, vy mi+1-’ mt’ eney mp)
cualesquiera dque sean my, ..., My homogéneos.
Proposicién 1.3.1.12.- Sea & = @ O, un anillo G-graduado g-conmutativo. Dados los

reG

f-médulos G-graduades M= @M.  y Nz @ N, . Entonces para toda aplicacidn
reG oo reG :

g-multilineal e-alternada
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u: MP————— N

de grado cero tal que existe un Gnico homomorfismo de &-médulos
a: E\M ———3 N

prolongando la aplicacion .

La aplicacién  u: MP————— N es e-multilineal al serlo e-alternada

luego induce

p
u: @M - >N (nica.

Por seru  g-alternada podemos pasar al madulo cociente sobre J es decir al 8- mdédulo
p P X
M/ @MNJ=AM se

p
tiene definida ¥ : AM—————3> N con lo cual esta probada la - proposicion.
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2.- ANILL A NTICONM VOS - DETER N

Una vez definido y caracterizado el producto. exterior sobre modulos-graduados

g-conmutatives, particufaricemos este estudio al caso de. anillos graduados .

anticonmutativos, es decir, el caso G = Z y € no trivial y por tanto  g{m, n) = m.n.

Consideremos, por tanto, 49 un anillo graduado 8 = @ O, tal que dados a & O, y
ne Z

a,E JS)m se verifica

an.am = (-1)M"Naa, =€ lay) lay,] ).an.a,

ysea M= @ZMn un O-médulo graduado e-conmitativo. Recordemos que M es un
ne

N-médulo a la izquierda y a la derecha verificando
a.m = g( |a}, jm}.m.a
para cualesquiéra quesean me My ae {3 homogéneos.

Supongamos ademas que el d9-mdédulo M es de tipo finito con lo cual existiran
sistemas generadores m =-{my, ..., mq} cuyos elementos my, ..., m, -sean homogéneos, -
con lo cual inducen una g-upla d = (dy, ..., dgle 2% de grados d=|mjl. A este tipo de

sistemas generadores los {lamaremos sistemas generadores homogéneos. -

P
Lema 1.3.2.1.- En las condicionas anteriores; &l 8-mddulo - AM es un J-mddulo de

tipo finito.
Sea m={my, ..., mq} un sistema de generadores del 8-médulo M formado

por elementos homogéneos. Dados p slementos Vi Vp del O-médulc M se verifica

V= i a-m; para i=1,..,p vy siendo 8y | glementos de . En virtud de las
j=1 !, ) .
propiedades de conmutacion para elementos homogéneos -desarrolladas en. el parégrafo'.

| §3.1, se tiene
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VIAw AV > a;

siendo CRq P el conjunto de las combinaciones con repeticién de ¢ elementos {1, ..., g}

tomados de p en p. De esta forma, el conjunto

S = {m!" A e A mlp / (11, ey [p) ECRq'p}

. p
define un sistema de generadores de tipo finito y homogéneo sobre  AM cuyo cardinal esta

g+p-1
acotado por sl numero combinatorio p-1 .

Notese que para el caso conmutativo los coeficlentes de las expresiones

Mi, A AM N0 nulas son los determinantes correspodientes a submatrices de orden
P

pxp delamatiz (8 )y
- 1gjq

Evidentemente para el caso anticonmutativo el calculo de dichos coeficientes

varia sensiblemente con respecto al caso conmutativo. Considersmos por tanto V{5 e Vg

elementos de M y un sistema de generadores homogéneo m

={myq, ., mq}. En virtud de la

multilinealidad con respecto a la ley aditiva del producto exterior, 1a discusion se reduce al

caso en que los elementos vy, ..., vp son homogéneos; caso en el cual si

V= i a ;- para i=1,..,p
=17

los coeficientes 3 € £ se pueden tomar también homogéneos y |aijg = |vj - lmj[.

Consideramos por lo tanto un coeficiente CIP de vy A .. A v, en el sistema de
P

P
generadores definido por 8. Calculemos entonces de cuéntas formas posibles obtenemos el

término mi1 A Am; o al desarrollar el producto v4 A .. A Vo
P

Consideremos el conjunto VRq o. formado por las aplicaciones definidas del

conjunto de elementos {1, ..., p} en el conjunto de g elementos (1, .., g} es decir, las
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variaciones con repeticion. Cada elemento de este conjunto lo denotaremos por las P
imagenes ordenadas iy, ...,-ip -de los elementos 1, 2,. .., p. Scbre VRq p Se tiene una accién
de grupo *

H: $p X VF{q,p-_———-—Z* VRq,p definida por

G *(iyy « ip) = H{T,(iy, ..., ip})

El conjunto de combinaciones con repeticion de q elementos tomados en grupos

de p-elementos es el cénjunto cociente de VRq p respecto de la relacién de equivalencia =~

dada por

(95w ip) = (4w J) & #p (s e i) = # GGy i) Y 1 =1, g

donde # iy, .., ip) representa el numero de veces en las cuales se repite el elemento -

re {1, ... 9} {oloqueeslo mismo el cardinal de la imagen inversa por (145 ey ip) del
elemento re {1,...q)). En estas condiciones dada la variacién con repeticién

€ =iy wes ip) de VHq’p verifica que la clase de equivalencia respecto a la relacion = as .

la drbita del elemento ¢ para la anterior accién de $p. De esta manera cada combinacién

con repeticion se puede interpretar como una érbita-por la gecién * . Mas adn si H, esel !

estabilizador de ¢ se tiene una biyeccion conjuntista canénica entre $p/HC y la drhita da

¢,y por tanto a cada combinacién le corresponde una clase lateral en el coclente $p/Ho y

reciprocamente.

De esta forma dada una combinacién con repeticién de indices | P ip, el
elemento mii A oAy del desarrollo de vy A LA Vp  aparece tantas veces como
P : .

elementos hay en el conjunto cociente $p/HQ ccon ¢={(l, .., i;) para una ordenacion

o)

arbitraria de los datos ° iy, .., i;. Por tanto si denotamos mediante & la clase de

equivalencia en $p/Hc,-del"ele.menio Ce $p, y para:cada combinacion con repeticion se.
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glige una variacién con repeticién ¢ en la érbita correspondiente, se tiene el desarrollo

Viawavg= 7 (L ( .,

N a-‘.i | A v A ap’i .mi
CRyp Fe$y/H, a{1] ‘o(1) e(p) ‘alp)

))
ap

Ahora bien considerando las propledades de anticonmutacion del producto exterior y

denctando provisionalemte por f, = | we fo= se verifica
provis! PO =150ty = o= o)

A8,

P,la(P}'m'

aq: . .m, AL = 845 .Mf Awe A Mg =
1"0‘“) lO‘[l] |O_(P) 1,f1 f1 p,fp fP .

p k-1 :
= k];[z( &( r§1 f mfrls | 31, ) '31,f1' ap‘fp. Mpy A e A mp’fP =
p k-1
= ( }1-1;2( € (r§1 | mfrls Ivkl - ]mfk“)) . a'f,io_[” e ap,ia[P] m]o,“j A s A midfp} =
! P k-1
= (L O T b1l D)2y B Mgy A Ay

y al verificarse

mi&(n A d A micr[pl= i{o). L-[S £ micml, | mic[S]]) mi1 A A m]p
o (I)<o(s)
se tiene la igualdad
a1y Mag) N Flggpy Moy ™ '€ OV o) Big o Bpigg
donde
(o) T el | )
old Oy v V) = 100) TTCeC iyl =ty 0)-FT Clmy iy 1)

o{l)<o(s)

Con ello el coeficiente g, i que querfamos calcular se escribe en [a siguiente forma
. foee by .

a: Co= @ = L {d, OV, .y, V. ). 8y e Ao .
il e a§$pmg GOV Tk Bhig(y) PRy

Tal como indicamos este indice Ig(gi, Oy 1w Vp ) depende, ademas de la
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d-upla de grados d=(d,, ..., dq)e Z9, de Ia eleccion del representante ¢ elegido en la clase

de equivalencia &. Ahora bien, consideremos por tanto ¢ y T elémentos del grupo

simétrico $p y tales que o *g=1T*¢c para g =(iy, ..., ip). las permutaciones ¢y 1
difieren en ciclos que dejan invariante ef elemento ¢ y cada uno de estos ciclos es producto

de trasposiciones. Asi pues supongamos que O =Id y © la trasposicién ( o, B) donde o<B:

e im=iB i,c(a),—.i,c(a), entonces se tiene

gy M Ao A8, M= 3ay m; A AN m;
iyt p,lp lP 1"’:(‘!] (1) p,rt[P] |t{p3

y para los indices para los que i,c(a) = it(B)' 'se verifica

p P k-1
k=]_[2 E livkll m; )1)= gé_E(r§1_l mIt[r]i,-lka-l mit[k].l)
con lo cual se tiene IQ( d, G, Vi v Vp )= I_C_(g_ ' T, Vy (zp } cuando se verifique
0)]‘[ ethm b M= T )b]l el | mitml N s
c(l)<o'(s) T(l)<1{s}
Como o=ld y T =(e,p} se tiene
0)1;[88.( | m; o1 ]i ) | M=t e
o{l}<o(s)
B-1 _
’5)]_[ e( | m | | m; “'T)r[ e(|m b, lm ) TT e(Im|,{m=
(1) (s) r=o+1 r % r=o+ r B
(! )<T(S)
= i) TT _&‘(Imillmll+iml Im,l.lmi)—l(T)8(|m||,|ml)
r=o+1 r ) 3 B '8
al verificarse iff"B‘ Con ello | mim[+ J mi§| =2. | miq| y por-tanto
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eI m i, lm [+]m[ )=t
r o B
de esta forma

lg(d ) OV v Vg J= Ig(d, TV v 20T ) g( ] miql o mi§|))

Por tanto la condicién l(d: T, vy ) . vp 3 lld, 0, vy Vp )
implica

n. /\.../\miEm

i i A e A
1 P o{1)

micr(p)

ml /\.../\mi =mi /\.../\mi =
1 P (1) <(p)

A A

=i{T)e(] midl | mlgl) . m|1 A A I'I'li‘x " aee o i e A

luego 2.m,1 AwAm =0 yalser 2 unelemento Inversible de &
P

m;

A AT =0
1

p

En_gereral si o, T como al principio son representantes de la misma clase &

en :Bprg entonces se tendra (o ).IQ(Q,, Gy Vq v Yy J= lg(d_, Ty Vo g e Vi (T ()

siendo (*} un producto de elementos del tipo g( Im; |, lmi@ [) donde los pares (o, B)
. [+

corresponden a la descomposicion de 7.6 en transposiciones invariantes. El mismo

argumento anterior muestra que la condicién f_g(g,, Ty VY 5 e Vo )¢Ig(d, T, Vi s oy Vo }

implicaria My A oA m, =0 para las variaciones con repeticién
p

correspondientes a la combinacién con repeticidn.

Entonces podemos escribir
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a; i = lg(d.: 0, Vi on Vp ).a”c( . aptl (P}

Definicion 1.3.2.2.- Dade un sistema de generadores homogéneo m= {my, mq} del

£-médule graduado €- conmutativo M, si g = (d1,...,dq) Y Vqs eV SON elementos

homogéneos de M que definen la matriz de coeficientes A=(a. ) Dada una combinacion

JH<i<pr
154
con repeticion ¢=(iy, ..., ip) de q elementos tomados de p en p denotaremos mediants
det.(d, v, ,...,vp) al valor
det (d, Vq,eesVp) )= 2L (DL O, V4,V 84 e B
e TR s 2 R (1) 7 TPiatp)
pc
siendo Vi= 85 4My+.. 48 Mg i=1,..p.
Lema 1.3.2.3.- En las condiciones de la definicion anterior si My A AT €S N0 nulo para
p

la  combinacién con repeticidn g={iy, ...,'ip} se verifica que el coeficiente

det.(d, v1,...,vp) es independiente de la eleccién del representante. ¢ elegido de la clase

Ee$ng
De esta forma el desarrollo del producto exterior de orden p-de los elementos
Vs Vg viene dado por
ViAW AV = ) det(d, V{,,V) M A LA M
1 1 | |
P osesym, C P p

Consideremos ahora un anillo &= @ O, graduado y g-conmutativo y una
: re 2 :

g-upla d=(dy, ..., dq)e _Zq. Esta g-upla define sobre - &9 por traslacién relativa a d una
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graduacién. De forma mas precisa, la componente de grado | de Jol respecto de esta

graduacion viene definida por

q
o@ j;.d..= J}Jj,d’ X ... X ts]!dq

siendo, para 15i<q

@j,di= Qj_di A4 e 2
Para el {-médulo graduado e-conmutativo JEJq tenemos definido el

P
producto exterior de orden p A 9. Puasto que ia base estandar {eqs v, eql esun

sistema de generadores homogéneos (de grados respectivos o P dq) se verifica que dados
Vis oo Vg€ 89

‘ v1/\ e A Vg~ Z detg(;L Vir o vq).e-:!2
ceCRyp

donde por e, denotaremos el elemento g,= ei1/\ - A g siendo  cg=(iy, ..., ip) Yy
- = P

‘ P
El sistema de generadores del producto exterior A S

{og= g A A e / g fig, . ip) € ORy o}

es también un conjunto J9-linealmente independiente, por tanto se tienen las aplicaciones

detyd, s ): D% x HI— > O

obtenidas componiendo.la aplicacién producto exterior

_ o
NGy ... x 09 > ADA

p .
“con [a funcién coordenada g-¢sima sobre A 99, Al ser el producto exterior e-multilineal

y e-alternada las aplicaciones anteriores son e-multllineales y e-alternadas y ademas de

grado cero al considerar sobre el {9, conjunto imagen, la graduacién por la traslacién de
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Se define, en conclusién, para cada valor de p y ¢, para cada variacién con

repeticion g, y para cada g-upla g una aplicacion. determinante sobre el conjunto de .

matrices pxq
det (d) :‘ITprq(JS)———--—> B\

sin mas que asociar a cada matriz las imagenes por las aplicaciones det(d, ,...,) dela

g-upla de Jol formada ‘por sus vectores fila. La propiedad - universal del .producto
exterior, permite caracterizar las aplicaciones det,(d) mediante las propledades obvias.

Mas concretamente si M es un  Jd9-mddulo graduado g-conmutativo y

dolel): T (D) > M

una aplicacion e-multilineal , g-alternada de grado cero; si denotamos por AG1, la matriz -

cuyas filas son 8y € donde ¢y es la combinacién con repeticién  gy=(jy; ..., o)
P

1Sjis .. Sjps q entonces d (d)(A, )=0 sig =g, enfonces existe un Unico diagrama

conmutativo

dy(d) \
T e q () > M.

det(d) P

H
donde @ es la aplicacion - O-lineal dada por

¢(1)= lo(d 1d, e,i',..., 6 ).dd)(Ay)  (id denotael elemento neutro.de $).

p

En particular sl M=J9, la aplicacién det,(d, ,..., } es la unica aplicacién .. .
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g-multilineal, g-alternada tal que dC(Q)(AQ1)=O sl Cy#C Y

do@(Ag= Igld 10, & n &y ).

Nétese que si p=q d=(0, .., 0} y ¢=(1,2, .., q} la aplicacién

detg(d): ‘m,qxq(i':)) > 9

@s exactamente la aplicacién definida en el paragrafo | §2 de esta Memoria.
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§4.- FUNCION DETERMINANTE SQBRE DOMINIOS DE ORE Y SOBRE ANILLOS FILTRADQS

El planteamiento de los determinantes sobre cuerpos no conmutativos debido a -
Dieudonné y analizado en el paragrafo | §1 puede generalizarse en dos casos particulares de
anillos. En primer lugar lo estudiaremos en el caso de los dominios de Ore, y en segundo:

lugar los anillos filtrados con graduado conmutativo.

4.1.- DETERMINANTE SOBRE ANILL '

Sea & un dominio no conmutativo y unitario (1€ 49). Denotaremos mediante

o’ el conjunto de elementos no divisores de cero, es decir .19*=e®\{0}.

Definiciones 1.4.1.1.- 1.- Sea & un dominio diremos que & es de Ore a la izquierda (resp.
a la derecha) o que £ verifica la condicién de Ore a la izquierda(resp. a la derecha) si y
sélo si para cada par de elementos (a, sje O xd9 con s regular (s e D) existen b,t .

elementos de {9 con t regular tales que

t.a=b.s (resp. a.t = s.b).

2.- Sea & un anillo diremos que el cuerpo k es cuerpe de fracciones a la

izquierda de 49 siy sélo si exliste un homomorfismo de anillos @ :d9 . ——— k tal'que -
1.- (P )C k.

2.-Vrek existen a, t elementos de £ con =0 tales que r= (p(t)'1.(p(a).

Los dos conceptos-anteriores son equivalentes, es decir si 9. es un dominio con
unidad, entonces 4 admite un cuerpo de fracciones a la izquierda k .siy sélosi O esde

Ore a la izquierda, (v_éaée'ﬁ 71 IV Proposicién 16.9 pag 529).
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De esta forma tenemos asociado a un dominioc de Ore D, un cuerpo (no
conmutativo en general) k(L) que verifica las condiciones de cuerpo de fracciones a la
izquierda para el anillo . El cuerpo k({®} como conjunto se obtieng mediante. e

cociente de OxdO” por la sigulente relacién de equivalencia R

"(a,8) R(b,t) siysolosi paratodo par (u, v)e HxHO°  tales que

u.s=vt setiene vua=vb";

las leyes de composicién interna vienen dadas por

- [a, 8] + [b, {] = [a.u + bv, m] donde (u, vie OxD* son tales que us =vi=m vy

[ . ] denotalaclase de un paren Ox0".

-[a, sl [b, f] = [ub, v.s] donde (u, v)je HxH" sontales que ut = v.a.

El cuerpo k(&) es Gnico salvo isomorfismo, pues de hecho vetifica la
siguiente propledad universal:

"Si gt H——>LP' es un homomorfismo de anillos unitarios tal que g(s)
es una unidad en 4O' cualquiera que sea s slemento no nulo de 49, entonces existe un dnico

homomorfisme fi k(&)y————0" taique g=fop"

En efecto, basta definir f como {{[a, s])= g(s)'1.g(a) para [a, s € k(D).

Como consecuencia de la propiedad universal si g:d —————>9" a5 un

homomorfismo de anillos, donde 9 es un dominio de Ore a la izquierda, tal que

1.- g(d9") estd contenido en el conjunto de unidades de ',
2.- Todo elemento  de &' esdelaforma d=g(s)'.g(a) siendo acd y sed
entonces existe un unico isomorfismo f : k{Dy————>0" verificando g =fo .

En efecto la suprayectividad de f es evidente en virtud de la condicién 2.
Sgpongamds que f([a, s]}) =0 e ' entonces g(s)'1.g(a)= 0 vy portanto g(a)=0 con

locual  g(a) noesunidaden . Porlacondicion 1  setieneque a=0 de donde
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[a, 5] = [0, s], es decir [a, s]=0 € k(D) y por tanto f es inyectiva y consecuentements

isomorfismo.

Notese que este proceso de paso de un dominio de Ore al cuerpo de las fracciones

se corresponde exactamente con el paso al localizado con respecto al sistema

multiplicativamente cerrado S = J9\{0}=d9"

Los elementos de k(d9) son clases de equivalencia [a, s] que denotaremos

1

usualmente por s"'.a 4 a/s.

Consideremos un dominic de Ore a la izquierda 49 con cuerpo de fracciones
asociado (k, ¢). Sobre el cuerpo k (en principic no conmutativo) se tiene definida la
aplicacidn determinante  det  definida para matrices cuadradas de orden arbitrario, es

decir sobre’ Tl (k) = U TN, (k), con valores en el semigrupo. Kk - abelianizado de k,
n=0

det: T, (k) ————> &
Utilizando la inyeccién candnica @ :88 ———> k -podemos considerar la aplicacién natural

sobre conjuntos de matrices

(9): T (D) —————=> (k)
que inducira la aplicacién

det(P s MDD y———-> &
dada por

det(p= det|rm)(¢®)= det o (¢}

Se tiene asi un concepto de determinante sobre- anillos de Ore, concepto que

precisara algunas generalizaciones para ser mas productivo. .
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En lo sucesivo consideraremos monoides (M, *} (a los que llamaremos
semigrupos como en §1) es decir conjuntos provistos de una operacion interna asociativa y

con elemento unidad.

- Dado un semigrupo (M, "), un elemento a € M diremos que es simplificable o regular a
la izquierda {resp. a la derecha) si y solo si para cada par de elementos s,t de M tales

que a's =a*t s verifica que s=t (resp. sa=t'a =>s=1).

- Si e denota el elemento neutro de M, diremos que un elemente a e M es inversible o

unidad si y sélo si esiste un elemento s de M tal que s*a=e.

- Finalmente -como en el paragrafo | §1 un elemento a €M se dird que es absorbente si

paracada me M se verifica a'm = m'a = a. Evidentemente si hay un elemento

absorbente éste es tinico y serd denotado por 0.

- Por un subsemigrupo (0 submonoide) de M entenderemos un subconjunto (que contiene

al elemento neutro) que es cerrado para la operacién *.

- Diremos que un homomorfismo de semigrupoes f: M————> M' es regular si y solo s/ la

imagen de todo elemento regular es regular.

Consideremos un semigrupo conmutative (M,.) cuyo elemento neutro

denctaremos como. 1. Dado un subsemigrupo S de M, su propia definicién dice que S es
multiplicativamente cerrado, luegb e.n analegia con el algebra conmutativa podemos definir
la relacién de equivalencia R sobre M xS mediante

"(a,8) R (b, 1) si y sélo s existe ue S verificando u.a.t = u.b.s".

Esta relacién que es de equivalencia, sus clases las denotaremos por [a, s], da lugar a un
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conjunto cociente (MxS)/R , sobre el que se tiene la ley interna, bien definida,-

[a, s].[o, 1] = [a.b, s.t] que es asociativa y tiene al elemento [1, 1] como elemento neutro.

Definicion 1.4.1.2.- Sea (M, .) un semigrupo conmutativo y S un subsemigrupo de M.

Denotaremos por S'1M y lo llamaremos subsemigrupo de fracciones al semigrupo

(M xS)y/R que acabamos de definir.

Dados ae M y s € 8 laclase [a, s] médulo R del elemento (a, 5) MxS-

la denotaremos por a/s & s™'.a. El homomorfismo de semigrupos
AM———— 5™

dado por A(a) = a/l verifica

als = (/1).(1/s) = (a/1).(s/1) 1= A(ay.A(s)"! para todo a/s e S°'M

por tanto sl par (S'1M, A} verificard una propiedad universal semejante -a las demosiradas

en el caso de anillos, es decir

_P_r_qu_sic@j_l@_‘g_;- Sean M y M' dos semigrupos conmutativos g: M ———> M’ -un
homomorfismo de semigrupos tal que dado un subsemigrupo :S de.M  g(8) esté contenido en

el conjunto de elementos inversibles (o unidades) dé M'. Entonces existe un unico

homomorfismo de semigrupos SRRy —2> M' haciendo conmutativo el diagrama

M > M

sM

Notese que dado un semigrupo -conmutativo.. (M, .) .y un subsemigrupo S de:- ..
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M, el homomorfismo canénico A: M ——3 S™M s Inyactivo s y sdlo si todo elemento

de S es regular.

La demostracion es andloga a la que se realiza en el caso conmutativo.

Sea 49 un dominio de Ore a la izquierday M un semigrupo conmutativo,

Podemos considerar homomorfismos de semigrupos sobre el semigrupo multiplicativo no
conmutativo (d9, .} con valores en el semigrupo M

o ) ———>M

que sean regulares.

Para un tal homomorfismo al ser 49 un dominio, gl conjunto de  puntos
regulares viene definido por & =d9\({0}, por tanio el conjunto imagen o.(d9)=S es un

conjunto formado por elementos regulares que contiene a 1= (1), cerrado para la ley de

composicion es interna , es decir S = a{d8 ) es un subsemigrupo. Luego tenemos definido
el homomorfismo inyectivo

AM——— g 1M
donde S'M es el semigrupo de fracciones sobre M, para S= o(d9). Denotaremos dicho

semigrupo de fracciones por M, debido a su dependencia del homomorfismo ¢ . En

resumen, tenemos por el momento el siguiente diagrama

o8

H > M
g Ma
donde el par (k, ©) dénota el cuerpo de fracciones a la izquierda del dominio de Ore O,
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Ahora bien dado r € k se verifica que existen {a, s) € O xd" tales que
r= (p(s)".(p(a) con lo cual podemos prolongar el homomorfismo ¢ obteniendo -
] C—y
definida mediante
o' () = Ala(s)] . Ao ()]

que nos cierra el diagrama anterior. Tenemos el diagrama conmutativo

) < > M
p A
*

K a > M

En este diagrama el cuerpo k es en principio no conmutativo, M, esun
L
semigrupo conmutativo y o es un homomorfismo regutar de semigrupos.con lo cual la

restriccién de o al grupo k" es.un homomorfismo entre los grupos K y oc*(k')c: M.

siendo oc*(k*)C M, abeliano. Por tanto el homomorfismo o se factoriza a través de ct,
definida sobre el grupo cociente K /(k ; K'); pudiéndose extender al abelianizado K -

definiendo  ®&(0) = A~ci(0). De esta forma obtenemos un homomorfismo de semigrupos

&:E—-—~—-———>Mu

que hace conmutativo el diagrama .
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*

M

k & » Mo
: |

Este diagrama nos induce aplicaciones sobre conjuntos de matrices, resultado

de componer & con la funcién determinante de Dieudonné

M, (O)— 5 q <IN X s,

N

Definicion 1.4.1.5.- Sean 49 un dominio de Ore a la izquierda de cuerpo de fracciones

~ (k, ©}, M un semigrupo conmutativo y o : & ——————> M un homomorfismo regular de
semigrupos. Llamaremos determinante sobre {9 asociado al homomorfismo « vy lo

denotaremos por det, a la aplicacion
- det, : M(B)y————-—" M,
definida por det, = & o det o(g) = & o detiyy ),
-En las condiciones anteriores diremos que defa es regular o bien que el determinante

sobre L asociado a o es regular si det,(M()) = Aoct().

Nétese que Aoa(d) se identifica con a(d) yaque A es inyectivo por
tanto la representacion del determinante dice que el determinante de Dieudonné de una
matriz de coeficientes en O es un elemento de- M, Es claro que la definicion de funcion det

sobre {0 enelapartado 1.4.1 de esta Memoria es un caso particular de ésta, para el caso
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M=k y el homomorfismo de monoides p o @

O=po@:f—>k
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§ 4-2.- DETERMINANTE SOBRE DOMINIOS FILTRADOS
Denotemos por &9 un anillo unitario.

Definiciénes !1.4.2.1,- 1.-Diremos que el anillo &9 es filtrado si existe una sucesidén

creciente X ={F,d } =z de subgrupos aditivos de 9 verificando

a.- Ef elemento unidad 1e 9 as un elemento de FO.@.

b (F, & ).(F 49 ) C (F b) Vnme 2.

N+m

c- U Fd=D0.
ne 2

-Alafamila X ={F, 8} o de subgrupos de O la lamaremos filtracion del anillo

S yalpar (8,%) ls llamaremos anillo fittrado.

2.- Dado un anillo filtrado (9, %) y un JO-médulo a la izquierda M (resp. a la derecha ),

llamaremos filtracién sobre M a toda sucesién creclente IM = {FuMlpe 7 de

subgrupos aditivos de M tales que
(Fpdd).(F M) C FremM (resp. (FM).(F ,BYC F M)V nyme 2.
-Al par (M, Zy4) le llamaremos N -médulo filtrado. En lo sucesivo evitaremos decir

mddulo a la izquierda o a la derecha si las nociones que se introducen o estudian son

vélidas en ambos casos, la notacion correspondera como as habitual a la de médulos a la

izquierda.

3.- Dado un anillo filtrado ,(.JS', ) 'y un homomorfismo  fi M —————> N entre los

f-médulos filtrados (M, EM) (N, 2 ); diremos que f es un homomorfismo filtrado si

para cada entero n se verifica  f(F M) & F.N.
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4.- Dado un  f9-médulo filtrado (M, %) diremos que la filtracién Zp= F Mz @S

discreta si existe un entero n,e Z tal que FpM =0 ¥V p<n, Asi mismo diremos-que

es separada si y sélosi N F.M = {0}. En lo sucesivo todas las filtraciones a considerar
ne

seran separadas.

Todo anillo unitario 49 podemos considerario como un anillo filtrado con la

filtracion trivial definida por

9 n=0
- Fp N =
0 n<0

De esta forma el proceso que vamos & seguir puede considerarse, también,
como un procese aplicable a los anillos unitarios arbitraries. Como ejemplos de filtraciones

mas significativas que la trivial, se encuentran las siguientes filtraciones.

- Filtracién inducida.- Dado un  {9-médulo filtrado (M, ZM_) y un submédulo N de M se

llama filtracién inducida por 'ZM sobre N a la filtracidn definida por :

FN=NNFM neZ.

- Filtracién imagen.- Sea fi: M ———> N un homomorfismo filtr'ado‘ entre los Jd9-médulos

filtrados (M, ZM) y (N, ZN) y % una filtracién sobre M . Al submédulo Imf de N se le
puede dotar de Ia fiitracién  imagen que se define mediante

Foimf) = {F M) ne 2.

- Filtracién por traslacién.- Sea (8, ¥} un anillo filtrado dado re Z- podemos definir una-

filtracién por traslacién de orden r asociadaa ¥, siendo re-Z- mediante
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EF={(Frno®)} donde Frn=®= Frrdd ¥ ne 2.

Notese que la filtracién trasladada de orden r20 de Ia filtracion estructural de
un anillo filtrado 49 no es una filtracién del anillo O sino de! H-médulo 9: a este

médulo lo denotaremos mediante o@[r].

-Filtracién producto.- Sean M y N dos Jd0-mdédulos filtrados de filtraciones respectivas

= {FpM}pe 2 Y DIVES {FpN}pe 7 Llamaremos filtracién producto sobre el

d9-médulo producto  MxN  a la definida por F‘p(MxN) = FpM X F’pN.

-Filtracién libre sobre O P.- Dado el anillo filtrado 40 de filtracién asociada

3 = {Frc.ES)}re 7 llamaremos filiracién libre sobre 8 P a 1a filtracion producto de la

filtracion % es decir, a la filtracién definida por

F (O p)= Fodd x.. xF.Q.

- Filtracién producto tensorial.- Sean M un 5 -médulo a Ia derecha filtrado y N un

49 -médulo a la izquierda filtrado, sobre el Z-médulo M ® N se define la filtracién
Fp(M®N) dada por el Z-submddulo de M ® N generado por todos los elementos del tipo
men siendo meFM , ne F N y s+t = p, es decir,

Fo{M@N) = & (FM®FN).

t+s=p

Consideremos un anillo filtrado ({9, X) siendo ¥ |a filtracién dada por
z = {Fnﬂ e Z'_ Los conjuntos FnJB para n entero tienen estructura de subgrupo
verificandose ademas la condicién F ;49 C F 49, con lo cual podemoé considerar el grupo

aditivo coclente F & /F, {0 vy el grupo aditivo G—)Z (Fydd 7Fn_1JEJ) = gry .
ne
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Sobre gry 49 se tiene la estructura multiplicativa
gry O x grg H———"gry O
dada por la extensidn de las aplicaciones sobre las componentes homogénea
(Fad /Py 1 8 x (Fy O /F .4 D) E— (Frem® Fnom-149)
inducidas pdr los productos - .

Fodd x F ) ————F

n+m

que corresponden a la multiplicacion en .

Andlogamente dado un 9 -mdédulo filtrado a la izgq. (M, T) de filtracién
asociada Tl={F M},cz podemos considerar el grupo abeliano

gryM= @& (FM / Fn.1M} qﬁe- se puede dotar de estructura de grEJ})-médqu con la ley
ne 2

producto a la izquierda dada por (a+F,d9 ).(m+FpM)'= a.m + F-n+p_1lvl. De esta manera el

gry d9-mddule gr,M se llamarg ‘el modulo graduado de- M para ia filtracién

M= {F Me 2.

En estas condiciones, para cada subgrupo F,M.de M tenemos definido el

homomorfismo de paso al cociente

G FM —m> FnM/FmM
Pof ser el grzﬁ-médulo gr,M la suma directa de estos grupos y M - la union de sus
subgrupos, los homomorfismos {Gn}nez inducen en conjunto.

oM—— gr M
donde
-g(0)=0

o(m}= m+F, M =0c,(m) siendo n=inf{peZ / me FoM} -
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Esta aplicacion o esta bien definida ya que si m=0 se tiene que me N Fa
ne Z

luego existe pe Z verificando me Fp; por ser la sucesién T= {F M}, creciente y

separada se tiene que el conjunto de tales elementos p es no vacio y acotado inferiormente,

es decir existe su minimo. A la aplicacién
o:M— gr M

la llamaremos aplicacion simbolo principal, y para cada me ‘M al elemento  G(m) le

llamaremos el simbolo principal de m.

Conslderemos un homomorfismo filtrado de 8-mddulos filtrados

fi M > N
Se verifica que denotando por Yy = {(FyMlpe 72 v Xy ={F Nipe 2 las filtraciones

respectivas sobre M y N, entonces f(FpM)C F’pN V peZ con lo cual pedemos definir el
homorfismo composicidn de grupos aditivos

fIE M %
FoM—=—P—— FN e F N/ F 4N

que es nulo sobre Fp_1M con lo cual por paso al cociente induce

f
p

Tenemos de este modo la sucesion {?p} peZ de homomorfismos de grupos aditivos
que define-

A este homomorfismo f lo llamaremos graduado de f (en ocasiones lo denotaramos por

gr(f}) y se verifica no sélo que es un homomorfismo de grupos aditivos sino que es un

73




homomorfismo de anillos graduados, ya que las filtraciones son compatibles con las leyes

producto de 49, y de grado cero.

Asimismo dados dos homomorfismos filtrados ff M————— N y giN—>L

definidos sobre d9-médulos filtrados se verifica que la composicién  goff M——— N -
es un homomorfismo filtrado verificandose que

gr{gef}= ol = gr(g) o gr(f).
De esta forma la asignacién que a cada {-médulo filtrado le asigna su graduado y a cada: .
49 -homomorfismo filtrado f su gr &O-homomorfismo graduado gr(fi= T es funtorial.
Esta asignacién funtorial ﬁo es exacta ya que no transforma sucesiones exactas en sucesiones

exactas. En efecto basta considerar un anillo filtrado & vyel &-médulo filtrado

JB[,,] obtenido por traslacion de orden r>0 con lo cual la aplicacion identidad de JD[r] en &

es filtrada pero su homomorfismo graduado asociado es la aplicacion idénticamente nula.

Nota 1.4.2.2.- Asimismo asociado a una filtracién. 7 sobre un O-médulo M podemos

definir una norma que denotaremos como | |, (obien | | cuando no haya confusién)
| g M= R
que viene definida para meM por

Imly=0 & m=0

Iml.=2" <& n=inf{pe 2 / meF M}
n B

Esta norma viene de hecho inducida por la funcién de orden

viM———> 2 U {-e} definida por

v(0)= -eo  v(m)=n < meF,M\F_ _,M ({Usande el convenio 2 = 0)

Las propiedades principales de esta norma son las sigulentes .- -
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1-Iml=0 & m=0
2.- |m + n| £ max{|m|, in|)
3.- |m + nf = max(im|, |n}) si |m|=|n|

4.- l[am| = [a]y {m donde | |y denota la norma definida sobre 43 por la filtracién 3.

De esta forma, la aplicacién simbolo principal puede darse también mediante
g M— gr,M
0 Iml =0
o{m) =

Opim) = m+F M Im| = 2" & v(m)=n

Notese también que si las filtraciones que se consideran no fuesen separadas
entonces se tendra una seminorma en vez de una norma, manteniéndose el significado

completo en el resto.

La terminologia topolégica, debida a la expresién en términos de la norma
anterior, nos proporciona el puente hacia la teorfa de microlocalizaciéon algebraica

desarrollada recientemente por T.A. Springer y Van den Essen,
Para ello necesitamos mas definiciones previas

Definiciones 1.4.2.3,- 1.- Dado un anillo 48 y un subconjunto S de {9 diremos que &
es reversible a la izquierda (resp. a la derecha) respecto de S si dado acd y te S

tales que at=0 existe se$ talque s.a=0.

2.- Dado un sﬁbsemigrupo multiplicativo T de T, donde B, esun anillo unitario que

contenga al 1 diremos que verifica las condiciones de Ore a [a izquierda respecto de T

si para todo par (a, s)e O x T existe otro par (b, e O x T tal que f.a=Db.s.
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3.-Por un anillo normado (W,, || ) entenderemos un anillo (no conmutativo en general)

unitario junto con una norma || || : Ri— > RT. que verifique las siguientes
propiedades:

a.-||gjl=0 & a=10

b.- {la+bl|< max{|lalt, {lbil)

c.- llavbll = max(fall, bl i llall = (bl

d.- fla.b]l = [la[l.l|bil

El anillo normado sera completo cuando lo sea como espacio métrico con la

distancia inducida por || |l

Si (8,X) es un anillo fitrado, la nota anterior muestra que (9] IZ) es un

~ anillo normado.

Consideremos un anillo filtrado (&9, ¥) de norma asociada ||. Dado un -

subsemigrupo S de O tal que o(S) sea subsemigrupo de grydD tal que no contenga al
Oe gry(dD) (es decir tal que 0¢S puesto que la filtracién es separada) y gry {9 verifique

las condiciones de Ore y reversibilidad a la izquierda respecto de ©(8). Por un teorema
debido a Springer y Van den Essen (véase [55] Proposicién 2.15 pag 314, y [63] Teoremas
I y Il pAg 4 respectivamentse ) existe una terna (R, ¢, || {|) donde T,  es un anillo
normado -co.mp!-eto connorma || || ¥ | ¢ es un homomorfismo de &8 en T, verificando
i.- ¢{s) es inversible en 'fﬁ, para SeS.

i- lo(s) o)) <|sI"tJal para seS y ae .

iii.- Todo hemomorfismo de anillos h: & —————> " giendo- &' normado y completo
para la topologia inducida por su norma y que verifique propiedades analogasa 1.y 2 se

factoriza canénicamente a través de - ¢. Es decir, en términos preeisos, existe un Unico
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homomorfismo de anillos  %: T}, ————— '  tal que

Xo@=h y - Jx(HIsldl ¥V re &

Definicion_1.4.2.4.- La terna verificando el resultado anterior se llama microlocalizado
algebraico a la izquierda de 9 con fracclones en S vy se denota por (Eq(d9), q;s, Il llg)
Sobre este anillo Eg(d0) y a partir de su norma || lls se define una filtracién naturaf Zg

dada por la familia definida mediante
Fr{Eg(ON={ ac Eg(D) / |ja||<2"}

que induce un graduado sobre E () que denotaremos por gr(Eg(D)).

Obtenemos de esta forma asociado a un anillo filtrado (49, ¥} v a un conjunto

§ C B, multiplicativamente cerrado, tal que 0 & o(S) y o(S) sea de Ore y reversible a

la izquierda, un diagramé del tipo

0 > qrzm
¢ 16
o
Es() AN gr, (E;40)
s

donde G vy G4 son las aplicaciones simbolo principal respactivas y § es el morfismo

inducido por ¢ por paso al graduado que esta bien definida al ser ¢ un homomorfismo

filtrado en virtud de 1a propiedad i) del anillo microlocal E(D) de D.

Nota 1.4.2.5.- Esta construcccién puede generalizarse asimismo para un O-méddulo filtrado

a la izquierda M, obteniendo un Eq(D)-mddulo a la izquierda que denotaremos por Eg(M)

y @s un médulo normado y filtrado . La asignacién M ——————> Eg(M), entre la categoria
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de J49-médulos filtrados a la izquierda y la categoria de Eg{f)-modulos filtrados a la

izquierda, es funtorial pero no exacta (sin embargo si nos restringimos a los médulos de .

tipo finito este funtor si es exacto).

Para el estudio de la funcién determinante en el caso de anillos filtrados
(0, ) de graduado asociado grdd sera necesario imponer una serie de restricciones
sobre el graduado. De esta forma consideraremos en adelante un anillo filtrado {9, %) cuyo

graduado asociado grdd sea un dominio conmutativo. Considerando el sistema

multiplicativaments cerrado S = O\{0} (al ser grd dominio lo.es ) se-tiene que -

o(S)={c(a) / a0} es un sistema multiplicativamente cerrado formado por elementos

homogeéneos, concretamente todos los elemantos homogéneos de grdd . Denotando por 'f’ﬁ.s el
localizado o(S)" Tgrd del anillo conmutativo grdd con respecto al sistema

multiplicativamente cerrado ©(S) se tiene que scbre T, g la graduacién de grdd induce

una graduacién definida por

neZ ... ' .

R s,n= (00 To(a) grado((a)=l  grado(a(th=r- y -lr=n}
Ahora bien el anillo 'tﬁ..s es isomorfo como anillo g'raduadO'ai graduado gr{Es(JD)_) del
microlocalizado de 49 con respecto a S. Este isomorfismo viene dado por la aplicacién
siguiente construida a partir de ¢ 1) ——> E4(D)

viot .o@y= ¢ playF, (Eg(D))

donde oty '.o(a)e R, (véase [63))

Mas aun, el microlocalizado E4({d) es, como se puede ver en [40] (5.7 pag
47), un cuerpo que se denomina microlocalizado total de &, y al que denotaremos por K0

. o simplemente k  si no hay posible confusién. El homomarfismo canénico - .
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Yl ———k g
es Inyectivo ya que por la condicidn i del teorema de la existencia del microlocalizado se

tiene ¢(1)=0 para t€ S luego ¢(a)=0 siy sélosi a=0.

Sobre kg tenemos asimismo definida una filtracion Q cuyo graduado

denotaremos mediante grok y segin lo dicho es isomorfo-al localizado Ry del anillo

gry &9 sobre S=G(JE)*) con lo cual grak es conmutativo. Tenemos por tanto el siguiente

diagrama conmutativo

[s)
9 » e O
¢ —
$ '(n,s
Wy
H
0‘5 N
o > ok g

La aplicacién Cg @8 un homomorfismo de semigrupos para las leyes producto respectivas,
con lo cual al ser grok conmutativo y kg un cuerpo o se factoriza a través del

abelianizado obteniendo un homomorfismo de semigrupos & kg —— grak

haciendo conmutativo el diagrama
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2
9 b
kJD %% , ger,,tg
P g
EJD

De esta forma asociada a la filtracion 3, definida sobre & toda matriz
A=(a; e M. (B} podemos considerarla a través de! homomorfismo ¢ como una matriz.

sobre k g para la cual esta definida el determinante de Dieudonné

det: (k) —> k.

Definicion 1.4.2.6.- Sea (&, X) un anillo filtrado cuyo graduado sea un dominio

conmutativo; llamaremos determinante sobre 49 .asociado a ¥ a la aplicacién que

denotaremos por dety: definida por

det2= G o det o ({p)= G o det |, (D)
- En estas condiciones dety diremos que es regular si y s6lo si
dety (T (£))=6 o & ().

es decir la imagen de la aplicacién detE es o(dD) identificado como subsemigrupo de arok.

Tenemos, por tanto, definidas dos aplidaeiones determinante una para-los
dominios de Ore y otra para los anillos filtrados cuyo graduado es un dominio conmutativo.
Veamos ahora-qué ocurre cuando tenemos un dominio de Ore Gue.es filtrado y cuyo- graduado

asociado sea un dominio conmutativo. -
Sea (LD,X) un dominio de Ore (a la izquierda) filtrado mediante
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E={Fn°®}ne 7 tal que gerB = grdd es un dominio conmutativo. En estas condiciones
hemos definido la aplicacion

dety: (L) ————grok
donde (k g, £2) es el cuerpo microlocalizado total del anillo filtrado (0, 3), qgue como
indicamos anteriormente es filtrado y su graduado grok o es isomorfo al anillo de

fracciones de grdd reépecto al semigrupo (sistema multiplicativamente cerrado) o(S)
siendo S= OV} vy 6:D———> grdd Ia aplicacién simbolo principal.

El dominio 4 verifica ademas la condicién de Ore a la izquierda con io cual

para todo homomorfismo regular de semigrupos
o =3 M
siendo M un semigrupo multiplicativo y conmutativo, tenemos definida la aplicacion
d.eta: ML) ——> My,
que viene inducida por la aplicacién determinante sobre el cuerpo de fracciones a la.
izquierda k asociado al dominio de Ore . En particular si se toma como o, la aplicacién

simbolo principal ©, se tiene
dety: M (LHy—— M-

Se tiene ademas el isomorfismo natural groK =M, segln lo indicado més

arriba, que induce el sigulente diagrama
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Dicho diagrama es conmutativo, ya que de la propiedad universal de k se-deduce

la existencia de un homomorfismo de cuerpos jik—> kKo que induce

j:k = Kk g resultando

{9) det

My (D) s M (k) R —2
(6) (j) Jj 2
Mk o) L. MiCk ) et K LN Itk )

donde los dos cuadros de la izquierda son obviamente conmutativos y la -construccién del

isomorfismo M = gro (kK gg) muestra que también lo es el tercero y de aqui el diagrama -

completo.

Los dos conceptos de determinante det y detz son por tanto coincidentes.
Notese que en este caso M es de hecho un anillo {localizado de gr 9 respécto de la parte - -

multiplicativamente cerrada) y que el isomorfismo Mg = grolkgg) es un isomorfismo de

anillos. Mas aun dichos anillos son conmutativos, por tanto se tienen aplicaciones - .
determinante sobre el anillo no-conmutativo & con valores en un anillo conmutativo. Sin
embargo dichas aplicaciones no verifican en general la condicién C-2 definida en sl

paragrafo | §2, por tanto no se tiene un diagrama conmutativo -

dn

M (49) —— » (L9 /dy)

det G

Mg gercr

donde ¢ es un homomorfismo de anillos, es decir los conceptos d,, del paragrafo - §a2y
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det; = detz del presente paragrafo no son iguales. En efecto, si se cumpliese la condicién
C-2, como C-1, C-3 y C-4 se verifican (véase | §2 ), entonces tal homomorfismo

¢ D> M,
existiria, y por tanto un homomorfismo de anillos §: 9 —————> My definido por
composlcion con la aplicacién de paso al cocientg 9 ————> d/J,. Ahora bien, para
n=1 obtendriamos que §:d)———> M no es otra cosa que la aplicacién simbolo

principal ¢! & ———> grzo® compuesta con la localizacién, luego Im(‘fﬁ)C_gr}:i‘J y

de aqui la aplicacién simbolo principal seria un homomorfismo de anilios. Esto sdlo ocurre

cuando la filtracion es trivial (en caso contrario existiran a y b tales que  v(a) > v(b)

y a=0 b0 con lo cual o(a+b)= o(a)= o(a)+c(b)). Caso en el éual O = grzés y por

tanto 49 serfa un dominio conmutativo y todas las definiciones de determinante coinciden.

En conclusién si & es conmutativo las definiciones de Dy v 'detcs detz no tienen

relacion entre ellas.
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CAPITULO I

ANILLOS GRADUADOS ANTICONMUTATIVOS,

INVARIANTES DE FITTING,







En el presente capitulo nos planteamos la construccidn de unos invariantes, los

invariantes determinantales, que van a depender ademads del mddulo de una familia de grados
asociada a sistemas generadores homogéneos. Este planteamiento se realiza para médulos
graduados anticonmutativos sobre anillos graduados anticonmutativos basandonos en las
construcciones -realiz_adas en | §2 para el producto exterior. Finalmente obtenemos

resultados de invariancia para estas construcciones.
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LES DET ANTAL EMOD RADUADOS E£-CONMUT

Consideremos un anillo 8 = @ IO, verificando las propiedades de
re 2.

g-conmutacién para el factor
€ Z x L —> {+1)
definido por €(p, q)= (-1}P9 Es decir & s un anillo graduade anticonmutativo.

Sea M= @Z M, un £-mddulo graduado a la izquierda verificando las
re

propiedades de anticonmutacién asociadas a € respecto de la ley externa (ver | §3). En

estas condiciones M admite una estructura de médulo a la derecha y por tanto de bimédulo

sobre 9 verificandose la igualdad
a.m = g{[a],|m]}.m.a

donde los elementos ‘ae 9 y meM son homogéneos de grados raspactivos

la] y Im|. Para el O-mddulc M tenemos definido el J9-méduloc AM= @ (AM).
p=0

En particular si M es un J3-mddulo de generacién finita M tiene sistemas de generadores

finitos formados por elementos homogéneos. Dado un tal sistema de generadores homogéneos

m={my, ..., mq}, de grados respectivos dy, ..., dq, asociado al sistema de generadores

m= {my, ..., mq} se tiene el homomorfismo suprayectivo. de J9-mdédulos
T B —— M

definido tomando como imagenes de los elementos {84 -y eq} de la base estandar de 99

los elementos de m. Se obtiene la sucesién exacta corta

0—— syz(m, M) > ©F T M >0

donde el {-moédulo syz(m, M) es el nicleo del homomorfismo T, es decir, el médulo de
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syzygeas de W con respecto al sistema de generadores m. Sus elementos, las syzygeas de

M con respecto a m, son las g-uplas (ay, ..., aq)e DI tales que i a;.m; =0.
i=1

La g-upla dy, .., dy € 29 permite definir sobre &% una graduacion,

llamada graduacioén por traslacién de orden d, cuyo subgrupo de elementos homogéneos de

grado n, ne Z, estd dado por

(99,

nd= JBn-dt X X O 4 .

- q

Notese que Jol es, en efecto, un 49-mddulo graduado con dicha graduacién y en particular

09= ® [(“@ q)n' ]
ne -

Puesto que el homomorfisme @ verifica que  T(e)=m;, si

S=(ay, -ery aq)e (D q)n,g se tiene [aj|=n - d, luego T(s)= i a.m; esnomogéneo de
i=1

grado n, portanto ® es un homomorfismo graduado de grado cero entre los médulos

graduados H9 y M. Sunlcleo syz(m, M), evidentemente, serd un submédulo homogéneo

r
del médulo graduado 09, es decirsi  s= Z s, € syz{m, M) con s |=n (respecio de
: : N=1

la graduacion de JBq) entonces s, syz(m; M) VneZ.

Considerando sobre 6l 8-médulo DY 1a graduacién por traslacién de orden

d=(dy, ..., dq)e Zq, l‘Jq_ esun Jd9-mddulo e-conmutative sobre el qus, por tante, se

p
tiene definido el producto exterior de orden p, A P9, que es también un &-médulo

graduado de generacion finita con un sistema de generadores homogéneos, asociado ai

sistema de generadores estandar {eq, ..., eq}, de -JE)q, que vieneg definido por
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= ei1 AL A eip /e=(iy ... iq)e CRq,p}.

Dadas p syzygeas ST spe-syz(m, M) relativas al sistema de generadores m de M, se

tiene Si=(si,1- si,q)e O con S 1-My + v+ si‘q.mq=0, luego, en particular,.

tenemos una matriz S = (Sij)1sis<p = (Sqseeey sp)t de elementos de IO,
" Tsjsq

Se tiene el producto

$1A . Asy= 2 detyld, 8y, - Sp)- o, A e Ay,
ceCRy 5

siendo CF{q,p el conjunto de las combinaciones con repeticion de g elementos tomados de p

en p, c=(iy ... ip)e CRq,p y

detg(.d: V1, ey Vp)= Z IC(Qs G,V-I, vany Vp) a1,ia[1) - ap,!a(p]

elemento este al que llamaremos menor de la matriz A asociadoa ¢ yala g-upla
d=(dy, ..., dq). Noétese que dichos menores no son otra cosa que fos determinantes

d(_?tg(d_, S11 e Sp ) definidos en 1.3.2.2.

Definicion I.1.1.- Sea S=(sy, ..., sp}t una matriz cuyos vectores fila son elementos de

Fol , una g-upla d={(d4, ..., d y un ndmero natural re N. Llamaremos ideal

q)
determinantal de orden p de lamatrlz 8 relativaa d=(dy, ... dg), y lo representaremos
por ‘U (d, A), al ideal a la izquierda definido por

- sir=0
‘LLr(gi, A) = 7 - ideal a la izquierda generado por los menores de orden r relativos a

los elementos de CF{q b asociados a los vectores Sy ees sp de lra matriz A.

Definicién 11.1.2.- Si M es un J-médulo graduado.a la izquierda y .re N, llamaremos - -
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ideal determinantal de orden r del JI-médulo M asociado al sistema de generador

homogeneo m={m,, ..., mq}, y lo representaremos por U {m, d, M), al ideat a la izquierda
suma de los ideales determinantales U {d, A) donde A varia en el conjunto de matrices con

rfilasy q columnas y cuyas filas son syzygeas con respecto al sistema generador m y

d=(d4, ..., dq) es la g-upla de grados de m.

Este ideal a la izquierda U (m, d, M) es homogéneo en 9 ya que admite un

sistema de generadores homogéned. En efecto, el submédulo syz{m, M} es homogéneo y las

aplicaciones det (d, ,... } conservan la ley aditiva, luego ‘L!,r(m_, d,M) esta generado por

los ideales determinantales U (d, A) de matrices formadas por syzygeas homogéneas

S11-s 8. Ahora bién si los grados de los elementos homogéneos sy, ..., s, &7 son
respectivamente ty, ..., t, entonces, dada una combinacién con repeticién g='(i1, wy i) 88
tiene

detg(dl S1g saiy Sr)= lg( .d.l G'y S-I, g Sr)
L

y siendo |s|,j|= f- dJ =1, .., v j=1,..,9 secumple

84 vere Sy
Bla(1) ™ Tlo(r)

6ez$r/H

e Spi =2 I8y

l51,i , 2 (trd; ) =
a(1) olr) 121 Q) (247 eln) =1

de donde el detsrminante detg(g, S1, .., 8;) @s homogéneo y sus grados

|dety(d 8y, v S)l= [8414+ oot IS, G- vl -

Por tanto, los menores de matrices de syzygeas homogéneas son elementos homogéneos de O

¥, eh consecuencia, los ideales determinantales son homogéneos. M4s aln, utilizando las
propledades de e-conmutacién, se verifica que dichos ideales son bilateros. Para cada

sistema generador homogéneo m={my, ..., mq} de grados asociados d=(dy, .., dq) (del

{8-médulo graduado e—conmutativb M } tenemos definida una familia de ideales bilateros
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(U, dM}e N  que verifica
t'u'o( m, Q;M)=@ . y

ur(m: d_'M)D ‘U-,-H(ﬂl. Qr M) erN'

Esta propiedad es evidente sin mas que tener en cuenta las propiedades de

multilinealidad del producto exterior

Nota 1.1.3.- En el caso particular en el cual € sea el factor de conmutacion trivial e=1,
es un anillo conmutativo, esta construccién se corresponde con la construccién usual de

ideales determinantales asoclados a matrices o sistemas generadores a partir de los cuales se

definen los ideales de Fitting por EFJ-(M)= ‘U.q_j( . M), Determinadndose ademias que
Sfj(M) depende sélo de M ([27] Teorema 1.1.7). En este caso particular, para g<p

r
setiene AP =0luego lacadena de ideales  {U,(m, M}heN es finita ya que para

rz g+1 se tiene U (m. M)=(0).

Por el contrario considerando como € el factor de anticonmutacidn entonces
para r>q no se tiene en general /r\.ﬁ)%o ya que existen combinaciones con repeticién de q .
elementos tomados de r en r y éstos pueden dar lugar a mencres no nulos. Tampoco se -
tendra en general una construccién similar a los ideales de Fitting que sea independiente dal
sistema de generadores de M, situacién que clarificaremos en los ejemplos que aparecen

mas abajo. En la siguiente seccion veremos, sin embargo, como si se fijan el cardinal q y

los grados (dy, ...dq) del sistema de generadores homogénec entonces los ideales

U,(m, d,M) no dependen de m.

" Ejemplo 11.1.4.-

Sea H= @ O, un anillo graduado anticonmutativoy M= @ M, un
re 2 _ re &

8-médulo graduado anticonmutativo de generacién finita. Supongamos que. M estd generado
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por un elemento homogéneo meM de grade p. Para este sistema generador se tiene una

sucesion exacta del tipo

Q== syz{m, M) > {9 > M > 0
donde m={m} y se verifica que syz{m, M)=Ann(m). Per tanto se tiene que la graduacion

sobre el H-médulo I3 asociado a este sistema generador, viens dada por H= @ D',
re Z

con JFJ'r=JBr_p es decir es la graduacion por traslacién de orden p obtenida a partir de la

graduacién estructural de &9, Llamaremos 49" al O-médulo & provisto de esta

q
entonces A esta generado por

graduacion. Como 49 esta generado por e=1, ie o®'p ,

el elemenio ‘eA ...Ae.

Distinguiremos dos casos:

;
- Si p espar, entonces eAe=(-1)PP.ene luego ene=0 yportanto AD'=0 para r>1.

Por tanto se verifica
‘u,o(IIL. pi M)=°®
U y(m, p, M}=Ann(m)

U (m, p, M}=(0) r>2.

-Sip és impar, entonces eAe no as nulo cbn lo cual se verifica que /f\o@ esta definido y
es no nulo, luego /r\oGJ = J3'. Por tanto, teniendo en cuenta la nocién de determinante, se
tiene

U om, p, M)=40
U (m, p, M)= Ann(m)

U (o, p, M)= [Ann(m)]" r22.

En efecto si a, be Ann{m) son elementos homogénéos, y & es la combinacién con

repeticién (1, 1) entonces detg(p, a.e, b.e)= & a.b, luego ‘U‘z(m,' p, M)= [Ann{m)2.
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En la misma forma si ¢=(1, ..., 1) y aq, - & Ann{m) son elementos homogéneos
entonces deto(p, aq.e, 8p.8, ..., A.8)= L ay...3,

y por tanto "Ll.r(m.. p, M}=[Ann{m)]".

Se obtiene asi un ejemplo de un par (M, m} con una cadena decreciente de
ideales determinantales que obviamente no tiene por qué ser finita.

Esta cadena no depende del generador eiegido en M si se fija el grado de m. Asi

si myeM es homogéneo con |my|=(m| y tal que m, genera también M, entonceé $8
verifica my=A.m con Ae O, con lo cual dado aeAnn{(m,) homogéneo, se verifica

a. my= ad.m=(-1)3Mx am = A.am=0
es decir Ann(m)< Ann{m,). Reciprocamante, por simetria, se tlene Ann{m)=Ann(m,),

y de aQUi ur(.rﬂ_, p, M) '—"U. r( Ill-| :p: M)

Ejemplo {1.1.5,-

Consideremos el anillo 49 = A [X,Y], siendo el anillo A = Z/(5), estando el
producto en & dado por XY=-YX; XX=Y.Y =0, Asignando a los elementos de

A = Z/(5) grado cero y a los elementos X , Y grado 1 se tiene que & es un anilo
anticonmutativo.

Definiendo M = JE){” , es decir s el & - médulo cuya graduacion

viene dada por la traslacién de orden 1, se verificaque m={1} vy n={1,1} sondos

sistemas de generadores del -médulo M tales que

‘U.o(.m. ,1, M) = °® =‘U¢o(£1. 1 (15' 1)1 M)

i

U (m, 1, M) = [Ann(T)]" = (0) Vris>0
Ul (1,1), M= 8 yaque (1,-1) € syz (o, M).
Este ejemplo muestra que los idealss determinantales dependen de la seleccién del sistema de

generadores da M.
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§2 INVARIANTES DETERMINANTALES DE MQDULQS SOBRE_ANILLOS
BADUAROS A N TV

Sean = @ O, unanillo graduado e-conmutativoy M= @ M, un
re N re 2

O -médulo graduado e-conmutativo de generacion finita siendo g el factor de

anticonmutacion, es decir, el factor de conmutacién definido por
elp, 9)= g(-1)P-9.
Diremos por tanto, que & y M son respectivamente anillo y modulo graduados
anticonmutativos.
Puesto que d9,=0 para r20, al ser el J9-médulo M es de generacion finita

y M=0 si tes el minimo grado de un sistema de generadores homogéneos se tiene que M=0

para r<t, es decir, podemos escribir M= @ M, para teZ.Si M20, entonces t esta
- r2t

caracterizado por ser el minimo entero tal que Mg0.

Consideremos dos sistemas de generadores homogéneos m={my, ..., mq}

a={ny, ..., nq} de M con el mismo cardinal qe N vy tales que corresponden a la misma

g-upla de grades {dy, ..., dq}e Zq,- es decir tales que después de un reordenacién de indices
se tiene 7 tmil=|nyl= 4, 1<i<y,
Noétese que si my#0 se verifica t= dy< ... <d,.

Asocladas a los sistemas de generadores homogéneos m y n, se tienen las

sucesiones exactas

0——— syz(m, M) M 9 T— M >0

0 ———— syz(n, M) Ao 99 To— M >0 -
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y se tienen expresiones
m.= % a. ..n. n: = ; b...m.l

siendo los elementos a v 'bi,j (1<i, j€q) elementos homogéneos del anillo - & de
grados respectivos

(bj h15ij<q

A
W
o

w
i

que corresponden homomorfismos de  d8-médulos

o, B HY ———— 4
que inducen a su vez por restriccidn homomorfismos oy, [31 entre syz{m, M} y

syz(n, M) vy viceversa. Por tanto pasan al cociente respecto de Im n, e imm, induciendo
por construccién, la aplicacion identidad sobre M. Una vez que M se identifica con

Cokerr, y Cokerr, se tlene pues el diagrama

0 =y 3yz{m, M) At > 49 B M 0
o &
1] | By B (
2 q Ty
0 — syz{a M) —_ fO — > M — > 0

que es cﬁnmutativo tanto para ., y & como para ({31 ¥ B

Para comparar determinantes de matrices de syzygeas relativas a ambos
.sis_temas d.e generadores necesitaremos que tanto o, -como ]31 sean suprayectivas, con
objetoc de usar la prop.iedad de que todo elementos de .syz(u_, M} provenga de al menos uno

de syz(m, M)y viceversa. Ahora blen o, y Py serédn suprayectivas cuando lo sean & y

B, pbr tanto dicha condicién la debemos de analizar sobre-las matrices Ay B. (Nétese que
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también del diagrama se sigue que si Oy Y [31 son suprayectivas, o y B lo tienen que ser

también ([{31] Lema 1.1 pag 14). Dichas matrices tienen una forma muy particuiar ya que

vienen expresadas en la forma siguiente

............................

A= i ‘
(B) §
I |
II ------- ;l -------- + ---------------- |I
LA : Ay j Iqr
\\ ....... Poscscasn i. ................. (Br) }
—> &—> —
KR q

donde Ay, .., Ap By ., BET(D) v g+ .+ g=¢q . Los elementos que estan
encima de las cajas de la diagonal son nulos y por debajo obtenemos elementos homogéneos
de 9 de grados estrictamente positivos. Més concretamente un elemento que esta debajo de

la caja i-ésima vy a la izquierda de la caja  j-ésima es homogénec de grade dj-di.

Siendo el homomorfismo o suprayectivo se tiene que dados

5'1, e s'pe syz{m, M) existen 815+ Sp€ syz{m,M) tales que s'= a(s}, luego

aplicando las propiedades de e-multilinealidad del producto exierior se obtiene que ‘cada

uno de los menores asoclados al elemento s',A ... As'. es una combinacién lineal de los

menores asociados a sA ... A 8p con lo cual se sigue

U@ 4 ME Up(m, d, M),
En efecto si '

S{A ... As'p = Z detg(d_, Sqp vees sp)ei1 A Ag
ce Cqup C P
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se tiene que

SN A s'p= afs)A .. Aa(sp)

= 2 det(d sy, .., Sp)- e )A ... Aafe )
geCRq'p P

siendo cada uno de los productos a(ei1 )A ... Aofe ) combinacién lineal de elementos
P

e

i A A € donde g‘.—.(j1, jp) varia en el conjunto de combinaciones con repeticion.
P

Los coeficientes son menores de la matriz A=(ai.j)1si,j5p en el sentido de la definicién
dada en 1.3.2.2. Reciprocamente si B es suprayectiva entonces

Upm, d MEU i, d, M)
con lo cual la suprayectividad conjunta de a y B implica

Up(m. d. M)=U pa, d, M),

Consideremos una matriz Ae ‘ITLq(JB) del tipo anterior, es decir

A= S =(a, ,)

{ I—— !
‘-\ A r /"

donde Ag ‘Hl-.qi(o@o) =1, .y I Qq+.... +G=q, ¥ los elementos a;; .con i>j yno

8,57 14i,i¢q

pertenecientes a las matrices Ay, ..., A, son homogéneos de grados estrictamente positivos. -

Esta matriz se puedé descomponer en suma A=A +D siendo 5=<51,j)1si,;5n definido por -

2 si para todo Ie{i,- - 1} el par (i, - no corresponde & A~

ot
i

0 si existe ie{1, ..., r} tal queelpar-(,] cofresponde a A
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y légicamente D=(di,j)1si,j5q esta definido por

a) siexiste le{1,..,rt talque elpar (i,j) corresponde a Ay

. 0 si para todo ‘le{1, ..., 1} elpar (i, ) no corresponde a A

La matriz A es por tanto de la forma

.......

y por tanto es nilpotente, es decir, un elemento nilpotente del anilio de matrices qxq . En

efecto, estd claro que en lamatriz A2 las gy primeras filas se anulan, ademas si

gy< i< qq+d,, el elemento de ia fila i-ésima y columna j-ésima viene dado por

55,1.61‘j+ e F ai'qi'sqrj y al ser p>g, setiene que dicho elemento es nulo ya que

Gy = o = an i 0. De esta forma A2 tiene al menos gi+d, filas nulas, e iterando el

proceso se llega a que A'=0,

En estas condiciones se tiene que la matriz A es Inversible si lo es D. En
efecto si D' eslainversade D se verifica D'1.A= D'V.& +1d siendo D'.A otra
matriz de la misma forma que A ( es decir triangular inferior con elementos nulos en las

cajas de la diagonal) y por tanto nilpotente luego (Id+ D".Z\) es inversible y, de hecho e

(1d+ D'LAY = 1d - DA + (DB 4 o+ ()T DAY,

Como la condicion reciproca se verifica, es decir, si A es inversible lo es D

(basta pasar al anillo cociente de & por el ideal bildtero @ L, anillo que es isomorfo a
>0
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8 ,), tenemos que la condicién de invertibilidad de una matriz A es equivalente a ia
condicién de invertibifidad de sus submatrices asociadas A¢i oo 5 Ay, Malrices que estan

definidas sobre 9, que es un anillo conmutativo.
Nétese que si el homomorfismo o oI — D9 dado por la matriz A es

suprayectivo, entonces la proyectividad del médulo J9 g garantiza la existencia de una

seccion de o y de aqul de una inversa a la derecha de A.Pasando al cociente

DH,= B/ @ Di) se obtiene una inversa. a la derecha de la matriz D y de aqui que
i»0 .

Aq, ... A, serian inversibles, por tanto o serfa de hecho un isomorflsmo. En conclusién
para poder asegurar ‘U.p(m, d, M) = ‘LLp(n; d, M) se pracisard que las matrices A y B

sean inversibles. Expresamos a continuacién lo anterior directamente sobre el médulo.

" Dado el {9-médulo graduado anticonmutativo M=. @ M, paracada i€Z it -
r=t

podemos considerar el 9 -médulo M; y el submédulo
Ni= DM B g Mgy + . DyMy
" yasociadaa M lafamiliade 49,-médulos dada por

Slel &-médulo M es de generacidn finita, por induccién sobre i2t, se prueba

que la familia de 49 ;-médulos = {M};5; es una familia de 9 ,-mdédulog de generacion
finita y que existe le N tal que ;=0 -para i2l. Reciprocamente, st cada M. esun-
D -médulo de generacion finita y existe le N talque M=0 paracada - i2l entonces M

es de generacién finita. En efecto, un sistema de generadores homogéneo m de M se obtiene

tomando para cada (>t -un conjunto finito de elementos . T de M cuyas clases en ﬁi
oo i '

generan este - 9 ,-médulo, y poniendo m=U T,

' i=t
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Definiciones 11.2.1.- i.- Dado un sistema de generadores homogéneo m= {my, .oy mq} de
un D-médulo graduado M, diremos que es minimal o irredundante si no existe otro

sistema de generadores m'= {m'y, s m'p} de M talque m'C m y m'=m.
il.- Dado un sistema de generadores homogéneo ms= {my, ..., mq} de un J9-médulo

graduado M, diremos que es un sistema de generadores de minimo cardinal si y sélo s/

esta formado por r elementos siendo r el minimo de los cardinales entre los  sistemas

generadores homogéneos de M.

Estos dos conceptos no son equivalentes, aunque el segundo sea un concepto méds
restrictivo, por ejemplo para 2 considerandolo como  Z-médulo con la graduacion
trivial se tiene que {2, 3} es un sistema de generadores irredundante para 2 pero no de
minimo cardinal ya que {1} es otro sistema de generadores con mener cardinal.

Los conceptos anteriores toman sentido también para los 43,-médulos

My ... M) que hemos definido mas arriba sin mas que considerar sobre el anillo

conmutativo .190 y sobre los ﬁ)o-médulos la graduacién trivial, es decir

H=H,® 09 ...
Mi=F @ 0 @ i =t
Proposicién 11.2.2.- Sea = @ 49, un anillo graduado anticonmutativo y M= @ M, un
- 20 r2t

40 -médulo graduado anticonmutativo de generacién finita; denotaremos por F; los
D ,-médulos definidos por M=MyN;, F,=M, Entonces un sistema de generadores
homogéneo m de M es minimal (resp. de minimo cardinal) si y sélo sf es del tipo

m=T, U ..UT dondecada T; i=t,...,| es.un conjunto de elementos de M; cuyas clases

en M son un sistema de generadores minimal (resp. de minimo cardinal) para ﬁi.

Dado el sistema generador m= T, U..U T, talque T; i=1,..,| dalugara
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un sistema de generadores minimal de Fti entonces ningun. elemento de m .puede ser

combinacién lineal detf resto. En efecto si m={m,, ..., mq} y
M= 840y + oo b Bq Mg + B4, q Mg+ e+ 8gMy
CON Ay, oy 81, Bjyq) v 3 Blementos homogéneos de 4D de grados
fmyf-{my] si [mjl=|m|
a=0 si |mj|<|mi|
entonces si m;€ Ty setendrda v, =a.meM, =1, ., 1, j+1, ..., q Yy se verificara,

en M , laigualdad siguiente M= 9,+ ... + vj_1+ vj” + ... + ¥ (denotamos mediante @

h’ ! q(

la clase en ﬁh del elemento m e Mh) en la cual los sumandos del segundo miembrc son

nulos salvo para los elementos m; tales que |mi!=imji en cuyo caso aedd, v V=g

QLT

luege se obtiene que mj en Hh es combinacién lineal con coeficientes en o®o del resio de
elementos de Ty, lo cual es absurdo. Por tanto si T, bara i=t, ..., |, dalugar a sistemas
de generadores minimales entonces m=T, U ..U T, es un sistema generador minimal.
Reciprocamente, supongamos que m:{m{, mq} es un sistema de
generadores homogéneo minimal y definamos Ti={miem/ i mj|_=i}. Dgnotando por
l=max{ 1mj| /j=1, ..., g} setiene m=T, U' ..U T Veamos entonces que la clase de los
elementos de T; en ™, es un sistema minimal de generadores de M, como d9,-médulo.
Pado xeM; x=X+ X, ¢+ ..+x donde cada x&M; es combinacién
lineal con coeficientes homogéneos de los elementos T; { se supone ISl ya que en caso
contrario ﬁi=(0))- Las clases de los elementos  x;, ..., Xy~ son nulos en ™, luego las
_clasesde xeM y xeM; son iguéles en ..'ﬁi. Ahora bien como x; es-una combinacién

lineal con coeficientes en 9, de los elementos de T; se tiene que la clase de x en F; es .

una combinacién. lineal con coeficientes en. & de las ¢lases de elementos de Ty portanto.
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las clases de los elementos de T; son sistema de generadores de Fi.. Ademas si

m] = aT.mji + o+ ak.mjk

para aq, ..., 8 elementos de JFJO y para 'T’={mj, mji, oy mj-k}, sg tiene
l"nj = a1.mJ‘1 + ... ak.mjk + ¥

con yeN, =°®i-t-Mt+ o+ DM, 4, con lo cual m; es combinacién lineal de elementos

de m= {mj} y esto es contradictorio con la hipétesis de minimalidad sobre m.
La equivalencia de la condicién de minimo cardinal para un sistema generador
para M sobre 49 y los sistemas generadores para [ 1<i<| sobre 9, es evidente ala

vista del anterior analisis.

Como consecuencia de esta proposicién, asociado a un &-médule graduado
anticonmutativo finitamente generado' M existe una g-upla de grados (dy, -y dq)
* unjvocamente determinada, como la g-upla de grados de un sistema de generadores

homogéneos de minimo cardinal. Nétese que si m=T,U ... U T, es de minimo cardinal
entonces los enteros dy, son aqusllos enteros | tales que T3 y el nimero de veces que se
repite d;, es el cardinal del conjunto T; correspondiente. Nétese que si (d'1, d'S) es

otra s-upla de grados correspondiente a un sistema de generadores homogéneos de M

entonces sa tiena:

1.- Para tedo i se tiene di=d'j para aigun Jo

2.~ Si di= v:j‘j entonces el nimero de veces que aparece dijen (d, ..., d

q) es menor o igual

que el nimero de veces que aparece d’j en (d'1, d's).

]
3-' d 1= d-! N
Usaremos, finaimente, para un médulo de generacidn finita sobre un anillo
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(conmutativo) { la siguiente relacién de equivalencia entre sus sistemas.de generadores.

Definicién 11.2.3,- Dados dos sistemas de generadores {uy, ..., Unb ¥ {vq, .o Vit diremos.
que {uq, o Ugd ~ vy, o vl STy sélo si n=m vy existe una matriz inversible

Ce M, (&) tal que

t

b= Cuvyy oo vy O

(U1, LAAR Lln )

Esta relacion de equivalencia puede extenderse a sistemas de generadores de un

&S-médulo graduado de generacién finita M= @ M.. Basta considerar para el 49-mdédulo
: re 2

M los {9, ,-médulos M, .., Hl asociados univocamente a M vy decir que
M={Mq,... , My}= UT, v n={ny, .., nq} =U T'. son dos sistemas generadores -
. equivalentes si y solo si para.cada i=t, ..., |, los sistemas de generadores dei Bo—médulo

ﬁi dados por T; v T'i son equivalentes segun la anterior definicién. -

Se verifica, consecuentemente, el siguiente resultado.

Teorema 11.2.4;- Sean m y n dos sistemas.generadores equivalentes, entonces para cada
pe N se verifica
Up(m, d.M)= U0, d.M)
"El teorema es consecuencia del estudio que hemos realizado en este paragrafo.
ya que existen matrices inversibles que -nos retacionan -ambos -sistemas de generadores, -

dando iugar a homoemorfismos suprayectivos {y de hecho isomorfismos) ¢y .

Veamos, entonces, qué significado preciso tienen los conceptos de sisternas-
generadores de cardinal minimo y sistemas de generadores irredundantes en algunos casos

particulares y las consecuencias del teorema en dichos. casos particulares.
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Ejemplo_I1.2.5.- Si 4, es un cuerpo.
En este caso particular se verifica que los So-médulos son ﬁo-espacios

vectotiales con lo cual las condiciones de irredundante y de cardinal minimo son
equivalentes y equivalentes también al concepto de base. Por tanto se verifica que todos los

sistemas generadores minimales o de cardinal minimo de M= @ M,  son equivalentes
re Z

definlendo ademas la g-upla Gnica (d;, ...,dq) asocladaa M que se corresponde al dato de
las dimensiones de los I -espacios vectoriales ™, ..., M. Por tanto se sigue del teorema
I.2.4 que sl m y n son sistemas de generadores homogéneos minimales entonces definen
la misma g-upla de grados y ‘LLp(m_, d, M)= ‘up(n,, d, M) V peN . Se tienen pues

asociados candnicamente a cada M una g-upla de grados y una sucesion de ideales -‘U,p(M).

Ejemplo 11.2.6.- &, es arbitrarioy F,, ..., ¥, son” &, -médulos libres.

En estas céndiciones no tedo sistema generador irredundante es de cardinal
minimo pero sf se verifica que todo par de sistemas generadores de cardinal minimo son
equivalentes, ya que los sistemas de generadores de cardinal minimo de un J30~mc'>dulo
libre de tipo finito son exactamente las bases. En efecto si el rango de! n@o-méduto ¥ es..
n.entonces no puede haber sistemas de generadores con menor cardinal que n ( de lo

contrario se obtendria una contradiccion tensorizando con d9 /m para un ideal maximal

m de OD,)ysi T esun sistema de generadores con n elementosy 7 O"—> [ of

homomorfismo suprayectivo correspondients a dicho sistema, entonces la proyectividad de
M asegura la existencia de una seccién de T y de aqui una matriz inversa a la derecha de la
matriz de coordenadas de los elementos de T respecto de unabase B de Fi. La existencia de
inversa & la derecha ir_nplica que el determinante de dicha matriz es una unidad y de aqui- es
inversible, luego T ~ B Por otro lado es obvio que todas las bases son equivalentes enire

s,
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Considerando s6lamente sistemas de generadores de minimo oardinal para el -

d9-médulo graduado anticonmutativo ~ M= @ M, de generacion finita, bajo la hipétesis de .
re 2

que cada Hi es libre, se tiene la g-upla de grados d univocamente determinada y para. dos.
de tales sistemas de generadores m y 1 que "U.p'(_m_, d, M)= _‘Ll,p(n, d, M) por lo tanto se

tiene una sucesion de ideales ‘U.p(M} que depende sélo de M.

Eiemplo 1.2.7.- &, es un D.L.P.

Si los moédulos My .. M, son sin torsion, entonces son libres y las

conclusionss anteriores se siguen de ia misma forma. En particular, todos los sistemas de
minimo cardinal serian equivalentes.

Esto no es asi si los mddulos ﬁi tienen torsion. -Clarificaremos a continuagién
esta situacion. En primer lugar si M es un médulo de tipo finito sobre &, entonces se -

tiene por el teorema de estructura de médulos de generacion finita sobre D.L.P. que

h) |
(N FzH,® .0 000/ d) .0 D, /(d)

donde d;/d,/.../d, son elementos no nulosy no unidadesytanto h como r como los
ideales (dy) .. {d)  estan univocamente determinados por M. Cada isomorfismo (%)

entre M y el modulo tipo del segundo miembro corresponde a un sistema de generadores
especial de M, concretamente al formado por las contraimagenes por el isomorfisme de los

elementos {ey,..., 8y, €,1,--» By} donde e; es el elemento 1 de la i-ésima copié de O,
i<i<h, y €, €8 el elemento 1 de 430/(01]-). vistos como elementos de la sum.a‘ directa.
Llamarémos a estos sistemas de generadores, sistemas de generadores éstruoturales.

Si {uq,..., Uyt es otro sistema de generadores de- M entonces_se obtiens el
homomoifismo suprayectivo de Jﬁo-médu!os i .;6)0”4——.-)- M asoclado a tal sistema de

generadores. La teorfa de factores invariantes nos dice que se puede cambiar la basé en el- .
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maédulo libre JSO” (es decir cambiar {uy,..., Uy} por un sistema de generadores equivalente

{u'y .., U }) de tal manera que kerfi es el submédulo de L, engendrado por

{Fhet Ut dh+2-“'h+2- vy Ayt }o Se tiene en particular h+rSn y que los sistemas
de generadores con h+r elementos son exactamente los de minimo cardinal y son también
los sistemas de generadores que son equivalentes a uno estructural.

Ahora bien, dos sistemas de generadores estructurales arbitrarioé no son
equivalentes entre si salvo en el caso r=0, es decir cuando M es sin torsion. Esto es
consecuencia de que si de D d#0 y de £, entonces para el D ,-médulo D J(d)

" tiene como sistemas de generadores estructurales no sélo a {1} sino a tedos de la forma
{b} donde be O, y verifica m.c.d.(b, d)=1. La matriz que relaciona al sistema de

generadores {1} con {b} es c=(b) que no es inversible.

Ejemplo 11.2.8,- JS)D as un anillo local.

Si denotamos por w_ su ideal maximal se tiene que k=49 _/m_ es un cuerpo
P o o' M, P

conmutativo; entonces, en virtud del teorema de Nakayama, se tiene una caracterizacién de
los sistemas de generadores minimales y de minimo cardinal para los 190~médulos de

generacion finita M. En efecto, si X{s wees Xp SO elementos de M entonces {Xq1 ey xp} es

un sistema de generadores de M como d9,-médulo sly sdlo si las clases {Rys ot Rp} de

dichos elementos en ﬁ/mor’i son un sistema de generadorss de ﬁ/moﬁ como k-espacio

vectorial (véase [6] prop. 2.8 pag 25). En particular, es equivalente decir que {xy, ..., xp}
es un sistema de generadores minimal a decir que es de minimo cardinal, o bién, a decir que

{Rqs .oy R} 68 una base de Mfm .

En estas condiciones dado el 8-médulo de generacidn finita M, M= &M,
nzt
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considerada la familia de 9 ,-médulos F,, ..., M, , un sistema generador homogéneo de

minimo cardinal de M (o equivalentemente minimal) queda determinade por sistemas de

generadores de minimo cardinal para los 49 ;-mddulos ﬁt, ey F1| , 8s declr por elementos
que dan lugar a bases respectivas de los k-espacios vectoriales
Fm My e Bfm M,

Por lo tanto la g-upla de grados asociadas a sistemas generadores de minimo

cardinal queda determinada por las dimensiones de los k-espacios vectoriales ﬁi/vqoﬁi.

Siahora {xy, ..., xp}, {¥qs ...,yp} son dos sistemas de generadores de minimo

cardinal del 9 -médulo de generacién finita M, entonces las relaciones x;= i a; ¥
j=1

determinan una matriz  A=(a;;)1¢cp ©CON coeficientes en & ,, determinando dicha
matriz, por reduccién mddulo M, una matriz inversible Z‘Z=(6Lj) de elementos de k, ya

que A corresponde a un cambio de bases en un espacio vectorial. La condicion det A=0
implica que det A es una unidad en .SJO y por tanto los sistemas de generadores  {xy, ..., xp}
e {yq ...,yp} son equivalentes. De este hecho se sigue-que si {my, ..., mq} y {ny, ...,nq} son
sistemas de generadores homogéneos de minimo cardinal para el 9-médulo de generacién
finita M entonces ambos sistemas de generadores son equivalentes de acuerdo con la -

definicién dada mas arriba, y por el teorema se sigue que

‘lu.J(.-nls d.r M)=‘u-j(.n_: Q: M) V jE N .

Lo que ocurre en el ejemplo [1.2.8 va a ser la llave para los resultados maés

fuertes que vienen a continuacién. Para acceder a ellos mantendremos por el momento la
hipdtesis de que L es local y veremos qué sucede con el resto de sistemas generadores

homogéneos no necesariamente de minimo cardinal. Consideremos dos sistemas de

generadores m={my, ..., M} y n={ny, ..., n,} ambos con el mismo cardinal y definiendo
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la misma r-upla de grados (dy, ..., d;} esdecir m=UT, n=UT, y #T=# T, para
todo i. Entonces ambos sistemas de generadores- son ;aquivalentes. En efecto, pasando la -
cuestion a los médulos FM; es suficients ver que si M es un 48 ,-médulo  de
generaéién finita { x4, ..., X5 b {yq, .Y } son dos sistemas de generadores con igual
cardinal entonces ambos sistemas se corresponden mediante una matriz inversible con‘
coeficientes en .L‘Jd. Esto es claro pues si p=dim M/m M entonces de {x4, ...; x;} (resp. de
{¥4, .-.¥h) se puede extraer un sistema.de generadores con. p elemenios, que podremos
suponer sin pérdida de generalidad que es {x4, ..., kp} (resp. de {y;, ...,yp}) . Entonces se
verifica que el sistema de generadores {Xqy .0s Xg} (resp.de {yy, ...,y }) es equiv.alente a

¢5-p> ¢ s-p>
{x4s ves Xgs 0, ..., 0} (resp. de {yq, wo¥p ,0, ..., 0}) ya que aquél se puede obtener a

partir de éste mediante una matriz del tipo

donde en los lugares marcados con * aparecen elementos de &, Por otro lado si A es una
matriz inversible con coeficientes en JSJO que relaciona {xy, ..., xp} con {yy, ...,yp}, una

matriz que relaciona {x,, ..., Xos 0, ..., 0}con{yy, ea¥p 0, ..., 0} es
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matriz que es inversible.

La observacion anterior nos proporciona a partir del teorema el resultado que

enunciaremos a continuacion. Para ello recordemos que dado ef -mddulo M se tiene
definida una g-upla tnica (dy, ..., dq) de grados, que verifica las condiciones 1,2 y 3
dadas en Il §1{pag 98), a la que llamaremos g-upla asociada a ‘M v la denotaremos por
dys- Cualquier otra r-upla d= (d'y; ..., d') que corresponde a un sistema de generadores
esta caracterizada por la propiedad de que el nimero de veces que aparece dicho entero en

dys @s menor o igual al nimero de veces que aparesce dicho entero en d'. Escribiremos

d>d,, para indicar dicha circunstancia. Se tiene, pues, el siguiente resultado.

Proposicion 11.2.9.- Sea M esun J3-médulo de generacién finita tal que 49, es local. Sea
d=(dy, ..., d)}e 2" una familia de grados con dzdps- Entohces para cada par de sistemas de
generadores m y n cuyas familias de grados sean d se verifica

Up(m, &, M=Ugn, 4 M) VpeN.

De esta forma para.cada r-upla de 2" tal que d=dy, se tiene definida una

familia de invariantes ‘U,p(sL M)=‘U,p(_rg, d, M) siendo m un sistema de genheradores

cuya familia de grados es precisamente d (la existencia de tales sistemas de generadores
es obvia simplemente repitiendo adecuadamente elementos de un sistema de generadores de

minimo cardinal, o repitiendo ceros).

Ahora bien, podemos estudiar la refacion entre los ideales ‘U.p(gi, M} para
distintos valores d. Para elld bastara estudiar la relacién entre ‘los ‘Ltp(si, M) vy
U, M) siendo  d=(dy, ..., d) y d'=(dy, ..., G, dp,q )e 27,

Si m={my, ...,m} es un sistema de generadorgs homogéneo que corresponde a
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la d-upla de grados d, entonces un sistema de generadores correspondiente a d' se obtiene

afiadiendo 0 a dicho sistema (0e My 1), es decir considerando n= {my, ..M, O} y sobre
r+

0 considerando formalmente el grado d,, - Ahora la situacion es diferente segun d, 4 sea
par o impar.

Si dp.q es impar, entonces una syzygea para n es e, 4=(0, 0, 1) o+t
por tanto V pz1, se tiene BN v A g=Toe A Lo A ey yde aquielelemento 1
esta en el ideal ‘LLp(gi', M) ya que es el menor de una matriz de syzygeas que corresponde a
tomar la combinacién con repeticién -que- consiste en tomar la columna (r+1)-ésima
repetida p veces. De aqui ‘llp(d,', M)=d.

Sid, y es par, entonces las syzygeas homogéneas para n son elementos
se 81 dal tipo §=(ay, ..., &, b) donde s'=(ay, ..., a e JSr es un syzygea homogénea
para m y be {8 es homogéneo vy arbitrario. Si 81, +s 8 SON P de ta[és syzygeas donde

§=8'+bp0ry (=1, 2, ..., p} entonces se tiene

S-IA e A Sp=(3‘1+b1.er+1 )/\ vas A(Slp+bp.er+1 )=

[
=SYA A S JZ1 SYA o A S AR DA S A L A S

yaque e, qAe. 4=0.

Usando las propiedades del producto exterior (véase | §3) se ve que los

p
coeficientes que aparecen en la expresién syA ... A's, enlabasede AL™! inducida por

p
la base estandar {e4, ..., &4}, son o bien elementes de ‘U,p(m_, d, M) o bien elementos de

‘U'p-1(111. d, M). Como "U.'p(m,,, d, MiC ‘U.p_1(;m_, d, M) dichos coeficientes son todos
elementos de ‘U.p;.1 (m. d, M) yde aqui o
Upln, &, S U y(m, d, M)

El reciproco de esta contencién es trivial, pues.dadas p-1 .syzygeas
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§'y, .. 8'p.q Telativas a m entonces los cosficientes de la expresién s'yA ... A s'y 4 son

P
también coeficientes de s'yA ... A S'p-TA e,,1, Siendo tanto sy, ..., s'p_1 como e,

syzygeas relativas a n. En conclusion
Upld, M= U, 4(d, M) ¥ p21.
Denotemos ahora por ty(d) (resp. ty(d)) el nimero de elementos impares

(resp. pares) que aparacen en la r-upla d. Nétese que los enteros t(dp) Y bidpy)

vienen dados por

i impar

i par

Entonces se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 11.2.10,- Sea M un &-médulo graduado de generacién finita, siendo .L‘)o un
anillo local, y sea dy, la g-upla de grados asociada. Entonces para cualquier otra r-upla
d>dy, se tiene

1 Upy(d, M= VpeN s tyd)stydy).

2.- ‘U’p('d‘M' M): ‘U'p'l"tz(d.)“ t2 (d-M )(Q, M) v pe N sl t1 (Q_)= t1 (QM)

Pasaremos a globalizar el resultado anterior. Supongamos pues que L, es un

anillo conmutativo general y consideremos un ideal primo pe Spec(d ) . Tanto O= n@S@n

como el L9-médulo de generacién finita M= @ M, son 9,-madulos, luego localizando
' ' ne Z

respectoa p setienen que oGJp-."-'- @ (J&)n)p es un anillo graduado anticonmutativo y el
nz0

maodulo Mp= ® (Mn)p es de hecho un .L‘)p-médulo graduado también de generacion finita.
ned :
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Ahora los elementos de grade cero de JBP son el anillo local (@O)P. Si tomamos un :sistemaA
de generadores homogéneos m={my, ..., mp}, se verifica que el conjunto
mp={m1/1, mpﬁ} sigue siendo un sistema de generadores homogéneos del Jﬁp-médulo
Mp. Asimismo la familia de grados no ha variado ya que si |my|=cie Z entonces mif]=d;
o bien my1=0 en cuyo caso, sin pérdida de generalidad, podemos asociar formalmente a
my1 el grado d; lo cual no afecta a las definiciones de ideal determinantal ni a los
resultados previos.

| Tenemos, para cada pe N, los ideales ‘u,p(mp,gi,- Mg) ¥ (‘LLp(m, d, M),
que claramente verifican la relacién ('l.l,p(m, d, M)).p(:‘ ‘I_Lp(mp, d, My).

Nétese que ambos miembros pueden ser considerados ideales de i9-p en virtud de la platitud-

de la localizacién. El siguiente lema muestra que de hacho se verifica la igualdad.

Lema |12.11.- En las condiciones antariores se verifica
(u p(m.l d.: M))P = ‘uup(.[n. y d,.; Mp)e ’
Veamos qué la contencién inversa a la anterior también se verifica, Para ello,

bastara observar una matriz de syzygeas homogéneas de MP para mp_ que tendra la forma -

A=(ai,j/51,j)1sisp siendo s & D \p 1sigp 1<j<q. Multiplicando por  t= ﬂ: 5 i€ 8 \p,
1<2j5q ’ : )

a partir la matriz A se obtiene fa matriz A'*=(ti,j'ai,})1si5p' donde t-’-=t‘1.s "
‘ 1<j<q

matriz A* es ahora una matriz de syzygeas de M para m. Por ser los elamentos ti,j' de

&, conmutan con cualquier elemento de 49 y de esta forma todo menor de . A* se

escribira como un producto de un elemento de- S,\p por el elemento de &9 que se obtiene -
al calcular el correspondiente menor de A. Esto prueba que todos los menores de A son de la

forma b/s donde b es un elemento de U (m,d, M) vy se JSJo\p, gue es lo que se querfa
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probar.

Si ahora se tienen dos sistemas de generadores homogéneos m y n que

corresponden a la misma r-upla de grados entonces se tiene, para cada ideal primo
pe Spec(D ), lo siguiente
(Uplm, d, M), = U p(m,, d, Mpl= Uplng, d M) = (Up(n, d, M),

en donde la igualdad central es consecuencia de la proposicién I1.2.9 y las exteriores del

lema anterior. Para obtener el resuftado definitive necesitaremos un lema mas.

Lema 11.2.12.- Sea U un anillo conmutativo, M un C-médulo y N, PCM dos

submddulos. Si para todo ideal maximal me SpecMax(A) se tiene N“'I=P“'{’ entonces N=P,
En efecto, para cada xe N consideremos el ideal |,={ac A/ a.xe P}. Si fuera
LA entonces |,Cm para algin ideal maximal m. Ahora bien x/1e NYQ“P‘H luego existe ‘

s¢ w tal que s.xe P, es decir sel, lo cual es contradictorio. Por tanto |,=A y de aqui

xe P. Esto prueba que NCP vy la contencidn contencién contraria se tiene igualmente por

simetria.

Enunciaremos ahora el principal resultade de esta seccién.

Teorema I1.2.14.- Sea D= @ a[9n un anillo graduado anticonmutativoy M un Jd9-mdédulo
ne N

graduado de generacion finita. Si m y n son dos sistemas de generadores homogéneos que

definen la misma r-upla de grados d entonces se tiene
Uplm, &, M)= Uyn,d, M) VpeN
' -(por tanto para cada r-upla d>dy; se tienen ideales determinantales_‘up(d. M) bien

definidos). Ademas se tiene
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1.- ‘U,p(d, M)=0 si ty{d)>ty{dy )
20 Uy M=U gy gy (M) sy daty (dy ).

Ambas pruebas se obtienen aplicando a los submddulos ‘U,p(m, d My

"LLp(ﬂ, d, M) de 48 el lema anterior teniendo en cuenta el proposicion 11.2.10. Nétese,
que se tiene dy2dy  para cualquier localizado, y que por tanto el resultado 2 de la
e

proposicién [1.2.10 es vélido si se reemplaza dy, por otro d' con d'sd.
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~INVARIANTES D DE MODULS NILLOS GRA
ANTICONMUTATIVOS,

Sea &= ® N, un anillo graduado anticonmutativoy M= @ M, un
ne 2. ne 2

4 -médulo graduado anticonmutativo de generacion finita. Representaremos por dy la

g-upla asociada a M, es decir, a q-upla de grados de los sistemas de generadores.

homogéneos de minimo cardinal de M.
En el paragrafo anterior hemos que visto para cualquier r-upla d2dy, se

tiene que los ideales determinantales de los sistemas de generadores homogéneos con r
elementos y correspondientes a la r-upla d no dependen del sistema generador elegido sino

tan solo de d. También se ha visto que si t,(d)>t,(dy,) entonces los ideales determinantales

correspondientes a ese valor son triviales, en el sentido que siempre son fguales a 9, Esto
significa que la eleccién de sistemas de generadores de minimo cardinal qué hemos venido
describiendo dgsde el principio del presente capitulo es fundamental con vistas a no obtener
unos ideales asociados que sean triviales. 8in embargo, como también hemos vistc: en el
pardgrafo anterior esta limitacién al cardinal minimo solamente es _necesaria sobre los
elementos de grado impar de los sistemas de generadores, ya que para los elementos de grado
par se tiene un comportamiento andloge al caso conmutativo (véase [27] y [43))
considérando la traslacién de indices que se sefiala en el tecrema {.2.14.

En lo sucesivo debemos considerar, por tanto, solamente sistemas de

generadores homogéneos que tengan minimo cardinal en los grados impares, es decir, tales

que t4(d)=ty(dyy) siendo d su r-upla de grados. Si m es un tal sistema de generadores,

. para todo pe N, los ideales ‘u'p-tz(gi_)ﬂz m, d, M) no dependen de m y son por tanto

(dyy)l
invariantes de M que serdan denotados por ﬂp(M)- Esta invarianza justifica las siguientes-

definiciones.
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Definicion J1.3.1.- Sea H= @0, -un anillo graduado anticonmutativo y M= @ Mp un
nzo ne &

-mddulo graduado de generacién finita.

1.- Llamaremos invariante global de Fitting de orden p para M al ideal homogéneo :jp(M).
2.- Llamaremos invariantes locales de Fitting de orden p para M a la familia de ideales

{{Ip(Mp)/pe Spec(d )} (cada uno de ellos en el correspondiente anillo graduado JEJP).

La necesidad de introducir invariantes globales y locales asociados a un médulo

M viene de la situacién que se produce en la practica ya que los Invariantes globales ho son
estables por localizacion. En efecto si para. pe Spec(dd ) se tiene t1(M)>t1(Mp) entonces
({]p(M))p= ﬂp(QM' MP)=o®p, sin embargo, ﬂp(Mp) no ha de ser en general JBP. Pensemos

por ejemplo en el caso en que todos los 49 -mddulos P"’lj para | Impar sean proyectivos de

rango constante pero alguno de ellos no lihré. En -este caso t1(M)>t1(Mp)- \4 pe'Spec(c@O)

lo que implicard s]p(M)=JB. (Teorema 11.2.14),.y sin embargo cada (M)  es libre para

I)P
| Impar, lo que Indicara que sus invariantes de Fitting no seran necesariamente triviales

(ver ejemplo 11.2.6).

En este punto hemos de indicar lo siguiente. Si pe Spec(dd ), el
(e@o)p-mc’)dulo (ﬂj)p es justamente. el correspondiente mddulto (Ftp)j (es decir,
considerando ahora la estructura de JB_F',-médulo graduado &e Mp y haciendo la
correspondiente construceion). Se tendra por tanto

() CFdimyg,, (/o (),
siendo 'k(p) el cuerpo'residual de_'(JSJO)_P- y- t(ﬁj) el minimo nimero-de generadores de

ﬁj. De aqui se tendran las férmulas
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M= 2t )z 2 dimgg, (Fp/p (R, =ty(M

}
i impar i impar P

tLbMi= 2 t(M) 2 2 dimy .y (F) /p (A =t,(M,).
| par I t par (p) Y ip e 723 %p
Estas formulas muestran que para que se tenga t1(M)>t1(Mp} es necesario y suficiente

que se tenga la desigualdad estricta en (*) para algdn j impar.

Los comentarios anteriores muestran que no hay una posibilidad razonable
para obtener un haz sobre el espacio anillado {mds precisamente esquema afin) Spec(d )
cuyas fibras sean los invariantes locales ﬂp(Mp). En efecto una construcciéon de un tal haz

pasaria por el siguiente método.

En primer lugar, se tomaria la unién disjunta- Z .= L] f]p(Mp) junto

P pe Spec(d )

con la proyeccidén natural
T Zp——-—--> Spec(D,)
Ahora para cada abierto VC Spec(d9,) se tomaria
i‘p(V)={s:v ———Z,/ mos=idy y V peV I he O con pe D, V)TV

yd ae D/s(p)=arh V p'eD(h))

Tal asignacion es por construccién un haz de Bo*-médulos (O o* es el haz estructural de
Specdd ) y de hecho un haz I*p de 49 -médulos graduados (8" es el haz asociado a

d9). Ademads,también por construccién se tiene que la fibra es un ideal de Bp

(t o)y
contenido en ﬂp(Mp) pero obviamente, teniendo en cuenta las observaciones hechas en este
paragrafo, no tiene por qué darse 1a igualdad.

Esta igualdad sé da, sin embargo, en el caso en que cada ﬁj con | imparesun

48 ,-médulo proyectivo. En efecto, en este caso existe una base de abiertos de la forma D{h)

de Spec(d,) con la propiedad de que cada (Flj)h (localizado de -ﬁj respecto del sistema
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multiplicativamente cerrado {1, h, h2, ...}} es libre. Como cada --(F’tj)h es ol
correspondiente (49 ),-médulo asignado al 9,-médulo” graduado My, bastaria probar la

igualdad en el caso en que cada ﬁj es libre. Ahora bien en este caso todo es trivial, porque

se tiene t1(M)=t1(Mp) v pe Spec(d,) y por tanto el haz l*p no es otra cosa que el

L

haz | (M) que corresponde al 49 -médulo. f]p(M) ya que se tiene (g]p(M))p= f]p(Mp)
(ver [26] Cap. i),

En resumen lo dicho anteriormente se refleja en el siguiente teorema.

Teorema 11.3.2.- Sea H= @& I, un anillo graduado anticonmutativo, M= @& M, un
n=o0 ne Z

& -médulo graduado de generacién -finita ¥ {pr(M)}pe N los invariantes globales y
{{]p(Mp)}pE N los in\far_iantes locales de Fitting, pe Spec(J}‘)o), Entonces se tiene

a.- Para cada pe N existe un hazde 9 -modulos I*p tal que la fibra (l*p)p es un ideal

contenido en :]p(M ). De hecho es un haz de ideales homogéneos de o}

p

b.- Si cada ﬁj para j impar es proyectivo como ﬂo-médulo, entonces (l* es el

plp
invariante local {]p(Mp) paracada pe N ycada  peSpec( O,).

¢.- Si cada H"J- es libre para | impar entonces el haz l”p coincide con el haz determinado
por el invariante global ﬂp(M).

Recordemos que hemos dichio més arriba que si en las hipétesis b) algtn ﬁj

no es libre entonces {]p(M)=J9 y por tanto no se tendrd en general que las secciones

globales de i son el invariante global - {]p(M).Esto justifica la necesidad de las .

P

hipdtesis en ¢) para obtener una conexién completa entre invariantes globales y locales. Se -

_puede probar, de hecho, que bajo las hipdtesis b) el haz --I*p -@s casi-coherente, y por
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tanto, esta determinado por sus secciones globales. Asi pues, en ese caso, el Gnico objeto
“secciones globales" equivale a todo el haz o lo que es lo mismoe determina un nuevo

invariante global, invariante que serd igual al invariante global de Fitting QP(M)

solamente bajo ias hipdtesis de ¢).

Para finalizar esta seccién haremos una enumeracién de las principales
propiedades relativas al comportamiento algebraico de los ideales de Fitting. Nos
cefiiremos, por razones de extensién, a enumerar las propiedades que son analogas a las que

caracterizan los ideales de Fitting en el caso conmutativo ([27] pag 1Y).

Teorema 1.3.3,-a-Sean D= & H, H'= @', anillos graduados anticonmutativos
n2o nzo

unitarios, dado f: & — {9' un homomorfismo graduado de anillos. Sea M un

49-modulo graduado de tipo finitoy M' el i‘J'-;hédulo graduado M® Jd9'. Entonces se tiene

D
oM@ si ty(M)=t; (M)
{]p(M). L= O
o st 1y (M')<ty (M)
En particular si R, esuna &9 -dlgebra conmutativa y =0 @R, entonces se tiene
o]
M®D'=M®R y deaqui
D D,
ﬂp(M® R} si ty (M")=t{(M)
{]p(M).q@ = 0D,
o' sit ty (M) <ty (M)

b.-Si M y N son {9-mddulos graduados finitamente generados entonces

§p(MON)= 2. §s(M) g (N

S+U=p

c.-Si M esun -moédulo graduado finitamente generado y t{M)=ty (M) +1,(M} entonces

/‘A‘nn(M) - }/"g't(M)(M)
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(Aquf para un ideal homogéneo {9 1/I—={be ND/bTPel para algin me N}
d.- Si M esun Jd-médulo graduado mondgeno, es decir t{(M)=1, entonces
- st t;{M)=0
Ann{M} p=0
0 p=0
-8l ty(M)=1, fjp(l\il)-—--(fﬁmn(M))p YV p=z1.
La demostracién de estos hechos ss en cierto modo similar a las del caso

conmutativo (ver [27] Cap. ). La demostracién de a) consiste en darse cuenta que para cada

je Z se tiene Fl'j=ﬁj ® L, lo cual se sigue de las definiciones, y entonces teniendo en
D

0

cuenta 11(M')£t1(f01) -usar el hecho de que la igualdad se dara si y sélamente sf el minimo
numero de un sistema de generadores de F1'J_ @s igual al minimo namero de un sistema de
generadores de ﬁj para cada j impar. |

El apartado b) se sigue faciimente de que t;(M@®N)=t, (M)+t4 (N},
Lo (M@N)=t,(M)+15(N) - v de la multilinealidad del producto exterior (véase. | §3 vy

11.1.2).
Para probar el apartado- ¢) pongamos q=t{M), elijamaos un sistema de

generadores homogénec m con g elementos y tomemos la sucesién exacta -

0 ——— syz(m, M)) — > 09~ > M >0 .
El anulador de M, Ann(M), serd el ideal homogéneo cuyos elementos homogéneos son. los

elementos ae & tales que a.e;e syz{m, M), donde TP eq} es la base sstandar de 9.

Asl si ae Ann(M), entonces se tiene una matriz de syzygeas en la.forma

- R o
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cuyo determinante es a9, portanto a% ﬂt(M)( M) vy de aqui

yAn(M) /g M)

Finalmente el apartado d) esta probado en el ejemplo 11.1.4.

119




4.- ALGUNOQS EJEMPL:

En este paragrafo describiremos algunos ejemplos sistematicos que respaldan
las construcciones y resultados del presente capitulo.

En primer lugar, como ejemplo general de un anillo graduado anticonmutativo
tenemos el digebra exterior asociada a un médulo 1|, sobre un anillo conmutativo A. En este

n
caso D=AT= @Zﬁ)n donde By=A B=TN y H =AM yla multiplicacién es
ne _

la multiplicacién exterior.

Si T es un A-médulo fijo y'l‘]TL es un A-mddulo variable provisto de un
homomorflsmo de A-médulos f: ,———— TN, entonces M= AT, tiene una estructura
de 8= AT, -médulo graduado, via f, siendo dicho mddulo de generacién finita si lo es el

A-méduto TNl /Imf. Se tiene pues asociado al par (fI,, f) una sucesién de invariantes,

locales y globales de Fitting que son ideales de  D=AT\,, o bien, de ¢®p=.(/\‘IL)P siendo

pe SpecA.
Por ejemplo si se toma T =A% y f: A———> I, un homomoriismo

suprayectivo, entonces M =ATN, es un médulo mondgeno sobre D= AAY teniéndoss el .

homomorfismo  -lineal suprayectivo

H—— AT, ~——0
El generador 1=rn(1) tiene grado cero por lo tanto se tiene un dnico ideal significativo
1A= @1,
M=1
Describiremos a continuacion los - A-mdédulos I Para ello, ndtese que se tiene la sucesion
exacta | '

n n
— A AG > AT ——0

0 > 1

. ' n
por tanto, |, es el A-mddulo de syzygeas del producto exterior AT, _raspecto al sistema

de generadores imagen de la base esténdar de - A9 por f. En conclusién el tinico ideal
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§4(A ) tiene como informacion los médulos de syzygeas, conjuntamente, para todos' los
n
AM,. Como los ideales de Fitting, del caso conmutativo, {véase [43] 1.5} son funcién de -

conjuntos de syzygeas resulta que implt’citamerite en  ${ATN) esta la informacion sobre
n
todos los ideales de Fitting & (A TIL), en particular los propios FT).

De esta manera, si eliminamos las hipdtesis de ser { suprayectivo, o ser I,

un mddulo libre, los invariantes de Fitting del pardgrafo 1l §3 puedeh legar a

proporcionar generalizaciones de los ideales de Fitting habituales.

Un caso especialmente importante, es cuando A se toma como el anillo de
funciones, en una situacién geométrica concreta. Asi por ejemplo si A=K[Xq, .oy %4]
entonces A AT se identifica con el algebra de formas diferenciales polindmicas (o
regulares) scbre el espacio afin. Si U es un abierto coordenado de una variedad
diferenciable (resp. variedad analitica, real o compleja) y se toma como A el anillo de
funciones diferenciables (resp. analiticas) sobre U, entonces,; AA", n=dim U, se identifica -
nuevamente con las formas diferenciales sobre U (resp. formas diferenciales analiticas u
holomorfas sobre U). La misma situacién se produce si se toma un punto y los’

correspondientes anillos de gérmenes en ese punto. © - .

En estos casos, ademas de los médulos del tipe AR, aparecen, en la-Geometria
Diferencial, -otros' tipos de mddulos sobre el algebra de formas diferenciales d4%. Por
ejemplo, si sobre el abierto- coordenado U de una variedad diferenciable se tiene una

distribucion (posiblemente singular) dada loccalmente por 'Ios‘ campos vectoriales .
)'('1, ..., X5, entonces se tiene un ideal homogéneo de & asociado naturaimente a la
distribucion (o al correpondientesistema de Pfaff).. La componente homogénea de grado r ..
de dicho ideal consta de las las. r-formas diferenciales tales Que para todo  Pe U Ia

aplicacion lineal alternada asociada a dicha forma en P

'
Pt Tp X e x T > R

tiene la prapiedad de que. (p:p()"<i1,, )'(i );0 para toda combinacion (iyy ...; i) con 1513537 L
r
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La situacion anterior nos sugiere también considerar ejemplos en los cuales
no es necesariamente del tipo A\, pero si es el algebra de formas diferenciales sobre un
abierto U {no necesariamente coordenado) o toda una variedad dffe'renciable, analftica,
compleja, etc. Mas aun, teniendo en cuenta que el dlgebra de formas diferenciales esta
provista de la diferencial exterior y es por tanto un algebra diferenciable, pésando al
cociente se obtienen los grupos de cohomologia de De Rham, y como la difgrenctal exterior
tiene un buen comportamiento respecto del producto éxteriér se tiene el anillo de
cohomologla d_e De Rham |

. di
H prit)= nfo HpR(U)

Se obtiene asi un nuevo anillo graduado anticonmutativo 9= H”DR(U).

Més generalmente, se obtienen anillos graduados de este tipo tomando ofras
teorfas de cohomologia. Asf por gjemplo, si tomamos la cohomologla singular sébre espacios

topoldgicos, se obtiene asociado a todo espacio topaldgico Y, el anillo de cohomologia singular

H(Y, A= @ HN(Y, A)

0

1@

para cada anillo conmutativo A {especialmente significativo cuando A es un dominio de
ideales principales). Aqui, fa multiplicacién viene dada por el cup producto. Si el espacio
topologico Y se deja fijo y se toma el espacio topoldgico X variable, dotado de.un morfismo

fi X— Y, se tiene indugido un homomorfismo

H'(Y, A) ———> H'(X, A)

- que daa M= H”(X, A) de estructura de D= H*(Y, A)-médulo graduado anticonmutativo.
De esta manera, cuando dicho médulo sea de generacién finita, los invariantes de Fitting del
paragrado |l §3 son Invariantes asociados al par (X, fj y son iﬂealeé del anillo asoclado al
objeto fijado'. Por los résultadoé que hemos obtenido, dichos invariantes se pueden calcular a -
partir de sistemas de generadores homogéneos arbitrarios con la Unica limitacién de que

t1'(d_)=t1(M) (véase teorema I1.2.14). Mds aun, supongamos, que _A=Z y que los
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Z-mddulos F'l'j con | impar tienen torsion pero que para ningln numero primo p los
modulos ﬁj tienen simultdneamente p-torsidn..En este caso, se tendra t1(_r,1}>t1(Mp)

V peSpecZ, por tanto s]p(M)=o® V¥ p € N . El invariante global de Fitting es por tanto
trivial, de aqui que sera preciso usar los invariantes locales, que no serén necesariamente
triviales. Notese que la condicidn de tener torsién implica que HJ- no es proyectivo, y por

tanto no se cumple la condicidn b) en el teorema 11.3.2.
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CAPITULO
ANILLOS EILTRADOS,

IDEALES DE EITTING.







En este capitulo, usando las definiciones de funciones determinante dadas en el
pardgrafo | §4 construimos unos ideales de- Fitting para.anillos filtrados de graduado
conmutativo, que generalizan & los construidos en el caso conmutativo. Finalmenta probamos

ciertos resultados de invariancia,
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§1IDEALES DE FITTING DE MODULOS SOBRE ANILLOS FIL TRADOS,

El objeto de este paragrafo es la construccion de ideales de Fitting (o ideales . -.

determinantales) asociados a médulos de presentacion finita sobre anillos filtrades cuyo -
graduado sea un dominio conmutative y noetheriano, utilizando ia nocién de determinante de

matrices sobre tales anillos. Las filtraciones que usaremos seran todas separadas.

Consideremos un anillo filtrado {0, X} con filtracién L={F,D}l.c 7 ', cuyo

graduado asociado sea un dominio conmutativo y notheriano, que denotaremos mediante grdS. -

Asociada a la filtracidn 3. se tiene la construccion siguiente (véase paragrafo | §4.2)-

& g > I D=R,
¢ ¢
k@ G =0 } gerJSE'ﬁS
P g
Ei‘)

donde

- (kg,¢) denota el microlocalizado de 9.

3

€2 denota la filtracién sobre el microlocalizado kg inducida por X.

1

km es el semigrupo abelianizado de k (.

1

p es la aplicacién canénica entre kpy y K.

S es el conjunto de elementos no nulos de .

R.g el localizado de. gr g respscto de ©(S), siendo
o(S)= {elementos homogéneos no nulos de gr@ |3

-0y €s la aplicacion simbolo principal de k g9 en su graduado.
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- & es el homomorfismo de semigrupos inducido por Gg-

La aplicacion determinante asociada a la filtracion 3. viene definida por
detz= G odet o (¢}

siendo det la aplicacién determinante, estudiada en el apartado | §1 de esta Memoria, para

el cuerpo no conmutativo kg , (§) es la aplicacién natural inducida por ¢ entre los

conjuntos de matrices respectivas, y G [a aplicacién indicada maés arriba.

Supondremos ademds en este capitulo que esta aplicacidn determinants es

regular (Definicién 1.4.2.6 ) de forma que la podemos considerar como una aplicacion
dety: M (B) === grd9»
Asimismo cuando no exista confusién para el microlocalizado k 9 usaremos la

hotacién k envezde k 0

Sea M un ID-médulo de generacion finita. Dado un sistema de generadores

m={my, ..., mq} de M, tenamos el homomorfismo suprayectivo candnico de  -mddulos

7T 2 d99 sy M

definido por m. Como en el Capitulo Il una syzygea para m sera un elemento

(ay, ous aq)e D9 tal que

a1.m1'+ e+ @8, M =0 es decir, un elemento de Kerx. El conjunto de

479

syzygeas para m de M forma un submédulo de {89, recibe el nombre de médulo de syzygeas
de M para m vy serd denotado por syz(m, M). Tenemos entonces la sucesidn exacta de
8-maédulos

A
0 ——— syz(m, My— > 9 LY > 0.

Notese que, en general, el médulo syz(m, M) no es de generacion finita. Por
gsta razdén consideraremos, en-lo sucesivo mddulos de presentacion finita, es decir,

d9-méduios de M de generacidn finita tales que syz{m, M) es de generacion finita paré un -
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sistema de generadores m de M. Si u={uy, .., u} es otro sistema de generadores del

D-médulo M, el lema de Samuet ({43] Cap Il Teorema 3) asegura que

L7 @ syz(m, M) = syz(u, M) @ 09
y, por lo tanto, siendo syz(m, M) de generacién finita también lo seré syz(u, M). Asi pues

un modulo de generacidn finita M es de presentacion finita si y sélo si para todo sistema

finito de generadores se verifica que su médulo de syzygeas es de generacién finita.

Paraun -moédulo M de presentacién finita, una seleccion de un sistema de
generadores m y de un sistema de generadores en syz{m, M) equivale a una sucesién
axacla

A ) :
P > HI—L 5y > 0.

Una filtracién {Fn.lﬁ)q}ne 2 sobre el 8-médulo B9 induce, asociada al

&-homomorfismo A, una filtracion sobre OP  que est4 determinada por los elementos
Sy=A(8q) , ., sp=7\.(ep), siendo {ey, ..., eg} la base estandar del 3-méduio DP. Cada

elemento s; de {sy, ..., s;} tiene unorden m; i=1,..,p dado por la propiedad

P
SHS Fmi.i‘:)‘:l\Fmi_1 4,
con lo cual definiendo sobre cada componente 9 de P Ia filtracion por traslacion de -

orden d; ysobre P la filtracidn producto de las p filtraciones por traslacién, es decir, -

(09)

n-m

F.(OP)= Fn_m1(a®)x .. xF

se tiene que el H-homomorfismo

A; 9P ———— 4
es un d9-homomorfismo filtrado. .Si gr(&9) denota el anillo graduado. de 99 para la
filtracion {Fnﬁq}né 2y gr(fﬁJP_): el graduado de P para la filtracion producto de las

filtracioneés por traslacidn, tenemos, -en particular, el homomorfismo de mddules inducido
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enire graduados
A gr{d9P) —— gr(HY)
y las aplicaciones
0P OP e gr( P)
o¥: HI——— gr(HY
que son respectivamente las aplicaciones simbolo principal correspondientes a ambas
filtraciones. “
El grd3-médulo gr(OP) podemos identificarlo con (grd3)P provisto de la

graduacion cuyos elementos homogéneos de grado n son las p-uplas (89s +ous sp) de

elementos homogéneos de D tales que s;l+m; = n. Entonces, en funcién de la base estandar

de (grd)P se tiene que el grd-homomorfismo A se expresa matricialmente mediante

la matriz columna
B(X)= (0%vy) , ... SV ).

Se tiene, pues, una sucesién exacta de grd9-mddulos
(ngB)P—A—-—é gr(JBq)—-——T—L-‘-% CokerA ————> 0.

Si sobre M se considera la filtracién imagen por el homomorfismo = de fa

filtracién definida sobre 499 se tiene, asimismo, una sucesién de grd-mddulos

(grop—>2ms - gr(D9 > grM >0

sucesion que no es en generdl exacta en el término  gr(&9), por tanto no se tendra en

general el isomorfismo entre grM y CokerA. No obstante, se verifica siempre que

ImA'C Kerfi, puas es obvio que o A =0
La siguiente definicién especifica las condiciones suficientes para que [a

sucesidn anterior entre graduados sea también exacta.
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Definicion 1H.1.1.- 1) Sean M y N dos JdO-méduios filtrados y f: M —————> N un
N -homomorfismo filtrado diremos que f es estricto si y sélo s para cada entero ne 2

se verifica f(FaM) = Imf N F N

siendo {l‘-‘nl\fl}ne 7 y {FyN}.,e z - las filtraciones definidas sobre M y N

respectivamente.
g

g f . o
2) Una sucesién L > M- » N diremos que es estricta si es una

sucesién de O -médulos filtrados tal que f y g son J-homomorfismos filtrados

estrictos.
Proposicién 111.3.2.-Sean L, M y N tres J{9-mddulos filtrados (de filtraciones -
separadas), L > M — g > N una sucesion de d9-homomorfismos filtrados y -
grL. t > grM g . >grN  la sucesién de grdS-homomorfismos asociada. Entonces
si la sucesién

L— s m—% 5y
es exacta y estricta, entonces la sucesion inducida

grl f > grM g > grN

es exacta.
Es evidente que g of=0 ya que sobre cada elemento homogéneo Begrl se

tiehe 8 = G, (a) de donds

g o 1(8)= J(T(8)= (o (a)))= Floy(fa)) = oy lg(f(a))= Oy (0)=0
donde G Oy ¥ Oy denotan los correspondientes simbolos principales. Por tanto

Imf C Kerg.

Reciprocamente, para ver que  Ker§ € Imf basta ver que si  un elemento
Re Ker§ eshomogéneo entonces Re Imf yaque T vy d sonhomomorfismos graduados.
Si XeKerj y es homogéneo de grado n entoncés, puesto que se consideran filtraciones

separadas, se tiene X = O'M(X) donde xe FnM\Fn_1M. -‘Ahora bien
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separadas, se tiene AR = 0)(x) donde xeF M\F, ;M. Ahora bien
g(x)elmg N F, 4N = g(F M) luego existe x's FoqM talque g(x)=g(x) - de donde
| X - x'e Karg = Imf as decir
x-x'e Imf N F.M = f(F L) yportanto x-x' =Ffy) para y & Fnbk. Tomando clases .
médulo Fo M se tiene oy (x - x)= Oyfly) luego R= oy, (x - X) = (o y)) vy se

verifica % € Imf.

Como consecuencia, si se tiene como antes una sucesién exacla

P P P Y 30,

una filtracién sobre D9 y sobre M y OP las filtraclones inducidas via ® y A,

respectivamente, se verlfica que si A es estricto entonces la sucesién inducida

(gra[‘:))P—-—-%——_-) ar(89) T, grM >0

es exacta y por tanto grM se identifica con sl grd®-médulo CokerA. En efecto, esta
conclusion se sigue de la proposicién anterior ya que T es un homomorfismo estricto al ser

la filtracion definida sobre M la filtracién inducida por T que es suprayactiva.

Nétese que dado un anillo conmutativo y noetheriano W, yun B,-médulo M

entonces toda presentacion finita

RP 7‘>iﬂ,q L M > 0

- de W, -mddulos puede considerarse también como una presentacion finita de  R®,-médulos

filtrados, sin mas que tomar las filtraciones triviales tanto sobre T, como los
R -médulos B’,P, BRI y M. En este caso el homomorfismo A es obviamennte estricto y

arf}, = B, siendo la sucesion inducida la propia sucesién de partida. En este caso se dispone .
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de una teoria de ideales de Fitting que se calculan mediante tales presentaciones (véase
18], [27], [36], [43]).

A continuacién usaremos la teoria de determinanies sobre anilllos filtrados
detallada en 1.4.2 para extender los ideales de Fitting al caso general de anillos filtrados de
forma que se obtenga la teoria conocida para el caso conmutativo al considerar las -

filtraciones triviales.

Como hemos dicho, las filtraciones que estamos considerando sobre OP y M

en una presentacion finita

SP—r e Ty > 0

quedan determinadas en funcion de la filtracion {F {9}, » definida sobre el £9-médulo

9. Esta filtracion, en lo sucesivo, va a ser de un tipo especial, el mismo tipo que para la

filtracion sobre 4P, Explicitaremos esta construccion..

Sean dy, ..., c!q numeros enteros. Para cada dge Z podemos considerar la
d. |
filtracion por traslacion de orden d; Xy ={F '8} oz scbre O visto como:
1
d-médulo, es decir, si = {F, O}, os la fitracién definida sobre el anillo &8 se.
tiena
di
F ne@ =Fn_dic® vV neZ

Por tanto sobre el 9 -médulo 9 podemos considerar la filtracién producto de las-

filiraciones por trasiacién, es decir

Fo(8%= Fn-dl‘l}) X'\ X Fn_quB

- A estas filtraciones las llamaremaos filtracién libre relativa a ¢ = (s P dq)e,Zq‘. Seran

precisamente estas filtraciones libres sobre 9% .las que consideraremas en adelante. En- ..~

particular, fa filtracién libre sobre. {09 (paragrafo 1 §4.2) se obtiene relativa' a la
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g-upla {0,..., 0)e 29 vy la referiremos brevemente como filtracién libre.

Para una de estas filtraciones el simbolo principal viene definido de la

siguiente forma. Para una g-upla d=(dy, ..., d,) se tiene

g
Fnd DY Fragg 9= Frg BIFrg i BxoxFrg O /;=n_d('l_1 o
por tanto dado = (v4,..., Vg)& 04 tél que veF, 4 349/ Fn_-l’g(o@q ) se verifica que su
simbolo principal relativo a la filtracién libre relativa a d viene dado por
,GQ(M)= (Gn-dI(V”’ s Gn_dq(vq))
donde por o Fed ——> F O/ F, 4 se denota el homomorfismo de subgrupos
aditivos de paso al cociente. Noétese que si xe Fr(JB)\Fr_1(JSJ) entonces o (x) es el
simbolo principal de x vy que C {x)=0 si xe FM(JSJ), Asl pues, no se verifica, en

general, 651(_) = (O(vy), ..., c(vq)) sino que las componentes de Gd"(}{) son simbolos

principales de las componentes de v, cuande  vg Fn_di_1(JSJ) o bien son ceros si

V| € Fn-di-1(°®)'

En este sentido se verifica el siguiente resultado

Lema 11.1.3.- Sea (0, %) un anillo filtrado cuyo graduade sea un dominio conmutativo y
noetheriano tal que la filtracion X= {F,0},c 2 ~ sea discreta, es decir F,&=0 n<0.

Dado un d9-médulo M y una presentacién finita sobre M

By ey — 0

~_para una q-tjpla de 29, considerando sobre 9 ia filtracion por traslacion definida

por d y sobre P g filtracién por traslacidn inducida via A, se verifica que A es
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estricta si y sélo si el conjunto

(odMe ), . o%Mep)) = tR(ey), . R(e)}
genera el submodulo
Ng=< {O'Q'OL(V))/ ve OP> C grddd,
La condicion necesaria es consecuencia inmediata de la proposicion 11.1.2.
Reciprocamente si <{}—k(e1), i(ep)}> =Ny dado @ e F ,DUF , DI

welmA  se tiene que Gg(ga_')e Ny es decir
I

O'Q(_Q)_)=f0€i .i(ei) siendo o;sgr & ygrados n-r.
i=1

Consideremos vie & tal que o{v))= o; esdecir ve 8 ... con lo cual definiendo
1

¥=(Vqyeny V)& P setieneque ve F OP. Si Ay) =@ se verifica la condicién. Si

.7\.(1);&@ se tiene que @ - AMy)= @,& F, (PO  con lo cual ai ser la filtracién de 49
discreta fo es lade {99 (es producto de filtraciones sobre J9) vy obtendriamos que

@ =AY) paraalgin-v'e F P y se verifica el resultado.

Daremos entonces las siguientes definiciones

Definiciones |l1.1.4.-(Primer concepto de'ideales de Fitting) Sea & un anillo filtrado cuyo -

anillo graduado, grd3, sea un dominio conmutativo y.noetheriano y la aplicacién . -

determinante sea regular. Consideremos un 43 -mddulo a la izquierda de M vy una

presentacion finita

B—r g T sy 5 0

definida para el &-médule M
1.- Llamaremos r-ésimo ideal de Fiiting asociado al homomorfismo A, al ideal de grd®

generado por todos los menores de orden g-r de la matriz asociada a A. Denotaremos - .
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este ideal por & (A). Si r2min(p, q), pondremaos por extensién F (A= grd.
2.- Llamaremos r-ésimo ideal de Fitting asociado al D-homomorfismo 7 al ideal de grd®
suma de los ideales 3 (A) donde A varfa en el conjunto de  D-homomorflsmos

A OP —— J04 que definen presentaciones finitas para 7 DY ———> M

es daecir

F (m) =% F (M) -

Consideremos una g-upla de Z9 formada por nimeros enteros que define una
filtracién por traslacion para el O-médulo D9, Los O-homomorfismos de médulos A y

T de una presentacién finita

oA 5> 09 —" sy > 0

nos definen sobre P y M filiraciones tales que los homomorfismos A y 7 son

filtrados. Obtenemos de esta forma una sucesién entre los graduados respectivos

?Ld T
grQJS)P —— gr o4 —L grgM———>0

que, como hemos dicho por lo general no es exacta. Tenemos por tanto definidos un
grd9-mdédulo grQM que al ser conmutativo tiene univocamente asociada la familia de
ideales {“.:"'r(grgM)}re N enel an.il'lo grd9. Del mismo modo se verifica que

?Lg: grgJBP ey grg.ll\)q
es un grdd-homomarfismo entre grdS-médulos y definira la familia {S"r(%.g_)}i,e N
donde Ef'r(lg) es el ideal engendrado por los menores rxr de una matriz que representa
a- :?Lg en el caso r<min{p, g} y E‘;er( lg_ )=grdd sl r2min{b, q} . Nétése que 8"r(lg)

es el r-ésimo ideal de Fitting del grd9-médulo conmutativo GokerA .
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Definicién 1l - {Segundo concepto de ideales de Fitting) Sea 8 un anillo filtrado cuyo
anillo graduado, grd9, sea un dominio conmutativo y la aplicacion determinante sea regular.

Dado un {-médulo a la izquierda- My una presentacion finita'pa—ra M

P s Ty >0

podemos definir ios ideales

iy F = F M N

i} & (grm) gg ] [{grgM)  re

iy F (grA) = F (A re N.
' %Zq e

En estas condiciones dade un &-médule M y una presentacion finita

PP— s AT sy > 0

para cada nimero natural ne N  se tienen definidos varios ideales de Fitting en e! anillo
grd. Los sucesivos conceptos son diferentes pero tienen ciertas relaciones entre ellos que

estudiaremos a continuacion.

Proposicion Il1.1.6.- En las condiciones anteridres para cada natural re N se verifica

a- F (MC F, (w) YV re N.
be F(AJS F,(org) |V de2d ¥ reN.
c- F {grd) T &F, (grm) - VreN.

La parte a es trivial. Para ver b- consideraremos la presentacion finita

7\‘ .
fop > {90 3 M 5 0.

La g-upla deZ9 define filtraciones respectivas sobre- 499, sobre P (via A) y sobre.

M (via =), como se ha indicado, de tal forma que los O-homomorfismos. A y T son
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filtrados y dan lugar & la sucesion de grd9-médulos (no exacta en general)

Ay g '
grd_JSJF’ —_——— grQJEJq — > grgM———>0

Esta asignacion de paso de un anitlo filtrado a su graduado es funtorial luego se
verifica que Ty o Z.Q=0, yaque T o A=0, es decir, Im thZ Ker T4 Yy por tanio las filas
de la matriz 7Ld son syzygeas para el grd9-médulo grygM. Consecuentemente

‘_&”r(?ng)c F. (grgM).

La parte ¢ es inmediata a parlir de la anterior contencién.

l.as relaciones de la proposicién anterior nos definen , en conclusién, un

diagrama

F (grh) F A
N n
FlgrgM)  F(w)

Este diagrama' puede completarse mediante la contencidn & (grd) F Ay

F (grn) C F (m). Para establecerla vamos a necesitar de algunos resultados

suplementarios sobre determinantes definidos sobre anillos filtrados.

Proposicién_ll1.1.7. - Sea (O, 3) un anillo filtrado cuyo graduado sea un dominio

conmutative y su microlocalizado total el cuerpo k. Dada A=(ai,j)1si;j5pr matriz de

elementos de  k, tal que existen enteros Mys s My, gy 0y N tales que

P

a € S:mi'.”j(k)' Entonces si det(cmi-nj(ai'j)) es no nulo, se verifica que

dety A= det ((}'m__n_(ai‘j)). (Denotaremos, asimismo, mediante & la aplicacién simbolo
iy’

principal sobre k y por G, Fyk———> gr k dada por O, (X}= 0{(x) si xé& Fn_jk 2
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c, (x)= 0 si xe Fj_yk ).
Para demostrarlo procedamos por induccién sobre el orden de la matriz A.

Si p=1, A={(a}, con lo cual se tiene cmi_nj(ai,i):ﬁo siy sélo si my-ny=lal, y de aqui

det(o(a))= c{a}= op(a)= G(E):detz(a)
Para probar la etapa inductiva, supongamos que el resultado es cierto para-

matrices  (p-1}x{p-1) -y consideremos una matriz de orden pxp A= (g j)1s’i,15p-
Pongamos  G(A}= (Gm.~n.(ai j))1<i i<p- Como det{G{A))#0 entonces existe ;1€ k-tal
i J H -1 »

que |a; ¢|= my-nq, ya que en caso contrario  ©(A) tendrd la primera columna nula lo cual .

es imposible al ser det(c(A})=0 . Podemos suponer que lag 4] = my=ny .

Por la construccién del determinante de Dieudonné se tiene que el determinante

de A coincide con el de |a matriz

.................................................

donde la matriz AA1,1'=(bi,j)2gi,jgp - esta definida por

b..= a

-1
i) i 7 18,1 8-

Asi pues detZA = G(a1,1}.detz A1,1'

Estudiemos, entonces, la matriz Aq 1. En primer lugar se tiene
byl = lay; - & .25, 172y I S sup Qlayl, layq.aq 47 a5 S

< sup {m, - njs “
Por tanto m,, ..., Mg, Mg, ey A

M= Ny+(Ny - My)+ my -n; y<sup {m; - E mi—nj}= M-

p Son.una familia de enteros tales que - -
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Ibi,j|S my -n;

J 2<i, i<p

Notese que hemos-utilizade la condicién la, 1'1| = -la; 4] - que es cierta debido a que la

aplicacion simbolo principal es un homomorfismo multiplicative de semigrupos.

Ahora calculemos 6(A1,1) = (Gm_ n.(bij))2<ij<p
i J ] =l

Para ollo consideramos by, = aj;- aj .84 1 ".ay
Si [amls my-ny 0 fauls my -n;
entonces se tiene

135,1-81,1°1-31,j|< m-n oy
G {8 4. O taj 1Mo (ag) =0
M- Ny b1 ny-my 1,1 m - n; 1.]

de donde se verifica 1a igualdad

(1) G bi)=0_ _(a)o_ (a4 o (a, Mo (ay ).
. mi n}- |1J m'l nj I} m'i n1 ||1 ] n1‘m1 1!1 m1“nj 11.]
Supongamos, entonces, que
|3 ¢l=m;-ny  lagl=my-n con lo cual, como
las 17}= ny- my, se tiene que
-1 -G -1
Gmi‘”i(ai'1)' c)"n1_m1(a1r1 ).O - nj(au-) = Gmi_ nj(ai,1'31,1 aq ).

Si lai,}-|< mj-n; entonces G . n.(ai,j)= 0 vy se verifica la condicién  (1).
1] .

Si [aij|= mp-n gntonces tenemos dos posibilidades, la primera &s que

-1
a5 aj,q-a1,97.ay jl< mpny

de donde

4
O, nj(ai,j) =Om.. nj(ai,t-a1,1 8y

i

)

[ b)) =20

luego también se verifica (1). La segunda posibilidad es que -

| . ]
lag 8,931,472y 4l = mpn,
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y por las propiedades de la aplicacién.parte principal se verifica asimismo la igualdad (1).

Tenemos, por tanto, que la matriz G{Aq 1} se puede escribir en la-forma

G(A1'1)=(Gmi- nj(ai,j)“ O _n1(ai,1).cn i n‘,]1(.911'1-1).0‘“,!1_nj(a1,j))

i 1

Para calcular det o(A) siguiendo el método de diagonalizacién se tiens que la

matriz o(A) tiene el mismo determinante que la matriz

donde A'1’1= (b'i,j)2Si,j$p gsta definida por

b': .= Gm

-1
l)] i‘ nj (3131 )'G

es decir

con lo cual

A'y 1= 0(Ay 4) para my, ..., Mg, N, vy Ny

Como det.A'y #0 se tiene, por hipétesis de induccién, que
detz A= 0(31,1).det>:. A1,1 = 0(31'1_).(:19{' ﬂi-'1= Gm'rn1 (81’1}.det ;&1'1:

= det G(A).- .
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El resultado practico de la anterior proposicién forma parte de un resultado

mas general que enunciamos a continuacién.

Proposicién 111.1.8.- Sea A = (g; j)1si.j5p una matriz con coeficientes en el microlocalizado

k del anillo 9, tal que existen enieros My ey My Nyy ey Py

con| a :|<m-n para
1) ]

1<i, jSp Enhtonces se verifica
1.~ [detz AlS i (ml- n; )R
i=1

2.- [det}: Al= i}i(mi- n;) siy solo si det “’mi-nj(ai’i” 1<i,j<p #0.

La demostracién de este apartado 1 es andloga a la realizada en la proposicién
anterior. En efecto supongamos que existe un elemento ay | tal que |a, j|= my- n; que
podremos suponer es el elemento a, 4 {en caso contrario efectuando una permutacién de

columnas obtendremos dicho elemento en la posicién (1, 1)). Entonces, como en la

proposicion anterior se obtiene una matriz

.................................................

tal que si A1,1=(bi,j)25i,j5p entonces lbi,j|= [au- 8 4- a-1,1‘1. ay ,jISmi-nI, y entonces

usando induccién se tiens [dete( Ay ¢)IS i(mi —nj) y de aqui
' i=2

|det2(A)|= |G( a1,1)2 + 1d9tz(A1'1)l S. .i (mi_"nj).

=
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Si no existe tal elemento a;j, entonces se verifica que |a, j|< my-n; - Sea
r=inf { my-n; - iau-]/ j=1, ..., p}. Se verifica que 0<r< my-n;- lag )l y existe | tal

que  r=my-n;- |a1_j|, con lo cual |a1,j| < (m1-_r)-nj= m'y-n,

i j=1, ..., p  existiendo

j tal que |a1'j]= (m1-r}-nj= m'1-nj ,» donde m'y= my-r. Ponigndo m',=m; i=2, .., p-

se tiene una familia de enteros m'y , ..., m‘p, Ny, i, Ny con fa misma propiedad que la

R
familia anterior, pero ahora si existe el elemento aj; con la propiedad buscada, por tanto,

se verifica la primera afirmacién de la proposicién y de aqui

[dets(A)|S zp,( mn; ) < i( me-n; ).

=1 i=1
Probemos ahora 2. La condicién suficiente es la proposicién Il.1.7. Veamos

que se verifica la condicién necesaria.

Supongamos que A=(ai,j)1si,j5p es una matriz con cogficientes en k

verificando IdetZ(A)|= i( mi-n; )}y det (o, (8 j)} 1<ij<p = 0. Denotemos por -
) . . -| J ? - —lj=

| =

H= (Gmi'nj( a,-:j)) 1sijsp ©8 decir, pongamos hi,j = Gmi—nj(ai,j)' Se tiene que la matriz H

con coeficientes en el anillo conmutativo grk tiene determinante nulo, por lo fanto existen

Oy ooy ocpe grk, homogéneos, no todos nulos,. tales que
i a’i'hi,j=o j=1, S o B
i=1
En efecto, existen elementos no todos nulos §1, ﬁp del cuerpo de fracciones de
grk tales que i E,i.hij =0 y quitando denominadores podemos suponer. que
. j=1 ' ' :
€ oo E,pe grk.Puesto que aigin &' es no nulo, supongamos por ejemplo-que &,20 ,y sea -

¢, una componente homogénea no nula de &1 de grado ry, Si ocj es la componente
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homogénea de T;j de orden fj= ry+NpNy pOT la definicidn de hi,j se tiene

.i ai'hi,] = j=1, e B
i=1

Podemos supener ademas loc1 i2|a2|2 zlapl con le cual oy #0 (recuérdese que si oci=0

se escribe |oc||=-oo). Sean aj, ..., apc—.k tales que sus imagenes por la aplicacién simbolo
pricipal son Cgy oy ap respectivamente. Definamos la matriz Q=(qij)1si j<p mediante
a i=1 =1, .., p
i . .
8]'1' {=2, ey P j=1, e P

se verifica que la matriz. Q.A=(b; )y <, Viene dada por

ia|.a|j =1 j=1, .'.., p

l=1

i =2, ..., P j=1, L P

donde para 1<|<p se tiene 1oy j|= | %a|.a” |< sup {la |+|a j-|/ =1, ..., p =g
' I=1 1 1

< |a1!+|a1,j|_<.loc1|+ my-n; y Ibi’j!= |ai,j| < my-n; 2<isp 1<€jsp. Ahora tomando

m"1=m1+ |a1| -tomy=m i=2..p se verifica en virtud del apartado 1 que
ldetE(Q.A)l < i (m'yni)=f oy |1+ i1(mi-ni).
j= | =
Por otro lado, se tiene

]detz(QA)l=|detZ Q. detz Al= ldetz Q[ + |detz Al= iC(,-I l+ ‘i (m i-ni:)

es decir

[051 |+ £1(mi-ni)S |OC1 | -1+.i1(m|-n|)
|= A=

lo cual es absurdo y por tanto Ia condicidn necesaria es cierta.
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El resultado anterior se verifica para el microlocalizado k del anillo & y

por tanto para 9.

Consideremos una presentacién finita

oP—2 T g 50

sobre un {-médulo M, tomando las filtracionas inducidas por una g-upla de grados

d=(dy, ..., dq), para cada elemento a de -Sfr(Ksi), a se corresponde con un menor de orden

q-r=-s de lamatriz asociada al grdD-homomorfismo 9“;1' Es decir a es el determinante

de una submatriz A' correspondiente a las filas {iys ..., ig} y columnas -{j;, ..., j} dela

matriz B{A,) asociada a ld luego

T AT i\
A'=
'\ g 1s,Js/I
donde cada elemento aih,j] de la matriz A' tiene grado tih- d h siendo
t=|A(e)] i=1, .., p , o bien es nulo.

Por tanto A' se corresponde con una matriz

G(A}= {Cy -4 (a8,  Nighlcs
Ih i kel

segun la construccion dada en la proposicidn anterior. Entonces, si  a=0 es evidente que

ae S’r(l}, y si az0 por la proposicidn anterlor  det G(A) = de.tz A slendo A una-

submatriz de orden s = ¢ -r de la matriz asociada a A, es decir a € F (A) y se tieneel-

siguiente resultado,
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Proposicién 11i.1.9,- Dado M un O-médulo y una presentacién finita

Py pq T > M 5 0

sobre M. Para cada q-upla de grados g=(dy, ..., dy) € 29 se verifica
Sfr(?ug)c Fu A V reN

De esta forma para cada natural re N se tiene el diagrama

F (grh) © F )
N N
F fogrn) C F (m)
En efecto, la contencién &F (grh) © F (A} se sigue trivialmente de la

proposicion anterior, Por ofro lado, dado d, existen siempre morfismos estrictos A
relativos a las filtraclones inducidas por d (ésto es consecuencia de la noetherianidad de

CgrdS y de& la caracterizacién de los morfismos estrictds(Lema {11.1.3.) indicada

anteriormente); por tanto se tiene ?r(grQM) - Sfr(id) para un tal homomorfismo A y

de aqul Gfr(grgM) C Fin) Yde 29, lo cual implica que &F (grr) C F(r}.

Nétese que para la construccion de los ideales S’r(grl) y F {grr)

influyen las filtraciones pero no asi en la construccion de- & ,(A) y F (n) ya que estos

ultimos sdio dependen de la funcién determinante iuego de Ia filtracién T de dO.
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IEDAD LOS IDEAL E FITTI

. En este pardgrafo resefiaremos las principales. propiedades que se deducen de
las diferentes nociones de ideales de Fitting para mddulos sobre anillos fiitrados
introducidos en el paragrafo anterior.

Todos los anillos que consideraremos en este pardgrafo, salvo que se diga lo
contrario, seran anillos filtrados cuyo graduado respecto de la filtracién estructural sea un
dominio conmutativo y noetheriano y tales que el determinante relativo a dicha filtracidn es
regular (Def 1.4.2.8). En adelante cuando digamos que & es un anillo filtrado,

sobreentenderemos que se verifican las condiclones anteriores.

Proposicién 111.2.1.- Sean & y ' dos anillos filtrados y f: & ——— &' un
homomorfismo de anillos filtrades. Dado un d9-mddulo de tipo finito M y una presentacién.

finita sobre M

HP—r 5 LAY > 0

se tiene mediante la extensién de escalares inducida por el homomorfismo f, la presentacién
finita

A g
HP > 99— > MR ' ——— 0

En estas condiciones se verifica
S}'r(lf)z EF‘, (A). grdS".

En efecto, denotando por k y k' los microlocalizados totales de & y 'y
tensorizando por k y k' ,respectivamente, las prasentaciones finitas obtenemos
sucesiones exactas

Tl:®1k ,
> k9= > MK ey ()

Al
kP 3
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?\.f@].kn ﬁf@lku
kP > k9 > MK ——= 0

Consideremos las bases estandaren OP y £, OP y B9, kP y k9, kP

y kK9 y las matrices de A, Ao A®1y,, A®1, relativas al respectivo par de bases.
Entonces se tiene que la matriz asociada a 7\.f tiene como coeficientes las imagenes por f de
los cosficientes de la matriz asociada a A. Analogaments la matriz asorciada a A®1, (resp. a
-lf®1k.) tiene como coeficientes las imagenes en k (resp. en k'' de los coeficientes de la
matriz asociada a A (resp. a ), por tanto los coeficientes de la matriz asociada a M@
son las imagenes, por el homomorfismo de cuerpos
flik ————> |
incﬁucido por f, de los coeficientes de la matriz asociada a ret,.

St ahora A es una matriz de elementos de k, A=(3) )1qijct SO verifica que

f'(A)=(f'(ai,j))1si,jSt es una matriz de elementos de k' cuyo determinanie serd un

slemento del abelianizado k'. Es decir tenemos una aplicacion

det o (f): TN, (k) > K
que verifica claramente los axiomas del determinante de Dieudonné sobre cuerpos

{pardgrafo 1 §1} y, por tanto, se factoriza a través del abelianizado K de k (Teorema

1.1.6). Obtenemos asi uh diagrama

i

det fi

stendo f'; el homomorfismo de.semigrupos que a la imagen en kK de un elemento a e k lo

envia en la imagen en k' del elemento f{ajek.
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Como f es un homomorfismo filtrado de cuerpos, se tiene definida el

homomorfismo de anillos graduados asociados.

f': gr k —————> grk'
que junto con las aplicaciones naturales p, p, Oy Own Oj G Y las aplicaciones f y
f dan lugar al diagréma conmutativo

Oy

—» gr k

Es ahora obvio que todoe menor de la matriz asociada al homomorfismo Kf®1k-
es imagen por f' de un menor de la matriz asoclada a ?\.®1k. Es decir los menores de la

matriz asociada a A son imagen por ' de menores de-la matriz asociada a A. Al ser

regulares las aplicaciones determinante asociadas a los anillos filtrados. se tiene que dichos

menores estan én grdd y grdd' respectivamente [uego se tiene
F Ay = F, (Agrd'

para todo re N.
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Corolario {11.2,2.- En las condiciones del lema anterior se verifica
"._r"r(nf) D F(w).grd’.
La demosiracion es evidente sin méas que tener en cuenta que la extension de

escalares conmuta trivialmente con la suma de ideales, con lo cual

5}’r(n).gre®'=(% ‘&"r(l)).gr@'r.% (F (1).grddY =% F {h) © Fxy.

Notese que, en principio, pueden existir presentaciones finitas

?Ll . TCf
Jorh > 99— > MR 9! ———— ¢

que no vienen inducidas por una de M, lo cuai es una obstruccion a la igualdad

F (r).grd'= F ().

Definicion 111.2.3.- Sean M y N dos dD-médulos de generacién finita y
Ay iy
JOP — > (949 ¥ M -> ()
AN R
Q1 > B — 5 N >0

presentaciones para M y N respectivamente. Llamaremos presentacién suma directa de

AgY Ay para M@N a'la presentacién dada por

@Ay T Ty
DPD O : > DI HS ——— MBN—> 0

donde la aplicaciones U -lineales KM@?LN y T\ ®my son las sigulentes
Ag®iy (@ b)= Ay, (a)+ Ay (b)

T@Ty (X y)= Ry (X)+ T ()
Proposicion I11.2.4.- En las condiciones de la definicién anterior se Verifica
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F Ay c—:M.,\,):t 2 F Ay )-F k)

+u=r

Este resultado es evidente sin mds que tener en cuenta que la matriz
B(A ®L,) asociada a la presentacién Ay ® Ay relativa a las bases. estandar tienen la

forma

.......................

B( AM AN)= --------------

wwmmmr e e ————-

siendo B(A,,) ¥ B{Ay) las matrices asociadas a las aplicaciones d9-lineales M y--}.N,:

respectivamente, relativas a las correspondientes bases estandar. Entonces, como la

aplicacién determinante de- Disudonné verifica la propiedad P-10-(pag 11), se tiene que :
cualquier menor de orden (g+s)-r de B( A‘M ® lN } es producto de un menor de orden m
de B(?LM) por uno de orden m' de B(?LN) con m+m'= g+s-r. Poniendo g-m =t vy
s-m'=Uu se tendra t+u=r y por tanto todo menor de orden (g+s)-r. de B(Ay @hl-N) es
un elemento de  F; ) F y(Ay) para algin par (t, u) con t +u.= r. Reciprocamente
dado un menor de orden g-t de B(KM) y uno de orden s-u -de B(JLN). Con t+U =1

entonces el producto de ambos es un menor de orden g+r-s  de B(?LM ® 7‘N } . Se sigue

trivialmente

S:r(lM@lN )= Z SF’t(li\‘.‘j)53?[_4(?\'[‘\]) |

t+u=r

Proposicién 111.2.5.- En las condiciones anteriores se:tiene -

Firyony) D 2 Flmy)Fymy)
©ot+u=r .
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En efecto, si hacemos variar ?LM (resp. 7‘N) entonces se tiene

gsvt(st’t(nw y oL Tyl )= Fy(my)
M AN '

de donds

EFI( TCM) S‘U( TCN)= S:t( ?\.M) :3:‘”( ?\,N) C S"r(Km@?\.N)C S:r( TGm@TCN)
MAN An

Notese que el reciproco no tlene porqué darse ya que existen presentaciones

finitas del tipo

A Ty |
H———> pI® O > M @N >0

para las cuales A no es de la forma A ® Ay -

Proposicién 11.2.6.- Dado un  49-médulo mondgeno My una presentacidn finita
N ‘
P > 9 I > M —> 0

entoncés se verifica
FoM) =M C grd y F(n) = Ker .
En efecto, el ideal &F 4(A) estd generado por las partes principaies de los

elementos de la matriz (de orden p x 1) asociadaa A para las bases estandar respectivas.

Dichas partes principales son las imagenes por A (para cualquier filtracién) de la base
estandarde grdP de donde se sigue que FoA) = ImA.,

Si ahora dejamos &  fijo y hacemos vartar A se tendrd

F o) = 2‘1 so(x)=§ ImAC Ker i

puesto que ImA C Ker para cada A  concreto. Para probar la contencién

Ker it C $O(n) tomamos & € Ker T, es decir un elemento & € grdd tal que (&)=0.
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Considerando la imagen de la filtracién de- 4O sobre M 'y sobre Ker m la filtracion

inducida, se tiene que la sucesién exacta

i
0 > Ker 1t > 49 > M -~ 0

es estricta, por tanto se tiene la sucesién exacta de grdd-madulos

0 —=——> gr(Ker 11;)———-]--—> griB ﬁ > grM >0

de la cual se sigue que gr(Kerm)=Kerfl vy puesio que 8e Kerfi entonces existe
a eKern tal que ¢(a)=3a.
N Si ahora consideramos una presentacién finita (que existe ya que hemos -

supuesto que M es de presentacién finita)

Bt e T e 50

podemos construir una nueva presentacion finita afiadiendo el elemento a  al sistema de

generadores vy, ..., Vo de Kerm=Im A, determinado por A, es decir, se tiene

A
Lp+i > 9 — M >0

donde A (eh=v; i=1,..p A )=ae . .

€t
Ahora se tiene trivialmente que &g Imi1-=9~'o(k1 )T Fow). Lo cual

completa la demostracion.

En el caso en que 49 sea un anillo conmutativo y la filtracidn: sea la trivial,

para toda presentacién

P — s g T 5> M ————— 0

se tiene F A= F(r)=F (M) siendo F (M)- el ideal de Fitting usual del médulo. M.~ -
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En este caso, de hecho, se pueden precisar més las propledades anteriores en la siguiente

linea.

F-1.- Dado un A-mddulo My un homomorfismo f: A ———— A' de anillos

conmutativos se verifica

F (MBA)= F (M)A
F-2 .- Dados los A-médulos M y N

FAMONy = 2 F (N)
f+U=r

r+1
F-3.- Para todo A-médulo M se verifica que los ideales F(M)y A Ann M tienen el

mismo radical.

F-4.- Dado un ideal | del anillo A, se verifica

F (All)=

(o equivalentemente, dado un mddulo monégeno se verifica S-"O(M).".- Ann M vy

F (M= A sir0).

De hecho, como se prueba en [27] (Cap. 1.3), las propiedades anteriores

caracterizan funtorialmente [os ideales de Fitting, es decir, si para todo anillo conmutativo

A ytodo A-mddulo de tipo finito M se tieng definida una asignacién F' (M) para cada
re N que verifica 1, F2, F-3 y F-4 entonces necesariamente se tiene

F'M) = F (M) para todo anillo A y todo A-médulo M.

Ademas de los ideales &F (L), & .(m) en el paragrafo anterior, hemos

introducido tamblen los ideales de Fitting F (A ( d) y F (grg_M) los cuales a diferencia de
los anteriores dependen de la fiitracién por traslacién relativa a d sobre J99. Estos ideales

son de hecho los ideales de Fitting de los" modulos Coker(id) y grgM  respectivamente

152




sobre el anillo conmutativo grd. Por tanto las propiedades. F-1, F-2, F-3 y F-4
pueden ser usadas para su célculo y su manejo. Estableceremos a continuacién algunas

propiedades que indican el comportamiento de estos ideales.

Proposicion I1.2.7.- Sean £ vy ' dos anilios filtrados y f & ——> B un

homomorfismo fiitrado de anillos. Dada una g-upla de grados d=(d;, ..., dq)e Z9 entonces
para cada {3-médulo de tipo finito M y cada presentacién finita sobre M

A
P > 09— 3 M >0

se verifica
1.- ?r(ig) .grdd = S'r((if)g) si grd ——-————-> grd' es inyectivo. |
2. ‘.."r"r(grQM) . grdd'= ?r(grgM ® grdd').
A La condicidn 2 es la particularizacién de la propiedad F-1° de los ideales de
Fitting sobre anillos conmutativos cuande A= grdd, A's gr:JS' y M=gryM. ‘.
Para probar la condicién 1 consideramos la presentacidn finita

B ATy e g - i

que induce por tensorizacién por &9°

A T
m'P—-f—a .,ts)'q—m-———-f—--—ua MR L —— ¢

y- las respectivas filtraciones por traslacién relativas a la g-upla de grados -
d=(d;, dq)e 29 sobre 499 y 99, Pasando a los graduados respectivos se tienen las

presentaciones finitas

S o
(*) gry 9P —_ g0 2 Goker Ay — 0
| (Apg (Rog - | |
(*.*) grQJ})'p—_——> grng‘q —-—-——-—) Coker (Af)g —3 0 -
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y tensorizando la presentacién finita (*) por grd9' obtenemos una nueva presentacion

A ®1 'Q_®1

grd@p ®grdd’ _g______) grgmq Rgr ' ————> Coker (ig)' ®Rgrd' ——— 0.

Ahora bien, puesto que grdd —————— grd' es inyactivo se tiene o'(f(a))= f(c(a))
donde © y o' son los simbolos principales sobre D y J9' respectivamentey T el

homomorfismo inducido por f sobre los anillos graduados, se sigue que la graduacién

producto tensorial sobre DY@ = H'T (véase | §4.2) coincide con la graduacién por

traslacién relativa a d sobre 49'9 y por tanto, teniendo en cuenta la misma observacion

para OP @J'= H'P, se tienen isomorfismos ([42] Lema 1.8.2)
G gry P ®gr S ———> gryOP

Gy’ grg 89 ®gr ' ——> grQJB'q

haciendo conmutativo el diagrama

Fy® 1
grmp® gr"@'_..x_g_gl__) grc@q® gr’°®' -“—gm‘*-) Coker A(_j ® 9"&9' e

OLP g

(A)g

_ (Kge)
ar P > gr 9 fd

Coker(Ae)y ——— 0

Este diagrama induce un isomorfismo entre los grdd'-mdédulos Coker (id)®gr19' y

Coker((lf)g_) con lo cual se concluye
F o ((Ag) = F,(Coker( (Rg)= F, (Coker (A )®grd )=

=&, (Coker (id_)). ar8' = F ié). grdd.
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Proposicion 111.2.8.- Dada una presentacién finita del tipo

) RN W SN 50

entonces se verifica -
1. ?o(id_)= F, (A) YV d=(dje 2’
2 F olarg) = F o(m) YV ge(die 2"
Para la condicion 1 basta tener en cuenta que si B(A) es la matriz columna
pxl asociada al d9-homomorfismo A, entonces para cualquier 1-upla de grados

d=d=(d) eZ! se verifica que la matriz E&(J_kd )' asociada al grdd-homomorfismo id
viene dada por las partes principales de cada elemento de la columna, y por tanto por sus

determinantes, dety, de orden 1 de la matriz B(A), luego se tiene
ﬁo(id_)= F, 0 ¥V d=(d)e 2.
Analogamente se verifica F (m)= E}'O(grg_M) yaque & (n)=Ker fi segln

hemos visto en la proposicion 1l.2.6 y S-‘U(grdM) también es trivialmente igual a -Ker fi.

Corolario [11,2.9,- Dada.la presentacién finita

) P N U SR 5 0

si A es estricto entonces para todo de Z se tiens
F oA g)= FolargM) =F ;) = F ,(m).
La prueba es inmediata, teniendo en cuenta que sl A esestrictopara. de 2

entonces Coker idz grygM - verificandose el resuitado. -

Nota [11.2.10.- Nétese que la condicion "A es estricto para d'.e 2" es equivalente a "A-es .
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Nota 111.2.1Q.- Nétese que la condicidn "A es estricto para d € 2" es equivalente a "\ -es

estricto para cada de Z". En efecto, si A(e)e Fdr_JE), es decir si 1, es el d-orden de
1

Me-l), entonces Mei) tiene grado r-d como elemento de D (recuérdese que utilizamos
el simbolo | | para denotar el orden de los elementos del anillo filrado  d9), con lo cual

para cualquier dye Z |7\,(ei)|=(ri+d1-d)-d1 y de aqui  A(e;) tiene orden r+dy-d = 8

relativo a la d1-fiiiracién. Ahora bien, teniendo en cuenta las filtraciones sobre JSP se

tiene

d
}-(F 1 . .,(‘}Jp )=A,(F=n_s ’ o@ X...X Fn_spcm)= ?‘(F(n+d-d1)-r’1 D X..xF (n-!-d-d‘)-l'sz)

y por ser A estricto para el valor d, entonces
' d
R(F(l’l+d-d1)-r1 d[g XX F (n_l.d_d’)_rpég):Emln F(n+d‘d1)-d£) = Im?\,n F 1 nd@

por tanto A es también estricto para dy.

El siguiente teorema resume las propiedades de los ideales de Fitting por las

gue nos hemos interesado en aste paragrafo.

Teorema [1,2,11.- 1.- Seg f: & ————— L' un homomorfismo filtrado de anillos, dado
un &-médulo M y una presentacién finita

A o
0P > {04 > M >

sobre M que induce la presentacion finita

Ag Ty
HP > - 04 > M@H' —————> 0

para cada'natural re N se verifica
a.- 53-',(?Lf)--. F(A).grd, y

b F(n)D F (m).qrdd".
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c.- Si el homomorfismo de anillos graduados f: grdd ————— gr' inducido por f
es inyectivo, entonces para cada g-upla d-(dy, ..., dq)e Z9 se verifica

F (R)g= F Ry .90,

d.- S'r(grg_M).ngB'z “a"’r(grgM@)gro@').
e.-En las condiciones del apartado. ¢ se tiene

F r(gr?\,f)= F {grh).gr D"

f.- Sfr(gr'fcf)D F {arm).grd.

2.- Sean My N dos {9-médulos de present_acién finita, dadas las presentaciones

A T
M M
P > 9 > M 50
AN TN
ol > {98 > N > 0

definidas sobre My N respectivamente, entonces para cada natural re N se verifica

a- Fhy® )= 2, F i) F iy
i+j=r .

b.- F fry® w2 Z F (mpg). Fjfmyg).
[+]=r

c.- Para cada g-upla ge 29 ycada s-upla de 2% denotando por ¢d  la {g+s)-upla

cuyas q primeras compeonentes son las de ¢ y-las s Gltimas son las de d, se verifica -

d.- En las condiciones del apartado anterior

F (grog(MON)= 2 & (gr, M), F (grg N).
f+j=r

=T
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o &F (gr(Ty@my )= .Z. Fgrmy). T jarmy).
+f=r
3.- Sea M un HD-médulo mondgeno, vy

A T
P — > D > M > 0

una presentacién finita del &-médulo M, entonces se verifica

a- &F(M)=ImA= F A Vde Z.
b.- &F ,(r)=Kerfi= SF'O(grQM) Yde 2.
c- F (grd)= ImA.
d.- S‘o(n);Kerﬁ.

A T .
4.- Si OP > 04 > M —> 0 es una presentacién finlta entonces

oy s e S v s . R s L4 bt

a.- Z \/Ann ( A™1 Coker ig_) - \/ F (M)

de 24

b.- Z Ann ATt {grygM) < \/ F (m).
de 29 '
Probaremos los apartados del anterior teorema que no estan explicitamente

contenidos en las proposiciones previas de este capitulo.

Prueba de 1.- Los apartados a, b, ¢ y d estan probadas en fa proposicion iI.2.1, corolario
I1.2.2 y proposicion 111.2.7 .

El apartado e es consecuencia de ¢ ya que al ser f: gr ) ———— grfd'

inyectivo se tiene

F {grip= F {(Apg)= F A(Apg) ord'= F (grd).grd".
de Z9 T de2d -
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Para probar el apartade f hemos de tener en cuenta la existencia de un

grd -homomorfismo suprayectivo entre grgM@® D" y gry(M® B)([42] Cap I’.Sj,-co-n lo

cual en virtud de las propiedades de los Ideales de Fitting de mddulos sobre anlllos -

conmutativos([27]) se verifica que

F AgrgM® DY D EF'r(grd_M@) grdf = $r(grd_M) grdd’

y por tanto
F {grrg= Sr { grg(M® &) S‘r(grdM) grd'= F (gr &) grd,
de de =
Prueba de 2.- Las apartados a y b estan probados en las proposiciones 111.2.4 y 1i1.2.5

respectivamente. Los apartados ¢ y d son un caso particular de la propiedad F-2 de los

Ideales de Fitting para médulos sobre anilios conmutativos, teniendo en cuenta que

Coker(Ay@Ay)gg= Coker(A y}o® Coker(Xy)y ¥ 0reg(M@N)= gr(M)® gry(N)

respectivamente.

De esta forma, en virtud de los anteriores apartados se tiene

r(ger@xN) Z S xM@?LN)_Q)~ 22 (2 Fy xM )Sf (Andg))=
de

4 j+j=r
F((Apmlg) F(AN)g))=
I+j r QQZLZQ
=2 F Z )=
i+j=r c¢e - de Z
Z Filgr Mgy F jlar Ay

I+j ¥
El apartado f es andlogo al anterior sustituyende en la anterior cadena de desigualdades

Apde ¥ (Ay)g POF grg(M)y grg(N) respectivamente.

Prugha de 3.- Dadod e 2 si la matriz asociada al . -homomorfismo-- A la denatamos- -
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por B(A )=(ay, ..., a)! entonces se tiene

o)
i(ei)=cd(ai)=detz(ai) y se tiene la parte a. La parte b es consecuencia

inmediata de la propaosicion 111.2.8 y las partes ¢ y d son evidentes, ya que ahora, puesto que

g=1,todas las d-filtraciones sobre 49 son traslaciones la una de otra.

Prueba de 4.- - Las dos demostraciones, son analogas, aplicando. la. propiedad F-3 de ideales
de Fitting para modulos sobre anillos conmutativos respect'ivamente a Cokeridy gryM. En

efecto se tiene

Z \/Ann ( AT Coker A,) © Z\/ F.n < \/ F ()

de 29 de 24
qu ’\/Ann ( AT+ grgM) < ZZ;\/ F (grgM) < \/ F ((A)
de de '

Notese que es equivalente poner

Z ‘\/Ann ( AT Coker ig_)' (resp-. Z \/A.nn(./\r”grd_M) )

de 24 T ge 29 _

a poner

\/Z Ann { A™1 Coker A ) — (resp. '\/ Z Ann( AT+ grym) )
de 29 B de 249

en los miembros de la parte izquierda de a y b.
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§.3 RADICALES DE | OS IDEALES DE FITTING

El objetivo fundamental de este paragrafo es probar que los ideales de Fitting
F {orr) y &F {x) construidos en el paragrafo Il §1 , tienen ambos el mismo radical.

Para ello consideraremos un anillo filtrado (O, T} cuya filtracién sea
discreta, tal que su graduado asociado sea un dominio noetheriano v la funcién determinante

asociada sea regular. Denotemos mediante -k su microlocalizado total que es un cuerpo no
conmutativo en general. Asimismo, supondremos que 1a funcidn detz asociada a la filtracidn

-2 es regular (def 1.4.2.8). La filtracion ¥ sobre 49 se extiende al microlocalizado, de tal
manera que podemos hablar de orden y simbolo principal también para los elemementos de
k. Notese ahora que el orden de los elementos de k varia entre -es Y +ee Yy Que una.
sucesién de elementos de k converge a cerlo {para la norma estructural que determina la
filtracion sobre k) cuando la sucesidn de érdenes de tales elementos tiende hacia -, Los:

siguientes resultados, seran utilizados a Io largo de este paragrafo.

- Lema 11.3.1. Reqla de Cramer.- Dado un cuerpo k arbitrario y una matriz cuadrada A de

orden g con coeficientes en k para cada ¥=(¥1, ...,_yq_)e K9 se ’veriﬁca que el sistama de
ecuaciones (x1,'..., xq).A=1 tiene solucion paratodo y siysoélosi detA=0 siendo det
la funcién determinante asociada al cuerpo k (I §1). En este caso la solucién es m;ica y
ademas si 51=(oc1, ocq)e k9 es tal solucidn, entonces se verifica &I.. det A = det A
donde A; es la matriz obtenida a partir de- A sustituyendo la- fila i-ésima  por

¥=(Yqs ooy yq). Este resultado estd indicado en el capitulo | Nota 1.1.8.

Proposicion {11.3,2,- Sean (xy, ..., xq)e K9 o (Yqs ...,-.yq)e N3 dos slementos tales que
X.A=y siendo A una matriz de orden g y con coeficientes-en & cuyo determinante dety -

sea 020.3ea de& JS tal que  o©(d)=d. Entonces existe una familia de elementosde 49 + .+
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{z, ,j} 1<i<q tales que

1%]
|xi-d‘”.zi,j| <lxln Vi1, .,q9 ¥V n=z1,
La demost.racién la realizaremos por recurrencia sobre n. Para n=1 tenemos
que construir 2y 4, ..., 24 4 tales que  |x-d™".z; 4Is|x|-1, entonces basta tomar como

ziy€ & cualquier eiementc tal que o(x; )= dety A; (este elemento existe al ser la
aplicacién simbolo principal suprayectiva vy !a_aplicacién' detz regular). La familia
{21’1, ..y zq'1} verifica la condicion pedida, pues por la regla de Cramer se tiene
c(d).c(xi)=d(zi’1) y de aqui ‘O'(d.xi)= o(z; 1), &s decir  |d.x- zi 4| < ld.x;[, con lo cual
Ixp-d oz b < Ixif-1.

Supongamos construida la familia {#ijh<i<q

1<i<n
y CONStruyamos = zy .4 s« Zq pyq- Para eAIIo consideremos  r=x;-d™".z; ,. Se tiene
dhr=d"x;z, , con 2 e 4, luego
(d”.r1 - ::ir‘.rq)./3\=c:in (Xq1 oens xq).A-( gy zq,n).A .

El segundo miembro es un elemento de 499, luego aplicando el mismo razonamiento que para
el caso n=1, obtenemos que existen x ;& &9 tales que
[ IS 1d0 -1
y, de aqui,
r-d M o s Inl- 1) (ne 1),
Sustituyen_do . por xrd'”.zi,n y poniendo Z| n+1=Xjne1+d-Z) , se obtiene

"‘Ziln+1 |S|XI|'(n+1)

|X;

cOmo $e queria probar.

Si ahora consideramos d=(dy, ..., dq) e N9y sobre DY |a filtracién por
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traslacion de orden- d, se verifica que ixi-ci"”.zi al-d; = -, y por tanto
N =3 oo

sup { ]Xi-d'”.zi nl-di/i=1, vy QF T2 -eo
o ' N— oo

con lo cual |xi-d'".g_n|d —> -, siendo | | 4 la funcién de orden para la filtracién
T Neseo -

sobre MY asociadaa d vy Zn=(Z4 s - ¥ n21.

' Zg,n)

Lema 11.3.3 Primer Lema de normalizacidn .- Sea A=(a; 1}y j<q UN@ Matriz cuadrada de

elementos de 48,y A,: 83— 0O [a aplicacién .o@-lineal que define.
Considerando sobre Jd99 [a filtracién por traslacién inducida por una g-upla
d=(dy, ..., dq), se verifica que dado ae A—nn{(grdCokerlA) entonces existe Pe-‘ﬂl-.q-(@) tal
que si ponemos PA=(ly, -, np)t entonces se tiene Gg-(b_i)=anei i=1, ..., g. En

particular, la matriz P.A verifica la condicién 2 de Ia proposicién 111.1.8 vy se tiene por

tanto det P.A=a",
Tomemos ae Ann (grdCoker?\.A) y consideremos {a sucesion exacta

Ap Ta
BOR . > Jo4 > Cokerhy ————0

Tomande graduados respecto de la g_ filtracion sobre 499 y su imagen.en Coker'n:A., se -
verifica que. a.ee Kerft ypo.r ser i, estricta para d (recuérdese que las fiitraciones
sobre 489 inducen sobre Cokerd,, filtraciones que hacen T, estricta, véase capitulo Il
§1) se tiene que a.e@ grg(Kerm,) luego a.ee gr—g(lmlA) es decir bjetmi, tal que

a.e=C 4(b;} con lo cual como Im ?\.A esta generado por las filas de la matriz A, para una

cierta matriz cuadrada P, y ciertamente se verifican las condiciones.en el lema,

Proposicion. 111.3.4.- Sea A=(ai,j)1si,15q una matriz cuadrada de orden .q . con

coeficientes en 9 cuyo determinante d=detsA sea no nulo, y sea Ay OHF " LA
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la aplicacién d9-lineal cuya matriz asociada a la base estandar de J99 seala matriz A.

Sea d=(dy, ..., dp)e Z9. Entonces considerando sobre {99 [a filtracién por traslacion de
orden d y suimagen sobre CokerlA, existe un nimero natural me N tal que
m
8Me Ann (grQCOKer?LA) .

Como As ‘ITLp(c@) y liene por determinante 8=0 el sistama X.A=g; tiene
solucién en k para cada i=1, ...,p. Sea xlekd  ésta solucién. Ademas, si fe & es tal que
d(f):s, entonces por la proposicién 111.3.2 existe una familia {z, .}, de elementos de

D9 tal que |x,i-d'“,;n,i| ~——> -, Ahora bien, si c=sup{]a”|/1si,jsp} entonces se
. n—oo

verifica que |(£-d'”.,z,n'i).A|Qsc+| ii'd-n-;n,ild_’ es decir Iii'A'd-'n'Zn-,i-Aig, —> o0y

N—oo
existe me N tal que ui.A-d‘”.;n'i.Md <di Vnzmy Vy=i, .., .q. Ahora bien, como
|_>,<_i.A-d'”.;n'l-.A+d'”.;r'1,i.A[g=|ei|g=di, ¥n=1 se verifica para nzm |d'”.z_n,1.A|=di, luego
para nxm se tiene O (e)=0,(x .A- dz, A+ dNz 1 A)=0,(d .z, A )y por tanto

Smcg(ei)= G4{zn,-A )= 0y(by) siendo by= 2 A € ImA =Kern, donde Ty es el

homomorfismo

7 HY———> Cokerh,———>0.
Como el homomorfismo 7, es estricto para la filtracién inducida por la de &9 sobre
Cokerd, se tiene Gg(bi)e Kerft, y por tanto Smcg_(ei)e Kerfl, para todo i=1‘, cery O luego
8Me Ann (grgCokerd,).
Corolario_11}.3,5.-En las condiciones de la proposicion anterior, si  d=det(A)=0, se tiene

(8™ F ,(grg(Cokerd 1)) para algin me N.
Es consecuencia inmediala del lema de normalizacién y de la proposicién

anterior, ya que como 8MeAnn ‘(grdCoker?s.A) existe B=P.A tal que
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dets(B)=det(o 4(b4), .., csd_(bq))t= (8™9.  También se sigue el corolario directaments a -

partir de la proposicion anterior y de la propiedad F-3 de los ideales de Fitting en el caso-

conmutativo.

Teoremg l11.3.6.- Sea M un O-mébdulo de generacién finita y ©: 9 —————— M un

homomorfismo suprayective, Dado 0<rsq y s=qr y una g-upla de grados-

d=(dy, ..., dg)& Z9, si ponemos

D={ d'=(d'y, ..., d'q)e 29/ di=d", para al menos s componentes}

entonces se verifica que

\/ 2 FiargM) = '\jS’r(m

de D-

en particular, - ’\/ F (grm) = \/ F (m)

Sea A'=(ai,j)1siss una matriz de syzygeas tal que det A=5 =0 siendo A la submatriz dada por
1<j<q ' '

A=(2 14 jzs APlicando el primer lema de normalizacion a la matriz A, existe una matriz -
cuadrada P de orden s tal que P.A=B=(by, ..., Qs)* es tal que- cc(gi)=8. o () i=1, ...

siendo ¢={dy, ..., dy). Consideremos B'=P.A". Entonces B' es una matriz de syzygeas y

podemos elegir dg 4, ... , d, suficientemente grandes de tal forma que si B'=(0; ) 1gice
. 15jsq
|

entones Gy(b; 1, ... 0j ¢}=(0, ..., 0, 8, 0, ..., 0) siendo d'=(d;, ..., dg, d , d

orty oo O

Tomando la submatriz B ,de orden s, de'B' {que corresponde a las s primeras.

columnas), se tiene que dicha submatriz verifica d.etEB:(S)S _por tanto teniendo en cuenta..
que las filas de la matriz. (O4{y), ..., O bhsom syzygeas para la aplicacion f inducida a

nivel de graduados para su valor de d se tiene (8™)%e F LargM) luggo:
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F(n) C \/ 2 FdargW)

debD

Por ofro lado en virtud de la proposicién 3.1.9 se verifica Sc'r(gr'd.M) c S:’r('n:) para todo

d', por tanto se tiene

\/‘._‘F \/ ZEFgrd

deD

y, consecuentemente, también

\/ F ! \/ Sfr(grn;

Corolario |11.3.7.- En las condiciones del teorema anterior para cada de 29 se tiene

\/S-‘ \/ F olargM)

Es evidente ya que para r=0 s s=q y dado d=(d;, ..., dq), se tiene D={d} y la

formula en el anterior teorema da como caso particular la de este corolario.

rolario [il.3.8.- En las condiciones del teorema anterior se tiene para cada ge 29

\/S'o(n) = \/ Ann(gryM)

Basta tener en cuenta el corolario anterior y la propiedad F-3 de los ideales de

Fitting para el caso conmutativo (cap IIf, §1)

Veremos ahora que, de hecho, el ideal radical de & j(r) no depénde tampoco de

7, es decir, que dado otro T > M supraysctivo y 0-lineal se verifica
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Vo = \ wm

Teorema 111.3.9.-Sea M un d3-médulo de generacién finita y m:09————> M 7 HOF

—> M dos -homomorfismos suprayectivos entonces se tiene

Vo = V 5om

La demostracién [a haremos en varios pasos. Primeramente supondremos que

los sistemas generadores m={my, ..., mq}={ﬂ:(e1), n(eq)} y

n={ny, ..., ny={w'(ey}, ..., (e} son equivalentes en el sentide que existe una matriz

inversible T que relaciona lineaimente nym, o lo que equivalente, que existe un

isomorfismo (de matriz T} tal que el diagrama

o9 > M > 0
) d
Lo > M —3 0

es conmutativo. En este caso, si A es una matriz de syzygeas de M relativa a m, entonces A.T.

es una matriz de syzygeas de M relativa n y reciprocaments. Come
detz-_(A.T):detZ(A}.detE(T) se sigue que go(n)Ci‘Fo(Tc') y por simetria que

F M2 F (=) por tanto se tiene F m)=F ,(r).

Supongamos ahora que r=g+1 y que se verifica n=m; =1, ..., qy nq+.~[=0.

Entonces, evidentemente, se tiene que F (m)CF () ya que (0, ..., 0,1).es una syzygea

de M relativa a n, Fiempr@camente, sea. A=(a lj)i'Si‘jS'q+1 ‘una matriz de syzygeas de.orden -

g+1 de M relativa a n. Légicamente suponemos que d'etz(A)=6¢0 pues-en otro caso es obvio
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que 8¢ &F ,(m). Por el primer lema de normalizacién si fijamos una (q+1)-upla de grados.

arbitraria d, existe P tal que B=P.A={b entonces se verifica

)12l j<qet
Gg(bu, ...,biy‘qﬂ):(o, ., 0,8, 0,..,0) y ademds obviamente una matriz de syzygeas de M
relativas a n. Ahora bien, la submatriz B' formada por fas g-primeras columnas vy
q-primeras filas de B es una matriz de syzygeas de M relativas a m. y tiene por

determinante 8% F o(%) y consecuentemente

’\/S'O(TC) = \/ F o (m)

Notese que esta igualdad se deduce tambien, en este caso, del teorema anterior puesto que si

tomamos una g-upla de grados d={dy, ..., dq) y un nimerc natural dq+1. arbitrarios y

ponemos g'= (dy, ..., dg, ) entonces los graduados grgM (relativo a ) y gr M (relativo a

q+1
7'} coinciden por tanto aplicando el corolario 111.3.7 se verifica la igualdad de radicales
buscada. Sin embargo hemos prefefido efectuar la prueba directamente pues ésta es la etapa
de la demostraéién en ia que se ve la imposibilidad de probér el resultado mas fuerte que
seria F (m)=F (rn").

En la tercera etapa consideramos.el caso en que n se obtiene a partir de m

- afiadiendo un solo elemento Nt En este caso n es equivalente a {m,, ..., Mgr 0} ya que si
nq{,1='aal1.m1 +o + 85.Mg entonces la matriz
0
Ip .
7 0
- PR ,ap 1
induce una equivalencia entre ny {my, ..., Mg, 0} vy aplicando los dos etapas anteriores se

tiene \/S"O(TE} = ‘\/ go(ﬂ?')"

Con las etapas previas la conclusion del teorema es evidente ya que dados dos-

sistemas de generadores m y 1 .y  tomando el sistema generador
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M.N={ My, ..., My, Ny, ..., Ny } € tiene, aplicando iteradamente la dltima conclusién, que

‘\/.‘Io(fc) = \j Folmy) = \/ F (@)

siendo T, el f-homomorfismo suprayectivo asociado al sistema generador m.n.

En el conjunto de resultados anteriores se pone de manifiesto cémo los ideales
de Fitting conviene estudiarlos relativizados a sistemas de generadores de M mas que a
filtracioneé sobre M. De hacho, con cada sistema de generadores aparecen asociados muchas
filtraciones una para cada seleccidn de d. Este tipo de filtraciones sobre M -se llaman, en la
literatura, buenas filtraciones y las detailaremos con mas precisién. -

Sea (9, ) un anillo filtrado cuyo graduado asociado sea un dominio

conmutativo y la funcién determinante asociada regular. Supondremos ademas que la
filtracion L=(F 48}, 7 es discreta, es decir F,49=0 para n<0. En estas condiciones el .

grupo abeliano I8 ,=F O tiene estructura de anillo conmutativo, de este hecho coingide con

la componente de grado cero de grdd.

Definiciongs 11.3.10.- Sea (M,IT) un {9-médulo filtrado de filtracidn II={F .M} e 2-

Diremos que la filtracién IT es una buena filtracidn si existen un sistema de generadores:.

my, ..My de My enteros dy, ..., dq' tales que.  F M= i(Fn_diJ}J).mi
’ i=1
es decir si es la imagen de la filtracién trasladada respecto a d para algin dvy algdn
: DY ———> M suprayactivo.
Consideremos un -médulo M dotado de una buena filtracién '.H#{FnM}ne_Z'
y sea m={ my, ensMy } un sistema de generadores de M de drdenes respectivos (dy, ...,'dq)

que verifique 1a condicion de la definicion, es decir, F M= i(FhLd."@)-mir o
i=1 !
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Si denotamos por t=inf{ dy, ..., dq b, entonces se verifica que F,M=0 para n<t

ya que en este caso como F ., D=0 sim<0 se tiene M= i (Fn“d,@).rﬁﬁd.
=t 1

Para n>t podemos considerar los &-médulos  F =F .M/N,
para N, =F, o®.Fn‘1M+...+ Fn_tJSJ.FtM C F,M. Notese que esta construccidn es analoga a

la realizada en el capitulo (1.2,
Por ser M de generacién finita se verifica que la familia de & ,-médulos

{MJnst (tomaremos FM.=F M) es también de generacién finita existiendo ademas un entero

le Z Izt tal que F’in=0 para n>l. El efecto, tomando el sistema generador m={my, ..., mq} se

tiene

F M= i(Fn_dio@‘).mi
i=1

y por tanto para n>sup{dy, ..., dy} se tiene F,M=N,, y de aqui [,=0.

o

Reciprocamente, si se ti_ené una filtracion IIn{FnM} sobre M, para el cual
existe un entero t tal que F’In=FnM=0 para n<t, y tal que los &3 -médulos Hi=FiM/Ni son de
generacién finita para i>t y nulos para i suficlentemente grande, entonces se pueden tomar
sistamas de generadores .m:dei tipo m_=‘UTE donde Ti;z salvo para un numero finito de
indices para los cuales T, es un conjunto de elementos de FM cuyas clases en Hicomo
JSo—médulo. Se tiens que para todasllas selecciones de familias {T} con las propiedades

anteriores m=UT; es un sistema de generadores del {8-médulo M, de tal manera que

~ ordenados los elementos de m y asociando a cada uno de ellos como grado el indice del
conjunto T; al que pertenence, se obtiens un g-upla de grados d (g=#m), de tal manera que

la filtracién imagen de la filtracién asociada a d  por el homomorfismo asociado al sistema

generador m
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w0 . > M > 0
coincide con la filtracidn de partida sobre M. Asi a cada buena filtracién sobre M le

corresponden varios conjuntos de geﬁeradores m todos ellos de la forma anteriormente
dicha; por tanto é dicha filtracion le corresponderédn varios morfismos ©n v de aqui varias
asignaciones & (r).

La demo.stracién de los resultados anteriores pone de manifiesto que, en
general, los Sr(n) (que corresponden a la filtracién) van a depender- tamt;ién de ®yno

de la filtracion. En la dltima secclén daremos un ejemplo en lo cual ésto se constata
explicitamente. Para r=0 la situacién se puede clarificar mucho més, usando el mismo tipo
de argumentos que en el paragrafo |l §3. En efecto, a cada sistema de generadores del tipo

m=U T, se le puede asignar una r-upla! de grados d, pudiendo ordenar tales Q'sr de tal
manera que se tiens una r-upla minima d, q*ue_sc’)lo depende de la eslructura de modulo
fillrado. Entonces se tiene que S?O(ﬁ) depende sélamente de dy no de m (es decir se tiene
definida & (M.II, d), vy aderr-lés F oM, II,d) © F (M, I1, d') si d'sd. En particular el
ideal F (M, I) = F (M, I, d)y) depende solo de la filtracién y se tendra

FoM I CF MILdy Vd

La demostracion de los hechos anteriores es.idéntica a la efectuada en 11§3, teniendo an

cuenta que la etapa primera en el Gitimo teorema, y que por paso al caso local los ideales
F ,(M,IT, d) permanecen estables.
Como para cada d se tiene

Sro(ngM)= S‘o(grgM) Lo SC'O(M’H, g.)

y'en particular para d=dy, =~ . - )y FolargM) © F (M, IT)

cabe preguntarse si ambos ideales son iguales. La respuesta es negativa como se pone de

manifigsto en el dltime pardgrafo. -
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4 TEOREMAS DE PROXIMIDAD

Como en las secc_iones precedentes, consideramos un anlllo filtrado (0, ¥)
cuyo graduado asociade, sea un dominio conmutativo y noetheriano y la funcion determinante
asociada reguiair. En este paragrafo usaremos algunas hipdtesis adicionales con el fin de
obtener un resultado que nos permite afirmar la proximidad existente entre los conceptos de

ideales de Fitling introducidos en el paragrafo 1ll §1 de este capitulo.

La condicién suplementaria estara dada por una parte sobre el graduado y per

otra sobre -la filtracion, ya que consideraremos anillos filtrados (9, %) cuya filtracién
X={F D),z es discreta,es decir F =0 para n<0), y estrictamente creciente (es
decir, F 0 = F ;O n>1) y tal que su graduado grd®, sea un dominio conmutativo

noetheriano factorial. Como en secciones precedentes denctaremos por |ale 2U{=} el

orden relativo a ¥ del elemento as 9.

Definicionss 11.4.1.- Sea A=(ai,j}1si,j5p una matriz cuadrada de elementos de 8. Dada

una permutacion 'ce$p llamaremos orden de A relativo a T al elemento

[A(T)]= i1 laiﬁ(i)l € Z U {-e}
|=

_(por convenio pondremos (-eo)+(-00)=-e2}. En la misma linea, llamaremos orden total

de la matriz A y lo denotaremos por |A| al elemento

Al= sup{ [A(t)] /te$,} = sup { i la; il / TE 8.}
_ ‘ [=

Definiciones 111.4.2.- Sea A=(ai,j}1si,jSp una.matriz cuadrada de elementos de 9 cuyo

orden total sobre J3 sea |Ale £. Diremos que la matriz A es normal si verifica que el

orden total |A] de A coincide con el grado del determinante conmutativo de la matriz de los
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simbolos principales de A G(A) = (5(a )1 <ijep:

Asimismo diremos que el determinante de la matriz A se anula trivialmente

(segin la terminologia de Hufford [32]) si su orden total es -,

Consideramos una matriz cuadrada A= (g; j)1 <ijgp ©ON coeficientes en 8. En

lo que sigue daremos un-métode de célculo efectivo del determinante para matrices normales.

Para ello, y con objeto de poder aplicar la proposicién 1H.1.7 tendremos que construir una

familia de enteros  my...., Mes Nyseess Ny tales que

| al-,j' l < mi'nj Y |A| = i(ml'nj )

La eleccién, en principio, no-es dnica ya que dada una famitia My reess M,

Nysees Ny bastaria tomar mq+r,..., Mg +Ti Ny +0.es No+r para obtener una nueva familia
que verifique lo buscado. Construirerﬁos por tanto, una familia particular.

Denotemos por my; al valor iai,jl 1<i,j<p por m el orden Al de A, vy
deﬁnamos A{A)= {(i, e 12/ 3 'EE$p j=t{) y iA(T)= |Al= m}

siendo |={1, ..., p}. Esta familia A(A) verifica las sigulentes propiedades.

Lema 1l1.4.3.- Sea 'ce$p tal que |A(T)|= |Al=m. Entonces

Mo o)+ M pa@) = Mop) +Mp ()

Basta considerar la permutacion ne $p definida por

T(B) i= o
n(iy=1 © (o) i= 3
T (i) o B

Entonces se tiehe
M= |A] 2 [AM)] = AT - My 1y = Mgy + Mep) * Mp (o)

y como |A| =|A(T)| se concluye
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Mo e * M papy = Mo,e() +Mp o(a)

Lema [H.4.4.- Sean {c, B) y (o, BY) dos elementos de A{A) entonces
ma,ﬂ +Mm o' B’ = ma'ﬁ-—f- mcx',B
Por ser (o, B) y (o', B") elementos dellconjunto de Indices A(A) existen
Ty M elementos de §, tales que T(a)=B y M(a) =B y IA®@ = [AM) = m.
Consideremos la permutacién o = 1'1’q € $p. Como el orden de w como
elemento de $p es finito, el conjunto {0, (), ..., @), ...} es también finito.
Seé s el cardinal de dicho conjunto, es decir és el me-nor natural no nulo tal que

®%(0) = 0. Si s=1 entonces se verifica n{e}=B con lo cual para probar este resultado

bastara aplicar el lema lli.4.3 a la permutacion 1.

.Supongamos entondes s>1 para ref{l, ..., s} definimos las permutaciones
(i) ie {o, @(a), ..., 2w}

o = 1o = o™ (a)
i e {0, o(a), .., o Ta)

y las permutaciones {L=1. @ v =1(® )", es decir

T.0 ()= T.0 ()= 1) i€ {o, @{0), .., @ 2(x)}

L= | T )= t(c)=p = o o)

' (i) i {0, o(a), ... o @)
o, ) (a)= 1" (a) =0t

v ()= m.0, = n(w TN =t (i) ic {w(oc),..;., o1 ()}
no - 2 {0, (), oy O ()}

Denotando oL = com(oc) y ]3r=n(ocr) se tiene
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V()= )= @I =t () - e {o(a) .. @)

con lo cual

AR+ 1A )i= AR AT - Mogq) - Mg g +Mg 5 +My 5=

= 2m - m0t1.B - m“r'5r+ m“1'B'r+ mot,..B'
Entonces tenemos dps posibilidades:
19 a'=0"w para 'algun r =.'i,...,s . En este caso se tiene o' =0, [3"= B, y
por tanto al verificarse
|A{LL i+ |A(U)] < 2m , se obtiene My, p+Me g 2 My p+Mer g
29 o' = 0" (o) r=1,.,5. Ahora se tiene que
B =n(0® ()= n(0 ()= t(c)= B
y por tanto AL N+ [AOE = JA(TH+ [A(M)]
es decir, AR+ [ALG =m
verificAndose ademas
V(o) =miad =B, =By v (a)=n(a) =P
Aplicando el resultado anterior se concluye que -
2 ma.ﬂ'*; M, B

o (o)t Mo (o) =

ma,B + mu.,gu =M s s

Corolario_|11.4.5.- Supongamos que los elementos (e, B),(ct, B'Y.(a', B) v (@', B son

cuatro elementos del conjunto A{A}. Entonces

mu’—B + maI’Bf = malﬁl 4~ ma1’B.

Basta aplicar el lema anterior dos veces.
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Proposigion [11.4.8.- Sea A = (@ p1ijsp UNa Matriz de elementos de 49 tal que

A{A)= 12, En estas condiciones existe una familia Mys wees My Ay ey My de enteros tales
que |ai,j1 = Mj;=m-n rpara 1< 4, I<p- y JAl=my+ o+ Mg Ny« v - Np .
Ademas esta familia es Unica salvo una constante aditiva, es decir, si m'y, v, m'p, 'y, ..

n'p es -otra familia que verifica las anteriores condiciones se tiene

mi=m+r nj=n+ i=1,..,p paraalgin re 2.

RPara construir la familia My, ooy mp, Nys ey np . verificando astas dos

condiclones, haremos ny =0 y definiremos concretamente m=m;y i=1,..p vy

M= My - My = myy - my j=1,..,p . Esta familia Myr ey My, By, o n,

verifica claramente que lai’jl =Mjj=m-n , yaque mh o, h, Dy
(1, 1) estan en  A(A) con lo cuai por el corolario Hl.4.5 se tiene

=It.

mi’j = mi'1 +.m1lj i m1':1 = m'+ m1°n. - m1 = My ].

j |

La segunda condicion de |a proposicion es evidente ya que se tiene para cualquier T e$p la
iguaidad' |

AL = 1aq gl + - + 8 gyl = MyNggy + oo+ Mg Me(p)-

La condicién de.unicidad, salvo constarite, es evidente a partir de la propia definicién de la

familia,

Teorema II1.4.7.- Sea A = (ai.j)1Si,JSp una matriz de elementos de & tal que su orden

total |A] sea entero. En estas condiciones. existe una familia My, <oy My, Ny, ool de
enteros fales que

|ai,j| < Mypo= M-y para 1si,jsp vy

| A |_= Myt e+ M= Ny- =N
Si el conjunto -A(A) = 12 la condicién esta probada por la proposicién

anterior. Supongamos, por tanto, A(A) = 2, es decir, A(A) < I2 . Entonces dado
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(a,B)e 12 definimos la deficlencia en (o, B} mediante -

P
(e py= M - sup { ]; Migy /T =B Tes}.
=0

Se tiene que d(a,B) 2 0 y ademas d(a'ﬁ) =0 siysdlosi (o,B) € A(A). Entonces s
(o,B) ¢ A(A) podemos sustituir en la matriz A el elemento a,p Porotro elemento
I:Jm,[5 tal que Ibu,Bl = da,[s + ]aa‘ﬁi (esto es posible porque la filtracién que
consideramos es estrictamente cregiente). Obtenemos de esta forma una matriz A -
verificando |A] = |[A'] ¥y A(A})CA(A) v A(A) = A{A") . lterando el razonamiento,
obtenemos finalmente una matriz A" = (Ci,j)1si,jSp tal que A(A*) = 12, |A] = |A* vy
]ai’jl < Ici’jl i<i,j<sp  (Ademas Iai,ji = lci,jl siy solo si (i, j)e A(A)) .

Aplicando la proposicién 111.4.6 a la matrlz A* se obtiene una familia de .

enteros my, ..., Mg Mgy es Mg de enteros tales que
Iai’jl < 1ci'j[ = m; - n para 15_ i, i<p y |[Al= |A=my+ o+ mg- ny- - n

con lo cual esta probado el resultado.

Supongamos ahora que la matriz A = (ai,'j)1si,j'5p tiene como orden total el
valor -e=, Entonces para cada permutacion t & $p- se tiene
Al = |a1’,r(1)| + .+ Iap',r(p)l = -oo es deCif_ |a1,,,€(1). e ._ap,,c(p)l = - CON |0 cual

84,1(1)- - - Bpq(p) = 0 - Para este tipo de matrices se define el grado de triviaiidad de su -

determinante.

Definicién 111.4.8.- Sea A= (ai,j)‘lSiJSp una matriz de elementos de 9. Para cada -

elemento a;; 1<ijsp se define el indice
0 si|aij|eZ & ;=0
d- . ) E) T
1 : ,
i 1 ’ St Ialtll = 00 ¢ ai,j = 0
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Liamaremos grado de trivialidad del determinante de la matriz A al nimero natural re N

definido por

= inf{d1',t(1)‘+..-+‘d /’CE$

p.(p) p!
es decir, r es el nimero minimo de elementos nulos que aparecen en un producto elemental

de la matriz A.

Se verifica entonces el siguiente resultado debido a Frobenius {véase [32]

Teorema 4 pag 33).

Lema Ul.4.9.- Sila matriz A de orden p tiene por grado de trivialidad del determinante el

natural r >0 entonces existe una submatriz nula de orden g xq talque q+q=n+r.

Lema 111.4.10.- Sea A una matriz de orden p y elementos de 48 tal que su orden total es

-s0; @ntonces detz A=0.

Si | A]=- el grado de trivialidad del determinante de A es estrictamente
positivo, aplicando el lema anterior la matriz. A puede escribirse, una vez efectuada una

permutacion de filas y columnas, como

donde A'e ‘]Tqu(n_qn)(JS), B'e"m,(n_q)x(n_q.)(&‘)), C'e ‘]TL(n_q} (D)  ycomo

Xq

g +q=n+r>n setiene g>n-q con locualla matriz

Ae qu(n-q')("@) - qu(n-q‘)(k) -gstd formada por vectores fila linealmente -

dependientes sobre el microlocalizado k, y por tanto los vectores fila de la matriz A son

también linealmente dependientes y se tiene entonces que dety A= 0
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Ltema [11.4.11.-Sea A= (ai,j)15i,j5p una matriz normal de elementos de 8. Entonces
detz A coincide con la parte principal del determinante de-los simbolos principales de A. -

(Se entiende por parte principal de un elemento de un anillo graduado a la compenente
homogénea de orden maximo de dicho elemento). Nétese que en virtud de la proposicién .
[1.1.8 las matrices normales se caracterizan por ser aquellas para las cuales se verifica .

ety Al = |Al.

Este resultado es consecuencia inmediata de la proposicion 11.7 y el teorema
1.4.7

Hasta el momento no hemos hecho uso de 1a hipétesis de ser grdS factorial.

Esta hipdlesis serd necesariapara obtener el siguiente resultado que usaremos mas adelante. -

Lema.  l1.4.12.- Seqgundo Lema de normalizacién,- Sea h un elemento homogéneo e -

irreducible del dominio factorial grdd , denotemos por vy, la valoracién sobre el cuerpo

de fracciones grdd asociada a h, es decir vy (b)=m < b=fM. ¢/d donde ¢, de grd fno

divide a ¢y f no divide a d . Dada una matriz A=(ai,j)1si,j5p cuadrada con coeficientes en

48y tal que su orden total es-un entero |Ale Z- entonces existe una matriz cuadrada P .de .

orden p obtenida como producto de matrices cuadradas con coeficientes en & que defieren a

lo sumo en una fila de la matriz identidad tal que
i- v {detyP}=0 .

i.- P.A  es normal(Definicién 111.4.2).

En efecto dada fa matriz A y denotando también por | | el orden de los
elementos homogéneos de - grd9, podemos definir et entero n(A)=|Al-[detyAle N Porla

prop l.1.7 se tienen n(A)=0, si n{A)=0 entonces A es normal(Proposicién (/1.1.8) y

tomando P = Ip se varifica el lema

Para n{A)>0. probaremos por induccion el-resultado suponlendo que se verifica - - - -
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para toda matriz cuadrada B tal que 0sn(B)<n(A).

Se consideran my, ..., My, ny, ..., N, elementos de Z tales que

|ai,jlgmi-nj 1<i,j<p Y i1(ml“nl)=|A]
=

y definimos la matriz H=(G', . ( a1 ) 1sijsp =(Mi,) 15ijsp @S doci
S (aij) 1ij<p i j 1= mpny
0 - [au [< mi-n;

|

Entonces como n{A)>0 la matriz A no es normal luego det H=0 (Prop. lI.1.8). Existen por

tanto, elementos homogéneos Clyyvoesy ocp e grdd no fodos nulos tales que

iui:h”:() j=1, ..., n. En efecto existen slementos no nulos &.1,_ ﬁp del

=1 :

cuerpo de fracciones grdS tales que i&i.hi j=0 y quitando denominadores se puede suponer
- =1

que-§1, ﬁpe grd3. Puesto que algtn E-‘i es distinto de cero supongamos que, por ejemplo,

§,#0 y sea o, una componente homogénea ho nula de &, 8ilal=ry y si oy la componente

homogénea de E,] de orden M=ry+N;-ny entonces se tiene, en virtud de la definicién de H,

_i“i-hifc’ para todo |.
e
Sea ahora s {1, ..., p} tal que vp{odsv(cay) =1, ..., pysean ay, ..., ape 9
—v, (a) . '
tales que o(a)=0.h h'7s =1, ..., p

Entonces para la matriz Q=(qi-,j)1si i<p dada por

i=s
4= .
#5

Si,j
se tiene que Q.Az(bi'j )1si.'j5p donde
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aj | %8
bi,j=
ar-afj =8
=1 '
y lojl=la gl ks =1, . p b gil<lagjl =1, ... p

y por tanto |A|>|Q.A|.

Ademés |dets(Q.A)l= |detyQ.dety Al= |detsQl+|dets Al=|orj+ |dets A2 | dets Al
ety yl.dety T 3 s )3 2

al ser la filtracién sobre 9 discreta y consecuentemente 1a3|20. Por consiguiente
n(Q.A)<n(A) y v,(detQ)=0. Entonces aplicando las hipdtesis de recurrencia sobre_Q.A

existe P, tal que .vy(det }:F’1 }=0 y ademds P,.Q.A es normal. Tomando P= P.Q se verifiea

el segundo lema de normalizacion.

Como consecuencia de este lema y de su demostracion se sigue que si grd es un

dominio noetheriano y factorial entonces dety es reguiar. En efecto para toda matriz A con
coeficientes en D y para todo h homogéheo 8 iireducible se tiene detEP.detzA € grdd donde

vh(detEP)=0..Si detEAe grdd entonces existe un elemento h homogéneo e Irreducible tal que

vh(detEA)<O; luego se tendria v.h(detzP.detzA)m lo cual es contradictorio.

Pasemos ahora a aplicar estos resultados al caso que nos interesa. Para ello

consideraremos un J49-mddulo M de generacién finita y una presentacion finita sobre M

A T
Fols > 99 > M 3 Q.

Tenemos entonces, el diagrama de¢ ideales determinantaies

F (k) © Fh)
n n
¥ (grm) © Fim)

El siguiente resuitado es fundamental para establecer la comparacion entre los -

ideales F (grr) y &F(m)
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Lema 1].4.13.- Sea (L ,X) un anillo filtrado de filtracién separada, discreta, creciente

(estrictamente) y tal que su graduado asociado grdd es un dominio conmutativo noethariano

y factorial. Dados un {8-médulo M y un homomorfisme suprayectivo 99 e M
entonces para cada elemento homogéneo irreducible he grdd si denotamos mediante vy la
valoracion discreta asociada al elemento h, se verifica que para cada elemento ae F (m)

existe be grdd tal que vi(b)=0 y ademds b.ae F (gr ).

Puesto que & (m)= % F (M), para probar el resultado bastara probarlo

para cada a de F (A) siendo A: OP ——— M9 un H-homomarfismo haciendo exacta la

sucesion
A T

HpP > 9 > M > 0.

Mas concretamente bastara suponer que a es el determinante de una submatriz de orden

s=q-r de la matriz B(A} asociada al homomorfismo A.

Sean 8y 5 -+ 8y €Ker 1 los slementos imagen por A de los elementos de la base
estandar de 8P, a= (a4, ..., 8j )& £99, supongamos que a es el determinante de la
éubmatriz corraspondiente a las s-primeras fllas y las s-.primeras columnas de la matriz
. formada por 2y, ..., &, € Ker 1. Sea A= (@)1 s POT €l segundo lema de normalizacion

{il.4.12), para cada elemento irreducible y homogéneo he grd9, existe una matriz B tal
que B.A es normal Yy Vh{detB}=0.

Si ponemos (g, ..., gs)t=B.(a1, cny as)t entonces gy, ..., &, SON nuevamente
syzygeas, ‘es decir elementos de Ker T.

Definamos A'; OPFS ————> 09 mediante
l'(e])= 'a'l i=1, ey P

}b'(ep+[)= Q'I i=1, ..., 5.
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Entonces obviamente la sucesién

A T
fop+s > 99 > M > 0

es exacta. Si ahora se considera la matriz normal.

y se consideran enteros m;, Ny tales que [C;,jli mp-n; 1<i<s 1gjss, y

detZ(B.A)= det(cm. n (g J-)), entonces podemos considerar una g-upla:
A
d =(dy, ..., dq) e 29 donde dj =N 12j<s, y para cada ssj<q dj es un entero -
suficientemente grande para que Crn. (Cij) =0 para cada i con 1<i<s. Tomando ahora la
ity

filtracion por fraslacién sobre &9 relativa a esta g-upla se tiene inducida una filtracién

sobre JOP*S (an la (p+s)-upla de grados correspondiente los titimos s enteros son-los -
elementos my, ..., my) y se tiene el grdd-homomorfismo- ’i'si : (grOP+S ——— qr 9

cuya matriz asociada en las bases estandar es -
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siendo Mg 4, ..., My, ¢ los Ordenes respectivos de g, ..., g relativos a la d-filtracién sobre
4949,

El determinante dety (B.A) es pues el determinante de una submatriz sxs de
B(i'd) y de aqui dety(B.A)e &, (i'd). Como &, (R'd)CS’r(grQM)CSr(gr ) se tiene
dety(B.A)= dety(B}. dety( A)= dety(Bla € F (grm).

Poniendo b= detz(B) se tienen v, (b)=0 y b.ae S’r(gr 1), lo gque prueba el lema.

* Estamos ahora en condiciones de medir la diferencia entra S-"r(gr ny oy

EFr('rc). Medida que daremos mediante el ideal transportador que se define de la siguiente

forma.

Definicion 111.4.14.- Sea @, un anillo conmutativo. Dados dos ideales |,J de dicho anillo

llamaremos ideal transportador de J en | al ideal (I; J) definido por

(I: ={xe B, /xICJ}. -

Esta definicion nos permite en funcién del lema 111.4.13 probar el teorema de

proximidad siguiente.

Teorema lil.4.15. Primer Teorema de proximidad.- Sea (&, %) un anillo fiitrado de

filtracién discreta, estrictamente creciente y tal que su graduado asociado grdd es un

dominio conmutativo noetherianc y factorial. Dade un O -médule M y un

-homomorfisme suprayectivo w : &89 3> M, entonces para cada natural re N se

verifica

1.-Para todo elemento irreducible y homogéneo he grd de valoracién asociada v}, existe
be grdd tal que vp(b)=0y b.F (m})C F(gr m).

2.- Para cada élemento irreducible y homogéneo hegrdd se tiene
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(F (gr m) : &F (m)E (h).

El apartado 2 es consecuencia inmediata del apartado 1 y de la noetherianidad -

del anillo grdD . En efecto “..Fr(n) es de generacién finita con lo cual dado un sistema
de generadores  ay, .., a,& F(n) ~ del ideal, existen by, ..., b,e grd tales que

vy (b)=0y b;.a& S’r(gr ) para i=1, ..., n. Poniendo b=Dby. ... b se tiene

n
b.ae F (grn) paracada as &F (m) y ademas
n
Vh(b)=

| .

1

Tenemos por tanto la siguiente conclusion. Nétese que sl (R, v} €s un anillo

de valoracion e | © ®,,, es usual denotar por v{l) al valor v(l)=inf {v(x}/xe I}.

Corolario 11.4.16,- En las condiciones del teorema de proximidad se verifica que para cada

elemento homogéneo ¢ irreducible he grd entonces

Vh(s:’ r(gl‘ﬂ))?-“- Vh(g‘ r'(ﬂ:))

Para el caso r=0 se tiene un resultado analogo al teorema 111.3.9 reemplazando

la invariancia del radical respecto de m por la invariancia en el sentido del teorema vy

corolario anteriores.

finita- . Dados dos dJ9-homomorfismos .suprayectivos mi D ——— M
7' 1 B ————— M, sntonces se verifica que V(T (m))= v (F (m))
para cada elemento homogeneo e irreducible h de. grdD.

2.- El ideal transportador (Fo(m); F (@) no esta contenido en ningun ideal principal ..
-(h) con h homogéneo

El proceso a seguir para demostrar aste resultado es analogo al realizado en ef .
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teorema 111.3.9. La primera etapa de la demostracidn de dicho teorema nos dice que si m y

m' son equivalentes (es decir existe. un Isomorfisme que los relaciona), gntonces se tiene
F om)= F (=), lo cual implica obvia,mente que Vi (F (m))=vi (F (m').

Supongamos ahora que g=p+1 y que
n{eq)= w'({eq)=my=ny , ..., :rc(ep)=7t'(ep)=mp=np, m‘(ep+1)=0.
Conslderemos una matriz A‘““(ai,j)1si,j_<.p+1 de syzygeas de M relativa a A, y supongamos
ademas que detzA=6¢0. Por el Segundo Lema de normalizacién dado un eleménto h egrdd,
existe una matriz P tal que B=P.A es normal y vh(detZP)=0.Las Ifilas de la matriz B
son nuevamente syzygeas para I, por tanto de la forma (b“, ’bi,p' ) donde
(bi,1’ ey bi,p) es una syzygea para my Y un elemento arbitrario de 8. Como B es

normal, el determinante de B se puede calcular mediante simbolos principales, es decir

existen enteros ry, ...,y y Sy, ..., 8, fales que
0.'ﬂ1"'s1(.b1'1) """"""" Gr1+s-P( by p) c.r*=1-¢=-s (ty)
det EB = det
Urq+ s1(|3 ‘1,1) .............. Grq-{-sp(b‘i;P) Grq.+ sq(.tq)

Desarrollando dicho determinante conmutativo por los elemento de la ultima columna se
' obtiene que cada menor pxp que aparece en dicho desarrollo es o bién cero o es el
determinante dé una matriz pxp normal de syzygeas relativas a m, por lo tanto un elemenio
&F ,(m). Se sigue que detgB e F (r) y de aqui detyP. detyA € F (r) con vy detyP)=0,
como se querfa prabar.

Nétese que esta _seg.ﬁnda etapa se podia haber probado usando el teorema

anterior, sin mas que tener en cuenta que, por las definiciones se tiene

F olarm)=F {grn’). Hemos efectuado, sin embargo, la prueba directa por las mismas

+
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razones que en el teorema Hl.3.9. -
Si ahora g=p+1 pero np+1¢0, entonces n es equivalente a mU{0} y dichos.
sistemas son equivalantes, por tanto el resultado se tiene también en este caso.

Finalmente, para des sistemas de generadores arbitrarios. m y p bastara

iterar el razonamiento obteniéndose que
V(T ()= Vo (F o= vy (F 5 (1)
siendo m, el & -homomorfismo suprayectivo asociado al sistema generador mup. La

segunda parte del teorema es idéntica a fa del primer teorema de proximidad.

Notas 111.4.18.- 1.- Considerando el esquema (mas concretamente el espacio topolégico
subyacents) Proj(grdd) se tiene una versién geométrica dual de la condicién ii) de los

teoremas de proximidad ll{.4.15 y 11.4.17. En efecto, la condicion ii) en el primer

teorema afirma que la variedad del ideal transportador | =(F (grr): F (=), es decir

Ve=V(ig={ peX/pDl},
no contiene a ninguna hipersuperficie, es decir, a ninguna subvariedad de la forma
V{h}={pe X /he p}
donde hegrdd es un elemento homogéneo no unidad. Teniendo en cuenta el terorema de .
altura de Kruli, se tiene que la codimensién V, es mayor o igual que 2 (véase [24] para el

lenguaje geométrico). Un comentario similar se tiene para el segundo teorema de

proximidad.

2.- 8i dim grdd =1 entonces se tendra &F (m)=F (arn) y que F () no depende de .

Si dim grd =2 entonces los ideales transportadores entre los objetos que se comparan. .

estardn concentrados en un numero finito de puntos.

3.- La condicién 1 en el teorema puede escribirse en la forma v (F (grr))= v (F ()

187



0 bién v, (F ,(n))= v, (F (=) para todo h. Una pregunta natural es si para toda

valoracién sobre el anillo se verifica una propiedad similar. No .conocemos, por el momento,
la respuesta a esta pregunta, aunque parece que el método deo la demostracién del lema de

normalizacion no es generalizable a otros casos.
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§ 5. VARIEDADES CARACTERISTICAS Y CICLOS CARACTERISTICOS,

Consideremos un anillo conmutativo y noetheriano MW, y una familia
(R .9 ye 9 siendo (R, v)un anillo de valoracion y ¢ ;R ——> R, un
homomorfismo de aniilos.

Asociada a esta familia ¥ podemos definir la siguiente relacion de -equivalencia

-entre ideales de .. Dados dos ideales |, JCW,, ponemos
I=q¢d @v{e, ()= v(p, () Yve I,
Para diferentes familias de pares (TG.V, v) tendremos, légicamente distintas

relaciones de equivalencia. Destacaremos las principales propiedades de las mismas.

Caso L- Supondremos que 36, esta formada por todos los pares posibles (R,,, v).

En este caso se tiene | =/J sly sélo si T=J, donde Ty J denotan los cierres

enteros de los ideales | y J. Recordemos que, dado el ideal | de W, ol cierre entero de | se

define como el conjunto
T={xe R/ Ine N yJael, ..., a,el" verificando x"+ay X +3,=0}.
La equivalencia anterior entre la relacién de equivalencia =, ¥ la dependencia

entera se conoce como el criterio valorativo de la dependencia entera (véase por ejemplo
[35]). La |gualdad de la dependencia entera entre dos ideales induce 1a igualdad de radicales

como fécﬂmente se puede comprobar a partir de las definiciones de dependencia entera.

-Caso 1l,- Supongamos que T, es factorial y tomamos la familia ('ﬁ,(h),. Pne %2--do.nde ¥,

es el conjunto de elementos irreducibles T, ﬁ'i,(h} es la localizacion en el ideal primo (h) y-
PR — Wb(h) la aplicacion canénica. Se tiene una nueva relacién de équivaienciazz.

Esta relacion, gracias a la propiedad de ser T, factorial nos.da-una serie de resultados
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referentes a los ideales. Asl son equivalentes

i~ | =2J.
ii.- Vh irreducible se tiene vy (l)= v (J).
H.-ICh*) «JC (h%) Yae N Vhe H,.

v N et oni= N ep 7t eu).
SERLRR LR NG

Caso Hl.- Si suponemos que @, es factorial y graduado tomamos la subfamilia

(R, ©,) donde b4 es el conjunto de elementos irreducibles homogéneos, entonces
hy Prihe 364 3

la relacidén la relacién de equivalencia =, definida por ¥ 5 verifica también las

propiedades andlogas, reemplazando he ‘J~82 por he ¥4 en todos ellos.

Consideremos ahora un anillo filtrado ({9, 3) de filtracién discreta %
creciente estrictamente, cuyo graduado asociado grd sea un dominio conmutativo
noetheriano y factorial. Dado un -mddulo M de generacién finita y un &-homomortismo

suprayectivo

7 94 > M >0
~tenemos definidas las familias de ideales {F (n)} o N ¥ {F (grm)le N en el anillo
grd9 En virtud del teorema 111.4.15 se verifica
Vh(S‘ r(W))=Vh($' Hgrm))
para cada elemento h irreducible y homogéneo es decir &F (r) = F [(grn) para cada

natural re N. Ademés para estos ideales se tiene la igualdad de radicales
-\/ F | \/ & grf‘c
En estas condiciones podemos asociar a cada homomorfismo suprayectivo 1 los siguientes
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A objetos.
i.- Un cerrado de Spec(grdd) Y1) definido por
Y ()= VA(F (r)= U (F (grn))
Notese que {a igualdad muestra dos forma_s de calcular Y (m}, una a través de
determinantes no conmutatiQos y ofra a través de determinantes conmutativos. Asimismo se

tienen sus componentes irreducibles Z, 4 (n), ..., Z, . (%} que vienen dadas por los ideales
) 1 r

primos minimales que contienen tanto a & () como a $r(gm).

ii- Al ser grd® un anillo factorial las componentes irreducibles de codimensién 1 son

hipersuperficies, supongamos que estas son Z,4(m), s Z, 5 (®)  (con s,2k,) se tiene un
1 L) r

ciclo en codimensién 1 dado por

)
ke

C (m)= Z}G Vi (F r(m)) U (hy= Z h{(F r(grm)) = Oy Zp ()
he he 3 1

p

donde o, iévh (Sfr(n)) para el elemento homogéneo e irreducible h, correspondiente a
’ i

Zy,i(m).

iil.- Yo(r) y Co{m) no dependen de m(Teorema 111.3.9 yTeorema I11.4.17),

Daremos entonces las siguientes definicionas

Definiciones [I1.5.1.- En las condiciones anteriores ltamaremos r-ésima variedad
caracteristica relativa a © al cerrado Y A}y -8

1 al ciclo G, (r). Llamaremos, respectivamente, variedad caracteristica de M vy ciclo
caracteristico _en _codimension 1 de M-al cerradoe Y = Y () y al ciclo Co= Cy(m) para

cualquier w©

191




Notese que Y,y C, se pueden calcular a partir de cualquier morfismo = y

mediante determinantes conmutativos.

El problema del célculo de estos ideales radica en la dificultad de encontrar
f-homomorfismos A tal que se tenga una presentacién

A i
Jop > S04 > M- >0

y se verifique & (r)= &F (A) para cada re.N. Tales f-homomorfismos A existen en

virtud de {a noetherlanidad del anillo grd® incluso para todo re N simultanealmente el

problema es dar criterios para encontrar dichos A's.

Daremos algunos resultados parciales satisfactorios, usando las principales

relaciones obtenidas en.los primeros paragrafos de este capitulo.

Teorema 1M1.5.2.- Dados un 0-mddulos M de generacion finita y un 49 -homomorfismo
suprayectivo 8% ——————3 M , sg tiene
1.~ 81 A: OP—————> B9 yn N-homomorfismo haclendo exacta la sucesion
A _ T .
op > J94 M >0

tal que es estricto para algtn de 29. Entonces

\/ F oA} = \/f}‘o('n:)

2.- Dado r>0, sean s=q-r y A: P —————3> 09 yn N-homomorfismo haciendo exacta
la sucesidn

A : i
P > 99 s >M 30

_tal que para cada subconjunto J&{1,..., g} de cardinal s existan dy, ..., dg€ Z que hagah

estricto el D-homomorfismo Aj=p oA donde Py DI D5 es la proyeccion
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sobre los indices de J, entonces ss verifica

Voo - Vo m

Probemos la parte 1. En virtud del corolario 111.3.7 se tiene

\/S‘O(X \/EF o(grgM)

y'al ser A estricto para g se verifica grdﬂ:=Coker7;d por tanto por lil.1.6 se tiene

F olargMIC F M F (n)

Voo - Voym

Para probar la parte 2 considersmos ae F (r) que sea un menor de orden s=qg-r de una

y de aqui

matriz de syzygeas de M para m{ey), ..., n(eq). Si{iy, wv ig}=d son las columnas

correspondientes a dicho-menor, se considera la proyeccién p, 09 —> 9% que

define un diagrama conmutativo de la forma

A T
P > 94 > M >0
\[ A l i J,
LHP > d9° > M >0
verificandose ademas que ae &F (=) como se tienen di1, ., 0 €72 tal que A sea estricto
. 5

relativo a ellos, se tiene por1 que

ae \/S}‘O(AJ') - -\/SFO(’EJ)

Por otro ladoe, la matriz asociada-a A J &n las bases estandar 8s una submatriz de .

la asociada a A, y es de tamafio pxs, por tanto se verifica
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luego se tiene la igualdad
\/ F (A = ‘\/ F (m)

Nota UI.5.3.- Podriamos obtener unas propiedades similares para la relacion de proximidad

entre los ideales & (m) y F (M) ya que al ser Sfr('g'rn) de generacién finita podremos

encontrar un nimero finito de generadores, y suponiendo que cada uno de ellos pertenezca a

algin & (gryM) se tendria la igualdad F {grm)= &F [(grd) sin mas que tomar A estricto

para cada d. Dicho de otra forma, si existen dy ..o dy tales que

F (grr)= F (gry M.+ f}"r(gritM)

entonces tomando ) estricto simultdneaments para las famililias de érdenes dys «or dy 88
tiene & (A) =3 F ((n).
El problema radicaria ahora en dar condiciones para el calculo de las famitias

de grados dy, ..., d; arriba expresadas. Siempre qUeda- el recurso de tomar un p=-y A que
sea estricto simultdneamente para todo los valores de p.

El siguiente resultado es de utilidad en muchos casos particulares:

Teorema lll.5.4.- Si M es un 9-mddulo de generacién finita se tiene una presentacién finita

del tipo

P > 499 >M : >0

con p<g, entonces se tiene Ef'q_p

(A)= S:'q_p('rc) y para todo r con 0sr<qg-p, y
F (M= F (m)=0. |
La demostracion es muy simple para el caso g=p. En este caso sl A es la matriz

asociada a A en las bases estandar entonces toda matriz cuadrada de syzygeas es de Ia forma

P.A'y por tanto dets(P.A)= dety(P). dets(A),
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y de aqui &F (%) es principal engendrado por dets(A) y por tanto F (A)=F ,(r).

Si ahora p<q se tiene

donde Tt , ?x,J, py, etc. tienen el mismo significado que en el teorema anterior. Ahora bien
3’0(nd)= 3’0(7LJ), pues A, estd dado por una matriz cuadrada, por tanto

S'q_p(ﬂ:)= S'q_p(k). Si Osr<q-p' la prueba se termina completando la matriz de A con filas

de ceros y aplicando el mismo resultado.
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LGUNOS EJEMPLOS, ANILLOS DE QPERADQRES DIFERENGCIALE

Una vez estudiados los invariantes de Fitting definidos sobre anillos filtrados
veremos algunos ejemplos particulares de estos anillos, asi como algunos célculos explicitos
en los cuales se observan las patologias que verifican dichos ideales de Fitting.

EI ejemplo fundamental que ha motivado el desarrollo del capltulo son los
anillos de operadores diferenciales sobre anillos conmutativos. Haremos una breve

descripcion de estos anillos.

Definicién il1.6.1.- Sea T, un anillo con elemento unidad, llamaremos derivacién sobre R a
toda aplicacién

DR, — R,
veriflcando
.- D(a_+b)=D(a)+D(b) V{a h elh,.

li.~ D{a.b)=D{a}.b+a.D(b}) V¥(a, b)e®,.

Entonces dado un anillo B, y una derivaclén D definida sobre R, se deflne el

anillo de operadores diferenciales de R, para D como el anillo de polinomios 1,[d], es decir

expresiones Zaia', cuya ley aditiva viene dada por la suma formal de polinomios y la ley

producto, en virtud de la propiedad 1} de la definicién 111.6.1 viene determinada por la

expresian
d.a= a.d + D(a)
En efecto, esta igualdad induce, recurrentemente, la expresion
(*y  MNa= i@ [? ] D'(a).a"""
r=

con el convenio D°=Id, y entonces (_ ai.ai).( ij.ai) es, por definicion, Zai.(ai.b}- 0]

lo cual tiene una expresion ch.ak en virtud de la igualdad (*). '
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Anglogamente dadas n derivaciones {Dy, ..., D,} sobre el anillo R, tales que
conmutan dos a dos, es decir, D; o Dj-= Dj o D; para 1<ijsn, se puede definir el anillo de
operadores diferenciales sobre T, para la familia {D4, ..., D} como el anillo de polinomios .

ma‘l, an] cuya ley aditiva es la suma formal de polinomios y la ley producto verifica .

las expresiones

9,9=0,,

n < n r -7
ona=2 |, | Dfa).o""
r=0

Esta ultima construccién puede hacerse recurreniemente mediante la extension
D, , de las derivaciones D; definidas sobre R,, al anillo (LY CIP am] dada por
Di(a)=Dy(a) Vae R
Ei(aj)=0 1<j<i-1.
Usando esta construccidn recurrente se pueds probar el siguiente resultado [59]

Lema 111.6.2,- Dado un anillo ®, y n derivaciones {D1.w.,r.,‘ D,} tales que DioDj=-DjoDi

1<i,j<n. Se- verifica que el conjunto de operadores diferenciales es un dominio de Ore a la

izquierda si y sélo sf el anillo T, es un dominio de Ore a la izquierda.

Asimismo sobre el aniflo de operadores diferenciales & = R, [0, ..., 9]

podemos definir filtraciones, l6gicamente no triviales, que verifiquen ademas las hipétesis
impuestas en los diversos pardgrafos de la presente Memoria. Primeramente indiquemos las
notaciones a utilizar,

C(.I «

- Dado o= (@, ..., o )& N denotaremos por 3% al elemento 0%= @ A

- Dado o= (oty, ..., o )€ N" llamaremos orden del elémento o y.lo. denotaremos por |ct,
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al natural  |oul= Cigt ot O

En estas condiciones todo elemento no nulo P del anillo‘e®='ﬂ[a1. an1 |

pusde escribirse en forma Unica como P=Zaa.8°" verificandose que el conjunto

li={ oe N"/ a0} @s un conjunto finito.
Definicion 111.6.3.- Dado el anillo de operadores diferenciales =®,[d,, ..., d ] y un

elemento no nulo P.—.Zaa.a“ del anillo &. Llamaremos orden del elemento P al natural |P|

definido por

|P|=sup {lot}/ e Ip} .

Esta- definicion nos permite construir sobre 49 la filtracién, sin mas que
considerar '

F,=F,8=(Pe I/ |P|<n}U{0} ne N
F,&= {0} n<0 ne 2.
Esta filtracién XL={F &8} ,c 7z que acabamos de definir es separada,

estrictamente creciente y discreta. Denotamos por grd  su graduado asociado, por

o: ) —————" grd Ia aplicacién simbolo principal, que es un homomorfismo de
semigrupos (véase | §4.2) y por &, ..., &, os simbolos principales, respectivamente, de

los elementos 81, an, es decir,

§=0(d) i=1, ..., N.

Se tiene el siguiente resultado.

Lema Il[.6.4.- En las condiciones anteriores grdd es un anillo isomorfo al anillo de
polinomios T[&,, ..., ﬁn ], es decir, al anillo de polinomiocs en n variables conmutativas
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con coeficientes en W,.

En efecto, los elementos de B,[§,, ..., & ] son expresiones formales ) a &%

con a,e W, paraoce N7 y a, =0 salvo para un nimero finito.de elementos ae N, Ia

suma es la suma formal de polinomios y sl producto viene dado por .

(235 6M(Lbp &M= 2 a by &% (1),
Si ahora Pe R[0,, ..., d,1=4 es de orden m entonces se tiene

P= 2 a,3%+ ) a,d%

letf<m et =m

y por tanto o{P)= a,.5%, es decir se tiene Fm/Fm_1={ 3 a,.£* }. Las operaciones
) [o]=m |exj=m

dadas sobre el graduado @ F/F . 1=grsd coinciden con los de R[&, ..., €, 1 cuando
m=1

dichos conjuntos grydd y W[&,, ..., § 1 se identifican mediante la anterior observacion.
En efecto, ésto es obvio para fa suma, y también para el producto pues se tiene que
G((a40%).(bg-0P))= a,.by.E0*P

en virtud de la expresién (*).

St ahora suponemos que T, es un dominio noetheriano conmutativo entonces

ngJB sera un dominio noetheriano conmutativo y si suponemos ademas que B, es factorial,

entonces por &l teorema de Gauss también lo sera gry 4.

Como ejemplos, mas interesantes, de anillos de operadores diferenciales

destacaremos ios siguientes.

1.- 'iﬂ,=k[x1, -..s X,]-siendo k sl cuerpo de los nimeros -realss o el de los numeros -

complejos. £n este caso.particular & se conoce como el slgebra de Wayl sobre k y se -
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denota por A (k} [7]. Las derivaciones d, son las derivadas parciales 0;=0/0x; .

R =k{[xq, ..., x,llsiendo k el cuerpo de los nimeros reales o el de los nimeros
complejos. Este anillo T, denota el anillo de series formales en las Indeterminadas

Xq, ..., X, CON coeficientes en k. Las derivaciones Bi son nuevamente las derivadas

parciales d;=d/dx,.En estos dos sfemplos obviamente funcionan igual si k es un cuerpo

arbitrario.

W =k{xy, ..., x,} siendo k el cuerpo de los nimeros reales o el de los nimeros
complejos. Esta anillo T, denota el anillo de series convergentes en las indeterminadas

Xq1e s X Y cOR coeficientes en k. También aqui las derivaciones son las derivadas

parciales usuales 0.=0/0x;. .

En los tres ejemplos anteriores el anillo T, vy, por tanto gerS, son factoriales. Hay
otros ejemplos en los cuales esta hipdtesis no se da. Por ejemplo, si V es un abierto

conexo de C" y ®,=0,, es al anillo de funciones holomorfas sobre V'y ai=a/azi donde

zy, ..., Z, €8 un sistema de coordenadas sobre €7, entonces 3'1,181, an] s¢ identifica

con el anillo de operadores diferenciales sobre ia variedad analitica compleja V. En. este
caso & es un dominio péro no es noetheriano. Si se sustituye, sin embargo, V por un
compacto K. C C" entonces 'ﬂi.::@g.{; (las funciones holomorfas sobre ¥} éntonces D
si es un dominio nostheriano. Otro ejemplo serla tomar un abierto VCR? vy el anillo

T, =T>(V) de las funciones diferenciables de tipo T* sobre V con d,=d/dx;. Ahora

=R, 81, Bn ] es un ejemplo en ef cual R, y por tanto grs &9, no es un dominio.

Nos limitaremos, pues, a casas como los tres primeros, en los cuales 9 s un
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dominio conmutativo noetheriano y factorial'y se verifica consecuentemente noetherianidad

y factorialidad dsl gradu-ado gry 9.

Tenemos definidas, por tanto, dos aplicaciones determinante. La primera dety .
que depende del hecho de ser (43, ) un anillo filtrado y la segunda det dependiente de ser
& un dominio de Ore a la izquierda (Aqui &: & ——> gry &9 es un homomorfismo de

semigrupos lo que define det , véase 1.4.1 ). Ambas coinciden para matrices con coeficientes

en O (1.4.2). Asimismo se tienen definidas las condiciones para |a definicion de invariantes -
de Fitting para presentaciones finitas de d9-médulos, cumpliéndose ademas las hipétesis del
lema de normalizacién. Los J8-médulos son los objetos que resultan de la formalizacién del -

concepto de sistema diferencial[45].

Los siguientes ejemplos muestran como los resultados obtenidos en este

capitulo no son mejorables.

Ejemplo 111.6.5.- Se considera A=C{Xy, X;} y & su anillo de operadores difsrenciales que

veruifica que su graduado viene dado por A[é’;1,§2], Dada |a presentacion finita

A T
592 y 2 > Coket A ===
definida por la matriz
Dy 1
B(A)= _
D, 1

se tiene, denotando M= Coker A
1.- F  (m) =< & - &>
2.- S"O(grgM) = < &1 (S ?";2) , ég (&'2 - &> don;ie: 0 = (0,0)

Evidentemente se tiene -que- S'.O(ﬂ:) # $°(grOM) aunque sus -radicales
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coinciden

Por otro lado si se considera la buena filtracién I1 sobre M imagen de la filtracién libre,

entonces el sistema de generadores {n(e,), n(e,)} es de cardinal minimo (véase I § 4)y se

tiene S:'o(grg.M) CF =) pero EFO(grQ.M)aeS'o(n‘) para todo ®' que induzca la filtracion

I1 para algiin valor de d', ya que

S:Q(QFQ'M)= S‘Q(QFHM)= < §1 (&-; " 7;2) ' gg (E.:g - E.--g)> *&S"o-(ﬂ:')
Ejemplo_111.6.6,- Se considera A=G{X} y 49 su anillo de operadores diferenciales que verifica
que su graduado viene dado por A[E]. Dada la presentacién finita
A T
02— 92 ———————> Coker A —————> 0
definida por la matriz

B(?\,) =

se tiene que ?1(15) =< &>, Consideremos ahora el cambio de base en 492 dado por la

matriz

ysea ¢:d82 ——> B2 ¢l isomorfismo correspondiente.

Denotando por M= Coker A sea = :d92 > M el 8-homomorfismo dado

por la matriz A'= B(A).T,es decir &' = Ro ¢'1 y por tanto
D 0
A=
Dx D

Ahora bién, como D.x=x.D + 1 se tiene que ({1, D)e Kerx', por tanto

F (n)=0.
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En conclusion se tienen para el mismo médulo M-dos morfismos T y = tales

que:

- los ideales radicales de 3‘1-(rc') 1 3’1(11:) ne coinciden

- v§(971(7t)) # v§($1(ﬂ:')), siendo £homogéneo e irreducible en gr 9.

Esto muestra que para r>0 las variedades caracteristicas y el ciclo -

caracteristico dependen de |a eleccidn de .
Ejemplo [1.6.7.- Se considera A=C{X} y {9 su anillo de operadores-diferenciales que verifica
cuyo graduado viene dado por A[E]. Dada la presentacion finita
T .
493 ——> H2 ———————5 Coker A=M—————> 0

donde A esta definido por la matriz

1 1

B(A) = D 1
D2 D+1

setieneque « F M) =<&> y F,m) =40 yaque (1, 1), (0, 1) son elementos de
Kernt . Por tanto en este caso se tiene:
-F o A) y F,ylm) tienen distinto radical.

- Ve(F G (m)ve (F o (m).

Este ejemplo muestra la necesidad de las hipdtesis dadas en 111.5.2

Indiquemos, finalmente, que en el-caso de los operadores diferenciales existen
algoritmos que permiten, en la practica, localizar explicitamente morfismos estrictos

relativos a un valor cualquiera de d..Este es el objetivo-de los trabajos de F. Castro ([13] y
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[14]) en los que se estudian las bases de division . La posibllidad de localizar tales morfismos

permite reducir considerablemente el calculo del radical de fffr(n) y del natural

vR{F (r)) a la vista del teorema 111.5.2 y |a nota 111.5.3
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