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Introduccion

El origen de la teoria de cédigos correctores de errores se encuentra en los
trabajos de Golay, Hamming y Shannon hacia mediados del presente siglo,
tanto en su vertiente probabilista como en la algebraica, y desde su inicio
el tema ha sido siempre un problema de ingenieria, con aplicacién tanto en
la transmisién de informacién (ingenieria de telecomunicaciones) como en
el almacenamiento de la misma en soporte digital (ingenieria informética),
siendo su finalidad el preservar la calidad de la informacién y las comunica-
ciones contra la amenaza del ruido, la distorsion o el deterioro del medio. No
obstante, el desarrollo de dicha teoria se ha realizado gracias a la utilizacion
de técnicas matematicas cada vez mdas sofisticadas; estas técnicas recorren
miultiples campos de la matemaética, que van desde la teoria de probabilida-
des, el cédlculo combinatorio o el algebra lineal hasta la aritmética, la teoria
de cuerpos o la geometria algebraica.

Por otro lado, el estudio de la teoria de codigos esta intimamente ligado a
una serie de tépicos propios de la matematica discreta tales como reticulos,
formas cuadraticas, empaquetamientos de esferas, sumas exponenciales, la
teoria de grafos o la geometria aritmética, asi como otra serie de temas de
procedencia variada tales como la teoria de la informacién, la criptografia, el
algebra computacional o la teoria de la senal, entre otros.

La introduccion en los anos 70 por Goppa de una nueva construccion
de cédigos lineales a partir de curvas algebraicas lisas (llamados cddigos
geométricos de Goppa o codigos algebro-geométricos) cambid por completo el
panorama de investigacion en el terreno de la teoria de codigos correctores de
errores; por un lado, la codificacién de dichos codigos no parecia ofrecer ex-
cesivos problemas (aunque no era tan clara y tan sencilla como en el caso de



los cédigos lineales clésicos), y por otro sus parametros podian ser facilmente
controlables a partir de férmulas clésicas de la geometria algebraica (tales
como el teorema de Riemann-Roch). Ademés, la introduccién de dicha teoria
permitio en los anos 80 la construccion explicita de familias de cdédigos cuyos
parametros sobrepasan asintéticamente la cota de Varshamov-Gilbert, y en
consecuencia dar una solucién efectiva (y con complejidad polinomial) al
problema principal de la teoria de cédigos, que fue considerado por Shannon
en términos probabilisticos pero sin dar ninguna idea constructiva sobre la
existencia de tales familias.

A pesar del interés que suscito el estudio de los cédigos geométricos de
Goppa desde su origen, no pudieron encontrarse algoritmos eficientes para
su decodificacion hasta finales de los anos 80, gracias a sucesivos trabajos de
Justesen, Larsen, Jensen, Havemose y Hgholdt [62], Skorobogatov y Vladut
[102], y Porter, Shen y Pellikaan [88]. Estos métodos estan lejos de la capaci-
dad correctora de los cédigos a los que se aplican, y algunos de ellos requieren
condiciones restrictivas respecto al tipo de codigos que pueden utilizarse, pero
algunos anos mas tarde surgieron nuevos métodos que resolvieron este pro-
blema de una forma efectiva, como es el caso de los algoritmos de Ehrhard
[38] o Duursma [32]. En la actualidad se desarrollan algoritmos mas rapidos
y eficientes (a costa de perder algo de generalidad), basados en el esquema de
decodificaciéon mayoritaria de Feng y Rao [42], que utilizan o bien relaciones
de recurrencia lineal (como Sakata [95]) o bien bases de Grébner (como Saints
y Heegard [93]).

No obstante, los cédigos AG (algebro-geométricos) apenas han sido imple-
mentados en la practica por los ingenieros debido entre otras a las siguientes
razones:

e En primer lugar, las ideas que hay detras de este tipo de cédigos son
consideradas como demasiado abstractas en el campo de la ingenieria,
y no se ha considerado practico hacer el esfuerzo de comprender una
teoria tan profunda como es el caso de la geometria algebraica si hay
otras alternativas. En este sentido, los matemaéaticos estan haciendo
actualmente una descripcién de este tipo de cddigos y de su tratamiento
practico mediante una aproximacién méas elemental, sin hacer uso méas
que de nociones bésicas de dlgebra abstracta (ver [43], [44], [58] o [103]).

e Por otra parte, aunque los parametros de los codigos algebro-geométricos
son mucho mejores que los clésicos en sentido asintético (es decir, para
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c6digos de longitud arbitrariamente grande), las aplicaciones técnicas
no se han visto ain en la necesidad practica de sustituir los c6édigos
que actualmente se utilizan por otros de mayor longitud sin que se dis-
pare simultaneamente el coste y la tasa de error de los mismos. Como
contrapartida, los codigos clasicos que actualmente se utilizan tienen
una decodificacién bastante mas rapida y efectiva que cualquiera de
los métodos que han sido desarrollados hasta la fecha para los cédigos
geométricos de Goppa, habiendo frenado esta circunstancia una apuesta
definitiva por los codigos AG.

e Ademas, el proceso de codificacion en el caso de los codigos estandar
es muy claro, pudiéndose distinguir con precision los simbolos de infor-
macién de los simbolos de control; este fendmeno no se reproduce con
tanta nitidez en los cédigos algebro-geométricos y seria una propiedad
deseable con vistas a la implementacion practica.

e Por dultimo, aunque algunos de los métodos de decodificaciéon para
cédigos geométricos de Goppa son efectivos, su preprocesamiento es
de una elevada dificultad e involucra una serie de algoritmos que resul-
tan complejos al estar basados en métodos de la geometria algebraica
computacional, incluso a nivel de software; por tanto, mientras éstos no
se describan de forma totalmente eficiente en términos de operaciones
elementales no podran implementarse en hardware, que es la situacion
que se requiere en la practica para las aplicaciones técnicas.

El objetivo principal de nuestro trabajo consiste precisamente en examinar
con detalle los dos tltimos puntos que acabamos de exponer, es decir, el pro-
blema de la construccion efectiva y decodificacion de los codigos geométricos
de Goppa y los algoritmos de geometria algebraica que estan involucrados
en dicho proceso. De forma mas precisa, el problema mas dificil en la cons-
truccién de tales cédigos es el calculo de una base del espacio vectorial £(G)
asociado a un divisor racional GG sobre una curva algebraica x definida sobre
un cuerpo finito IF,. Para realizar este calculo existen dos métodos generales
basados en principios completamente diferentes: la via algebraica dada por
el algoritmo de Coates, basada en el calculo del cierre integro de cierto anillo
de funciones racionales (ver [35]), o la via geométrica del algoritmo de Brill-
Noether, basada en el proceso de resolucion de singularidades y la teoria
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de adjuncién (ver [50]). Ambos métodos suponen que ya se dispone de un
modelo plano singular para la curva.

Por otra parte, en los algoritmos de decodificaciéon que hoy en dia se
consideran maés eficientes el divisor considerado es de la forma G = mP,
donde P es un punto racional de la curva; en este caso, el calculo de una
base de L(mP) es equivalente a calcular el semigrupo de Weierstrass I'p de
la curva en P y construir explicitamente funciones racionales con un tnico
polo en P cuyo orden sea un elemento arbitrario de dicho semigrupo. Este
proceso puede realizarse como mostramos al final del capitulo 2 con ayuda de
la teoria de adjuntas para el caso de curvas proyectivas planas. El algoritmo
resultante se puede sustituir por otro que presenta una forma mas sencilla
y efectiva y que se basa en un resultado de Abhyankar y Moh, suponiendo
que el modelo plano tenga una sola rama racional en el infinito y ésta esté
definida sobre el cuerpo de definicién de la curva, tomandose entonces como
P el inico punto en el infinito; esta via alternativa de describir semigrupos de
Weierstrass nunca habia sido considerada anteriormente en el contexto de la
teoria de codigos algebro-geométricos, y constituye la parte més original del
presente trabajo. El método da ademas una estimacion del niimero de errores
corregibles (la llamada distancia de Feng-Rao), que depende unicamente del
citado semigrupo de Weierstrass.

El trabajo expuesto en la presente memoria estd organizado de la siguiente
manera:

e En el capitulo 1 se presenta una breve exposicion de los conceptos
fundamentales de la teoria de cdédigos incluyendo el estudio de sus
parametros y su comportamiento asintético, y tras ello se pasa a una
rapida revision de la geometria de curvas algebraicas con el fin de in-
troducir los llamados cédigos algebro-geométricos con sus parametros
y su relacién con el llamado problema principal de la teoria de codigos.
El capitulo termina con una exhaustiva introduccién al problema ge-
neral de la decodificacién y a los principales algoritmos que actual-
mente se conocen o se estan desarrollando para decodificar los cédigos
geométricos de Goppa, incluyendo al final una aportacién original (al-
goritmo 1.3 del apartado 1.3.4) que sintetiza dos de los algoritmos ge-
nerales ya conocidos, como son los de Ehrhard y Duursma.

e El capitulo 2 comienza por la introduccién de los conceptos de para-
metrizaciones y ramas racionales de curvas planas, con el fin de presen-
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tar de forma intrinseca el proceso de desingularizacion de un modelo
plano singular y ciertos objetos combinatorios y geométricos racionales
(es decir, definidos sobre el cuerpo base) asociados a dicho proceso,
tras lo cual se describe la teoria clasica de adjuncion y la llamada re-
solucién sumergida, estudiando su relacién con el proceso intrinseco.
A continuacion se introduce la teoria de Brill-Noether, que nos per-
mite elaborar un algoritmo general para calcular una base del espacio
L(G) para cualquier divisor G sobre la curva plana; este algoritmo (lla-
mado de Brill-Noether) se presenta en su versién racional, en la cual el
cuerpo base es un cuerpo perfecto arbitrario, G es un divisor racional
y la base obtenida estd definida sobre el cuerpo base, que es la version
que tiene utilidad préactica en la teoria de codigos algebro-geométricos.
Posteriormente, se muestra un algoritmo que calcula las llamadas ex-
presiones simbolicas de Hamburger-Noether, de las cuales se deducen
la resolucién, la resolucion sumergida y los objetos anteriormente alu-
didos, que no son otros que los bosques y configuraciones de resolucién
y resolucién sumergida de la curva plana. Utilizando el algoritmo de
calculo de las expresiones simbdlicas de Hamburger-Noether se encuen-
tra en el teorema 2.4 un algoritmo que calcula bases para los espacios
L(G) a partir del dato G y un modelo plano para la curva. Se ter-
mina el capitulo dando, en términos similares, un algoritmo dado por
el teorema 2.5 que calcula el semigrupo de Weierstrass en una rama
racional de una curva plana a partir de la ecuacion de dicha curva. Los
dos tultimos resultados son conocidos desarrollos de la teoria clasica de
curvas algebraicas, pero son originales en el contexto de su aplicacion
a la teoria de codigos algebro-geométricos.

El capitulo 3 es el de mayor relevancia en la configuracion total de
la memoria. Comienza por estudiar dos semigrupos Sp y I'p en un
punto racional P, siendo I'p el semigrupo de Weierstrass y Sp un sub-
semigrupo suyo auxiliar, suponiendo que éste sea el tnico punto del
infinito de un modelo plano singular en donde sélo existe una rama,
también racional. La descripcion clésica de Sp a través del teorema
de Abhyankar-Moh y el algoritmo de raices aproximadas, es comple-
tada mediante un algoritmo original (lema 3.1) que calcula la diferencia
entre ambos semigrupos. Ambos procesos proporcionan ademas fun-
ciones explicitas que alcanzan un tnico polo en P de orden arbitrario



dentro del semigrupo de Weierstrass I'p, lo cual se aplica facilmente
en el calculo de una base de £L(mP), y por tanto en la construccién
efectiva y decodificacion de los llamados cédigos geométricos sobre un
punto. En el resto del capitulo se expone brevemente cémo encon-
trar explicitamente modelos planos singulares con una sola rama en el
infinito, como calcular una base entera para el anillo afin de coorde-
nadas de la curva plana (necesario para poder computar la diferencia
Lp\ Sp), y como puede calcularse la distancia de Feng-Rao del semi-
grupo de Weierstrass utilizando las propiedades dadas por el teorema de
Abhyankar-Moh, la teoria de generadores de Apéry y las sucesivas mo-
dificaciones de éstos cuando anadimos los elementos de I'p que no estan
en Sp. Como resultado y resumen del capitulo, el teorema 3.4 muestra
cémo el semigrupo de Weierstrass, funciones con polos tinicamente en
P de orden dado y la distancia de Feng-Rao de los sucesivos cddigos
sobre el punto P se pueden calcular todos ellos simultdneamente por
medio de un mismo algoritmo.
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Chapter 1

Decodificacién de cédigos
geométricos de Goppa

El presente capitulo tratara de exponer brevemente los conceptos, resulta-
dos y problemas fundamentales de la teoria de cédigos, asi como una breve
introduccién a la teoria de curvas algebraicas, con el fin de poder explicar
con mas detalle la teoria de codigos algebro-geométricos y su importancia en
el panorama actual de investigacion sobre la materia. El objetivo final del
capitulo es exponer los principales métodos de decodificacién desarrollados
en los ultimos anos para dichos coédigos, incluyendo entre ellos una aportacion
original en el método basado en la resolucion de una ecuacion clave.

1.1 Cdbdigos correctores de errores

El modelo general de un sistema de proteccion contra los errores producidos
en el almacenamiento o la transmisién de informacién a través de un canal
discreto sin memoria sometido a ruido comprende los siguientes elementos:

1. Una fuente de informacion que genera una cadena o palabra de
longitud k& con simbolos o letras en un alfabeto A.

2. Un proceso de codificacion que transforma univocamente el mensaje
anterior en otro de longitud n > k, sobre el mismo alfabeto u otro
diferente, y al que se ha anadido informacién redundante suficiente



como para poder detectar y corregir un nimero razonable de errores que
puedan producirse en el proceso de almacenamiento o de transmision.

3. Un canal a través del cual se transmite el mensaje anteriormente codi-
ficado o en el cual se almacena dicha informacién, la cual puede sufrir
algunos errores debidos al ruido existente en dicho canal, o al deterioro
del mismo en el caso de almacenamiento en un soporte digital.

4. Un proceso de decodificacion que asigna al mensaje distorsionado por
el canal otro mensaje que, en caso de haberse producido pocos errores,
es el mensaje introducido inicialmente en el canal, permitiéndonos asi
recuperar la informacién transmitida o almacenada, segin el caso.

Con mas precision, la codificacion es una aplicacion inyectiva
C:SCA -1

y se llama cédigo a la imagen C de dicha aplicaciéon. En el conjunto I'" se
define la distancia de Hamming entre dos palabras x,y € [ como

y mide el niimero de errores cometidos en la transmision cuando se recibe
x en lugar de y, dando lugar a una estructura de espacio métrico sobre I'".
Podemos definir entonces la cantidad

d=d(C) =min{d(x,y) | x,y€C, x#y}

llamada distancia minimal o distancia minima del cédigo C, y que re-
presenta el minimo nimero de coordenadas diferentes entre dos palabras
distintas cualesquiera de C'.

La distancia minimal d esta ligada a la capacidad correctora del codigo
C. Mas precisamente, la propiedad triangular de la distancia de Hamming
permite mostrar que el cédigo C' detecta cualquier configuracion de hasta
d — 1 errores cometidos en la transmision de una palabra, siendo capaz de

corregir (teéricamente) cualquier configuraciéon de hasta —5 | errores.

El caso que consideraremos en adelante es aquél en que A =T' = IF, es
un cuerpo finito de cardinal ¢, S = IF’; y C es una aplicacion IF-lineal, en
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cuyo caso diremos que C' = Im(C) es un cédigo lineal de longitud n y
dimensién k, y llamaremos redundancia a la diferencia n — k.

Si C' es un codigo lineal, se dice que G es una matriz generatriz del
cddigo C' si es de tipo n X k y sus filas forman una base de C' como subespacio
de IF; si fijamos una matriz generatriz G, la operacion de codificacién puede
describirse en forma matricial como ¢ = m - G, donde m € ]F'; es la infor-
macion que queremos codificar. Si la matriz G es de la forma G = (1| M),
donde [Ij es la matriz identidad de dimensién k, se dice que C' es un cddigo en
forma estdndar; en este caso, los k primeros simbolos de una palabra codigo
se denominan simbolos de informacion, y los n — k tultimos se denominan
simbolos de control. La codificacién de un cédigo estandar es muy sencilla,
puesto que consiste en anadir al mensaje m los simbolos de control m- M, y
un ejemplo tipico es el llamado cédigo de Hamming (ver MacWilliams-Sloane
[72]).

Se dice que una matriz H de tipo (n — k) X n de rango méaximo es una
matriz de control del codigo C si la aplicacion lineal dada por Sg(x) =
x - H! tiene a C' como nicleo; en este caso, podemos describir C' como

C={xelF;|x-H =0}

El cddigo dual C*+ de un cédigo lineal C' se define como el subespacio
ortogonal de C' relativo a la forma bilineal simétrica no degenerada

F* x F' — TF,

dada por

<X7 Y> =X yt
Se comprueba ficilmente que una matriz generatriz de C* es una matriz de
control para C', y viceversa.

Para cada elemento x € IF se define su peso de Hamming por w(x) =
t{z; # 0 | i =1,...,n}, relacionado con la distancia de Hamming a través
de la formula

d(x,y) = w(x —y)

De esta manera, la distancia minimal de C' puede calcularse como

d(C) =min{w(c) | ce C, c#0}



Finalmente, se llaman parametros fundamentales de un codigo lineal
C a la longitud n, la dimensién k y la distancia minimal d, en cuyo caso se
dice que C' es un cddigo de tipo [n, k,d]. Asimismo, se llaman pardmetros
asintéticos de C al par [R, 0], donde R = k/n se llama tasa de trans-
mision del codigo y representa simultaneamente el coste y la velocidad de
transmision, y donde 6 = d/n se llama distancia relativa del c6digo y mide
la capacidad correctora de C' en relacion a su longitud.

Sea C, el conjunto de todos los cédigos sobre IF, (es decir, A =T =1IF,),
lineales o no; se puede considerar la aplicacion

U ;¢ [0,1] % [0,1]

C = (R(C),6(0))
)

donde la dimensién de C' se define por k(C') = log, #C en caso de que el cédigo
no sea lineal. Llamando V, = Im V¥, se denomina dominio de cédigos
(sobre IF,) al conjunto de puntos de acumulacién U, de V,. Un resultado de
Manin dice que existe una funcién continua

a, @ [0,1] —[0,1]

tal que a,(6) = sup{R | (R,0) € V,} para § € [0,1] N Q, y que ademés
U, ={(R,9) |0 <R <0} (ver Tsfasman-Vladut [106]).

La funcién a,(d) no se conoce explicitamente, pero se conocen algunas
cotas para ella. En primer lugar, la cota de Singleton

a,(0)<1-96§

establece una cota superior para el dominio de cédigos, y se deduce de la
desigualdad d + k < n + 1, valida para todo cédigo de tipo [n, k, d].
De hecho, esta cota puede refinarse facilmente obteniendo la llamada cota

de Plotkin 5
ay(6) < max {1 — %70}
q —
Por otro lado, la cota inferior mas relevante es la llamada cota de Varshamov-
Gilbert, que establece

0,(0) 21— H,(5) |

donde
Hy(0) = élog,(q — 1) —dlog, 6 — (1 —0)log,(1 — &)
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es la funcion entropia para un canal simétrico g-ario, segiin el modelo proba-
bilistico de Shannon para un sistema de transmision de informacion.

El dominio de codigos esta relacionado con el llamado problema principal
de la teoria de codigos, que trata sobre el comportamiento asintético de los
pardmetros de familias de codigos. Mds precisamente, sea W, C IF el con-
junto de todas las posibles configuraciones de errores que (por hipdtesis)
se pueden cometer al utilizar un cédigo de longitud n en el sistema de
transmision (segin el modelo algebraico de Hamming). Si W/(C) C W,
es el conjunto de aquellas configuraciones que el cédigo C' de longitud n

puede corregir, se denomina tasa de error del cdédigo C' a la cantidad
w'(C

e(C) =1-— ﬂwé), y mide la probabilidad de que el cédigo C' fracase

al decodificar una 7E)Eadaubra emitida.

Por otro lado, se llama entropia de Hartley del sistema al limite

1 W,
= lim 7quh

n—00 n

llamandose capacidad del canal al ntimero § =1 — u. Lo que se pretende
es tener familias de cddigos de longitud arbitrariamente grande en las cuales
la tasa de transmision de los codigos se aproxime cuanto uno quiera a la
capacidad del sistema a la vez que la tasa de error sea todo lo pequena que
se quiera. El siguiente resultado, debido a Shannon, garantiza la existencia
de dichas familias (llamadas familias de Shannon) utilizando la ley de

los grandes nimeros, pero sin dar ninguna idea sobre su construccion (ver
Shannon [99]).

Teorema 1.1 (Shannon) Dado un modelo algebraico de sistema de trans-
mision con capacidad (3, existen familias de codigos C tales que, para cua-
lesquiera e, > 0 yeq > 0 prefijados, existe un codigo C' € C con R(C) > f—¢;
ye(C) < e,.

El problema principal de la teoria de cddigos consiste en cons-
truir explicitamente familias de Shannon sobre cualquier cuerpo finito. En
la practica, la tasa de error de un codigo es dificil de calcular de forma
explicita, con lo que suele tomar la distancia relativa §(C') como medida de
la calidad del codigo; de esta manera, la primera aproximacion a la resolu-
cién del problema principal consiste en encontrar familias de codigos para las
cuales R y ¢ son grandes cuando la longitud n tiende a infinito.



De forma mas precisa, se pretende en una primera etapa encontrar fa-
milias de cédigos cuyos parametros asintéticos tengan un punto de acumu-
lacién en el interior del dominio de cédigos (llamadas buenas familias de
c6digos), o mejor atn, familias de c6digos cuyos pardmetros asintéticos ten-
gan un punto de acumulacién que sobrepase la cota de Varshamov-Gilbert
(lamadas familias excelentes de cédigos), puesto que esta cota es una
buena estimacion de la capacidad del sistema, suponiendo que éste fuese
simétrico y sin memoria. La solucion explicita a este problema, conocido
como problema asintotico principal, se ha obtenido exclusivamente mediante
los llamados codigos dalgebro-geométricos, y ésta es una de las razones por las
cuales centraremos en ellos nuestro trabajo.

Por ultimo, nos referiremos brevemente a otra posible aplicaciéon de los
c6digos correctores de errores aparte de la usual, ya explicada al principio
del capitulo, como es su utilizacién en el sistema criptogrdfico de McEliece;
en este sistema, se encripta un mensaje m de longitud £ sobre IF; utilizando
como clave publica una matriz H inversible de tipo k£ xn, mediante la férmula

c=m-H+te

donde e es un vector de errores aleatorio de peso a lo mas una cantidad
prefijada t. El descifre se efectia utilizando como clave privada un par de
matrices (5, P), donde S es una matriz inversible de tipo k x k y P es
una matriz n X n de permutaciones aleatorias, ambas prefijadas, que dan
lugar a una descomposicion H = SGP de H, donde G, de tipo k X n, es la
matriz generatriz de un cédigo corrector de errores capaz de corregir cualquier
configuracion de a lo mas ¢ errores. Un célculo sencillo muestra que

cP7' =mSG +eP !
y como G es capaz de corregir hasta t errores, la clave privada nos permite
obtener mS y en consecuencia m. Este ingenioso procedimiento es aplicable
en la practica siempre que el cédigo utilizado cuente con un algoritmo de

decodificacion eficiente, lo cual sera estudiado con més detalle en la parte
final del presente capitulo, al menos para el tipo de codigos que nos interesan.

1.2 C(Cdbdigos algebro-geométricos

A continuacién estudiaremos un tipo especial de cédigos lineales, construi-
dos a partir de curvas algebraicas, y cuyos parametros tienen un excelente

6



comportamiento asintotico, segin se ha hecho referencia en el apartado an-
terior; para ello, recordaremos brevemente algunos resultados fundamentales
de geometria algebraica.

Sea y una curva algebraica proyectiva definida sobre un cuerpo perfecto
IF, y supongamos que x es lisa y absolutamente irreducible (es decir, irre-
ducible sobre la clausura algebraica IF de IF). Para dicha curva, denotaremos
por IF(x) su cuerpo de funciones racionales sobre IF y por Q(y) el IF(x)-
espacio vectorial de las formas diferenciales racionales sobre y; nétese
que, al ser IF perfecto y gr trrlF(x) = 1, toda forma diferencial sobre y puede
escribirse como f - d¢, donde f,¢ € IF(x) y ¢ es un pardmetro separable de
la extension IF(x)|IF, es decir, un elemento tal que IF(x) es una extensién
separable de IF(¢).

Sobre la curva x pueden considerarse diferentes tipos de puntos: los
puntos geométricos, con coordenadas en la clausura algebraica IF de IF, los
puntos racionales sobre IF, con coordenadas en el cuerpo de definicion IF,
y los puntos cerrados del esquema (que en adelante llamaremos abreviada-
mente puntos cerrados), que pueden verse también como clases de puntos
geométricos conjugados por la accién del grupo de Galois de la extension
TF|IF. Se define el grado de un punto cerrado P como el cardinal de la clase
de conjugacion que representa, y éste coincide con el grado de la extensién
I" de IF, donde IF’ es el cuerpo residual de P. En consecuencia, P es racional
si y solo si tiene grado 1. El conjunto de todos los puntos racionales de
sobre TF se denota por x(IF).

Un divisor racional sobre IF es una combinacion lineal formal finita de
puntos cerrados de y con coeficientes enteros; si D = > pnp- P es un divisor
racional, se define su grado como deg D = Y pnp-deg P, donde deg P denota
el grado del punto P, y se llama soporte de D al conjunto sop (D) de los
puntos cerrados de x para los cuales np # 0.

Asociados a un divisor racional D, pueden definirse los siguientes espa-
c1os:

LD)={peF(x)[(y)+D =0} U{0}
QD) ={w e Qx) | (w) = D}uU{0}

donde () es el divisor asociado a una funcién racional no nula ¢ o divisor
principal, y (w) es el divisor asociado a una forma diferencial no nula w o
divisor candnico; nétese que deg (¢) = 0 debido al teorema de Bezout, y
que deg (w) = 2g — 2, donde g es el género (geométrico) de la curva .
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Ambos son IF-espacios vectoriales de dimensién finita, y denotamos sus
dimensiones por ¢(D) e i(D) respectivamente; para todo divisor racional D,
se verifica la igualdad dada por el teorema de Riemann-Roch

(D)—i(D)=degD+1—g

que es la herramienta fundamental para el estudio de los cédigos con los que
trabajaremos.

Por otro lado, el teorema de los residuos establece que, para toda
forma diferencial w sobre y, se verifica

> resp(w) =0

Pesop ((w)oo)

donde el residuo resp(w) se calcula a partir de una expresién local de w en
términos de un parametro separable (ver Fulton [45]).

Los divisores principales y los divisores canénicos forman sendas clases
de equivalencia, en relacién a la llamada equivalencia lineal en el grupo
Divg(x) de divisores racionales sobre y dada por

D=D" <= D=D+(p), IpcF(x) \{0}

En consecuencia, si en los espacios £(D) y (D) se cambia D por otro divisor
en la misma clase de equivalencia lineal, los IF-espacios vectoriales obtenidos
son isomorfos a los anteriores.

Ademas, para cualquier divisor racional D y para cualquier divisor canoé-
nico K, se tiene el siguiente principio de dualidad:

(a) L(D)=QK — D)

(b) L(K — D)= QD)

Aplicando el teorema de Riemann-Roch, es inmediato comprobar que
L(D) = 0si deg(D) <0y, por dualidad, Q(D) = 0 si deg(D) > 2g — 2. Por
ultimo, es facil ver que £(0) = 1, y por lo tanto i(0) = g, donde ©(0) es el
espacio de las llamadas formas diferenciales de primera especie.

Para construir los llamados cédigos algebro-geométricos, nos reducire-
mos al caso en que IF = IF, es un cuerpo finito (en particular perfecto).
En este caso, sobre la curva y se considera un divisor racional de la forma



D =P +...+ P, donde P, € x(IF,), y otro divisor racional G con so-
porte disjunto al de D; entonces, tenemos bien definidas las dos aplicaciones
IF';-lineales siguientes:
evp : L(G) — IF}
p = (o(P1),....o(F))
resp : UG —-D) — Iy
w +— (resp(w),...,resp, (w))

En consecuencia, podemos definir los codigos siguientes:

CL = CL(D,G) =Im (QUD)
Cq = Cq(D,G) = Im (resp)

Usando el citado teorema de los residuos es facil comprobar que, si 2g—2 <
deg G < n, ambos cédigos son duales uno del otro, es decir

Cp = Ct

Por otro lado, dados D y G en las condiciones anteriores, existe una forma
diferencial w tal que

CL<D, G) = CQ(D, D—-G + (w))

con lo que, a efectos tedricos, basta considerar los codigos de uno de los dos
tipos.

Por otra parte, es inmediato ver que
ker(evp) = L(G — D)

ker(resp) = Q(Q)
y por tanto
dim Cp, =((G) — (G — D)
dim Cq = i(G — D) —i(G)
(ver detalles en Stichtenoth [103]).

Esto nos permite enunciar el siguiente resultado, debido a Goppa, que da
una estimacién de los parametros fundamentales de los codigos que acabamos
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de definir (también llamados cddigos geométricos de Goppa), y en cuya de-
mostracion juega un papel esencial la formula de Riemann-Roch anterior-
mente citada; por supuesto, la longitud de ambos codigos es obviamente n,
es decir, el niimero de puntos racionales usados en el divisor D.

Teorema 1.2 (Goppa) Supongamos que 2g — 2 < deg G < n; entonces las
aplicaciones evp y resp son inyectivas, y se tiene

k(O
W | b

@) E(Cq) = n—degG+g—1
d(Cq) > degG+2—2g9=d"(Cq)

En las expresiones anteriores, la cota inferior para la distancia minimal
en cada caso se denomina distancia de Goppa del correspondiente codigo
algebro-geométrico, y serd denotada simplemente por d* una vez fijado el
c6digo con el que estemos trabajando. Notese que estas estimaciones de-
penden dnicamente del grado del divisor G (fijados n y g) con lo que, con
vistas a conseguir codigos con parametros prefijados, podriamos suponer que
G =mP, donde m > 0y P es un punto racional que no esté en el soporte de
D (siempre que tal punto exista, es decir, siempre que no utilicemos todos
los puntos racionales de la curva en el divisor D), con la ventaja adicional de
que este tipo de cédigos (llamados cddigos sobre un punto) pueden decodifi-
carse de una manera bastante eficiente y la capacidad correctora del cédigo
puede incrementarse con respecto a la distancia de Goppa, como veremos en
el siguiente apartado. Ademds, aunque no aprovechemos todos los puntos
racionales de la curva en la construccion del divisor D, esto no va a influir en
la obtencion de cédigos con longitud arbitrariamente grande, hecho de gran
interés en la practica. Por todas estas razones, son éstos los codigos algebro-
geométricos mas ampliamente estudiados en la actualidad, y es por ello que
la parte mas importante de nuestro trabajo esta dedicada a la construccién
efectiva de este tipo de codigos.

En cuanto a la descripcion de estos codigos en la préctica, se puede dar
una matriz generatriz del cédigo Cr(D, G) en la forma

o1(P1) . e1(Pr)

ouP) . ou(Py)

= degG+1—g
> n—degG =d*(Cp)

~— —
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donde {¢1,...,pr} es una base del espacio vectorial L(G) sobre IF, y k =
((G), asumiendo la hipétesis 2g — 2 < deg G < n del teorema de Goppa. En
consecuencia, teniendo en cuenta la dualidad Cq = C7, la matriz anterior
es también una matriz de control para el cédigo Cq(D,G), con lo que éste
ultimo puede describirse como

lo cual pone de relevancia la necesidad de calcular de forma efectiva una
base del espacio L(G) para un divisor racional G dado, problema que serd
abordado de forma exhaustiva en los siguientes capitulos y que constituye
uno de los objetivos fundamentales del presente trabajo. Por otro lado se
necesita ademas saber evaluar una funcién racional en un punto racional
cualquiera de la curva, cosa que se puede hacer en términos de un modelo
plano para la curva mediante explosiones sucesivas en dicho punto (ver [51]
para mas detalles). Se podria describir andlogamente este tipo de codigos en
su version dual, es decir, en términos de diferenciales y residuos, pero esta
via alternativa no es tan utilizada como la anteriormente descrita.

Para finalizar esta seccion, volvemos sobre el problema asintdtico principal
de la teoria de cddigos, para dar una indicacion de su resolucion efectiva
utilizando los codigos algebro-geométricos. En primer lugar, si queremos
conseguir codigos geométricos de Goppa de longitud arbitrariamente grande,
necesitamos encontrar curvas con una cantidad arbitrariamente grande de
puntos racionales sobre IFy; en relacién a este problema, conviene recordar
las férmulas de Weil, segin las cuales el nimero de puntos racionales de
X sobre el cuerpo IF,m viene dado por

g9
Np=q"+1=Y(a" +a™), ¥m>1

=1

donde |o;| = |az| = \/q (a; € C) satisfacen

(1 — ait)(1 — ait)

e

1

(1 =#)(1—qt)

Z(x,t) ="+

y Z(x,t) = Z apt® es la funcion zeta de la curva y, es decir, a; es el nimero
k=0
de divisores racionales efectivos de grado k sobre y (ver Weil [110]). Estas
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férmulas permiten acotar superiormente el niimero de puntos racionales sobre
IF* mediante las llamadas cotas de Hasse-Weil

|Nm — (g™ +1)| < 294/q™

En particular, si m = 1 se obtiene la cota

Ex(IFy) — (¢ +1)] < 2g91/q

diciéndose que la curva x es mazimal si alcanza el maximo niimero posible de
puntos en la desigualdad anterior, es decir, si ¢ es un cuadrado y fx(IF,) =
(¢ +1) +2g,/q. No obstante, las cotas de Hasse-Weil no son una estimacién
muy fina si el género g es muy grande, como se podra deducir facilmente de
los resultados que expondremos mas adelante.

Por otra parte, conseguir Xi(]Fq> > n arbitrariamente grande no es sufi-
ciente para obtener una buena familia de c6digos si no conseguimos controlar
el crecimiento del género de las curvas y;. De forma un poco més precisa,
diremos qué condiciones deben cumplir dichas familias de curvas para poder
obtener familias de cédigos que sobrepasen la cota de Varshamov-Gilbert.

Como la grafica determinada por la cota de Varshamov-Gilbert es di-
ferenciable y convexa, es facil comprobar que existe un punto en el que la
tangente tiene pendiente —1 y en el que dicha recta deja a la grafica siempre
por encima de la misma; dicha tangente es la recta R+ 6 = 1 — Sy, donde

So = So(q) = log, B consecuencia, si tomamos un nimero 1 < S <
So, la recta R+ 0 = 1 — S (llamada recta de Tsfasman) tiene un segmento
propio contenido en el dominio de cédigos sobre IF, que situado por encima

de la cota de Varshamov-Gilbert (ver [105]).
Por otro lado, se define el nimero

Alg) = sup {hrgrisogp ]\;(E%) }

donde N,(x) = tx(IF,), v el extremo superior se extiende a todas las curvas
X definidas sobre IF, lisas y absolutamente irreducibles, si bien los resultados
pueden generalizarse (con ciertas hipdtesis) a curvas reducidas (ver [40]).
Este nimero es finito, pues aplicando las formulas de Hasse-Weil se tiene que
A(q) < 2,/q, y ademas es estrictamente positivo para todo posible ¢, gracias
a un resultado de Serre que utiliza una construccién con torres de cuerpos
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de clases (ver [98]). Pues bien, si se consigue una familia de curvas tal que el
limite superior del cociente entre el nimero de puntos racionales y el género
supere 1/Sp, Tsfasman demostré que ciertos cédigos definidos sobre dichas
curvas sobrepasan la cota de Varshamov-Gilbert. De forma més precisa, si
1 < A(g) < oo (en particular, ¢ > 5), fijamos un nimero b € IR tal que
2S5(q) < b <14 S(q), donde S(q) = 1/A(q), y tomamos una sucesién de
curvas (x;);-, tal que

. Nq(Xi)_
it g(xi) =4l

Llamemos n; = N,(x;), D; = Pi+.. .—|—Pf”_1 vy G = b; PT’;Z_, donde P, . .. ,Péi
son los puntos racionales de la curva y;, y donde b; € IR verifican que

lim ' — b. Entonces la sucesién de codigos C; = Cq(D;, G;) tiene
i—oo n; —

parametros asintoticos tales que

lim R(C;) = 1+S(q)—b > S(q)

limo(C;)) = b—28(q) > 0
y en particular superan asintéticamente la cota de Varshamov-Gilbert siem-
pre que S(q) > Sy. Este resultado implica, en particular, la llamada de-
sigualdad AG (de Algebraic Geometry bound), que establece

R+46>1-5(q)

Ahora bien, gracias a un resultado de Drinfeld y Vladut, se sabe que
A(q) < /q — 1 para todo ¢ (ver [30]), y de hecho se da la igualdad si ¢
es un cuadrado; este tultimo resultado fue probado por Ihara e, indepen-
dientemente, por Tsfasman, Vladut y Zink. En consecuencia, el problema
asintético tiene una posible solucién efectiva para los cuadrados ¢ > 49 (de-
bido a la desigualdad A(q) > 1/Sp). Para los restantes ¢ habria que dar cotas
inferiores suficientemente grandes para A(q) cuando ¢ no es cuadrado, pues
en este caso su valor exacto es ain un problema abierto, asi como buscar una
solucién alternativa cuando A(q) < 1/5.

En cuanto a la efectividad de la construccion, ha habido hasta ahora
dos vias alternativas para construir familias de curvas alcanzando la cota
de Drinfeld-Vladut. La via clésica, debida a Katsman, Manin, Tsfasman y
Vladut, consiste en utilizar las curvas modulares de Drinfeld (ver [64] y [74]),
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cuya construccién tiene una complejidad polinomial si bien las ideas son muy
sofisticadas y el problema de la decodificacion efectiva esta ain abierto. Una
via mas moderna, debida a Garcia y Stichtenoth (ver [46]), utiliza torres
de cuerpos de funciones racionales; esta alternativa es mas simple desde el
punto de vista conceptual, pero mantiene la dificultad de la decodificacion
efectiva debido al problema ya mencionado de la construccién explicita de
bases para los espacios L(G).

1.3 El problema de la decodificacion

A continuacién expondremos las generalidades de la teoria de decodificacion
de codigos correctores de errores, para pasar en seguida a la descripcién de
las principales lineas en las que se trabaja hoy en dia para decodificar los
cddigos geométricos de Goppa, haciendo referencia a la generalidad de los
algoritmos, asi como a su efectividad y a su complejidad.

1.3.1 Planteamiento del problema

Dado un cédigo C', nos planteamos la existencia de un algoritmo efectivo de
decodificacion para C' que sea eficiente y, a ser posible rdpido , puesto que
no basta con saber que el cédigo es capaz de corregir tedricamente cierto
nimero de errores si no somos capaces, mediante un algoritmo, de decodi-
ficar una palabra recibida en un tiempo razonablemente corto en relacién a
la longitud n del mensaje (concretamente, con una complejidad polinomial
en n). Ademds, la mayor o menor rapidez del mismo puede condicionar
fuertemente su utilizacién en ciertas aplicaciones que, en la practica real,
requieren una decodificacién rapida de los datos.

Para ello, fijamos un cédigo arbitrario C' C I'™ de dimensién k; si c es
la palabra transmitida e y la palabra recibida, denotamos e = y — ¢ al
vector error, con lo que {i|e; # 0} es el conjunto de posiciones de error,
los e; son los walores del error 'y wt(e) es el nimero de errores cometidos.
Si garantizamos técnicamente que el nimero de errores es a lo sumo (d —
1)/2, donde d es la distancia minimal de C, estamos seguros de que c es
la palabra del cédigo mas préxima a la palabra recibida, en relacién a la
distancia de Hamming. El inconveniente de este método es que el calculo de
la palabra cédigo mas préxima a una dada no es eficiente desde el punto de
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vista algoritmico, al ser un problema de tipo N P-completo (ver Welsh [111]).
En términos generales, se llama decodificador para el cédigo C' a toda
aplicacion

D:I"—-C"=CuU{?}

tal que D(c) = c, para todo ¢ € C, permitiendo como salida el simbolo ?
en caso de que D fracase al intentar decodificar una cierta palabra poten-
cialmente recibida. Si ademds D(y) es, para todo y, la palabra cédigo maés
préxima a y, se dice que D es un decodificador de minima distancia, y es el
que minimiza la probabilidad de error en la decodificacién para el caso de un
canal g-ario simétrico.

Si0 <t < (d—1)/2, el decodificador D se llama t-corrector (o de distancia
acotada por t) si D(y) es la palabra c6digo més préxima a y siempre que
d(y,C) < t. En particular, si t = |(d — 1)/2] se dice que D decodifica hasta
la mitad de la distancia minimal.

Un algoritmo de decodificacién para una clase de cddigos, es una
aplicacién A que asigna a cada cédigo C' de la clase un decodificador D¢
para el cédigo C' junto con un algoritmo A¢ para calcular la imagen por Do
de cualquier palabra que pueda recibirse en la transmisién, y sera de diferente
naturaleza segin el tipo de decodificador que sea Do. En general, lo que nos
interesa es un algoritmo de decodificacion de minima distancia, es decir, tal
que D¢ decodifique hasta la mitad de la distancia minimal para todo codigo
C de la familia. La construccién de tales algoritmos para clases arbitrarias
de codigos es un problema de tipo N P-completo, y éste es precisamente
el fundamento principal del criptosistema de McEliece al que nos referimos
anteriormente.

El célculo de D¢ (y) para C e y dados (donde y tiene la misma longitud
que C' y estd escrito en el mismo alfabeto) puede descomponerse en dos
partes: el preprocesamiento, donde agrupamos el conjunto de operaciones
que son comunes a toda palabra y recibida y que sélo dependen por tanto del
cddigo C') las cuales sélo se efectiian una vez y en las que podemos permitir
un mayor consumo de tiempo (dentro de la eficiencia), y la decodificacién
propiamente dicha, en donde englobamos el resto de las operaciones, a las
cuales exigiremos la mayor rapidez posible, puesto que se repetirdn cada vez
que se reciba un mensaje diferente; el problema asi planteado se denomina
decodificacion de distancia minima con preprocesamiento. Los algoritmos de
decodificacion conocidos con complejidad polinomial son validos tinicamente
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para determinadas clases de cédigos lineales y son de distancia acotada; el
mismo resultado para la totalidad de los codigos lineales y decodificando
hasta la mitad de la distancia minimal es atin un problema abierto.

A partir de ahora nos ocuparemos unicamente de la decodificaciéon de
cddigos geométricos de Goppa, y mas concretamente de los cddigos residua-
les Cq . Fijemos pues un cédigo C' = Cq(D, G), donde D = P, +...+ P, con
P; puntos racionales de la curva x considerada. Como la distancia minimal
exacta no es conocida en general, no podremos pensar (en principio) en un
algoritmo que decodifique hasta la mitad de la distancia minimal, si no que
tendremos que contentarnos con la mitad de alguna cota inferior de la misma,
que en la mayoria de los casos es la distancia de Goppa.

En primer lugar, es facil darse cuenta que si sabemos que las posiciones de
error en el caso de un cédigo lineal cualquiera se encuentran en un conjunto
de indices J de cardinal estrictamente menor que la distancia minimal, los
valores del error pueden hallarse resolviendo el sistema lineal

xH =yH
x;j=0sij¢&J

donde H es una matriz de control del codigo e y es la palabra recibida; notese
que el vector error es una solucion del sistema y ademaés es Unica, puesto que
si x fuese otra distinta entonces la palabra x —e estaria en el cédigo y tendria
peso menor estrictamente que la distancia minimal.

En consecuencia, nos basta en nuestro caso con determinar un conjunto
I C {1,...,n} de cardinal suficientemente pequeno que contenga las posi-
ciones de error. De hecho, la mayor parte de los algoritmos conocidos estan
planteados de la siguiente manera: ”hallar una funcién racional f (dentro de
un espacio de funciones relativamente pequeno) que se anule en todo punto P
tal que e; # 0”. Tales funciones se denominan funciones localizadoras de
errores, y nos permiten decodificar correctamente siempre que el nimero de
ceros que tienen dentro del soporte de D sea menor que d — 1; esto se puede
garantizar en general imponiendo condiciones sobre los divisores D y G, asi
como acotando superiormente el nimero de errores que pueden cometerse y
dando una buena estimacion de la distancia minimal.
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1.3.2 Decodificacion lineal

Sea el codigo C = Cq(D,G) y e =y — ¢ como en el parrafo anterior; sea
F un divisor arbitrario (usualmente se toma F' con soporte disjunto al de
D, pero en lo que sigue se verd que no es necesario). Llamaremos divisor
de error, y serd denotado por De, al unico divisor 0 < D, < D tal que
vp,(De) > 0 siy sblo si e; # 0, donde vp, (D) denota el coeficiente de P;
en D. El conjunto de todas las funciones de L(F') cuyos ceros contienen las
posiciones de error es el espacio L(F — D,), y se obtiene a partir de £(F)
imponiendo ¢ condiciones lineales, donde ¢ es el niimero de errores cometidos.
Si suponemos que deg F' > t + g, entonces ¢(F') >t + 1y, en consecuencia,
existe al menos una funcién localizadora de errores no nula sea quien sea e
de peso a lo mas t.

Por otro lado, si f € L(F) y g € L(G — F), entonces fg € L(G); por lo
tanto, puesto que CL(D,G) L Cq(D,G), se tiene

>_vi((f9)(P)) = >_e((f9)(P)

Andlogamente, si f € L(F — Do)y g € L(G — F), entonces fg € L(G — De);
en consecuencia, se tiene

K(y,F)={feL(F)| X_u((f9)(F)) =0, Vg€ LG —F)} 2 L(F - De)

puesto que, al tener D y G soportes disjuntos, fg se anula en las posiciones
de error si fg € L(G — D). Notese que el objeto de la izquierda (que
llamaremos nicleo asociado a F' e y) es computable a partir de la palabra
recibida y, mientras que el de la derecha es el que queremos conocer; para
ello daremos una condicion suficiente que implique la igualdad entre ambos.

Supongamos ademds que deg (G — F') > 2g — 2 + t; en este caso, se tiene
que Cq(De, G—F) = 0 al ser Q(G—F—D,) = 0. Por lo tanto, si f € K(y, F)

se verifica que
> uil(fo)(P)) = > eil(fg) () =0

para toda funcién g € L(G—F); pero esto significa que (ey f(P1), ..., enf(Py))
es una palabra que estd en el c6digo dual de Cp(De, G — F), que acabamos
de ver que era cero. En consecuencia, f se anula en las posiciones de error,
y se tiene la igualdad L(F — D) = K(y, F).

Para que las dos hipdtesis hechas sobre el grado de F' sean compatibles,
es necesario que el nimero de errores sea a lo mas [(d* — g — 1)/2]. Sea
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pues t = |(d* — g — 1)/2]| y sea F un divisor de grado t + g; suponiendo
calculadas bases para los espacios L(F) y L(G), asi como una matriz de
control H para el codigo, estamos en condiciones de describir el siguiente
algoritmo de decodificacién, debido a Skorobogatov y Viadut, y que se conoce
como algoritmo bdsico.

Algoritmo 1.1 (Algoritmo A(F))
1. Calcular el nicleo K(y, F).

2. SiK(y,F) =0 se cometieron demasiados errores; se devuelve el simbolo
7y se termina.

3. En caso contrario, elegir f € K(y,F) no nula y calcular el conjunto

J={i| f(F)=0}.
4. Resolver el sistema lineal

xH =yH

5. Sila solucion del sistema anterior no es unica, se cometieron demasiados
errores y se procede como en el paso 2.

6. En caso contrario, dicha solucion es el vector error, siempre que wt(e) <
[(d*—=1)/2] y quey —e € C.

Las hipotesis sobre el grado de F' implican también que toda funcién no
nula de K(y, F) tiene a lo mas d* —1 < d—1 ceros. En consecuencia, el algo-

*

ritmo basico corrige hasta { J errores con un orden de complejidad

O(n?).
Existen varios métodos para mejorar el nimero de errores que se pueden
corregir con el algoritmo anterior:

a) Pueden elegirse convenientemente sucesiones de divisores (F7,. .., Fy)
de forma que, al ir aplicando sucesivamente el algoritmo bésico con
cada uno de estos divisores, se consigue finalmente que uno de ellos
decodifique correctamente; el niimero de errores corregibles aumenta
ligeramente (entorno a g/4) mientras que el orden de complejidad no
varfa (ver [102] y [31]).
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b) Pellikaan demostré la existencia de s-uplas de divisores (Fi,..., F})
tales que, al aplicar en paralelo el algoritmo basico con todos ellos a
la vez, al menos uno de ellos decodifica correctamente (ver [83]); este
método decodifica hasta la mitad de la distancia de Goppa pero la
existencia y construcciéon de tales s-uplas es un dificil problema de geo-
metria algebraica sobre jacobianas de curvas, y ademas la complejidad
es del orden de O(n?).

1.3.3 Ecuacion clave y decodificacion

A continuacion expondremos un método de decodificacién alternativo que, en
cierto sentido, es equivalente al algoritmo bésico estudiado en el apartado an-
terior; este método se basa en la idea de resolver una ecuacion clave analoga al
caso de codigos clasicos de Goppa, la cual se resolvia mediante el algoritmo
de Euclides en el anillo de polinomios en una variable. Para ello, supon-
dremos en adelante que existe un punto racional P en la curva ademaés de los
utilizados en el divisor D para definir el correspondiente codigo geométrico.

En primer lugar, se considera el anillo afin de la curva y con respecto
al punto P como el conjunto K (P) de funciones racionales sobre x que
pueden tener polos tnicamente en el punto P. En este anillo, puede definirse
una funcién grado

p(f) = —vp(f)

que representa el orden del polo de f en P, y que tiene las propiedades de
una funcion peso, es decir:

(0) p(f) = —oc siy sélosi f = 0.

(1) p(Af) = p(f) para todo A € IF, \ {0}

(2) p(f +g) <maz{p(f),p(g)}, y se da la igualdad si p(f) < p(g)-

(8) Sih#0y p(f) < plg), entonces p(fh) < p(gh) *.

(4) Si p(f) = p(g), entonces existe A € IF, \ {0} tal que p(f — Ag) < p(f).

'En realidad, esta propiedad es consecuencia de la propiedad (5), y se incluye en la
definicién inicamente para establecer la diferencia entre una funcion peso y una funcion
orden, que sblo verifica las propiedades (0) a (4).
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(5) p(fg) = p(f)+ p(g).

En este método de decodificacion, nos restringiremos al caso en que G =
(h)g — uP, donde h € Koo(P) y (h)o denota el divisor de ceros de h %; para
mayor simplicidad, supondremos ademas que existe una forma diferencial n
tal que (7) = (29—2) P (aunque basta con imponer condiciones sobre los ceros
y polos de dicha diferencial). En todo caso, se puede demostrar la existencia
de diferenciales ¢4, ..., &, € Q(—D — uP) tales que resp(e1),...,resp(en) €s
la base canénica de IF}; en consecuencia, toda diferencial w € Q(G — D) se
escribe en la forma

n
w=> resp(w)e;
i=1

Para cada palabra recibida y, se define la funcién sindrome S(y) como
aquel elemento de K (P) que satisface
" B(P)—h
S = i\ i
(y)n ; Yy

Esta funcién tiene la propiedad de que y € Cq(D,G) si y sélo si S(y) =
0 (mod h). Se dice que un par (f,r) de funciones en el anillo afin K, (P) es
una solucién de la ecuacidn clave, si existe ¢ € K (P) tal que

[S(y)=r+qh

La solucion se dice que es wvdlida si ademas

p(r)—p(f) <29 —2+p
Por dltimo, una solucién valida se dice minimal si p(f) es minimal en el
-1

2
s(P), donde s(P) denota el indice de Clifford de P 3,y el ntimero de errores

conjunto de soluciones validas de la ecuacion clave. Pues bien, sit =

2Todo cédigo Cqo (D, mP) es isométrico a uno de este tipo, con lo que el método es
aplicable a los cédigos sobre un punto. Isométrico quiere decir que se corresponde por
una isometria del espacio métrico IFZ. Noétese que codigos isométricos tienen iguales
parametros, y que de un algoritmo de decodificacién para uno de ellos se puede deducir
uno para el otro codigo a través de la isometria.

3El indice de Clifford de un punto racional P de la curva x se define mediante la

k
expresién s(P) = max {2 —LkP)+1|0<k<29— 1}.
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cometidos es a lo més ¢, un resultado de Porter, Shen y Pellikaan (ver [88])
demuestra que existe al menos una solucién valida de la ecuacién clave, y
cualquier solucién valida minimal verifica

f 7
En consecuencia, la decodificacion queda reducida al calculo de una solucién
valida minimal de la ecuacién clave, lo cual puede realizarse mediante la
llamada sucesion subresultante, que generaliza el algoritmo de Euclides en el
caso de los cédigos clasicos de Goppa (ver [100]).

Existe una formulacion mds general de la ecuacion clave, debida a Fhrhard,;
esta generalizacién es equivalente al algoritmo bésico de Skorobogatov y
Vladut, y serd expuesta brevemente a continuacién (ver [36]).

Elegimos un divisor G* tal que /(G*) =0y G > G*; puesto que Q(G —
D) C Q(G*— D), y puesto que resp es inyectiva en (G — D) y suprayectiva
en Q(G* — D), existe un espacio vectorial de formas diferenciales Q(G— D) C
V C QG* — D) tal que resp : V — IF; es un isomorfismo. Este espacio
tiene dimensién n, y juega el mismo papel que el espacio generado por las
diferenciales ¢; en el algoritmo de Porter.

Por otro lado, fijada una forma diferencial no nula arbitraria 7 y escri-
biendo K = (n), podemos considerar el isomorfismo

ZUEQ(—D—/LP) y resD<r )ze

L(K — H) — Q(H)

= n

para cualquier divisor racional H; la aplicacion anterior es compatible con
inclusiones y restricciones, con lo que las contenciones Q(G — D) C V C
Q(G* — D) inducen las correspondientes L(K + D — G) C U C L(K +
D — G*), donde la aplicacién f +— resp(fn) es un isomorfismo de U sobre
IF';. Denotemos por y +— hy a la aplicacién inversa, es decir, hy es el tnico
elemento de U tal que resp(hyn) =y.

Para un divisor arbitrario F', se llama ahora solucién de la ecuacion clave
para la palabra recibida y (relativa a F'), a toda terna (f,q,r) € (L(F) \
{0 XL(K+F+D—-G)x LK+ F—G*)talque fhy =q+r.

dr -1 d—g—1
Sideg F' = {—ZQJ y wt(e) <t = {QQJ’ entonces existe al
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menos una solucién (f, g, r) de la ecuacion clave, y cualquiera de ellas verifica
r

)

Por otro lado, para la palabra y € IF se define la aplicacién lineal

que e =resp

dy + L(F) — L(K+F+D-GY)
foe [ hy
Es facil ver que LK+ F+D—-G)NL(IK+F—-G")=L(K+F—-G) =0,
y en consecuencia existe un espacio vectorial W tal que

LK+F+D-G)=LIK+F+D-G)@LK+F-G)eW

Si denotamos por 7y y 7* las proyecciones naturales sobre Wy Q(H — F))
respectivamente, observamos que hallar una solucion de la ecuacion clave
equivale a buscar una funcién f tal que d,(f) tiene una proyecciéon nula
sobre W. Por lo tanto, calculadas bases para los espacios de diferenciales
anteriores, decodificar y mediante este método consiste simplemente en efec-
tuar operaciones de dlgebra lineal, y su complejidad es de orden O(n?). Ex-
ponemos a continuacién con méas detalle el algoritmo que calcula el vector
error.

Algoritmo 1.2 (Algoritmo K (F))
1.  Calcular una matriz de la aplicacion lineal o .

2. Si ker (mw o dy) = 0 se cometieron demasiados errores; se devuelve el
simbolo 7 y se termina.

3. En caso contrario, se toma una funcion no nula f en dicho nicleo.

4. Calcular w = 7 (3,(f)).

5. Se devuelve el valor e = reng como vector error, siempre quey —e € C
y wt(e) < [(d"—g—1)/2].

Notese que en la versién original, la idea esencial es encontrar funciones
(f,r) tales que r/f tenga el minimo nimero posible de polos en el soporte
de D y calcular el vector error como resp(rn/f). La idea fundamental de
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Ehrhard es completamente similar, pero con la ventaja adicional de que no
se necesitan hipdtesis restrictivas sobre el tipo de cédigos, ni tampoco hace
falta considerar ninguna diferencial 1 ni ninguna funcién h especiales para
poder definir una ecuacién clave.

Ehrhard modificé este algoritmo para poder corregir hasta la mitad de la
distancia de Goppa; dicha modificaciéon consiste en, a partir de una palabra
recibida, construir una sucesion F; de divisores de forma que, aplicando el
algoritmo K (F) con el dltimo de ellos, se decodifica correctamente si no se
cometen demasiados errores (ver [38]). La tnica objecién es que se necesita
una hipétesis restrictiva sobre el grado del divisor G (deg G > 4g — 27, donde
7 es la gonalidad de la curva ).

1.3.4 Decodificacién por mayoria

En este apartado, estudiaremos uno de los métodos mas actuales y mas
eficientes para decodificar hasta la mitad de la distancia de Goppa, y que
incluso supera esta cota en determinados casos. Tanto este método, debido
a Feng y Rao, como sus generalizaciones, se basan en un test de mayoria
similar al que se efectuaba en cédigos lineales en el método de mayoria logica
o reduccion secuencial de cédigos. Para ello, supondremos que existe en
la curva un punto racional P,, distinto de Pi,..., P, y denotaremos por
{p; | i € IN} el conjunto ordenado de sus no-lagunas ®. Los cédigos que
queremos decodificar seran denotados o bien por C(m) = Cq(D,mPx) o
bien por C, = C(p,), segin se quiera.

Si fijamos un funcién racional g; con un tnico polo en P,, de orden p;,
se tiene que gy,..., ¢, es una base de L(p,Px), y en consecuencia la matriz
H, de tamano r x n cuyas filas son h; = evp(g;) es una matriz de control
del codigo C.. Para un posible vector error e, definimos los sindromes
unidimensionales como s;(e) = he’, y los sindromes bidimensionales

4Se define la gonalidad de la curva y como el minimo grado posible de un morfismo
no constante de y en la recta proyectiva IP', y se puede probar que coincide con el valor
T=min{deg A| A divisor, £(A)>2}.

5Se dice que un entero no negativo m es una no-laguna de Weierstrass en el punto P si
o bien m =0, o bien m > 0y L(mP)\ L((m—1)P) # 0, siendo una laguna de Weierstrass
en P en caso contrario.
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como .
sij(€) = > ex gi(Pr)g;(Pr)
k=1

Si y es una palabra recibida y el error respecto del codigo C. es e, se tiene
que g;9; € L(prPx) siempre que p; + p; < p,, y en consecuencia el sindrome
sij = s;j(e) es conocido a partir de y, siendo desconocido en caso contrario.

Sea N, = {(i,j) € IN* | p; + pj = pry1} v sea n, = #N,; se define la
distancia de Feng y Rao ¢, del cédigo C,. como el entero

Or = 0rr(pry1) = min{ns | s > r}

Se tiene que d, > d* = p, + 2 — 2g, ddndose la igualdad si r > 3g — 2 (ver
[65] o [95]).

Las entradas de la matriz S = (s;5)1<ij<- con indices (i,j) € N, son
los primeros sindromes desconocidos que nos encontramos. Una vez que
hubiésemos calculado uno de ellos conoceriamos todos los demads s;;; con
(i',7') € N, puesto que las funciones que nos dan estos sindromes se en-
cuentran en el espacio vectorial L(p,11Px)/L(prPs), que tiene dimensién
uno, con lo que dichas funciones se encuentran ligadas por combinaciones
lineales conocidas de antemano y que son heredadas por los correspondientes
sindromes.

Se considera la matriz

S(1,7) = (svj hi<ir<in<ji<j

Si (4,7) € N,, todas sus entradas son conocidas excepto s;;; en este caso, se
dice que (7, ) es un candidato respecto de C, si las matrices S(i — 1,j — 1),
S(i—1,j) y S(i,5 — 1) tienen igual rango, en cuyo caso sélo hay un posible
valor 5;; (llamado valor candidato) para asignar a la posicién (7, j) de manera
que S(i—1,7—1) y S§(4, 7) tengan el mismo rango. Si dicho valor coincide con
si; se dice que el candidato es verdadero, llamandose falso en caso contrario.
Denotaremos por 1" el nimero de candidatos verdaderos y por F' el de falsos.

Por otro lado, una entrada cualquiera (7, 5) de S se dice que es una dis-
crepancia si las matrices S(i — 1,7 — 1), S(i — 1,7) v S(4,j — 1) tienen el
mismo rango pero no asi S(i—1,7—1) y S(i,j); es obvio que el nimero D de
discrepancias es exactamente igual al rango de S. Mds atun, es facil ver que S
puede escribirse como producto de tres matrices en la forma S = H,.- E - H!,
donde F es una matriz diagonal n X n con los valores del error como entradas
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y H, es la matriz de control de C,. descrita anteriormente, con lo que D es a
lo més el numero de errores cometidos.

Supongamos que el nimero de errores es como mucho (n,—1)/2, y denote-
mos por K el numero de discrepancias en la parte conocida de S (llamadas
discrepancias conocidas). Puesto que un candidato es falso si y sélo si es una
discrepancia, se tiene

K+ F <D < wt(e)

Por otro lado, si (4, 7) es una discrepancia conocida, entonces no hay ningin
candidato en las posiciones (i, j’) para j° > j ni en las posiciones (7', j) para
i’ > 4. De la misma manera, si (i,j) € N, no es un candidato, entonces hay
al menos una discrepancia conocida en la misma fila o en la misma columna,
con lo que el niimero NC' de elementos en N, que no son candidatos es a lo
mas 2K . En consecuencia, se tiene

n.=(T+F)+ NC<(T+F)+2K

y puesto que suponemos que wt(e) < (n, — 1)/2, combinando las anteriores
desigualdades se concluye que
F<T

lo que da un criterio mayoritario para obtener los sindromes desconocidos en
las posiciones de N,. De forma més precisa, para cada prediccién s;; realiza-
da en cada candidato, podemos asignar valores a las demds posiciones de N,
a través de las relaciones lineales entre los sindromes, y 5;; es un candidato
verdadero si produce una mayoria de coincidencias en el resto de las posi-
ciones. Para poder continuar el razonamiento con N, y asi sucesivamente,
necesitamos mantener la cota del nimero de errores para los sucesivos ng
con s > r, es decir, necesitamos que wt(e) < (0, — 1)/2. Esto basta para
decodificar hasta la mitad de la distancia de Feng y Rao, pues calculando una
cantidad suficiente de sindromes desconocidos se obtiene el vector error (en el
caso mas desfavorable, tras haber calculado los sindromes hasta el paso r+ g
se obtiene una relacién lineal de una columna de S en funcién de las anterio-
res, y esto nos proporciona una funcion localizadora de errores reescribiendo
esta combinacién lineal entre las correspondientes funciones g;). En particu-
lar, se deduce que d(C,) > 9, si bien esta desigualdad puede demostrarse
directamente por métodos elementales (ver [65]).

El calculo de los sindromes desconocidos puede realizarse mediante gene-
ralizaciones del método de eliminacion Gaussiana que se aplican a matrices
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con entradas desconocidas que tengan una estructura semejante a la ma-
triz de sindromes bidimensionales, lo que da al algoritmo que acabamos de
describir una complejidad de orden O(n?). Ahora bien, aprovechando que
la matriz S tiene una estructura en bloques de Hankel, se puede sustituir
la eliminacién Gaussiana por el calculo de relaciones de recurrencia lineal en
varias variables, generalizando el algoritmo de Berlekamp-Massey, con lo cual
se gana en rapidez; esta modificacién del algoritmo se debe a ideas de Sakata
(ver [94] y [95]) y tiene una complejidad de orden (’)(ns_%), donde r es aqui
el nimero de variables utilizadas, es decir, la dimensién del espacio afin en
donde, en la practica, tenemos inmersa la curva. De hecho, el algoritmo de
Sakata calcula no sélo una funcién localizadora de errores, sino una base de
Grobner del ideal de dichas funciones, lo cual abre una nueva via tedrica para
abordar el problema de la decodificacién (ver [92] o [93]).

El algoritmo de Feng y Rao puede generalizarse a cddigos geométricos de
Goppa arbitrarios mediante el test de mayoria de Duursma, que expondremos
a continuacion; el método corrige hasta la mitad de la distancia de Goppa y
solo exige como condicién adicional que exista un punto racional P, en la
curva que no esté en el soporte de D (ver detalles en [32]).

Sea (G1 un divisor racional con soporte disjunto a sop (D); sean Gy =
G1 — Py Gy = Gy + Py. Parai =0,1,2 | sea C; = Cq(D,G;) y df =
deg (G;) + 2 — 2g; es obvio que Cy D C; 2 Cy. Para la palabra recibida
y € IF7, se define el sindrome unidimensional S;(y), para i = 0,1,2, como

q 7
la aplicacion lineal

Sily) : L(Gi) — TF,
h— iyjh(ljj)

Analogamente, fijado un divisor racional arbitrario F', se definen para i =
0,1,2 los sindromes bidimensionales S;(F) asociados al vector error e como
la aplicacién bilineal

Si(F) « L(F)x L(G; — F)— T,

(f.9) — Si(e)(f-9)

Definimos también los ntcleos K;(F') como
Ki(F) ={f € LIF) | Si(F)(f,9) =0, Vg€ L(G;—F)}
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Los espacios vectoriales Ko(F')/K(F), K1(F+ Py)/Ka(F+ Py), K1 (F+
Py)/Ko(F) y Ky(F + Py)/ K (F) tienen a lo mas dimensién uno sobre IF,,
lo cual nos lleva a considerar las siguientes condiciones:

(Al) Ki(F + Px) # Ko(F)
(A2) Ko(F) = K\(F)
(A3) LGy~ F) £ LGy~ F ~ Px)

(B1) Ki(F + Pyx) = Ky(F + Py)
(B2) Ky(F + Py) # Ki(F)

Definimos (A) < (A1) A (A2) A (A3) vy (B) < (B1) A (B2). Suponiendo
que (A) y (B) se verifican, tomando f € K1 (F+Px)\Ko(F)y g € L(G1—F)\
L(G,—F —Py), se tiene fg € L(G2)\ L(G1), y como ademés K (F + Py,) =
Ky(F + P.,), entonces Sa(e)(fg) = 0.

Por otro lado, siy € C; \ Cy e y; € e+ (1, existe una tnica constante
A € IF, tal que y1 — Ay € e+C5. Por lo tanto, si tomamos h € L£(G3) se tiene
que ASa(y)(h) = Sa(y1)(h) — Sa(e)(h), donde Sa(y)(h) £ 0si h ¢ L(Gh).

Uniendo ambas cosas, la funciéon h = fg nos permite cambiar una palabra
y1 recibida tal que Si(y;) = Si(e) por otra ys tal que Ss(y2) = Sa(e); si
este procedimiento se itera, como en cada paso cambiamos un cédigo por
otro cada vez mas pequeno, tras un numero finito de pasos conseguimos
determinar el vector error. El tnico problema es que la condicién (B) no
puede comprobarse a partir de la palabra recibida, pero esta condicién se

verifica la mayoria de las veces, segun establece el siguiente resultado (ver
[32]).

Teorema 1.3 (Teorema de decodificacién) Sea Cy O C; O Cy la ex-
tension de codigos anterior; supongamos que el género de la curva es g > 1
y tomemos t,r > 0 tales que 2t +r+ 1 < dj. Sea Fy un divisor arbitrario de
grado t, y definimos F; = Fy + 1Py parai=1,...,2g9 — 1. Para un vector
error e con peso wt(e) < t, se define

I={rr+1,...,29 -2}
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T={iel|F=F,; verifica (A)A(B)}
F={iell|F=F, verifica (A)\N—(B)}

Entonces se verifica al menos una de las tres condiciones siguientes:
L(Gl _F2g—1 —De—TPOO) 7&0

‘a(Fr_De)?éO
1T > $F

Notese que si g = 0 el algoritmo basico corrige hasta la mitad de la
distancia de Goppa y no necesitamos ningin test de mayoria, y si g > 0
podemos aplicar de forma algoritmica el resultado anterior: dado el cédigo
C = Cq(D, ), consideraremos sucesivamente los divisores G; = G + rPx,

parar =0,1,...,¢9. Tomando t = dQl , se verifica la condicion 2t +r +
1 < dj para todo divisor G; desde r = 0 hasta r = g. Sea F un divisor de
grado t y definimos F; = Fy + 1P parai=1,...,29g — 1.

La condicion £L(G1—Fyy—1—De—1Ps) # 0 junto con la cota del nimero de
errores garantizan el poder aplicar el algoritmo basico, o equivalentemente el
algoritmo de la ecuacion clave generalizada, utilizando como divisores G =
G —rPx y F = Gy — Fyy_1 — 7Py; de la misma manera, la condicién
L(F, — Do) # 0y la cota del nimero de errores dan el mismo resultado
para G = G; y F = F,.. Por lo tanto, las dos primeras condiciones del
teorema anterior nos permiten obtener directamente el vector error mediante
algoritmos conocidos y, si éstas no se verifican, un test de mayoria nos permite
reducir el tamano del codigo y continuar el proceso. Ademds este proceso
termina como mucho en r = g, pues la condicién L(F, — D) # 0 siempre
se verifica en este caso. En consecuencia, el siguiente algoritmo decodifica C'
hasta la mitad de la distancia de Goppa, como se muestra en nuestro trabajo
[41], y supone una aportacion original al introducir el esquema de votacion
mayoritaria de Duursma en la ecuacion clave de Ehrhard.

Algoritmo 1.3 (Algoritmo Dg(Fp))
Input: y € ¥y .

Se asigna y; =y .
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Para r desde r =0 hastar =g:

Go=G+(r—1)Pyx, Gi=G+rPy, Go=G+ (r+1)Py

o Si Kg,—rp. (G1 — Fyy_1 — rPy) decodifica correctamente, se de-
vuelve el valor e y se termina.

e En caso contrario, si Kg,(F,) decodifica correctamente, se de-
vuelve el valor e y se termina.

e FEn caso contrario, se calcula Iy ={i=r,r+1,...,29g —2 | F =
F; verifica (A)}, para F = F; coni € 14 se calcula el vector y,
de la manera anteriormente descrita, es decir:

— Hallar f € K1(F + Py) \ Ko(F).

— Hallar g € L(G, — F)\ L(G; — F — Py,).

— Hallar c € C1 \ Cy .

— Sea N = S5(y1)(fg)/S2(c)(fg) y tomamos como resultado

Y2 =y1 — AC.

Finalizados estos cdlculos (cada uno de los cuales se denomina
“coset decoding” en el trabajo original de Duursma), nos quedamos
con aquel valor de yo que se repita mas veces.

Se asigna y1 =yo y se pasa al siquiente 1.

Output: ?

Notese que, en caso de haberse cometido demasiados errores, podemos
llegar al final sin haber obtenido el vector error, e incluso podemos no llegar
hasta el final por falta de mayoria en alguno de los pasos. Ademsds, la com-
plejidad de este algoritmo es de orden O(n?), puesto que la mayorfa de las
operaciones vienen de aplicar el algoritmo g (F') o de hallar una funcién en
K (F + Py) \ Ko(F) resolviendo un sistema lineal (ver [32]). En consecuen-
cia, como los cédigos de tipo Cp, y los de tipo Cg son esencialmente la misma
cosa se tiene, a modo de conclusion del capitulo, el siguiente resultado (ver
[41] para més detalles).
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Teorema 1.4 Si x es una curva algebraica proyectiva lisa y absolutamente
irreducible definida sobre el cuerpo finito IF, con al menos n + 1 puntos
racionales, entonces todo codigo dlgebro-geométrico de longitud n sobre x
puede decodificarse de forma efectiva mediante una ecuacion clave generali-
zada con la ayuda de un criterio mayoritario, siempre que el divisor G que
define el codigo verifique la desigualdad 29 — 2 < deg G < n, donde g es el
género de x, y el algoritmo de decodificacion tiene una complejidad de orden

O(n?).

|

Ejemplo 1.1 Sea x la curva de Hermite sobre IF1¢ dada por la ecuacion
Y*Z +YZ* + X® = 0, la cual tiene 64 puntos racionales en la parte afin y
solo un punto en el infinito P, , también racional. Sea D = Py + ...+ Py,
G1 = 23P, y se define el cidigo C = Cq(D,Gy), de tipo [64,46,> 13].
Se considera la palabra recibida y, = (a'?,a*,a",a®,a% a%,0,...,0)), donde
a € IFyg verifica o* +a+1 =0, y se toma el divisor Fy = 6P, (mds detalles
[33] y [101]).

Con las mismas notaciones que en el algoritmo 1.3, para r = 0 se puede
comprobar que las dos primeras condiciones del teorema de decodificacion
1.8 no se satisfacen; por tanto la ecuacion clave no decodifica esta confi-
guracion de 6 errores y es mecesario efectuar un test mayoritario para dis-
minuir el tamano del codigo. En dicho test, se obtiene el conjunto I, =
{1,2,3,5,7,8,9} y se aplica el método de "coset decoding” a los divisores
F = F, para i € 1y, es decir, elegida una palabra ¢ € C'\ Cqo(D,G1 + Pw)
entonces:

o Se halla f € Ki(F + Py) \ Ko(F).
e Se halla g€ L(G, — F)\ L(Gy — F — Py).
e Se hallace C1\ Cy.

o Sea A\ = Sy(y1)(fg)/S2(c)(fg) y se toma 'y =y — Ac como resultado.

Una vez hecho esto, se toma el resultado mas repetido y obtenido entre
los divisores correspondientes a I4 como solucion del test mayoritario y se
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repite el proceso hasta que la ecuacion clave encuentre el vector error. Todos
estos calculos son elementales una vez que se hayan calculado bases para los
espacios de funciones involucrados en el proceso.

Nota 1.1 Las ideas existentes en el algoritmo bdsico pueden generalizarse
a los codigos lineales mediante el concepto de pares correctores, y también
pueden generalizarse las ideas de la decodificacion por mayoria mediante el
concepto de matrices correctoras, si bien el problema de la construccion efec-
tiva de tales objetos no ha sido aun resuelto mas que en casos muy particu-
lares, como es el caso de ciertos cddigos ciclicos (ver [34] y [82]).

Por otra parte, senalemos que si bien es cierto que, en teoria, todo codigo
lineal puede ser considerado, en cierto sentido, como un codigo dlgebro-
geométrico, la demostracion de este hecho no se basa en una construccion
efectiva (ver [85]), y no puede por tanto aplicarse en la decodificacion de
codigos lineales arbitrarios, que se mantiene aun como un problema abierto.
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Chapter 2

Expresiones simbdlicas de
Hamburger-Noether y
algoritmo de Brill-Noether

El objetivo principal de este capitulo es la revision de las técnicas basicas que
nos permiten trabajar con modelos planos singulares de curvas algebraicas.
De forma maés precisa, nos proponemos estudiar con detalle el proceso de
desingularizacién de una curva plana y, a partir de ello, dar una solucién
efectiva al célculo de bases para los espacios L(G) y Q(G), mediante el al-
goritmo de Brill-Noether; de paso, analizaremos también el problema de
dar parametrizaciones racionales para dichas curvas mediante el método de
Hamburger-Noether. Todo ello es de enorme utilidad en la construccion efec-
tiva y decodificaciéon de codigos geométricos de Goppa arbitrarios. Aunque
en el capitulo se revisan nociones y resultados clasicos, nuestra discusién pre-
senta un punto de vista propio adaptado a nuestras necesidades, es decir, a
su utilizacién en la teoria de cédigos. En este sentido, aunque nuestro interés
se centra en el estudio del caso de un cuerpo finito, todos los resultados de
este capitulo son validos para un cuerpo perfecto arbitrario, que denotaremos
por IF.
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2.1 Ramas racionales

En primer lugar, introduciremos de forma intrinseca el concepto de ramas
racionales en un punto de una curva (singular) arbitraria, lo que nos permi-
tira simplificar conceptualmente la resolucion de singularidades de una curva
singular.

Sea x una curva algebraica proyectiva definida sobre un cuerpo perfecto
IF, y sea P un punto cerrado de x. Consideremos una carta afin de dicha
curva que contenga al punto P, y sea A el anillo afin de coordenadas de dicha
carta. Por el teorema de los ceros de Hilbert, P puede ser considerado como
un ideal primo no nulo del anillo A. Sea A la normalizacion de A; A es el
anillo afin de coordenadas de la normalizacién y de la curva x, y Y es una
curva algebraica proyectiva y lisa definida sobre IF', denotandose porn : y —
x el morfismo de normalizacién. Los elementos de n™!(P) = {Py,...,P,}
se llaman ramas racionales de la curva en el punto P. Estos elementos P;
pueden verse también como los ideales primos (de hecho maximales) de A
tales que P; N A = P. El concepto de rama racional puede darse también en
términos del anillo local de la curva x en el punto P, es decir, R = O, p = Ap;
sea k(P) 2 IF el cuerpo residual en P (k(P) = R/m donde m es el tnico
ideal maximal del anillo local R), y sea R la normalizacién de R. El anillo
R es semilocal, luego tendrd un nimero finito de ideales maximales; sean
my, ..., ms dichos maximales. Las extensiones de cuerpos R/m; 2O k(P) son
finitas, y las ramas racionales en P estdn en biyeccién con el conjunto de
ideales maximales del anillo R.

Existe una tercera interpretacion intrinseca de las ramas racionales, basada

en el isomorfismo R 2 R, donde la compleccion se realiza respecto del radical
de Jacobson. Por un lado, existe una biyeccion entre los maximales de Rylos
maximales de R, y por otro existe una biyeccién entre los primos minimales
de R y los primos minimales de I%; ahora bien, el anillo R tiene el mismo
nimero de primos minimales que de maximales, luego lo mismo ocurrird con
R en virtud del isomorfismo citado. En conclusién, existe una biyeccién entre
los ideales maximales de R y los ideales primos minimales de R, con lo que
podemos reformular la nocién de rama racional en los siguientes términos.

Definicién 2.1 Dado un punto cerrado P de la curva x con anillo local R,
se llama rama racional (de x en P) sobre IF' a cualquiera de los dos objetos
equivalentes siguientes:
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a) Un ideal mazimal de R (es decir, un punto cerrado de Spec(R)).

b) Un ideal_primo minimal de R (es decir, una componente irreducible de
Spec(R) ).

Sea p un primo minimal de fi, sea y m su correspondiente maximal en
R; el cuerpo IF C A C Ap = R es un cuerpo contenido en el anillo local R.
Puesto que el cuerpo IF' es perfecto, aplicando el lema de Hensel existe una
extension finita K de IF tal que K C Ap = R es un cuerpo de coeficientes
para la compleccion R. K est4 univocamente determinado, ya que no es otra

cosa que la clausura entera de IF en R. Como RCR~R y se tiene, por

consiguiente, que K C R/p C (m) = (Rm), nuevamente por el lema de
Hensel se tiene una extensién finita K’ de K que es un cuerpo de coeficientes

—

para el anillo local (Ry). También K’ estd univocamente determinado como

cuerpo contenido en (Ry).
En consecuencia, para cualquier pardmetro uniformizante t € m\ m? se
tienen morfismos naturales

R— R/p — K'[[t]] = (Rum)

Si consideramos ahora una inmersién de la curva y en un espacio proyectivo
de la dimensién apropiada, los morfismos anteriores nos permiten definir el
concepto de parametrizacion racional, cosa que haremos con méas detalle a
continuacion en el caso de curvas planas.

2.2 Resolucién de singularidades de curvas

En este apartado nos dedicaremos al estudio de la desingularizaciéon de una
curva singular para poder ver mas adelante sus aplicaciones en los calculos
efectivos que se necesitan para manejar en forma practica los cédigos algebro-
geométricos. La idea esencial que se considera a continuacion es que no hace
falta tomar la clausura algebraica del cuerpo base para convertir todos los
puntos cerrados singulares asociados al proceso de resoluciéon en un conjunto
de puntos racionales sobre cierta subextension finita, explotar por separado
cada uno de ellos y reagruparlos al final nuevamente en clases de conjugacion,
sino que puede explotarse de una sola vez cada punto cerrado del esquema
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Spec(A) (es decir, explotar uno de sus representantes de la clase de con-
jugacién y guardar como dato el grado del punto cerrado), consiguiendo el
mismo resultado pero con un proceso conceptualmente més simple.

2.2.1 Bosque y arboles de equisingularidad

Sea y una curva algebraica proyectiva absolutamente irreducible definida
sobre un cuerpo perfecto IF. La curva y es posiblemente singular, pero en
principio no ha de tener necesariamente una inmersién en el plano. Sea IF(y)
su cuerpo de funciones, que es ademas un algebra sobre IF', y que coincide con
el cuerpo de fracciones del anillo de coordenadas de cualquiera de sus cartas
afines. Recordaremos en primer lugar el concepto de morfismo birracional
propio, que serda fundamental en lo que sigue.

Definicién 2.2 Un morfismo ¢ : x — T entre dos curvas algebraicas se
dice que es birracional si el morfismo natural inducido IF(YT) — F(x) es un
isomorfismo de IF-dlgebras. St ademds toda valoracion con centro en T tiene
un centro en x, es decir, la aplicacion natural inducida

{ramas racionales de x} — {ramas racionales de T}
es suprayectiva, se dice que el morfismo birracional es propio.

Por otro lado, dada la curva y, su normalizacién y es la curva obtenida
al normalizar las [F-algebras afines Ay para todo abierto afin U de x. Todo
morfismo no constante de curvas ¢ : y — T se extiende de forma natural a
las normalizaciones ¥ — T, y se tiene que ¢ es propio si y sélo si el morfismo
inducido en las normalizaciones es suprayectivo. De hecho, ¢ es birracional y
propio si y solo si dicho morfismo es un isomorfismo entre las normalizaciones.

El morfismo de normalizacion n : y — x es birracional y propio, con lo
que Y es un modelo liso para la curva y, es decir, una curva lisa birracional-
mente equivalente a la dada; de hecho el tinico modelo liso salvo morfismo
birregular. Se tiene asi una biyeccién entre clases de curvas proyectivas salvo
equivalencia birracional y clases de curvas lisas salvo equivalencia birregular.
Notese que la equivalencia birracional es equivalente a que las normaliza-
ciones sean isomorfas, o bien que los cuerpos de funciones racionales sean
isomorfos como IF-algebras.
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Otro punto de vista tedrico de ver el modelo liso o desingularizacion de
una curva dada y es mediante la superficie abstracta de Riemann-Zariski.
Para ello, dado un cuerpo de funciones racionales IF(y) definido sobre un
cuerpo perfecto IF con grado de trascendencia sobre IF igual a uno, se con-
sidera el conjunto S de subanillos de valoracién de IF(x) que contienen a IF;
por ser uno el grado de trascendencia sobre IF y estar S en biyeccién con
los puntos del modelo liso x cuyos anillos locales son dominios de Dedekind,
los anillos de valoracién considerados en S son de hecho anillos de valoracién
discreta. S es la llamada superficie abstracta de Riemann-Zariski a la que
se puede dar una estructura de variedad algebraica mediante la topologia
cofinita, que la hace ser isomorfa a la normalizacién . La biyeccién que da
lugar a este isomorfismo consiste en asociar a cada rama racional de x dada
por el ideal maximal @ de R el anillo de valoracién Rg. Vemos a continuacién
cémo obtener explicitamente un modelo liso para y de forma constructiva.

Definicién 2.3 Sea Iy un haz de ideales sobre la curva xo; se llama explosion
de Iy a todo par (x1,71), donde x1 es una curva y ™ : X1 — Xo €S un
morfismo birracional propio tal que:

(i) IoO,, es un haz de ideales localmente principal (es decir, inversible).

(i) Sio : T — xo es otro morfismo birracional propio cualquiera tal que
1yOxy es localmente principal, entonces existe un unico morfismo birra-
ctonal propio ¢ : Y — xy tal que o = m 0.

La explosién de un haz de ideales existe y esta definida de forma tnica
salvo yp-isomorfismo; ademas, conmuta con la localizacion y con la restriccién
a abiertos de U C yg. Este concepto nos permite obtener de una manera
alternativa la normalizacién de una curva x (salvo y-isomorfismo), mediante
la explosion del ideal llamado conductor de x, definido por:

C(U) ={/ € Ox(U) [ F O (U) € Oy (U)}

No obstante, es preferible en la practica ir explotando paso por paso los
ideales asociados a los puntos singulares de la curva y hasta conseguir una
curva no singular, pues estas explosiones son mas manejables en cuanto a que
pueden darse de forma explicita las ecuaciones locales de la curva obtenida
en cada paso.
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Con maés precision, sea xo = x vy sea Sy el conjunto de todos los puntos
cerrados de o que son singulares, es decir, aquellos puntos cerrados P tales
que el anillo local O, p no sea regular; sea Iy = I(Sp), es decir, el haz de
ideales que define Sy como subvariedad cerrada de xo, esto es Io(U) = {f €
Oy (U) | f(P)=0 VP € SyNU}. Se considera entonces la explosién
X1 — Xo de Iy que, al ser Sy un conjunto finito, se podria ver alternativamente
como una sucesion de sucesivas explosiones de cada uno de los puntos de
Sp, cada una de las cuales puede darse explicitamente mediante ecuaciones
locales en caso de tener una inmersion de la curva en una variedad apropiada.
En todo caso, esta explosiéon es un isomorfismo fuera del conjunto S, de
puntos singulares.

Podemos ahora iterar el proceso, es decir, explotar en la curva y; el ideal
I; = 1(S;) del conjunto finito S; de puntos singulares de y; mediante un nuevo
morfismo 741 : X;+1 — X; V obtener asi una nueva curva x;;;. Como en
cada paso disminuye el género aritmético de la curva explotada y el género
geométrico es un invariante birracional, resulta que tras un nimero finito
de pasos se consigue la igualdad entre ambos géneros, con lo que la curva
obtenida yy no tiene puntos singulares y el proceso termina. De hecho, el
morfismo m = m0...omy es la normalizacion de la curva plana x de partida,
salvo y-isomorfismo.

En este proceso constructivo, se obtiene un objeto combinatorio que se
denomina bosque de equisingularidad, también llamado bosque de desingu-
larizacion o de resolucion. Dicho bosque estd compuesto por arboles, cada
uno de los cuales estd asociado a cada uno de los puntos singulares de la
curva x y se denomina drbol de equisingularidad del punto correspondiente.
La descripcién de dicho bosque, que denotaremos por 7,, se realiza de la
manera siguiente:

1) Los vértices del bosque se disponen en niveles, desde el nivel 0 hasta el
nivel N; en el nivel 7 se sitian tantos vértices ¢ como puntos (Q del
conjunto S/ C x;, donde S) = Sy y S! = 7 *(S;_1) para i > 1. Es
evidente que S; C S/ para todoi=0,1,...,N y que Sy = (.

2) Dos vértices p y g del bosque correspondientes a los puntos Py () se unen
con una arista orientada de pa ¢ si P € S;, Q € S; 1, y m11(Q) = P.

3) Sobre cada arista pg del bosque se coloca como peso el nimero p,, =
[k(Q) : k(P)], donde k(P) y k(Q) son los respectivos cuerpos residuales
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de los anillos locales Oy, p y Oy, 0-

4) Sip es la raiz de algun arbol del bosque correspondiente al punto singular
P de x, entonces a p se le asigna un peso de entrada igual a [k(P) : TF].

5) Sobre los restantes vértices del bosque pueden colocarse pesos de dos
formas alternativas (equivalentes una vez conocidos los pesos sobre las
aristas); en ambos casos, se colocard sobre un vértice p que se encuentre
en uno de los arboles del bosque un peso en cada rama del arbol que
pase por p, entendiéndose por rama del arbol a todo vértice del mismo
del cual no salga ninguna arista, y diciendo que una tal rama ¢ pasa
por p si se puede llegar desde p hasta ¢ ascendiendo por las aristas
del arbol. Nétese que las ramas del arbol que pasan por p estan en
biyeccién con las ramas racionales sobre P en la curva correspondiente.
Sea ¢ una rama del arbol que pasa por el vértice p, y sean ) y P los
puntos correspondientes; supongamos que P € ;. Las dos alternativas
para dar un peso en ¢ son las siguientes:

(I) Poner como peso la multiplicidad de la rama racional q de y; en
P correspondiente a la rama ¢ del arbol que pasa por p (que
corresponde a su vez a un punto ¢) € X), es decir, la multiplicidad
epq del anillo local noetheriano O,, p/q de dimensién 1 (en este
caso, q denota el correspondiente ideal primo minimal del anillo
OXi7P )

(IT) Poner como peso el orden en P de la rama q, es decir m,, =
min{vg(f) | f € m,,p}, donde m,, p es el ideal maximal del
anillo local O, p y vg denota la valoracién normalizada (es decir,
con grupo de valores Z) correspondiente al punto ) considerado
como punto de la normalizacién y. La equivalencia entre ambos
pesos viene dada por la formula:

My g [K(Q) 1 k(P)] = epq

Notese que el orden es, en realidad, la multiplicidad de cada una de las
ramas geométricas conjugadas que estan sobre el punto P, es decir, las ramas
racionales de la curva considerdandola definida sobre la clausura algebraica IF
de IF. Ademas, existe una biyeccion entre las ramas racionales sobre P, las ra-
mas de su arbol de equisingularidad que pasan por el correspondiente vértice
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p, los puntos de yn que se proyectan sobre P mediante la correspondiente
sucesion de explosiones, los correspondientes puntos de la normalizacion de
X, las valoraciones correspondientes a dichos puntos y los correspondientes
anillos de valoracion del cuerpo de fracciones de la curva que contienen al
cuerpo base IF'; esto nos permitira identificar en todo momento estos concep-
tos, segliin nos interese.

2.2.2 Ramas y arboles geométricos

En el caso geométrico, se considera la curva definida sobre la clausura alge-
braica IF (o bien sobre una extensién algebraica suficientemente grande de
IF para que todos los puntos singulares de la curva y y de sus explosiones
X: sean racionales) y se repite exactamente el proceso anterior cambiando
el cuerpo base, es decir, cambiando y por la curva y @ IF; el bosque y los
arboles obtenidos como resultado se denominan bosque y drboles geométricos
de equisingularidad.

En este caso, los pesos sobre las aristas son siempre 1 y en consecuencia
Mpg = €pq. Ademds, el bosque geométrico se puede deducir del bosque
racional, sin mas que sustituir cada raiz de peso [ por [ raices de peso 1y, de
forma sucesiva, cada arista de peso h por h aristas de peso 1, para luego copiar
sobre cada uno de estos h vértices nuevos exactamente el mismo sub-arbol
que teniamos sobre el correspondiente vértice del bosque racional y seguir
el proceso hasta que todas las aristas tengan peso 1. En la etapa inicial, si
el punto singular P de x no es racional sobre IF, el primer paso consiste,
de forma mas precisa, en sustituir el arbol de raiz p por arboles idénticos al
arbol de equisingularidad de P tantas veces como indique el peso de entrada
[k(P) : TF] en p. Asi, se tiene en particular que las ramas racionales pueden
verse también como clases de conjugacion sobre IF' de las ramas geométricas.

Por ejemplo, si se considera en la curva sobre IFy dada por la ecuacién

X2+ XY +Y24+Y3=0

el punto racional P = (0,0) con multiplicidad 2 y explotamos dicho punto, el
resultado de la explosién es un punto cerrado liso () de grado 2, correspon-
diendo a dos ramas geométricas Q; y Q- con tangentes X + a¥ y X + o?Y,
donde o € IF4 es una raiz primitiva de la ecuacién T? + T + 1 = 0. Los
pesos que hay que poner son e,, = 2 (o bien m,, = 1) en el vértice p, y
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€qq = Mqq = 1 en el vértice ¢. Como ademds P es racional sobre IFy, el
peso de entrada en p es 1. Por tanto, el arbol racional de resoluciéon en P
consta de los puntos P (a nivel 1) y @ (a nivel 2) unidos por una arista de
peso 2, junto con los pesos anteriormente citados sobre los vértices, mientras
que el drbol geométrico consta del punto P (a nivel 1) junto con los puntos
@1y Q2 (a nivel 2) unidos ambos a P mediante sendas aristas de peso 1,
lo cual no da a simple vista ninguna relaciéon entre los puntos )7 y Q)2 que,
en realidad, son conjugados sobre el cuerpo base F;. Ademads, es necesario
considerar sobre el vértice p dos pesos (uno por cada rama ¢;) en lugar de
uno.

De los comentarios anteriores se deduce que el bosque racional es un
invariante mas preciso que el bosque geométrico, y estd mas adaptado a la
estructura de x sobre IF con lo que, a nivel tedrico, no es necesario en ningtin
momento extender el cuerpo de definicion IF, tal y como se hace normalmente
en la literatura, puesto que el objeto combinatorio considerado seria mucho
mas complejo que en el caso racional y la relacién entre los correspondientes
arboles conjugados no es clara a la vista del bosque geométrico.

Nota 2.1 FEl bosque de equisingularidad se puede sustituir por un objeto com-
binatorio equivalente que consiste en un solo drbol pesado. Para ello, basta
con anadir al bosque un nuevo punto 0, que no corresponde geométricamente
a ningun punto de la curva pero que guarda la informacion sobre el cuerpo
base, y anadir aristas que unan 0 con cada raiz p de un drbol de T, dando
como peso a una tal arista el peso de entrada en p. El punto 0 es la raiz el
drbol obtenido, y no lleva ningin peso de tipo 5) ni ningin peso de entrada.
Dicho drbol puede llamarse ”drbol aumentado” de equisingularidad de x.

El arbol geométrico aumentado de equisingularidad, es decir, el de la curva
x ®r IF, puede obtenerse a partir del drbol aumentado racional de x por
el procedimiento descrito anteriormente, consistente en sustituir de forma
sucesiva cada arista de peso h por h aristas de peso 1.

2.3 Modelos planos singulares: ramas y pa-
rametrizaciones racionales

A partir de ahora consideraremos para la curva y un modelo plano posible-
mente singular, es decir, una curva plana birracionalmente equivalente a la
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dada. Dichos modelos siempre existen, aplicando el teorema del elemento
primitivo a su cuerpo de funciones racionales, al ser el cuerpo base IF un
cuerpo perfecto. Los cuerpos de funciones racionales de ambas curvas son
isomorfos con lo que, con vistas a las aplicaciones en la teoria de codigos, da
igual trabajar con el modelo no singular o con el modelo plano, segin nos
convenga.

Supondremos pues en adelante que y es una curva plana definida sobre un
cuerpo perfecto IF, y que hemos elegido convenientemente una carta afin que
contenga a un punto cerrado P que queremos estudiar. Para dicha carta, sea
A=T[X,Y]/(f(X,Y)) el anillo afin de coordenadas, donde f(X,Y) = 0es la
correspondiente ecuacion afin de la curva. El punto P puede ser considerado
como un ideal primo no nulo del anillo A con lo que, usando la notacién del
apartado anterior, se tiene k(P) & K — Ap. De hecho, en la practica podra
escribirse K = IF[Z]/(Q(Z)) con Q € IF[Z] irreducible, lo cual es interesante
desde el punto de vista del calculo efectivo.

De esta manera, todo polinomio en IF[X, Y] puede verse de forma natural
como un polinomio con coeficientes en K y, salvo una traslacién en K[X,Y],
podemos suponer que el punto P es el origen de coordenadas. En definitiva,
hemos cambiado el anillo A por

K[X,Y]
(f(X,Y))

donde podemos suponer que el punto cerrado P corresponde al ideal (X,Y).
A partir de ahora, suponemos A definido sobre K y P es el origen de coor-
denadas.

Con la misma notaciéon que en el apartado anterior, se tiene que R =
K[[X,Y]]/(f(X,Y)), v en consecuencia un morfismo natural K[[X,Y]] —
R. Considerando el cuerpo K’ introducido anteriormente, que puede es-
cribirse como K’ = K[W|/(H(W)) con H € K[W] irreducible con vistas al
célculo efectivo, se deduce un morfismo KX, Y]] — K'[[t]] que satisface las
propiedades de lo que se denomina parametrizacion racional, y que se expone

de forma precisa en la siguiente definicion.

Aop K &

Definicién 2.4 En las condiciones y notaciones anteriores, se llama para-
metrizacion racional de x en el punto P relativa a las coordenadas X,Y a
todo homomorfismo de K-dlgebras

r o KX, Y]] — K [[t]
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continuo para las topologias (X,Y)-ddica y t-ddica respectivamente, tal que
Im(r) £ Ky f € ker(r), donde Ky es una extension finita de K yt es una
indeterminada. Es decir, equivale a dar series formales z(t),y(t) € K[[t]]
con al menos una de ellas no idénticamente nula tales que f(x(t),y(t)) = 0.

A cada parametrizacién racional r le podemos asociar la rama racional
dada por el ideal primo minimal p = ker(7), donde 7 : R — K;[[t]] es el mor-
fismo inducido por 7. De esta manera, se dice que r es una parametrizacion
racional de la rama p.

Se dice que otra parametrizacién racional s : K[[X,Y]] — K[[u]] se
deriva de 7, y se escribe s > 7, si existe una serie de potencias t(u) € Ks[[ul]
de orden positivo y existe un morfismo de K-élgebras o : Ki[[t]] — Ka[[ul]
con o(t) = t(u), tales que s = g or. La relacién > es un preorden parcial, y
se dice que dos parametrizaciones racionales r y s son equivalentes si s > r
y r > s. Se dice que la parametrizacion r es primitiva si es minimal (en
relacién al preorden parcial >) moédulo equivalencia, y ademéds la extension
de cuerpos F|IF es también minimal (es decir, que 7(X) y r(Y) no estan
simultdneamente en F'[[t]] para algin cuerpo F' con IF C F' C Fy F' # F).

Pues bien, existe una tiltima caracterizacion de las ramas racionales de
una curva basada en un resultado que dice que existe una biyeccién en-
tre clases de equivalencia de parametrizaciones racionales en P y las ramas
racionales en P; este resultado implica en particular que existen parametriza-
ciones racionales, y se sigue de la definicién 2.2 y de los comentarios anteriores
y posteriores a dicha definicion.

En consecuencia, podemos asignar a cada rama racional una parame-
trizaciéon primitiva dentro de la clase de equivalencia de parametrizaciones
racionales que le corresponde, obteniendo lo que se llama un conjunto estandar
de parametrizaciones racionales. Un problema interesante en la practica es
hallar tales conjuntos de parametrizaciones a partir de la ecuacién de la
curva; esto serd abordado en la seccion 2.7 mediante los llamados desarrollos
de Hamburger-Noether.

Nota 2.2 Los resultados de esta seccion son vdlidos para modelos singulares
no necesariamente planos sin mds que sustituir las dos variables X, Y por
tantas variables como indique la dimension de inmersion local de la curva en
cada punto P. Si x es localmente plana (por ejemplo si x estd contenida en
una superficie lisa), tomando dos pardmetros locales en cada punto reqular
P el contenido de la seccion permanece formalmente inalterado.
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2.4 Teoria de adjuncién para curvas planas

En esta seccién y en las que siguen dentro del presente capitulo nuestro
interés se centra en el caso en que la curva y es una curva plana, es decir,
la consideraremos inmersa en el plano proyectivo sobre IF. Con mas genera-
lidad, consideraremos a y inmersa en una superficie algebraica proyectiva y
lisa S definida sobre IF, sin preocuparnos para nada de dénde puede estar S
inmersa. Suponiendo x C S, tenemos ecuaciones locales para cada punto de
x en relacion al anillo local del la superficie S en dicho punto.

2.4.1 Divisor de adjuncion para curvas planas

En primer lugar, consideramos nuevamente C, el conductor de x que, por
definicién, es un haz de ideales simultaneamente de x y de x. Al ser C,
localmente principal en x (por definicién de explosion), el conductor puede
ser considerado como un divisor en y; dicho divisor es efectivo, y se denomi-
na divisor de adjuncion. Mostremos ahora cémo calcular explicitamente el
divisor de adjuncién a partir del bosque de equisingularidad.

Sean ¢, ..., q las ramas del bosque de resolucion, y sean (Qq, ..., los
puntos correspondientes de la normalizacién; denotemos por P; = 7(Q;)
(identificando x con yy). Para cada @; se tiene una sucesién de puntos

-Pj - -Pj,Oa -Pj,la s 7Pj,nj—17 F)j,nj = Q]

donde Pjj € xx v mk(Pjr) = Pjr—1 para k > 0. Entonces, el divisor de
adjuncion viene dado por la férmula:

l n;—1
A=A, = Z (Z Mp; 1.4 (epj,k - 1)) Q;

j=1 \ k=0

donde e, para un vértice p de 7, denota

l
€p = Z €p,q;
j=1

con el convenio de que e,, = 0 si la rama ¢; no pasa por el vértice p.
Alternativamente, se puede escribir el divisor de adjuncién como



puesto que my, .. = 0 si la rama ¢; no pasa por p, y ¢,, = 1. Por otra parte,
el grado del divisor de adjuncion es

deg A = Z (Z My q; (€p — 1)) deg Q; = Z (Z my,q,deg Qj) (e, — 1) =

J=1 \peTy peT \J=1

!
=) (Z ep.q;deg P) (ep—1)= Y eyle, — 1)deg P
peTx Jj=1 peTX

puesto que deg Q; = deg P-[k(Q;) : k(P)]y €pq, = Mpgq, - [k(Q;) : k(P)]. Con
el fin de simplificar la notacion, para una rama ¢ del bosque de resolucion
denotaremos en adelante por d, la cantidad

dg =d, = Z mpq(ep — 1)

pETy

Estas férmulas reproducen exactamente las féormulas del caso geométrico,
sin mas que sustituir las ramas racionales (); por las correspondientes sumas
formales de ramas geométricas conjugadas, pero el resultado es menos preciso
al olvidarnos de la estructura sobre IF' de los objetos involucrados en la misma.

En otras palabras, A es un divisor de y racional sobre IF y, por tanto,
considerarlo de esta manera es mas preciso que considerarlo como un divisor
sobre IF. Asi, los coeficientes que aparecen en el divisor de adjuncién pueden
definirse sin necesidad de ampliar el cuerpo de definiciéon IF. Por un lado,
los e, , pueden verse como la multiplicidad de cierto anillo local completo.
Ahora bien, la multiplicidad de un anillo local se puede calcular a partir
de la funcion de Hilbert de dicho anillo, y dicha multiplicidad es invariante
por complecciéon. Por otro lado, conocidos los e, , y los cuerpos residuales
k(P), k(Q) se conocen tedricamente los 6rdenes m,, , utilizando el argumento
del lema de Hensel en la seccion 2.1 para calcular el grado de la extension de
los correspondientes cuerpos de coeficientes.

Recordemos por ultimo la formula del género geométrico de una curva y
sumergida en una superficie S que, con la misma notacién que antes, viene
dado por

9= 900 =)~ X 8 = pal0) — 3 P2 odeyg P = () — Ldeg A

peTx pETX 2
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donde el nimero 6, = dimp(O, p/O, p) es estrictamente positivo si y sélo

(Ks+x) - x

si P es un punto singular de x y pa(x) = + 1 denota el género

aritmético de la misma, siendo Ks un divisor canénico de la superficie S y
denotando por ” -7 el nimero de interseccion entre dos divisores.

En el caso particular de que la curva sea plana, es decir S = IP?, se tiene
que Ks = —3L, donde L es una seccién hiperplana, y x es equivalente a mL
como divisor, siendo m el grado de la curva y, con lo cual el género aritmético
viene dado por la féormula

paly) = (m 23)m 1o (m 1)2(m 2)

2.4.2 Divisores adjuntos de curvas planas

En las mismas condiciones que en el apartado anterior, fijado un punto ce-
rrado P de Y, se tiene que P es también un punto cerrado de la superficie S,
y el cuerpo residual k(P) no depende en realidad ni de x ni de S, segun la
teoria general de puntos cerrados sobre esquemas. Se consideran los domi-
nios R = O, py O = Os p , éste ultimo regular de dimensién 2, y sean las
sucesiones exactas de morfismos naturales

O—R—0

0—-R—R

El ntcleo del primer morfismo tiene altura 1, puesto que la imagen es de
dimension 1 y, por otra parte, el dominio O es factorial, al ser O de hecho
regular; por lo tanto, dicho nicleo es un ideal primo principal de O, apli-
cando el teorema de Krull, con lo cual se puede generar por un elemento de
Os(U), donde U es un abierto afin de & que contiene al punto P. Noétese
que O = Og p es en realidad la localizacién de Og(U) en el ideal maximal
que corresponde al punto P.

En el caso particular en que S sea una superficie racional, es decir, S bi-
rracionalmente equivalente al plano proyectivo IP? (o bien IF(S) = IF(IP?)), el
elemento generador de dicho nicleo es de hecho un polinomio; esta propiedad
es importante para el punto de vista computacional, con lo que en adelante
supondremos que la curva x estd inmersa en una superficie racional S no
singular.
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Notese que al explotar un punto cerrado de una superficie racional el re-
sultado es nuevamente una superficie racional y, en particular, la explosién
de un nimero finito de puntos cerrados del plano proyectivo IP? es una super-
ficie racional. Reciprocamente, toda superficie racional (salvo isomorfismo)
se obtiene a partir del plano proyectivo IP? explotando sucesivamente un
nimero finito de puntos cerrados. En consecuencia, toda superficie racional
S puede recubrirse por un numero finito de abiertos afines que son isomor-
fos al plano afin sobre IF (equivalentemente, tales que Os(U) = IF[X,Y]), vy
reciprocamente.

En la situacién anterior, consideramos nuevamente el ideal conductor

CPZCE/R:{Z€§|ZFQR}

Por definicién, Cp es simultdneamente un ideal de R y de R, y es de hecho
el maximo ideal con esta propiedad. Podemos por tanto hacer una doble
interpretacion de Cp de la manera siguiente:

(a) Como ideal de R no se considera para nada la inmersién en S; teniendo
en cuenta que R es un dominio de Dedekind con un ntimero finito
de ideales maximales mg (correspondiendo exactamente a las ramas
racionales ) de x en P), se tiene que el ideal conductor es un producto
de ideales de la forma

C P = HﬁgQ
Q

donde div (Cp) = Z Ag Q y @ recorre el conjunto de ramas racionales
Q

de y en P. Se tiene que Ag € IN y ademds la longitud ¢5(R/Cp) =

Z Ag deg Q, en virtud del teorema chino de los restos.

Q

Por otro lado, al ser R plano se tiene que R es Gorenstein, con lo que

se verifica la llamada formula de Gorenstein

(z(R/Cp) = 2LR(R/Cp)
En otras palabras, se tiene que dg = 2 Ag para todo Q).

(b) En cuanto ideal de R, existe otro ideal 2p que contiene al nicleo del
morfismo O — R tal que 2p se aplica sobre el conductor Cp por el mor-
fismo anterior. Como R es noetheriano de dimensién 1 y Cp contiene
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algun no divisor de cero, se deduce facilmente que que el anillo
R O
Cp a Ap

es artiniano, con lo que el ideal 2Ap es primario para el ideal maximal
m(O) del anillo local O. Por definicién, se dice que el ideal Ap es el
ideal de las ecuaciones de los gérmenes de adjuntas en P sobre IF.

Se define globalmente el ideal de adjuntas 2 como un haz de ideales de
Os sobre la superficie S cuya fibra en P es el ideal %p si P es un punto de
la curva x, o bien es Og p si P es un punto de S que no estd en la curva. De
hecho, si P € x se tiene que Ap = Og p siy sélo si P es un punto no singular
de , con lo que el haz de ideales 2 esta concentrado en el conjunto de puntos
singulares de la curva y, y por tanto tiene soporte finito. Asi, dar  es, en la
préactica, equivalente a dar el nimero finito de datos 2p para P € Sing (x).

A continuaciéon daremos la definicion de divisor adjunto sobre S; dicha
definicion serd de naturaleza local-global, pues en ella tanto y como S podran
ser simultdneamente gérmenes de variedades o bien variedades (afines o pro-
yectivas).

Definicién 2.5 Un divisor efectivo D sobre S se dice adjunto para la curva
X si para todo P € Sing (x) se tiene que la ecuacion local de D en P estd en
el ideal Ap .

Nétese que en el plano proyectivo IP? dar un divisor es equivalente a dar un
ciclo de curvas D = )" n;D;, donde n; es un nimero entero y D; es una curva
plana irreducible (es decir, un divisor de Weil), y D es efectivo si n; > 0 para
todo i. En este caso, el hecho de que D sea adjunto significa que el polinomio
homogéneo en tres variables F' =[] F" tiene un gérmen de adjunta en todo
punto singular P de x, donde F; es el polinomio (univocamente determinado
salvo constante no nula en IF) que define la curva D;.

Para una superficie arbitraria & podemos considerar divisores de Cartier,
es decir, dar D equivale a dar un recubrimiento de S por abiertos de Zariski
U no vacios y dar para cada U un elemento 0 # fi; € Og(U) de forma que si
U # U’ se tiene que fy = fur uyy donde uyyr € Os(UNU’)* es una unidad
en el anillo de coordenadas del abierto interseccién (que necesariamente es
no vacio). Dos divisores de Cartier {(U, fu)} v {(V,gv)} se identifican si
fu = gv uyy para cualesquiera U y V, donde uyy € Os(U NV)*
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En particular, si S es una superficie racional los abiertos U se pueden
tomar siempre afines, es decir, Og(U) es un anillo de polinomios, con lo
que dar D equivale a dar localmente un divisor de Weil. En realidad, si la
superficie S es lisa, dar un divisor de Cartier equivale a dar un divisor de
WEeil, es decir, un ciclo de curvas D = )" n;D;, donde n; es un niimero entero
y D; es una curva irreducible inmersa en S.

Por otro lado, cada divisor efectivo se encuentra en una clase de equiva-
lencia lineal de divisores efectivos, cada una de las cuales se denomina sistema
lineal completo. Por ejemplo, para el plano proyectivo IP? existe un sistema
lineal completo |Op2(n)| para cada nimero natural n > 0 cuyos elementos se
corresponden con los del proyectivizado del espacio vectorial de polinomios
homogéneos de grado n sobre IF en tres variables.

Sobre una superficie S arbitraria, todo sistema lineal completo |G| con-
tiene un subsistema lineal formado por los adjuntos Ag para la curva y en
la clase de G, es decir, la condicion de adjunciéon es una condicién lineal
(por ser 2 un ideal). En el caso de & = IP? se tiene el subespacio lineal
A, C |Opz(n)| de los divisores adjuntos de grado n (donde A,, puede ser
vacio si n no es suficientemente grande); se puede considerar A, como el
proyectivizado IP(F,,) del conjunto F,, de polinomios homogéneos de grado
n sobre IF en tres variables que cumplen la condiciéon de adjuncién para la
curva plana x.

2.5 Resolucién sumergida

Sea y una curva sumergida en una superficie racional no singular S que,
en la practica, serd una curva proyectiva plana; veamos cémo obtener las
condiciones de adjuncién para x en términos de explosiones de la superficie
S en puntos singulares de la curva .

En general, si T es un esquema noetheriano y 7 es un haz coherente de
ideales, se define la explosion de T con centro J como un par (T, ), donde T
es un esquema noetheriano y 7 : T — T es un morfismo birracional y propio
tal que 771 (J-Oy) es un haz inversible sobre T; la explosién asi definida es
un objeto univocamente determinado salvo Y-isomorfismo. Ademas, 7 es un
isomorfismo fuera del subesquema cerrado definido por 7.

En particular, T es una variedad sobre IF si T es también una variedad
sobre IF, y si ademés T es una superficie racional se tiene que también T es
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una superficie racional, que sera la propiedad que utilicemos a continuacién.

Analogamente al caso no sumergido, podemos explotar el ideal conductor
de la curva y en la superficie S, obteniéndose como resultado una curva no
singular sumergida en una nueva superficie racional, pero es més interesante
desde el punto de vista computacional el ir explotando sucesivamente los
puntos singulares de la curva x hasta obtener el mismo resultado tedrico
pero con las correspondientes ecuaciones locales para la curva sumergida que
se obtiene.

Sean pues xo = X, So = S y 5y el conjunto de todos los puntos cerrados
de xo que sean singulares; sea Iy = I(Sy) el haz de ideales sobre Sy que
define Sy como subvariedad cerrada de Sy. Se considera entonces la explosién
m o 81 — & de la superficie Sy con centro Iy, y se definen los objetos
siguientes:

(i) La transformada total X1 de xo en Sy, que es el divisor 75 (o).

(ii) La transformada estricta x; de xo en S, que consiste en la clausura
proyectiva de 71 (xo \ So)) en Si.

(iii) El divisor excepcional E, de 7, que consiste en el divisor 77 '(S5) con
la estructura reducida.

iv) El divisor excepcional E relativo a xo dado por
1 X

Ef =) epr(xo) Ep

PeSy

donde ep(xp) es la multiplicidad de P como punto de la curva xq y el divisor
reducido Ep = 77 '(P) es isomorfo a una recta proyectiva sobre el cuerpo
residual k(P) D IF.

La relacién entre los objetos anteriores es que

X1=x1+ EYf

De forma inductiva, podemos iterar el proceso para obtener explosiones
mir1 : Siy1 — S con centro I; = I(S;) v los consiguientes objetos X1,
Xit+1, Eiv1y B}, definidos de forma andloga. Puesto que las explosiones son
compatibles con las inmersiones, tras un nimero finito de pasos obtendremos
que la transformada estricta yy serd lisa y el proceso de desingularizacion
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se habra terminado, siendo éste exactamente el mismo que el proceso que
dimos anteriormente de forma intrinseca para la curva yg.

No obstante, en este caso podemos seguir explotando Sy en aquellos
puntos Sy en donde la transformada estricta xy no sea transversal al divisor
excepcional Ey, v asi sucesivamente hasta conseguir una curva no singular
xm (M > N) isomorfa a yn que sélo tiene cortes normales con el divisor
excepcional Ey; dentro de Sy (ver Hartshorne [53]), en cuyo caso el resultado
obtenido

T=mo---omy : (Su,xm) — (S,X)

se denomina resolucion sumergida minimal de x en S.

Asociado al proceso de resolucién sumergida se tiene un bosque pesado
7 llamado bosque pesado de resolucion sumergida, en el que algunos pesos
se sustituyen por una relaciéon binaria entre vértices, llamada relacion de
proximidad. La descripcion de dicho bosque se realiza de la forma siguiente:

1) Los puntos o vértices de la configuracion se disponen en M + 1 niveles, del
nivel 0 al nivel M, colocandose en el nivel 7-ésimo tantos vértices ¢ como
puntos Q del conjunto S} C y;, donde S) = Sy y Si = xi N7, *(Si_1)
para 0 <17 < M.

2) Dos puntos p y ¢ de la configuracién se unen mediante una arista orien-
tada de p a ¢ en condiciones analogas al caso del bosque intrinseco de
resolucién, y sobre dicha arista se coloca igualmente el peso p,, que
depende de las extensiones residuales. Asimismo se colocan los pesos
de entrada en las raices de cada arbol del bosque con el mismo criterio
que en el caso no sumergido.

3) Se anaden por tltimo unas lineas de trazos (que representan las relaciones
de prozimidad) uniendo cada par de puntos préximos no triviales cua-
lesquiera en dicha configuracién, donde se dice que ¢ es préximo a p,
y se denota ¢ — p, si el punto @) esta en el transformado estricto del
divisor excepcional que crea el punto P al ser explotado, siendo P y
() respectivamente los puntos en xj,; que corresponden a los vértices
py q de la configuracién (en particular, la relacién de proximidad se
verifica trivialmente si () esta en el divisor excepcional que crea P al ser
explotado, pero dicha relacion estd ya puesta de manifiesto mediante
la arista que necesariamente une P con Q).
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La relaciéon fundamental entre los bosques 7, y 7" se obtiene a partir de
la formula de Noether
ep = Z e,

r—op
*
7"67;<

donde e, es la multiplicidad de la transformada estricta de y en el punto P
correspondiente a p; a su vez, a los e, que aparecen en la férmula anterior
se les puede aplicar la misma férmula extendida a sus respectivos puntos
préximos y asi sucesivamente con lo que, conocidos los cuerpos residuales
k(P), se pueden calcular los pesos e, contando el nimero de relaciones de
proximidad que se encuentran en la subarbol que comienza en el vértice p,
puesto que las multiplicidades terminan siendo iguales a 1 en los puntos
maximales del bosque.

Los vértices del bosque 7, se identifican con los vértices de 7" en los
cuales e, > 1 mas los primeros de multiplicidad 1 de cada una de las ramas.
El peso e,, de 7, en el punto p correspondiente a la rama dada por ¢ se
puede obtener también por recurrencia inversa a partir de las formulas de
Noether

Cpag = Z €rq  €qq=1

r—p
donde se sobreentiende que e,, = 0 si 7 no es un punto de la rama definida
por q.

En conclusion, el bosque 7" tiene a priori mds informaciéon que el bosque
7., ya que éste se puede deducir del anterior. En realidad, se puede ver que
la informacién que hay en ambos es equivalente, ya que también 7" se puede
deducir a partir de 7.

El bosque 77, y el sub-bosque 7, se pueden entender también como
objetos combinatorios asociados a la llamada configuracion de puntos infini-
tamente prozimos €, asociada a su vez a la inmersién de x en S. Dicha
configuracion es la coleccion de puntos S{ U Sy U ... U S},. La geometria
de los puntos de €}, una vez que se consideran las relaciones de proximidad
Q) — P entre ellos y los cuerpos residuales k(P), permite ir calculando los
objetos combinatorios 7" y 7, incluidos sus pesos. A ¢} se le puede lla-
mar configuracion de resolucion sumergida de x en S. A la subconfiguracion
¢, de ¢} de los puntos correspondientes a los vértices de 7, se le llamard
configuracion de resolucion de y en S.
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Con esta terminologia, dados dos puntos P y ) de la configuracién de
resolucion sumergida de y en S, se dice que @) es infinitamente proximo a P,y
se denota () > P (o bien ¢ > p si se toman sus correspondientes vértices en el
bosque 77), si se puede obtener () mediante una sucesion finita de explosiones
empezando por P. Equivalentemente, () es infinitamente proximo a P si
existe una sucesion finita de puntos de dicha configuracion de la forma

P:P07P17"‘7-PZZQ

tales que p; es proximo a p;_q para todo 1 < i <.

A continuacién volvemos a la teoria de adjuntas, para caracterizar la
condicién de adjuncién en términos de la configuracion de resolucion. Para
ello, dados P € Sy y h € Og p con ep(h) > e, — 1, se denota por H = div(h)
el divisor definido por h en la superficie S, y se considera la imagen inversa
mpH = div (tph) = (e,—1) Ep+H, donde 7p denota la explosién con centro
P. En estas condiciones, a H se le llama transformada virtual de H (respecto
de Py con peso e,) y a la multiplicidad p,(h) = eq(lf[) (donde ¢ es préximo
a p) se le llama multiplicidad virtual de h en g relativa a e, — 1.

En general, si ) es infinitamente préximo a P se puede pasar de P a ()
a través de una sucesién finita de explosiones, y haciendo las transformadas
virtuales sucesivas respecto de los valores e, — 1 se tendria andlogamente
el concepto de multiplicidad virtual del correspondiente vértice q. En cada
paso, se toma la multiplicidad virtual p,.(h) en el lugar que e,(h) toma en la
primera etapa.

Con esta notacién, se tiene que

Ap ={h € Osp|pgh) 2 e,—1 Vqg=p, q€T,}=
={h€Osp|ug(h) 2e,=1Vg=2p, qeTi}
con lo cual la condicion de adjuncion puede comprobarse localmente a partir

del morfismo de resolucion de la curva y como subvariedad de S.

Nota 2.3 Fuxisten cuatro formas equivalentes de definir el concepto de divi-
sor adjunto a x dentro de la superficie S. Sea D un divisor sobre la superficie
S que sea racional sobre TF.

Adjunta por ramas: Se dice que D es una adjunta por ramas si en cada
rama q de x el divisor D tiene un contacto (es decir, multiplicidad de
interseccion) con la curva x mayor o igual que el coeficiente d, que
aparece en el divisor de adjuncion A, .
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Adjunta divisorial: Se dice que D es una adjunta divisorial si D restrin-
gido a la normalizacion X es mayor o iqual que el divisor de adjuncion.
Por restriccion de D a x se entiende el divisor N*D, dondeN : x — S
es la composicion de la normalizacion n con la inclusion i de x en S.

Adjunta aritmética: Se dice que D es una adjunta aritmética si en cada
punto P de x la ecuacion local de D en P pertenece a la fibra 2Ap del
haz de gérmenes inducido por el conductor.

Adjunta geométrica: Se dice que D es una adjunta geométrica si en todo
punto Q) infinitamente proximo sobre la curva x la multiplicidad vir-
tual de D es estrictamente mayor que la multiplicidad efectiva de la
transformada estricta de x en dicho punto. Por puntos infinitamente
proximos sobre x se entiende puntos infinitamente proximos de puntos
de la superficie S que estan sobre la transformada estricta de x. Notese
que en la definicion de adjunta geométrica es suficiente considerar los
puntos de la configuracion de resolucion €, .

2.6 Algoritmo de Brill-Noether

En la situacién global, si el subsistema lineal A C |G| definido en el parrafo
2.4.2 es no vacio, su elemento general es una adjunta para y, pero no necesa-
riamente estd ajustada a las multiplicidades virtuales que hemos definido en
la seccién anterior. Esto quiere decir que las multiplicidades verdaderas de
las transformadas estrictas en los puntos del soporte de los divisores genéricos
de A pueden diferir de las multiplicidades virtuales e, — 1, debido a que en
la transformada virtual va incluido el divisor excepcional que crea el punto
P al ser explotado.

A continuacién revisaremos una serie de resultados clasicos sobre adjuntas
que nos permitiran calcular de forma algoritmica una base para el IF-espacio
vectorial £(G), siendo G un divisor racional.

2.6.1 Teoremas de adjuncién

Sea S = IP? y sea x una curva en S, es decir, una curva plana. Se considera

el morfismo natural
N : y— P?
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donde N = i o n, siendo n la normalizaciéon de x e ¢ la inclusién de x en el
plano IP?. Para cada divisor adjunto D € A, se considera su pull-back que
viene dado por N*D = A + D’ para cierto divisor efectivo D’. El siguiente
resultado, debido a Noether, nos proporciona (en el caso de curvas planas)
una propiedad fundamental de las adjuntas globales; ver Gorenstein [49] para
mas detalles.

Teorema 2.1 (Teorema de adjuncién) En las condiciones anteriores, si
n+3 > deg x se tiene que los divisores D' que se obtienen cuando D recorre
A, son exactamente los del sistema lineal completo | Ky+(n—m+3) L|, siendo
Ky un divisor candnico de X, L el divisor seccion hiperplana y m = deg x.

Es decir, los cortes de las adjuntas de grado n > m — 3 con la curva Yy,
fuera del divisor de adjuncién, dan los divisores sobre y del sistema lineal
completo | K+ (n—m+3) L|. Esto significa que las condiciones de adjuncién
locales son linealmente independientes si se imponen a divisores de grado n
suficientemente grande (aplicando la férmula de Riemann-Roch), y ademés
esta independencia lineal no es sélo local (sobre gérmenes de Op2 p) sino que
es de hecho global, es decir, las condiciones de adjunciéon son linealmente
independientes sobre todos los puntos P simultdneamente. En particular, si
n = m — 3 se tiene el siguiente resultado, que permite comprender la formula
del género en el contexto de los problemas de condiciones asignadas, es decir,
condiciones de pasar virtualmente por puntos de configuraciones.

Corolario 2.1 Sin = m — 3 entonces los D' antes descritos son exacta-
mente los divisores canonicos efectivos de x. FEn particular, se tiene un
IF-isomorfismo de sistemas lineales completos

A, — | K]
D—N'D—- A

Notese que la aplicacién anterior es inyectiva al ser n < m. La dimensién

sobre IF del espacio vectorial de formas de dimensién m — 3 (en tres varia-
-1 -1 -2 . , C
bles) es m 5 = (m )2(m ), es decir, el género aritmético p,(x).

Ademas, el numero total de condiciones que impone la adjuncién y que son

linealmente independientes sobre IF' es igual a idegA (localmente serian
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1
dimp(Op2 p/Cp) = ideg Ap por la propiedad de Gorenstein). La férmula

1
del género geométrico g(x) = pa(x) — ideg.A se puede interpretar asi como

el problema de condiciones asignadas de pasar virtualmente por los puntos
Q de la configuracién ¢, con multiplicidades virtuales eg — 1, siendo estas
condiciones linealmente independientes para los divisores de grado m — 3.

A continuacién presentamos un teorema cldsico, pero que enunciaremos
en una version racional, es decir, sin hacer ninguna referencia a la clausura
algebraica del cuerpo base IF, y por tanto més en consonancia con el lenguaje
que venimos utilizando a lo largo de todo este capitulo. Los detalles sobre
su demostracién pueden verse en Polemi [87].

Teorema 2.2 (Teorema del resto) Sea x una curva algebraica proyectiva
plana y absolutamente irreducible definida por un polinomio homogéneo F &€
IF[Xo, X1, Xo|, y sea A su divisor de adjuncién. Sean Gy G' dos divisores so-
bre x, racionales sobre IF, linealmente equivalentes y tales que G’ es efectivo.
Si H € TF[X,, X1, Xs] es un polinomio homogéneo tal que

N‘H=G+A+R

para cierto divisor efectivo R, entonces existe un polinomio homogéneo H' €
IF[Xq, Xy, Xs| con deg H = deg H tal que

N*H =G+ A+R

2.6.2 Cadlculo de bases para L(G) y QG)

A continuacion enunciamos un resultado que se demuestra facilmente a partir
del teorema del resto, y que es la base tedrica un algoritmo que nos permite
calcular una base del espacio £(G). El enunciado no es la versién geométrica
original para un cuerpo algebraicamente cerrado, sino que esta adaptado a
la estructura de la curva y sobre el cuerpo base IF, es decir, que se trata
también de una versién racional, cuya demostracion puede encontrarse en

Polemi [87].
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Teorema 2.3 (Brill-Noether) Sea x una curva proyectiva plana y absolu-
tamente irreducible definida por un polinomio homogéneo F € TF[Xq, X1, Xs],
sea A su divisor de adjuncion y sea G un divisor sobre x que sea racional

sobre IF. Sea una forma Hy € F,, con n € IN\ {0}, definida sobre IF, que
no sea divisible por F y tal que

NHy>G+ A

Entonces se tiene que
h
0

donde h,hy € TF(x) denotan respectivamente las funciones racionales H, Hy
restringidas a la curva x, y F, C IF[Xo, X1, Xa] denota el conjunto de formas
de grado n en tres variables definidas sobre IF.

Como consecuencia de este resultado, el algoritmo siguiente calcula una
base de L(G) sobre IF, para cualquier divisor racional G (ver Haché [50] para
més detalles).

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de Brill-Noether)
Dado G, se definen J =G+ Ay J, =max{J,0}.

(1) Se elige n € IN suficientemente grande para que existan formas H € F,
con coeficientes en ¥, no divisibles por F' tales que N*H > J,. Por
ejemplo, se puede tomar

n > max m_17@+degj+ s
2 m 2

donde m = deg F' es el grado de la curva x, suponiendo éste distinto
de cero (ver Haché [50]).

(2) Calcular una base sobre IF del espacio vectorial

V={HeF,: FIH o N'"H > J,}U{0}
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(3) Suponiendo n > m, calcular un conjunto de formas de F, que den una
base sobre IF del espacio vectorial V! = V/W, donde W ={A € F, :
F|A} U {0}.

(4) Elegir un elemento Hy € V\ W y calcular el divisor N*Hy.

(5) Calcular, utilizando la base obtenida en (3), un conjunto de formas de
Fn linealmente independientes sobre IF que generen, modulo W, el es-
pacio de formas H que verifican N*H > N*Hy— G (0 bien H =0), es
decir, N*H > A+ R donde R = N*Hy — J.

(6) Si{Hy,...,H} esla base obtenida en (5) y parai=0,1,...,s denota-
mos por h; € TF(x) las funciones H; restringidas a la curva x, se tiene

que
hy hs
B— {%’...7%}

es una base del espacio L(G) sobre IF.

Dada la dualidad entre los espacios de funciones £(G) y los espacios de
diferenciales 2(G), pueden calcularse a partir del algoritmo anterior bases
sobre IF de los espacios Q2(G) para cualquier divisor racional G. Con mas
precision, sea 1 una forma diferencial no nula arbitraria definida sobre IF y
sea K = (n) el correspondiente divisor canénico, que es obviamente racional;
entonces, para cualquier divisor racional G se tiene el IF-isomorfismo

LK —G) — Q(G)

f—=fn
En consecuencia, calculada una IF-base {fi,..., fs} del espacio L(K — G) se
tiene que el conjunto
{fin,-... fin}

es una base sobre IF del espacio vectorial (G). El tnico problema adicional
podria ser el calculo del divisor de una forma diferencial, pero esto se puede
hacer en cada punto en términos de una expresién local en dicho punto (ver
Fulton [45]).
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2.7 Algoritmo de Hamburger-Noether

En esta seccién nos dedicaremos al estudio algoritmico del proceso de re-
solucion de singularidades, asi como el calculo formal de parametrizaciones
racionales de ramas mediante el método de Hamburger-Noether, poniendo
ademds de manifiesto la relacion entre ambos procesos. Esta parte algoritmica
es esencial para la aplicacion préactica de las ideas expuestas a lo largo del pre-
sente capitulo, y en consecuencia para la construccién efectiva de los codigos
de la geometria algebraica.

2.7.1 Desarrollos de Hamburger-Noether

Aunque la definicién general puede darse en curvas sumergidas en un espacio
de dimensién arbitraria (véase Campillo [16] o Campillo-Castellanos [17]),
nos vamos a restringir al caso de curvas planas por razones de efectividad al-
goritmica; asi pues, sea p : IF[[X,Y]] — F[[u]] una parametrizacién racional
sobre IF' de una curva plana x definida en el punto P (en las condiciones de
la seccién 2.3), siendo F' una extensién finita del cuerpo base IF. Denote-
mos abreviadamente por O el anillo local de y en el punto P. Como hemos
mostrado en la seccién 2.3, O se puede ver como un subanillo de TF[[u]],
siendo los elementos imagen de X e Y un sistema minimal de generadores
prefijado en el ideal maximal de O.

Definicién 2.6 Llamaremos desarrollo de Hamburger-Noether de x en
P siguiendo la rama dada por p a una sucesion finita 1D = (Z_1, Zy, Z1, ..., Z,)
de expresiones del tipo:

Z,l = 0,07120 + CI,O’QZg + ...+ CLO’hOZ(})lo -+ ZgOZl
Z() = aLQZlQ + &173ZE + ...+ CLL}“Z{H + Z{lle
2 3 hr—l hr—l
ZT_Q = ar_172ZT_1 + (lr_173Z,«_1 +...+ ar—l,hr_1Zr71 + erl ZT’
Ly = Z ar,iZ:

i>1
donde r es un entero no negativo, a;; € F', a1 =0 st k>0, h; son enteros
estrictamente positivos y ademads se verifica que

f(Z0(2,), Z24(2:)) =0 en F((Z,))
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siendo f € IF[[X, Y]] un generador del ideal ker (p) .

La existencia de tales desarrollos, asi como el hecho de que siempre ad-
miten un nimero finito de lineas (es decir, r < co) se puede deducir a partir
de la parametrizacién p mediante un proceso algoritmico basado en divisiones
sucesivas de series de potencias (ver Campillo-Castellanos [17] o Rybowicz
[91]). De hecho, un desarrollo de Hamburger-Noether ID es siempre una
parametrizacién racional primitiva equivalente a p (considerando X = Zg e
Y = Z_, como funcién del pardametro s = Z, mediante sustituciones suce-
sivas). Ademéds, ID depende tunicamente de la rama dada por p y de la
eleccion de parametros z,y en O dada por las imagenes de X, Y a través de
la aplicacién p. Asi, fijados X e Y, el conjunto (finito) de todos los posibles
desarrollos de Hamburger-Noether no equivalentes constituye un conjunto
estandar de parametrizaciones racionales de x en P (ver [17]).

Nota 2.4 Fl papel que juegan los desarrollos de Hamburger-Noether en ca-
racteristica arbitraria es exactamente el mismo que juegan cldsicamente los
llamados desarrollos de Puiseuz en el caso del cuerpo de los numeros com-
plejos (o de caracteristica 0). El problema principal de los desarrollos de
Puiseux es que, en general, no se puede garantizar su existencia si la carac-
teristica no es nula. Un desarrollo de Puiseux es una parametrizacion de la
forma
X(t) = ot”

=
Y(t)=> N\t
>V

donde o € F* y \; € F'. Una tal parametrizacion existe si y solo si el grado
de separabilidad de la extension L|IF((X)) es primo con la caracteristica de
IF, donde L es el cuerpo de fracciones del anillo local (5, en cuyo caso también
son parametrizaciones racionales. Para que ademads estas parametrizaciones
racionales sean primitivas, no solo es necesario que v sea igual al orden de
la rama racional a la que representa, sino que para ello hay que elegir muy
adecuadamente los valores de o y A;, siendo éste un problema no trivial (ver
[17] o [35]). Una segunda ventaja de los desarrollos de Hamburger-Noether
es que dan directamente parametrizaciones racionales primitivas.

A continuacién mostraremos como calcular desarrollos de Hamburger-
Noether sin necesidad de conocer a priori ninguna parametrizacion local de
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la curva, sino utilizando nada més el poligono de Newton de la ecuacion local
de x en el punto P. El método sera expuesto para el caso en que la curva
solo tiene una rama en P; para el caso general, el método funciona de manera
analoga siempre que la curva sea reducida, basandose en la idea de que el
poligono de Newton se obtiene pegando los poligonos de Newton de cada
una de las ramas de manera que la pendiente de los sucesivos segmentos sea
creciente. Este algoritmo proporciona, en particular, el arbol de resolucién
asociado a P; nos remitiremos a Rybowicz [91] o Campillo-Castellanos [17]
para mas detalles.

Para ello, daremos en primer lugar el concepto de poligono de New-
ton, puesto que sera la herramienta fundamental en el algoritmo que sigue.
Supongamos que IF es un cuerpo perfecto, y que la curva x esta dada, en
coordenadas afines, por la ecuacion f(X,Y) = 32, 559 caﬁXo‘Yﬂ =0, donde f
es un polinomio irreducible en IF[X,Y]; supongamos que el punto que que-
remos estudiar es el origen de coordenadas P = (0,0), y supongamos que en
dicho punto sélo existe una rama racional sobre IF. Se considera el diagrama
de Newton de f

D(f) ={(e,8) | cap # 0}
Denominaremos poligono de Newton de f (en el origen) al conjunto de los
segmentos acotados de la frontera del cierre convexo de D(f) + IR%r , y sera
denotado por P(f).

Excluyendo los casos triviales en los que la curva es uno de los ejes de
coordenadas, sea [ (respectivamente n) el minimo entero tal que (1,0) € D(f)
(respectivamente (0,n) € D(f)); podemos obviamente suponer que n < [.
En este caso, la irreducibilidad de f como serie de potencias sobre IF en el
origen implica, usando el lema de Hensel, que el poligono de Newton consta
de un solo segmento (con pendiente no nula) de extremos (,0) y (0,n).

En estas condiciones, sea A = P(f) el poligono de Newton y se define

LIX,Y) = Y capXY?
(e,3)€A
Como consecuencia del lema de Hensel, se tiene que L(X,Y) = ¢D(X,Y)
para cierto ¢ € IF* y cierto D(X,Y) polinomio ménico en Y casi-homogéneo
de cierto peso I'n’ y definido sobre IF. De forma més precisa, sie = mcd (I, n)
se tiene

D(X,Y) = JT(Y" —6;X")

—

1

J
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con 0; € IF, siendo entonces el llamado polinomio caracteristico de A

PA(N) = 1:[(/\ —4;)

un polinomio irreducible sobre IF (es decir, los d; son entre si conjugados por
el grupo de Galois sobre IF). Se tiene ademds que [ = l'ed y n = n'ed, siendo
med(l',n') = 1.

Escribiendo [ = gn + h con 0 < h < n, nos encontraremos en uno de los
dos casos siguientes:

Caso 1: h = 0; esto implica ed =n, I’ = g y n’ = 1. Escribiendo
ap1 = ... =aor-1 = 0, y Qo1 = o

donde ¢ es una rafz simbdlica ! del polinomio caracteristico (M),
obtenemos que la primera linea del desarrollo de Hamburger-Noether
comienza por

Z_1 = CL07l/Z(l)/ + ...

Entonces se efectiia sobre f la transformaciéon
Ti(f.0.1) = FX.Y +0X") = fi(X,Y)

tras la cual f; tiene como poligono de Newton un segmento de extremos
(11,0) y (0,n) con l; > [, y se repite el proceso, teniendo en cuenta
que f; tiene coeficientes en el cuerpo Iy = IF[A]/(Pa(N)) v que es
irreducible sobre dicho cuerpo.

Caso 2: h > 0; en este caso, la primera linea del desarrollo de Hamburger-
Noether es exactamente
7 =787
Es féacil ver que el polinomio U(f,l,n) = f(Y,X YY) es divisible por

Y™, con lo que aplicando a f la transformacién

r(fm) = TEEYD )

'Por una rafz simbélica de ®(A\) queremos decir que se sustituye IF por el cuerpo
F1 =TF[A\]/(Pa(X)) ¥ se toma como § la clase residual de A en dicho cuerpo.
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el poligono de Newton A; obtenido tiene por extremos (n,0) y (0,h)
con h < n, y su polinomio caracteristico es ®a, (A) = A* Pa(1/N). Se
repite entonces el proceso y pasariamos a buscar la siguiente linea del
desarrollo de Hamburger-Noether, efectuando en T'(f,1,n) la identifi-
cacion X =7, e Y =7.

En caso de repetirse varias veces seguidas el caso h = 0 en el calculo
de la k + 1-ésima linea del desarrollo de Hamburger-Noether, donde k €
{0,1,...,7 — 1}, se irfan sumando los nuevos resultados obtenidos a la parte
anterior de dicha linea, es decir, se obtendria un I’ > [’ de forma analoga al
" definido en dicho caso, y se escribe

/
a1 =...=app-1=0, y appm =29

con ¢ una nueva raiz simbélica del correspondiente polinomio caracteristico,
obteniéndose entonces que dicha linea resulta ser

l/ l//
Z_q = CLO,ZIZO + a07l//ZO + ...

y asi sucesivamente hasta que caigamos en el caso h > 0, en cuyo caso se
anade el término Z{Z; y se cambia de linea.

En consecuencia, aplicando un nimero finito de transformaciones de tipo
T; o de tipo T', llegaremos al final a un poligono de Newton trivial (es decir,
tal que min (I,n) = 1 y quizés sin ningin punto en el eje vertical), con lo
que el algoritmo se terminaria y obtendriamos sucesivamente las lineas del
desarrollo de Hamburger-Noether buscado.

Nétese que cuando el poligono de Newton es trivial la ecuacién f(X,Y)
se ha convertido en una ecuacién ¢(Z,,Z,_1) donde g estd definido sobre
un cuerpo IF’ obtenido por sucesivas extensiones simbélicas de IF (es decir,

anadiendo a IF sucesivas raices simbdlicas) y se tiene que J (0,0) # 0.

07,1
Esto significa que a partir del polinomio ¢(Z,,Z,_1) se pue:ie obtener la
ultima linea del desarrollo de Hamburger-Noether por medio del teorema de
la funcion implicita. Dicha linea presenta a Z,_; como serie de potencias en
la variable Z, 2. En la practica no es necesario calcular esta serie, ya que

2En particular, si la rama en la que estamos trabajando es no-singular, el desarrollo de
Hamburger-Noether consta de una sola linea en la que se presenta Z_1; =Y como serie de
potencias en la variable Zg = X, y dicha serie se obtiene a partir de la ecuacién local de
la curva, que coincide con el polinomio g.
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su ecuacion implicita g da la informacién necesaria para efectuar cualquier
calculo o algoritmo.

El producto final del algoritmo anterior es una parametrizacion racional
implicita de la Unica rama racional en P, en el sentido de que esta dada
por un conjunto finito de expresiones de las cuales la tltima de ellas esta
dada en forma implicita, pero podremos trabajar con ellas perfectamente en
el caso de que queramos comprobar con ellas, por ejemplo, la condicién de
adjuncion local, puesto que esto no supone mas que calcular el orden de una
funcién en la rama y esto se puede realizar perfectamente con la informacion
simbdlica dada en el desarrollo de Hamburger-Noether de dicha rama me-
diante el método de derivacién implicita formal (es decir, por coeficientes
indeterminados).

Aparece, por tanto, una tercera ventaja de los desarrollos de Hamburger-
Noether sobre los de Puiseux: el calculo efectivo de tales desarrollos. Dicho
calculo se apoya simplemente en transformaciones sucesivas de tipo T o de
tipo T' y en los tres principios siguientes:

(1) En la primera etapa se calculan los puntos cerrados del plano que son
puntos singulares de x. Esto se consigue resolviendo el sistema f =
fx = fy = 0 (por ejemplo mediante el método de triangulaciéon del
dlgebra computacional) y escribiendo cada una de las las soluciones en
una extension simbolica inicial del cuerpo base IF.

(2) En las etapas del trabajo con el poligono de Newton, los sucesivos coe-
ficientes de las lineas del desarrollo de Hamburger-Noether son raices
simbdlicas de sucesivas extensiones simbdlicas de IF (extensiones que,
frecuentemente, seran triviales).

(3) En la ultima etapa se obtiene el polinomio ¢(Z,,Z,_1) que resulta una
informacion mas completa y computacionalmente mejor que la ultima
linea del desarrollo de Hamburger-Noether. Esta tultima linea, que
es la unica expresién que, en dicho desarrollo, constituye una serie
posiblemente infinita, queda por tanto evitada en el proceso anterior,
aunque sea en realidad la expresion introducida originalmente en los
trabajos de Hamburger y Noether.

Los tres principios anteriores justifican cémo el método de calculo del
desarrollo de Hamburger-Noether es verdaderamente un algoritmo efectivo.
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El principio (3) nos indica que, por razones de precision, al resultado de
sustituir la ultima linea en la definicion de desarrollo de Hamburger-Noether
por el polinomio g se le puede llamar (y asi lo haremos en el resto del capitulo)
expresion simbolica de Hamburger-Noether.

En el caso de varias ramas en P, el poligono de Newton constara de varios
lados de distinta pendiente y bastara ir aplicando el algoritmo anterior a cada
uno de los lados A con pendiente inferior a —1 y con anchura distinta de 1
(es decir, min (I,n) > 1), eligiendo sucesivamente las raices simbdlicas ¢ de
los sucesivos polinomios caracteristicos ®a(A) y aplicando transformaciones
similares al caso de una sola rama hasta que no se pueda seguir adelante con
este procedimiento, es decir, hasta que no se pueda encontrar un nuevo A en
las condiciones anteriormente dichas (es decir, A trivial). Nétese que ()
no es necesariamente irreducible en este caso, y por tanto da lugar a varias
raices simbolicas correspondientes a sus factores irreducibles.

El método anterior funciona gracias al hecho de que el polinomio caracte-
ristico de un lado A es el producto de los polinomios caracteristicos de todas
las ramas en P con la misma pendiente que A, y se termina gracias a que, al
ser f libre de cuadrados, las transformaciones efectuadas consiguen disminuir
la anchura de los lados del poligono en un niimero finito de pasos (més detalles
en [91]). Al final del algoritmo, no sélo se consigue desingularizar las ramas
de x en P, sino también separar unas de otras.

En consecuencia, existe un algoritmo efectivo para el cdlculo de las expre-
siones simbdlicas de Hamburger-Noether posibles para f en P (en particular,
parametrizaciones racionales primitivas de las ramas de f en P) en términos
de los tres principios anteriormente expuestos, donde al principio (2), en ge-
neral, hay que anadir en cada etapa la descomposicién efectiva del polinomio
caracteristico en sus factores irreducibles.

Por otro lado, las expresiones simbélicas de Hamburger-Noether se pueden
considerar también como subproducto del algoritmo de resolucion de singu-
laridades (ver méas detalles en Campillo-Castellanos [17]). De hecho, ambos
procesos son equivalentes, y en el siguiente apartado haremos una descrip-
cién explicita de cémo obtener dicha resoluciéon a partir del algoritmo de
Hamburger-Noether anteriormente descrito. En particular, se obtendran las
configuraciones y bosques de resolucién (sumergida o no) de la curva.
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2.7.2 Calculo de la desingularizacion de una curva plana
y de su configuracion de resolucion

El algoritmo de calculo de las expresiones simbélicas de Hamburger-Noether
describe, en particular, la resolucion de singularidades de la curva en cada
uno de sus puntos singulares y constituye, en consecuencia, un camino alter-
nativo (de hecho equivalente) al método clésico de explosiones sucesivas para
encontrar de forma efectiva dicha resolucién y los correspondientes objetos
combinatorios asociados a la misma.

En efecto, siguiendo la notacién del parrafo anterior, f € IF[X,Y] es una
ecuacion local de la curva en el punto P, ya supuesto racional sobre IF (en
caso contrario, se sustituye IF por una extensién simbdlica inicial IF” de forma
que P sea racional sobre dicha extensién) y de hecho P = (0,0) en relacién a
las coordenadas afines X, Y. Supongamos primero que f es irreducible como
elemento de IF[[X, Y]], es decir, que la curva tiene una tnica rama racional
en P. Si escribimos | = gn + h como en el parrafo anterior, entonces los
primeros puntos infinitamente préximos P = Fy, P, ..., P,_; son racionales
sobre IF' y, de hecho, se tiene que P, = (0,0), para 0 < i < g — 1, en relacién

a las coordenadas (afines) locales {X, %} en P;. Si h =0, el punto P, tiene

cuerpo residual igual al cuerpo simbdlico IF; = IF[A]/(Pa(N)), donde Pa(N)
es el polinomio caracteristico de Ay P, = (0,0) en relacién a las coordenadas

locales afines relativas a Iy dadas por {X, X7 0}, donde § es una raiz

simbolica de @A (N). Sih > 0 entonces las nuevas coordenadas serdn {Zy, Zo },
el punto P, es racional sobre IF' y éste esta representado por P, = (0,0)
en dichas coordenadas, siendo ahora Z; = 0 el divisor excepcional y no
Zy = 0 como venia siendo antes del cambio de linea. En todo caso, haciendo
los sucesivos cambios de variables en cada uno de los puntos anteriormente
considerados, se encuentran facilmente las correspondientes transformadas
total, estricta o virtual, segiin se necesite.

Iterando el proceso se encuentra la resolucién de singularidades cuando
se llega al poligono trivial, es decir, cuando las coordenadas lleguen a ser

dg
97, (0,0) # 0. La reso-

luciéon sumergida, no obstante, continiia con tantas explosiones adicionales,
que no alteran el cuerpo residual, como indica el nimero entero s tal que
Z: es el monomio de menor grado que aparece en el polinomio g(Z,,Z,_1),

{Z,Z,_1} y la ecuacién local sea g(Z,,Z,_1) con
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puesto que Z, = 0 es ahora el divisor excepcional obtenido. Estas explosiones
corresponden en el algoritmo a varias transformaciones de tipo 77 en el caso
particular n = 1.

En el caso de varias ramas racionales, la resolucién se puede comprender
a partir de lo anterior teniendo en cuenta que, en el algoritmo descrito en
el parrafo anterior, cada vez que aparezca un polinomio caracteristico no
irreducible, resulta que su descomposicién en factores irreducibles da lugar a
tantos puntos infinitamente proximos en el divisor excepcional de la explosion
correspondiente como factores en dicha descomposicién. Las raices simbdlicas
de dichos factores daran lugar a coordenadas locales afines convenientes para
representar dichos puntos.

Para estudiar los bosques de resolucion, hay que tener en cuenta que éstos
se pueden estudiar rama a rama, asi que podemos reducirnos nuevamente al
caso de una sola rama racional. Nétese que los puntos Fy, P, . .., P, anterior-
mente descritos no tienen entre ellos relaciones de proximidad no triviales,
ya que no estan en la transformada estricta de las explosiones anteriores.
Cuando se itera el proceso aparecen dichas relaciones de proximidad. Si
h = 0 los puntos de la siguiente etapa siguen sin tener relaciones de proxi-
midad entre ellos ni con los anteriores. Cuando se tiene la situacion h > 0,
entonces si n = ¢’h + h' resulta que los ¢’ + 1 puntos infinitamente préximos
de la siguiente etapa son préximos del punto P de partida (ver Campillo [16]
para més detalles). Por otro lado, las aristas p;_ip;, donde p; corresponde a
P;, tienen peso 1sii <qgosii=qyh>0,ypesodsii=qgyh=0,enla
notacion del parrafo anterior. El valor e - n’ que aparece en dicho parrafo es
el orden que hay que poner como peso de la rama en los puntos I, ..., P,
en el bosque 7, y el valor n = d-e-n' es la multiplicidad que puede ponerse
de forma alternativa como peso de la rama en dichos puntos. Los pesos de
las ramas en P, aparecen en la segunda etapa del algoritmo, en la cual P,
juega el papel de Py = P, y asi sucesivamente.

En consecuencia, y tal como habiamos dicho en la introduccién a este
parrafo, el algoritmo de calculo de las expresiones simbdlicas de Hamburger-
Noether tiene la informacién completa sobre las configuraciones de resolucion
y de resolucién sumergida, asi como sobre los bosques pesados de resolucion
correspondientes.

Ejemplo 2.1 Sea x la curva plana proyectiva sobre IFy dada por la ecuacion

F(X,Y,Z) =X+ Y372 + X3Z2" + YZ° = 0
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con un tnico punto singular P = (0 : 1 : 0) que es racional sobre IFy, y
ademads es el unico punto de x en el infinito. Sea una ecuacion local

f(X,2) =X+ X377 479 - 72

de x tal que P es el origen de coordenadas, y apliquemos el algoritmo de
Hamburger-Noether a dicha ecuacion.

Segin la notacion dada en el apartado anterior, se tiene que L(X,Z) =
72 + X0 = (Z+X%)?2; porlotantom =10, m' =5, n=e=2yn' =d =1,
con lo que ¢ = 5 y estamos en el caso h = 0. El polinomio caracteristico es
O(A) = A+ 1 y la raiz simbdlica es § = 1, es decir, no se necesita en este
caso ampliar el cuerpo base IFy . En consecuencia, se tiene

a070:...:(107420 CL075:1
y realizamos el cambio
(X, 2) = fX,Z+X°) =22 + X3 + ...

siendo ahora L(X,Z) = (Z + X'9)? y por tanto m =38, m' =19, n =e = 2,
n=d=1,q=19 y otra vez h = 0, con lo que el polinomio caracteristico
es de nuevo ®(\) = A+ 1 y la raiz simbdlica es también § = 1. Asi, se tiene

apg = ... = ap18 =0 ap19 = 1
y se realiza la transformacion
f(X,Z2) = AKX, Z+ X =22 £ XB 4.

En este caso, se tiene L(X,Z) = 7% + X* y obtenemos m = m/ = 45,
n=n=2,d=e=1yq= 22, con lo que caemos en el caso h =1 > 0
y tenemos que cambiar de linea en el desarrollo de Hamburger-Noether sin
necesidad tampoco de ampliar el cuerpo base. La transformacion que tenemos
que realizar ahora es

f2(Z,X7%)

7 =7 +X2+ ...

f3(X7 Z) =

obteniendo entonces que el origen es un punto no singular de la nueva ecua-
cion y el proceso se termina con r = 1, con lo que las expresiones simbolicas
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de Hamburger-Noether en P son

Z_q
g(Zh ZO)

73+ ZY¥ + 72227,

ZYZ5 + Z8 2% + Z3 255 + 20 Z5* + Z§FT + Z{ 253+
ZPZ5" + 25" + Z3 25" + Z1 25 + 22 725 + Z7 230+
ZRZB + 7,725+ 2220 + 752 + 2378 + Z3 7210+
Z1Z0 + 208 + 7,287 + Z1 282 + Z8 + Z30+

Z3Z$ + 7273 + 2,730 + Z36 + 22728 + Z32+

TWZ®B 4+ Z5 + 20 23+ Z8 + ZE + 7

+oF

En cuanto al arbol de resolucion de x en P, y segin lo senalado en el
presente pdrrafo, se obtiene una cadena de vértices

P=py—pi—...—pa—pn=q

correspondiendo a puntos racionales de multiplicidad e,, ; = 2 507 =10,...,21,
Y €pyyq = 1, siendo los pesos de todas las aristas iguales a 1, al igual que el
peso de entrada. Para obtener la resolucion sumergida y las relaciones de
prozimidad, habria que anadir dos explosiones mas con el fin de que el divi-
sor excepcional Zq = 0 sea transversal a la transformada estricta de la curva
X, tal y como se ha dicho en el presente parrafo, es decir, anadir los vértices
P23 Y Pos de multiplicidad 1 y cuerpo residual IFy , de forma que los puntos
Do, P23 Y Posa Som proximos al punto py de partida. Como consecuencia, el
divisor de adjuncion es A = 44 Q) vy, en particular, el género geométrico de
la curva es g = 14.

2.8 Aplicaciones del algoritmo de Hamburger-
Noether

En esta tultima seccion del presente capitulo estudiaremos las principales
aplicaciones del algoritmo descrito en la seccién anterior para calcular las
expresiones simbolicas de Hamburger-Noether en la construccion efectiva de
los cédigos algebro-geométricos, como son el calculo de bases para los espa-
cios L(G), siendo G un divisor racional dado, y el calculo del semigrupo de
Weierstrass en P, siendo P un punto de y racional sobre IF dado.
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2.8.1 Calculo efectivo de bases de £(G) en términos de
modelos planos

El teorema de Brill-Noether 2.3 reduce el calculo de bases para el espacio
L(G), donde G es un divisor racional sobre IF' definido sobre la curva nor-
malizada y de una curva plana Y, al problema de saber calcular bases para
los espacios de ecuaciones de adjuntas de un grado n conveniente.

En la préctica, se conoce el polinomio F(Xg, X1, X3) € IF[Xy, X1, Xs] que
define la curva absolutamente irreducible x en el plano proyectivo y el dato
es un divisor G de x racional sobre IF, que vendréa especificado por una
cantidad finita de ramas racionales concretas de x (en puntos regulares o
singulares) y unos coeficientes enteros concretos. El problema del cdlculo
de L(G) es, desde esta perspectiva, el problema computacional de generar
una base de este espacio a partir de los datos anteriores. Daremos pues,
a continuacion, una solucién a este problema computacional reuniendo los
resultados de varios de los apartados de este capitulo.

En primer lugar, por el teorema 2.3 , se puede calcular un valor de n tal
que existe y se puede encontrar explicitamente un adjunta concreta de grado
n cuya ecuacién Hy satisface 3

N*Hy> A+G

Ahora se calcula el resto R = N*Hy — A — G y se ha de describir conve-
nientemente el espacio de los polinomios H homogéneos de grado n tales
que N*H > A+ R. Convenientemente quiere decir que se han de detectar
elementos de dicho espacio que den una base médulo el espacio de multiplos
de F', segun el teorema de Brill-Noether 2.3 .

Dicho teorema da una cota para el valor de n, pero el problema de cal-
cular Hy consiste en saber imponer a Hy la condicién de ser adjunta ademas
de tener ceros extras sobre el divisor G. Por otro lado, para describir con-
venientemente £(G) una vez hallada la adjunta Hj, el problema basico es
nuevamente saber imponer la condicién de ser adjunta a un polinomio ho-
mogéneo de grado n ademads de tener ceros extras sobre el resto R.

Asi, el problema computacional que nos ocupa se reduce al problema de
determinar analiticamente las condiciones (que de hecho son lineales) que

3Estamos suponiendo que G > 0, pero en general se puede considerar el divisor J, en
lugar de J = A + G, segun la notaciéon empleada en el algoritmo 2.1 .
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impone sobre un polinomio homogéneo de grado n la propiedad de que la
curva que define sea una adjunta para y. Para encontrar dichas ecuaciones li-
neales, utilizaremos el algoritmo de la seccién 2.7 para calcular las expresiones
simbélicas de Hamburger-Noether.

Hay dos formas de proceder. En primer lugar, supongamos que a par-
tir de la expresion simbdlica de Hamburger-Noether calculamos, mediante
evaluacion perezosa (es decir, cada vez que lo necesitemos calculamos un
término més de la serie Z,_1(Z,)), la parametrizacién racional primitiva
(X(Z,),Y(Z,)) dada por el correspondiente desarrollo de Hamburger-Noether.
Considerando todas las ramas racionales en los puntos singulares de la curva
x tendriamos de esta manera un conjunto estandar de parametrizaciones
racionales primitivas en dichos puntos.

La formula de Dedekind
DX -C = diSCY(f) . 6

que expresa el conductor C de O en O en términos de la diferente Dx (es
decir, el ideal de O generado por X'(t)) y del discriminante de la ecuacién
afin f de la curva nos permite, de hecho, encontrar el divisor de adjuncion,
ya que el coeficiente d, de A relativo a la rama racional ¢ vendra entonces
dado por la férmula

P < fY(X)g)(;;/(t))> — ord, (fx(Xy(zlszt,)Y (t)))

donde (X (t),Y (t)) es una parametrizacién racional primitiva de la rama ¢ y
X'(t),Y'(t) denotan respectivamente las derivadas con respecto del parametro
t de X (t),Y (t) (nétese que o bien X'(t) # 0 o bien Y'(t) # 0). El algoritmo
de la seccién 2.7 nos ha proporcionado una tal parametrizacién racional pri-
mitiva, y hay una etapa conveniente en la evaluaciéon perezosa que nos per-
mite calcular cualquiera de los dos 6rdenes en t que aparecen en la formula
anterior.

Una vez calculados los valores d,, se considera el coeficiente r, del divisor
R anteriormente considerado en la rama ¢ de y, y asi la condicién local en
q impuesta por la formula N*H > A + R al polinomio homogéneo H viene
dada por

ordih(X (t),Y () > dy+ 1
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siendo h la ecuacién local afin de H en términos de las coordenadas X, Y elegi-
das en el punto P = IN(gq) para calcular la expresién simbdélica de Hamburger-
Noether correspondiente a la rama g. Nuevamente, no es dificil de ver que
una etapa conveniente de la evaluacién perezosa es suficiente para describir
en términos de los coeficientes de los monomios de H los d, + r, primeros
términos del desarrollo en ¢ de h(X (t),Y (t)). La anulacién de tales términos
produce las ecuaciones lineales requeridas, y cuando ¢ varia entre todas las ra-
mas de los puntos singulares de x y entre las del soporte de R, el resultado son
las ecuaciones lineales que impone globalmente la condicion N*H > A + R.

La segunda forma de encontrar tales condiciones lineales es simplemente
imponer las condiciones de paso virtual por los puntos infinitamente préximos
de la configuracién de resolucién con multiplicidades e, — 1. Tener multipli-
cidad en un punto (en general cerrado) mayor o igual que una cantidad dada
impone condiciones lineales a los polinomios. El algoritmo de calculo de las
expresiones simbdlicas de Hamburger-Noether, como ya hemos indicado en la
seccién anterior, permite encontrar la configuracién de resolucion, los pesos
de los objetos combinatorios asociados a la misma y coordenadas locales en
todos los puntos de dicha configuracion; se concluye, por tanto, que siguiendo
los pasos de dicho algoritmo podemos ir imponiendo en paralelo las sucesivas
condiciones de paso virtual necesarias para que N*H > A.

El niimero total de condiciones lineales que se imponen es

Z & =) (6732_ D) deg P
P

donde P varfa en la configuracion de resolucién (es decir, todos los puntos
infinitamente proximos P tales que e, > 2), ya que la condicién p,(h) > e,—1
ep —

equivale a la anulacion de los coeficientes de e, monomios y da lugar,

por tanto, a ese nimero de condiciones lineales sobre un cuerpo isomorfo al
1
cuerpo residual k(P) y, por tanto, a 26 (e, — 1) deg P condiciones lineales

sobre el cuerpo base IF. Sabemos ademds que para n > m — 3 (en las
condiciones del teorema 2.1) tales condiciones son linealmente independientes
sobre IF.

Siguiendo el algoritmo de calculo para obtener las expresiones simbdlicas
de Hamburger-Noether, la ecuacion de la transformada virtual de h en cada
punto P estd escrita simbodlicamente como un polinomio en dos variables
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sobre el cuerpo dado por la extension simbdlica sucesiva de IF' correspondiente
a P. Las condiciones lineales consisten asi en anular los coeficientes de los
monomios de grado estrictamente menor que e, — 1 de tal polinomio.

A las condiciones dadas por N*H > A hay que anadir las impuestas por
el divisor R para poder aplicar el teorema de Brill-Noether y calcular asi
una base de £(G). Si el soporte de R no contiene ningtin punto singular (es
decir, si la adjunta definida por Hy pasa no sélo virtualmente por los puntos
de la configuracion de resolucién, sino con verdaderas multiplicidades e, — 1
en tales puntos) entonces la condicion N*H > A + R equivale a imponer
simultdneamente las condiciones N*H > A y N*H > R; por lo tanto, es
suficiente anadir a las condiciones impuestas por N*H > A las que vienen
dadas por la nueva condicion N*H > R, que son también lineales y faciles de
imponer a partir de las expresiones simbédlicas de Hamburger-Noether, con
lo que se obtiene la totalidad de las condiciones requeridas.

Geométricamente, no obstante, no es practico buscar polinomios Hy que
produzcan multiplicidades verdaderas e, — 1 (tales polinomios existen para
n suficientemente grande debido a un teorema de Serre sobre la anulacion de
la cohomologia, pero es dificil estimar tales valores de n).

Hemos de asumir, por consiguiente, que el soporte de R contiene ramas en
los puntos singulares. Denotemos por r, el coeficiente de IR correspondiente
a la rama racional ¢; como R es un divisor efectivo, se tiene que r, > 0 para
toda rama ¢. Veremos a continuaciéon cémo la condicién N*H > A+ R se
puede expresar también con condiciones de paso virtual sobre H.

Para ello, consideremos la configuracion Q;R consistente en anadir a la
configuracién de resolucién ¢, los r, primeros puntos de multiplicidad 1 de
la cadena de puntos infinitamente proximos correspondientes a la rama g,
para cada rama racional ¢ en el soporte de R. Nétese que la rama racional ¢
puede ser o no una rama en un punto singular de y, luego la configuracion
C;’R puede tener més constelaciones (constelacién es el andlogo de arbol
cuando configuracién se interpreta como el analogo de bosque) que ¢,.

La condicién N*H > A+ R se puede expresar, tal y como ya se ha hecho
anteriormente, mediante las condiciones locales

ordih(Xy(t),Yq(t)) = dg +7q ()

para toda rama racional ¢ representada en ¢ | siendo (Xy(t),Y,(t)) una
parametrizacién racional primitiva correspondiente a dicha rama ¢. De las
desigualdades (x) se deriva el siguiente resultado.
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Proposicién 2.1 En las condiciones anteriores, la desigualdad N*H > A+
R es equivalente a la condicion de que la hipersuperficie definida por H pasa
por los puntos de la configuracion C;C“R con multiplicidades virtuales e, — 1
en los puntos p de ¢, y 1 en los puntos de CI’R \ ¢, .

Demostracion:

Si N*H > A+ R entonces N*H > A, ya que R > 0. Por lo tanto, la
hipersuperficie definida por H pasa por los puntos p de ¢, con multiplicidades
virtuales e, — 1. Por otro lado, la férmula (x) muestra que la transformada
virtual de la hipersuperficie en el primer punto de multiplicidad 1 sobre la
rama correspondiente a ¢ tiene multiplicidad de intersecciéon mayor o igual
que 7, con la transformada estricta de dicha rama; por lo tanto, pasa por los
rqy puntos de Q:I’R \ ¢, correspondientes a la rama ¢ con multiplicidad virtual
1.

Reciprocamente, si la hipersuperficie dada por H pasa por los puntos de
¢, con multiplicidades virtuales e, — 1 y por los de Q;g 1\ ¢, con multipli-
cidad virtual 1, entonces se satisface la desigualdad (%) para toda rama q
representada en €7

O

Nota 2.5 La proposicion anterior aparece considerada en [20] y [21] para
el caso en que T4 = en(q),q — 1, donde N(q) denota el vértice del bosque de
resolucion correspondiente al punto del plano N(Q), como resultado auzi-
liar bdsico para la determinacion del comportamiento de la curva polar * de
una curva plana en caracteristica cero. En realidad, el resultado es cierto
también en cualquier caracteristica y para valores arbitrarios de r, siempre
que 4 > 0. Ndétese que la proposicion da un nimero de condiciones lineales

1
wgual a ideg.A + deg R, pero posiblemente tales condiciones son linealmente
dependientes.
Nota 2.6 La teoria de Enriques sobre curvas planas con singularidades asig-

nadas (o en términos modernos la teoria de Zariski-Lipman de ideales com-
pletos) permite sustituir los pesos e,—1 en €, y1 en @;’R\QX por otros pesos

4Dado un germen de curva en el origen definido por el polinomio f(X,Y), el llamado
haz de curvas polares viene dado por la expresién Afx + pfy, donde al menos una de las
constantes A, o es no nula.
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e, sobre CI’R que satisfacen las llamadas "desigualdades de proximidad”, es
decir

&>y 6 Vpechh
r—p

de tal manera que las condiciones impuestas por los pesos antiguos y por los
nuevos sean equivalentes. FEl paso de los pesos antiguos a los nuevos se reali-
za por medio de un algoritmo en el marco de la combinatoria conocido como
“principio de descarga de Enriques” (ver [20], por ejemplo). En el marco de
la combinatoria quiere decir que si la configuracion QI’R se considera como
configuracion de resolucion sumergida (siempre lo es para alguna curva ade-
cuada, aunque no necesariamente sea X ), entonces el principio de descarga
se puede describir en términos del bosque de resolucion sumergida asociado a
la configuracion (’:;’R (es decir, el objeto combinatorio dado por tantos puntos
como en dicha configuracion mds la especificacion de la relacion binaria de
prozimidad entre tales puntos).

La utilidad geométrica del principio de descarga consiste en encontrar
pesos en la correspondiente configuracion cuya imposicion como multiplici-
dades virtuales dé lugar a condiciones linealmente independientes, al menos
localmente y para grados suficientemente grandes; de esta manera, se econo-
miza en la prdactica el numero de condiciones. Globalmente las condiciones
no son en general independientes, ni podemos esperar que en general lo sean;
el caso R=0yn >m — 3 es un caso especial en el que las condiciones son
independiente gracias al teorema 2.1 .

Nota 2.7 Los r, puntos de multiplicidad 1 anadidos en cada rama q pueden
deducirse en la practica de las expresiones simbolicas de Hamburger-Noether,
evaluando los T, primeros términos del desarrollo de Taylor de la funcidn
implicita dada por el polinomio g(Zy,Z—1).

Como conclusion de lo expuesto hasta ahora en el segundo capitulo pode-
mos enunciar, a modo de resumen, el siguiente resultado, cuyo contenido
constituye el objetivo principal de dicho capitulo.

Teorema 2.4 Sea x una curva plana absolutamente irreducible definida so-
bre el cuerpo finito IF dada por un polinomio F(Xq, X1, Xs) € IF[Xq, X1, Xs].
Sea G un divisor racional de la curva normalizada X, representado su soporte
por ramas racionales de x especificadas en ciertos puntos. FEntonces existe
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un algoritmo de “cdlculo simbolico” que permite calcular bases sobre IF para
el espacio vectorial L(G) y que consta de las siguientes etapas:

(1) Caleular los puntos cerrados del plano proyectivo que son singulares para
X por cualquier procedimiento estandar de dlgebra computacional.

(2) Calcular las expresiones simbdlicas de Hamburger-Noether en los puntos
singulares de x mediante el algoritmo dado en la seccion 2.7 .

(3) Calcular una adjunta para x de ecuacion Hy y grado n > m — 3 tal que
N*Hy, > A+G, donde A es el divisor de adjuncion de xy yN : v — IP?
es la inmersion de x compuesta con el morfismo de normalizacion n,
y calcular posteriormente el resto R = N*Hy — A — G.

(4) Escribir las condiciones lineales N*H > A+ R tomando como variables
los coeficientes de un polinomio homogéneo genérico H de grado n y
usando, ademds de las expresiones simbolicas de Hamburger-Noether,
el método dado por la proposicion 2.1 (o bien el refinamiento dado por
el principio de descarga).

(5) Utilizar el teorema de Brill-Noether para calcular, segin el método dado
por el algoritmo 2.1, una base sobre IF del espacio vectorial L(G).

Nota 2.8

i) Algoritmo de "cdlculo simbdlico” quiere decir, en este caso, que la técnica
de cadlculo que se utiliza consiste en anadir a IF sucesivas raices simbo-
licas (en las etapas (1) y (2)). La localizacion de estas raices simbdlicas
requiere la factorizacion de polinomios de una variable en sus compo-
nentes irreducibles, problema que también tiene una resolucion efectiva
en el terreno del calculo formal.

ii) El terreno es vdlido para cuerpos perfectos arbitrarios siempre que éstos
sean "computables”, es decir, que se puedan realizar sobre ellos cdlculos
elementales de una forma efectiva. Por ejemplo, el teorema tiene su
aplicacion al cdlculo de adjuntas de curvas planas definidas sobre Q
o sobre un cuerpo de numeros algebraicos (situacion habitual en la
practica cuando se esté en caracteristica cero).
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2.8.2 Calculo de semigrupos de Weierstrass

En la teoria de decodificacion de Feng y Rao expuesta en el parrafo 1.3.4 el
interés practico consiste en encontrar bases para los espacios L(IP) donde P
es un punto racional de y, de forma que sil € I'p, donde I'p es el semigrupo
de Weierstrass de x en P (es decir, por definicién, el subsemigrupo aditivo de
IN formado por las no-lagunas de Weierstrass en P, que ya fueron definidas
en dicho parrafo), la base de L(IP) se obtiene anadiendo a una base de
L((I—1) P) una funcién f; con un polo de orden [ en P y regular en y \ {P}.

Veremos a continuacién como los resultados de las secciones precedentes
se pueden aplicar para dar un algoritmo que calcule las funciones f; sucesi-
vamente, y obtener de aqui las bases de los espacios L(IP) requeridas en el
método de decodificacién de Feng y Rao.

Manteniendo la notacién y las hipétesis del parrafo anterior, supongamos
que G = [P, donde [ es un entero no negativo y P es un punto racional (sobre
IF) de yx, es decir, una rama racional definida sobre IF en algtin punto de la
curva .

La férmula de Riemann-Roch aplicada a los divisores [P y (I — 1) P da
lugar a la igualdad

(UIP) — (1 = 1) P)) — (i(1P) = i((1— 1) P)) = 1

siendo 0 < ((IP) —¢((I-1)P) <1y —1<i(lP)—i((l—1)P) <0. Porlo
tanto, se tendrd que [ ¢ I'p si y sélo si | > 1 y existe una forma diferencial
regular sobre y con un cero de orden [ — 1 en P.

Notese que si [ > 2g entonces [ € I'p, es decir, el orden de un cero en P
de una diferencial regular sobre Y esta acotado por 2¢g — 2. Mas aun, se sabe
que existe una diferencial regular sobre x con un cero en P de orden 2¢g — 2
siy sélo si la curva x \ { P} es interseccién completa afin (ver Delgado [28] o
Sathaye [96]). °

Como consecuencia de lo anterior, y utilizando el corolario del teorema
2.1 se deduce el siguiente resultado.

Proposicién 2.2 Sea [ un entero tal que 1 <1 < 2g — 2. Entonces:

5De hecho esta propiedad es equivalente a que el semigrupo I'p sea simétrico respecto
de 2g — 1, es decir, 29 —1>1€Tpsiysélosi2g—1—1¢Tp,y asuvez equivalente a
que el conductor del semigrupo sea ¢ = 2g, a que la tltima laguna sea | = 2g — 1, y a que
K = (29 — 2)P sea un divisor candnico.
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(a) 1 ¢ I'p siy sdlo si existe un polinomio homogéneo Hy de grado m — 3 tal
que N*Hy > A+ (I—1)P y P no estd en el soporte del divisor efectivo
N*Hy—A—-(l-1)P.

(b) Eziste I > 1 conl' ¢ T'p si y sdlo si existe un polinomio homogéneo Hy
de grado m — 3 tal que N*Hy > A+ (I —1)P.

Demostracion:

El apartado (a) es inmediato a partir de los comentarios precedentes,
con lo que sdlo probaremos el segundo apartado de la proposicién. Si existe
I'">1conl ¢TI'p, entonces existe una forma diferencial regular con un cero
de orden I’ — 1 en P. Aplicando el corolario 2.1 existe una adjunta de grado
m — 3 cuyo divisor es mayor o igual que (I’ — 1)P fuera de A, es decir, se

tiene
N*H, Z.A—l—(l'— NDP>A+(-1)P

Reciprocamente, si existe un polinomio homogéneo Hy de grado m — 3
con N*Hy > A+ (I — 1)P, entonces existe una forma diferencial w # 0 tal
que (w) > (I —1)P. Sil’ — 1 es el orden del cero de w en P, entonces " > [

yl,¢rp.
g

Como consecuencia, el siguiente teorema nos proporciona un método al-
goritmico para calcular el semigrupo de Weierstrass y bases sobre IF para los
espacios L£(IP) mediante las técnicas estudiadas en el presente capitulo.

Teorema 2.5 En las condiciones anteriores, existe un algoritmo fundamen-
tado en la teoria de adjuntas para calcular el semigrupo de Weierstrass I'p
asi como funciones f; con un polo de orden | en P y requlares en x \ {P},
para todo | € I'p .

Demostracion:

Tomando el divisor G = (I — 1) P en lugar del divisor R en la proposicién
2.1 y usando la configuracién CI’G se pueden imponer sobre los polinomios H
de grado m — 3 las condiciones dadas por N*H > A+ (I — 1)P. Gracias a la
citada proposicion, estas condiciones son equivalentes a pasar virtualmente
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por los puntos ¢ de ¢, con multiplicidades e, —1 y por los puntos de @I’G \ ¢y
con multiplicidad 1.

Para valores crecientes de [ a partir de [ = 0 (que siempre estd en el
semigrupo ['p y no impone, por tanto, ninguna condicién sobre H) se van
imponiendo sucesivamente las condiciones lineales dadas por las desigual-
dades N*H > A+ [P, lo cual anade una condiciéon por cada unidad que
aumente el valor de [. Entonces, la condicién impuesta por el nuevo [ que
se ha aumentado en una unidad serd independiente de las anteriores, por la
proposicion 2.2 , si y solo si el valor [ no esta en el semigrupo I'p. Como
hay ¢ lagunas en dicho semigrupo, es decir, que el cardinal de IN \ T'p es
exactamente g, el proceso se termina con la aparicién de g condiciones inde-
pendientes de las anteriores, tras lo cual tendriamos calculadas las g lagunas
y por tanto el semigrupo de Weierstrass [I'p . Notese que g > 0, al ser la curva
X absolutamente irreducible, y por tanto g es menor o igual que el género
aritmético p,(x), el cual coincide con la dimensién del espacio de formas de
grado m — 3; en consecuencia, el proceso anterior determina todas las lagunas
del semigrupo I'p.

Calculado el semigrupo, nuestro propésito es hallar una funcién para cada
uno de los valores de dicho semigrupo, para lo cual el problema se reduce
a calcular un sistema de generadores del semigrupo y hallar una funciéon
para cada uno de dichos generadores. Desde el punto de vista tedrico, puede
buscarse el sistema minimal de generadores, que es por definicién el for-
mado por los elementos irreducibles del semigrupo, pero en la practica es
mas efectivo buscar un sistema de generadores de Apéry pues, como se vera
con detalle en el proximo capitulo, serda tremendamente ttil para calcular la
llamada distancia de Feng y Rao de un elemento cualquiera del semigrupo.
En todo caso, supondremos encontrado un sistema cualquiera de generadores
y mostraremos como hallar las correspondientes funciones, lo cual consistira
béasicamente en aplicar de forma conveniente el algoritmo de Brill-Noether
para el caso G = [P.

Sea pues [el mayor elemento del sistema de generadores que tenemos para
el semigrupo I'p y tomemos un polinomio homogéneo Hy no divisible por F
de grado n suficientemente grande tal que N*Hy > A + [P. Este polinomio
Hy puede utilizarse para localizar elementos no nulos de L(IP)\ L((I—1) P)
paralﬁicoanI‘p.

En efecto, si N*Hy = A+ [P + Ry resulta que R;_; = R; + P. Tomando
ahora valores decrecientes de [ se pueden imponer (puesto que los divisores
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R; son efectivos) las condiciones N*H > A + R; mediante la proposicién
2.1 dando lugar a la localizacién de polinomios homogéneos H; también de
grado n y no divisibles por F' que satisfacen la condiciéon N*H;, > A + R,
pero que no satisfacen la condicién N*H; > A+ R;_; . Este proceso equivale
a aplicar sucesivamente el algoritmo de Brill-Noether a los divisores G = [P
paral =1,...,0 y | € I'p, utilizando constantemente Hy como divisor de
la funciones obtenidas, y adjuntas de grado n como denominadores. De esta
manera, la funcién f; = H;/H, es regular sobre x \ {P} y tiene un polo
de orden [ en P. En particular, este procedimiento puede aplicarse a los
elementos [ dentro del sistema de generadores prefijado.
O

Ejemplo 2.2 Sea x la cudrtica de Klein sobre IFy dada por la ecuacion
FX,Y,2) =X*Y+ Y2+ 72X =0

cuyo divisor de adjuncion es A = 0, puesto que la curva x es no singular.
Veamos como calcular el semigrupo de Weierstrass de dicha curva en P =
(0:0:1) utilizando el método que acabamos de exponer.

Como el punto P es no singular, se obtiene fdacilmente por evaluacion
perezosa una parametrizacion local de x en P mediante las expresiones

X(t)=t+t""+4...
{Y(t)_t

Para calcular las lagunas de I'p utilizaremos adjuntas de grado m — 3 = 1,
cuya ecuacion genérica ® viene dada por

H(X,Y,Z) = aX + bY + ¢Z

con lo que al sustituir los primeros términos de la parametrizacion local en
P se obtiene como resultado

h(X(t),Y(t) = c+ bt +at® + at' + ...

y aplicamos el procedimiento descrito en el teorema 2.5 :

6Nétese que toda curva plana es adjunta a x, al ser A = 0.
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[ =1 es necesariamente la primera laguna del semigrupo, puesto que el
género de la curva es g = pa(x) = 3 > 0; no obstante, este hecho es de-
tectado por nuestro algoritmo, ya que la desigualdad ord,h(X (t),Y (t)) >
1 equivale a la condicion ¢ = 0, y ésta es linealmente independiente de
las que impone [ = 0, puesto que en realidad [ = 0 no impone ninguna
condicion.

o Sil =2, la desigualdad ord,h(X (t),Y (t)) > 2 equivale a la condicion
c =0b =0, que también es linealmente independiente de la anterior,
con lo que l = 2 es una nueva laguna de Weierstrass.

e Paral =3, la desigualdad ord,h(X (t),Y (t)) > 3 equivale también a que
c=b=0, por lo que la condicion impuesta es linealmente dependiente
de las anteriores y se tiene que 3 € I'p .

e Por altimo, si | = 4 la desigualdad ord;h(X(t),Y (t)) > 4 equivale a
que c =b=a=0; la condicion impuesta es linealmente independiente
de las anteriores, con lo que | = 4 es la tercera y ultima laguna de I'p
y se termina el proceso.

En consecuencia, las lagunas de Weierstrass son | = 1,2,4 (como puede
comprobarse facilmente a partir de la caracterizacion dada por la proposicion
2.2), y el sistema minimal de generadores del semigrupo es {3,5,7}. Ndtese
en particular que el semigrupo no es simétrico respecto de 2g — 1, puesto que
el conductor es c =5 < 6 = 2g.

Veamos ahora como calcular una funcion para cada uno de los elementos
del sistema minimal de generadores T que acabamos de calcular. Para ello,
empezaremos por aplicar parte del algoritmo de Brill-Noether al divisor G =
TP, para obtener una forma Hy de grado n = 4 que no sea divisible por
F, y tal que N*Hy > J, = J = G = 7TP. FEn definitiva, st Hy es una
forma genérica de grado 4 dada por coeficientes indeterminados, la condicion
anterior equivale a que ord Ho(X(t),Y(t),1) > 7, donde (X (t),Y (t)) es la
parametrizacion local de x en P que (mediante evaluacion perezosa) hemos
considerado anteriormente; ademdas, la condicion lineal de que F no divida

"En realidad, hemos obtenido un sistema de generadores de Apéry relativo al elemento
¢ = 3; este concepto serd introducido en la ltima seccién del préximo capitulo, e implica
unas propiedades aritméticas muy buenas para dicho sistema, segin veremos en dicha
seccion.
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a Hy equivale en este caso, dado que ambos tienen igual grado, a que no
sean proporcionales sobre IF. FEstas dos observaciones nos permiten imponer
facilmente las condiciones lineales precisas sobre los coeficientes de Hy para
determinar una forma cualquiera con las propiedades requeridas, como por
ejemplo Hy = X2YZ.

El siguiente paso es el calculo del divisor N*Hy ; para ello, llamando
Q1=(1:0:0)yQ2=(0:1:0) y utilizando, dada la simetria de F respecto
de las tres variables, parametrizaciones locales en dichos puntos totalmente
andlogas a la utilizada en el punto P = (0 : 0 : 1), se comprueba primero
fdacilmente que

N*(X) = @2 + 3P
N*Y) = P + 3Q
N“(Z) = Q1 + 3Q:

con lo cual se deduce que
N*Hy=2N*(X) + N*(Y) + N (Z) = TP + 4Q; + 5Q)>

A continuacion, se toma | = 7 y se calcula el resto Ry = 4Q + 5Q)s,
pasando ahora a buscar, mediante el mismo procedimiento con el que hemos
encontrado Hy, una forma H7 de grado 4 distinta de F' tal que N*H7; > Ry
pero que no verifique la desigualdad N*H; > Rg = R7+ P; esto es equivalente
a que se verifique la condicion N*H; > R; junto con la condicion local en P
dada por

ord H7(X(t),Y(t),1) =0

lo que permite fdcilmente comprobar que H; = 7Z* cumple las condiciones
3

requeridas, y por tanto la funcion f; = tiene un unico polo en P de

X2y
ordenl =T17.

De forma andloga, se comprueba facilmente que Hs = Y2Z? wverifica la
condicion N*Hs > Rs pero no la condicion N*Hs > Ry, con lo que la

funcion f5 = < tiene un tnico polo en P de orden | =5, y que Hy = XYZ?
verifica la condicion N*Hs > Rs3 pero no la condicion N*Hz > Ry, con lo que
la funcion f3 = X tiene un unico polo en P de orden | = 3. En particular,

se obtiene una base de L(TP) sobre IFy de la forma

f Z Y7 7* Z3}
TX7 X2 X2 XYY
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segun el método que se expondrd en pdrrafo 3.4.2 del siguiente capitulo.

Nota 2.9 FEl algoritmo dado por el teorema anterior tiene una complejidad
muy elevada y necesita, en particular, el cdlculo previo de las expresiones
simbolicas de Hamburger-Noether. En el siguiente capitulo estudiaremos un
caso particular de mucho interés en la practica, como es el caso en el que P
es la tinica rama racional de x sobre una recta del plano proyectivo (usual-
mente la recta del infinito). En este caso, el teorema de Abhyankar-Moh y la
teoria de raices aproximadas nos proporcionard un algoritmo completamente
diferente, que resulta ser mds rapido y mds adecuado al problema que se
quiere resolver.
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Chapter 3

Semigrupos de Weierstrass y
curvas planas con una tnica
rama en el infinito

En este capitulo, estudiaremos un método alternativo al algoritmo de Brill-
Noether para el caso de que el divisor considerado sea de la forma G = mP,
donde el punto P es racional sobre el cuerpo base IF, de gran interés para
los cédigos geométricos de Goppa llamados cddigos sobre un punto. Mas
precisamente, estudiaremos el caso en que P se visualiza como el tinico punto
geométrico en la recta del infinito de una curva plana definida sobre IF, siendo
entonces necesariamente P racional sobre IF, y de forma que exista una tinica
rama racional sobre él, que necesariamente estard también definida sobre IF.
El algoritmo que describiremos calcula de hecho el semigrupo de Weierstrass
en el punto P y una funcién para cada posible valor en dicho semigrupo,
obteniéndose de paso una base de L(mP), la distancia de Feng y Rao del
semigrupo de Weierstrass y un criterio de irreducibilidad absoluta para la
curva considerada.

3.1 Semigrupos en el infinito

A lo largo de todo este capitulo, ¥ denotara una curva algebraica proyectiva
no singular definida sobre un cuerpo perfecto IF tal que x sea irreducible
sobre IF'; asimismo, denotaremos por x un modelo plano para y con una sola
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rama racional en el infinito que esté definida sobre IF, es decir, tal que se
tiene un morfismo birracional

n: x—xCIPp?

y una recta L C IP? definida sobre IF tal que L N y consiste en un tnico
punto P que es racional sobre IF' y y tiene una sola rama racional en P que
esta definida sobre IF. De esta manera hay un tnico punto de y sobre P, que
denotaremos por P. Se consideran entonces las curvas afines C' = ¥ \ {P}
y C = x \ {P}. Esta notacién se mantendra a lo largo de todo el presente
capitulo.

En las condiciones anteriores podemos suponer, salvo un cambio lineal de
coordenadas, que la ecuacién afin de la curva C' estd dada por un polinomio
F(X,Y) € IF[X][Y] que es monico en la variable Y y cuyo grado total coincide
con el grado en Y. La definicién que damos a continuacion es fundamental
en lo que sigue.

Definicién 3.1 Se tienen los dos subsemigrupos aditivos de IN siguientes:

Lp={-vp(f) | f € Ox(C)}
Sp={-vp(f) | f € O\(C)}

El primero de ellos no es otra cosa que el semigrupo de Weierstrass de
X en P, que ya fue definido de una forma equivalente en el parrafo 2.8.2;
este semigrupo contiene al segundo, pero no coinciden en general salvo que
la curva y sea no singular en la parte afin.

La principal observacion es que ambos semigrupos son de complemento
finito, es decir, tanto IN \ I'p como IN \ Sp son finitos. De hecho IN \ I'p
tiene g elements, donde g es el género de y, y son las llamadas lagunas de
Weierstrass. Con el fin de calcular el cardinal de IN \ Sp, probaremos el
siguiente resultado.

Lema 3.1 (Algoritmo de triangulacién) Sean A y A respectivamente las
IF-dlgebras afines de C y C, es decir, A = O, (C) y A= 0,(C), siendo A
la normalizacion del anillo A; entonces se tiene:

(FP \ Sp) == dlm[p A/A Z 5@
QeC

donde Q recorre todos los puntos cerrados de C y dg(C) = dimr(0y.0/Ox.0),
siendo O, g la normalizacion del anillo O, q.
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Demostracion:

La segunda igualdad es consecuencia de que

Z/A: @ @X»Q/O)GQ

QeSing C

donde Sing C' es el conjunto de los puntos singulares de la curva C. Para
probar la primera igualdad, tomamos una base {hy,...,h} de A/A sobre IF;
dicha base puede ser calculada previamente a partir del algoritmo de la base
entera, y equivale geométricamente al proceso de resolucion de singularidades
de la curva que estan en la parte afin.

A continuacion mostraremos un procedimiento efectivo, que llamaremos
algoritmo de triangulacion, para encontrar los valores de I'p \ Sp, asi como
funciones que alcancen dichos valores.

Sea A® = A+ TFhy + ... + IFh;, para 0 < i < [; vamos a proceder
por induccion, asi que sea 0 < ¢ < [ y supongamos que hemos encontrado
funciones gy, . . ., g; linealmente independientes sobre IF tales que

Iy = SpU{—vs(g1),... 7.—1%(90} CTp
—vplg;) € I |
A+TFg +...+Fg = A

Tomamos ahora h;,1; si —vp(hiy1) € T'%, entonces escribimos g; 11 = hiyq
y seguimos el proceso.
En caso contrario, existe f € A’ tal que

vp(hit1) = vg(f)
—vp(hiy1 — f) < —vp(his1)

De esta manera reemplazamos h; 1 por h;y 1 — f vy repetimos el proceso
con h;y1 — f en vez de h;,1; puesto que h;;1 ¢ A’, se sigue que en un nimero
finito de pasos podremos reemplazar h;,; por

g’i+l = hi+1 (mOd Al)
con

_UF(gz‘H) ¢ FiD
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Al final del proceso, habremos anadido [ elementos diferentes de I'p \ Sp,
con lo que §(T'p \ Sp) > dimp(A/A).

Por otro lado, puesto que A = A' = A+1Fg, +...+1Fg, se tiene que todo
h € A puede escribirse de manera tnica en la forma h = g+ X\g1 +... + \ig

con g € Ay A\ € IF; puesto que los valores v5(g;) v vp(g) son diferentes dos

a dos se tiene que, o bien —vp(h) € Sp, o bien —vp(h) = —vp(g;) para un
unico 7, lo cual prueba la igualdad buscada.
a

Nétese que el conjunto I's, no es necesariamente un semigrupo, puesto que
al anadir un elemento a un semigrupo deberiamos para ello anadir también
(entre otros) todos los multiplos del nuevo elemento anadido. Esta idea
podria incorporarse al proceso de triangulacién, pero no puede asegurarse
que el algoritmo obtenido sea més rapido (ni més claro) que el anteriormente
descrito, puesto que no se puede saber a priori cuales de los elementos que
quedan por anadir en la base de A/A sobre IF nos van a proporcionar valores
que estan ya en el semigrupo suma del anterior y el generado por el nuevo
elemento.

Nuestro propédsito en lo que queda de capitulo es el siguiente: intentare-
mos describir el semigrupo I'p en dos etapas, calculando en primer lugar un
sistema de generadores del semigrupo Sp con buenas propiedades aritméticas,
dando a la vez explicitamente una funcién para cada uno de los elementos
de dicho semigrupo, y en segundo lugar completar los elementos que faltan
a partir de una base de A/A como IF-espacio vectorial mediante el procedi-
miento de triangulacién descrito en el lema anterior, con el cual obtenemos
también tanto los valores como funciones explicitas que los alcanzan. En par-
ticular, una vez descrito el semigrupo de Weierstrass I'p habremos calculado
de paso el género geométrico de la curva, pues éste nos es mas que el nimero
de lagunas de dicho semigrupo.

En cuanto a la segunda etapa, podemos realizar el calculo de una base de
A/A como TF-espacio vectorial utilizando una base de A como IF[X]-médulo
obtenida mediante el algoritmo de la base entera. Como veremos mas ade-
lante, dicha base entera es de la forma

(X) +a1.(X) Y Am-10(X) + .. + A1 (X) YL
b1(X) . by—1(X) }

donde m es el grado de la curva y ésta esta dada por un polinomio ménico en

Bl = {17 ho
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Y de grado m con coeficientes en IF[X] (para més detalles, ver Trager [104]).
En particular, B; es un sistema de generadores de A como A-médulo, puesto
que A D F[X].

Por otro lado, una base de A sobre IF esta dada por

By ={XY7|i>0,0<j<m—1}

En consecuencia, el conjunto G = {a - 5 | @ € By, € By} es un sistema de
generadores de A sobre IF y contiene al sistema libre B, con lo que existe
una base By de A sobre IF tal que By C By C G, y se tiene que B = By \ Bs es
una base de A/A sobre IF. El problema préctico es cémo calcular B a partir
de G en un nimero finito de pasos.

Para ello, en primer lugar basta considerar en G los elementos de B; que
no estén en A; ademas, si cada uno de estos elementos tiene un denominador
b(X), basta multiplicarlo por los elementos de By con grado en X estricta-
mente menor que el grado de b(X), pues el resto son linealmente dependientes
sobre IF modulo A de los anteriormente considerados. Ambas observaciones
dan lugar a un nimero finito de elementos a considerar en G y por tanto nos
permiten obtener B mediante un nimero finito de comprobaciones.

Por ejemplo, si se considera la curva Y2 + X2Y? + X7 (en caracteristica
cero, por ejemplo), el algoritmo de la base entera nos proporciona una base
de A como IF[X]-médulo de la forma

4 5 v6 T 2 7
{1,Y,Y2,Y3, Y;’ Yﬁ) Y7’ ;2’ Y(XXZ_Y)}
con lo que, a partir de las observaciones anteriores, se deduce facilmente que
una base de A/A como espacio vectorial serfa

{Yj YOYO YT YT Y (XY Y(XPHYT) Y(XP+YT) Y(X2+Y7)}
XXX XX X ’ X2 ’ X3 ’ X4

que tiene justamente 9 elementos, puesto que la contribucién en el género
geométrico del origen de coordenadas, unica singularidad en la parte afin, es
exactamente de 9 unidades, como puede verse facilmente a partir del poligono
de Newton de la curva entorno al origen.

Por 1ltimo, en cuanto a la primera etapa haremos uso del teorema de
Abhyankar-Moh, basado en el concepto de raices aproximadas que pasaremos
a exponer a continuacion.
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3.2 Raices aproximadas

Sea S un anillo, G € S[Y] un polinomio ménico de grado e y F € S[Y]| un
polinomio ménico de grado n tal que e|n. Si escribimos n = eb, podemos
efectuar sucesivas divisiones por G empezando con el polinomio F' hasta
obtener una expresion del tipo

b—1
F=G"+> GG
i=0
donde C; € S[Y] verifica que deg C; < e. De hecho, esta expresion es unica, y
es analoga a la expresion de un ntimero entero en base k, siendo k£ un entero
positivo fijo.

Definicién 3.2 En las condiciones anteriores, al término Cy_1 se le llama
coeficiente de Tschirnhausen de G con respecto a F', lo denotaremos por
Cr(G). Si ademds b es una unidad en S, se define la transformada de
Tschirnhausen Tr(G) de G con respecto a F' mediante la expresion

7(G) = G + b7 'Cr(G)

El polinomio 7x(G) es obviamente ménico de grado e con coeficientes en

S, al igual que G. Por otra parte, si Cr(G) = 0 se tiene que Cp(7r(G)) = 0;
b—1

en caso contrario, como C,_1G®! es el término de mayor grado de Z C;G",
i=0

se tiene que

deg Cp(G) = deg (F — G*) —e(b—1)

Con vistas a iterar el proceso, es conveniente acotar el grado del coeficiente
de Tschirnhausen de la transformada 77(G), a fin de asegurar que el proceso
sea finito. Dicha acotacién viene dada por el siguiente resultado.

Lema 3.2 Si Cr(G) # 0, entonces deg Cp(tr(G)) < deg (Cp(G)).
Demostracion:
Escribiendo H = 7(G) = G + b~ 'Cr(G) se tiene
H' =G+ Cp(G)G" ' + K
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donde K consiste en los restantes términos del desarrollo del binomio Newton;
sea ¢ = deg Cp(G). De la definicién de Cr(G) se deduce que

deg K <2c+(b—2)e<c+(b—1)e

b—2
Pero F— H = F -G - Cp(G)G* ' — K = (Z C’ZG’) — K, y ademéds
i=0

b—2
deg (Z C’Z»Gi> <b-1)e

=0

Combinando las dos tltimas desigualdades, se tiene que deg (F — H®) <
c+(b—1)e, y como deg (Cr(mp(G))) = deg (F — H®) — (b— 1) e se tiene que
deg (Cr(1r(Q))) < ¢ = deg Cr(G), como queriamos demostrar.

O

En consecuencia, si se itera la transformada de Tschirnhausen un nimero
suficiente de veces j (que denotaremos por (77)/(G)) se tiene evidentemente
que Cr((7r)?(G)) = 0 para algtin j (por ejemplo si j > e, aunque eventual-
mente podemos obtener el resultado para un j mas pequeno).

Lema 3.3 Las condiciones siguientes son equivalentes:
a) deg(F —G’) <n—e=ce(b—1).
b) Cr(G) =0.

Demostracion:

Si Cr(G) # 0, como deg Cp(G) = deg (F — G®) — (b — 1) e se tiene que
deg (F — G®) >n —e = e(b—1). Reciprocamente, si Cr(G) = 0, entonces
b—2 b—2
F-G'= Z C;G', y como deg CZGZ) < b—1) e se deduce el resultado.
i=0 =0
O

Definicién 3.3 Se dice que G es una raiz aproximada b-ésima de F' si veri-
fica cualquiera de las dos condiciones equivalentes del lema anterior.
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Dicho de otra manera, la raiz aproximada b-ésima de F' es la mejor
solucién polinémica posible de la ecuacién F' = G?, en el sentido de que
minimiza el grado de la diferencia ' — G®. Como consecuencia de todo lo
anterior es muy facil probar el siguiente resultado, que es fundamental en la
teoria de raices aproximadas de polinomios.

Proposicién 3.1 Sea F' € S[Y] un polinomio ménico de grado n y sea b un
divisor de n que sea inversible en S; entonces existe una Uunica raiz aproxi-
mada b-ésima de F.

Demostracion:

Para probar la existencia, es suficiente con iterar la transformada de
Tschirnhausen (77)7(G) de G con respecto de F' un nimero suficiente de
veces hasta que Cp((7¢)’(G)) = 0, como ya hemos visto anteriormente.

En cuanto a la unicidad, si GG, H son dos raices aproximadas b-ésimas de
F, puesto que deg (F — G%) < n —ey deg(F — H) < n — e se tiene que
deg (G* — H®) < n — e. Por otro lado, como

G'—-H'=(G-H) Y GH

i+j=b—1

y el segundo factor tiene grado e(b—1) = n—e, se tiene que deg (G— H) < 0
y en consecuencia G = H.

|

Nota 3.1 Notese que, debido a la unicidad del teorema anterior y a la inde-
pendencia de la raiz aprozimada b-ésima del anillo de coeficientes, si S — S’,
F e SlY] y G € S'[Y] es la raiz aprozimada b-ésima de F € S'[Y], se tiene
de hecho que G € S[Y].

Nota 3.2 Aplicando también la unicidad del teorema anterior, si H,G, F
son polinomios mdnicos en S[Y| de grados c,cbh,cbe respectivamente y b, e
son inversibles en S, se tiene que si H es la raiz aproxrimada b-ésima de G
y G es la raiz aproximada e-ésima de F', entonces H es la raiz aprorimada
be-ésima de F'.
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En cuanto al cdlculo efectivo de raices aproximadas, tenemos en princi-
pio la opcién tedrica de iterar la transformada de Tschirnhausen, tomando
inicialmente un polinomio moénico arbitrario GG del grado adecuado, puesto
que al final estamos seguros de obtener la raiz aproximada que buscamos y
ésta es tnica; no obstante, hay un método mucho mas rapido para obtener
dicha raiz, que describiremos a continuacion.

Dado F' un polinomio ménico de grado n, y dado b un divisor de n,
escribimos un polinomio G ménico de grado n/b por coeficientes indetermi-
nados; si efectuamos la operacion H = F — G°, para imponer a G que sea
la raiz aproximada b-ésima de F' no hay mas que obligar a H a que tenga
grado estrictamente menor que n — e, con e = n/b, segin uno de los lemas
precedentes. En consecuencia, basta con ir igualando a 0 los monomios de
F — G* de grado més alto, con lo que el problema queda reducido a resolver
un sistema no lineal de e ecuaciones con e indeterminadas, triangular y con
unos en la diagonal. De forma mas precisa, si éste se resuelve empezando por
el término de grado mas alto n — 1 y descendiendo progresivamente grado
a grado, en cada etapa aparece un incognita nueva, y la ecuacién que hay
que resolver en dicha etapa es lineal en la nueva incognita, llevando ésta un 1
como coeficiente. En conclusién, el sistema tiene una tnica solucién (como ya
sabfamos), y es facil ver que su resolucién tiene una complejidad semejante
a la del método de eliminacién Gaussiana.

Por ejemplo, si se considera el polinomio F' = Y2+ Y7 +XY*4+ Y2 +X+1
definido sobre el cuerpo finito IFy, vamos a calcular su raiz cibica aproximada,
que serd de la forma G = Y2+ AY?+BY+C, donde A, B, C son coeficientes
indeterminados con valores en IF5[X]. Se calcula el polinomio

H=F -G =AY+ (1+ A+ B)Y + (A +C)Y° + ...

y se igualan a cero los coeficientes de grado mayor o igualan—e = 9—3 = 6,
obteniéndose el sistema

A =0
A* + B =1
A’ + C =0

cuya soluciénes A =0, B =1y C = 0, y por tanto la raiz cibica aproximada
de FesG=Y3+Y.
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3.3 Teorema de Abhyankar-Moh

En esta seccién nos ocuparemos del resultado fundamental del presente capi-
tulo, debido a S.S. Abhyankar y T.T. Moh, y que nos proporciona un conjunto
de generadores para el semigrupo Sp con buenas propiedades aritméticas,
junto con funciones en el anillo A cuyos polos en P tienen orden igual a dichos
generadores. Dichos generadores y las correspondientes funciones pueden
ser calculados de manera algoritmica, y las propiedades aritméticas de los
generadores nos permiten de hecho calcular una funcién en A con un polo en
P de orden igual a cualquiera de los elementos del semigrupo Sp.

Teorema 3.1 (Abhyankar-Moh)  En las mismas condiciones y nota-
ctones que en la seccion 3.1 , supongamos que char IF no divide simultdnea-
mente a degx y a ep(x); entonces existen un entero h y una sucesion de
enteros oy, ...,0n, € Sp que generan Sp tales que:

() dpy1 =1 ymn; > 1 para 2 <i < h, donde d; = mecd (do,...,0-1) para
1<i<h+1yn;=d;/dis1 para 1 <i < h.

(II) n;0; pertenece al semigrupo generado por dg, .. .,0;—1 para 1 <i < h.

(IIT) n;6; > 641 para 1 < i < h—1.
Demostracion:

A continuacién esbozaremos los pasos de la demostraciéon de este resul-
tado; para mds detalles, ver Abhyankar [1] o Pinkham [86].

Etapa 1. Sean p = charIF, X e Y las coordenadas afines en el plano,
y sean x,y sus correspondientes imdgenes en A; sean m = —vp(z) y
n = —up(y) (es decir, respectivamente el grado en Y y el grado en X
de la ecuacién de la curva plana). Puesto que la curva tiene una sola
rama racional en el infinito y ésta esta definida sobre el cuerpo base
IF, se puede suponer (salvo un cambio lineal de coordenadas) que el
grado de la curva es m, con lo que el polinomio F(X,Y) que define la
ecuacion de C' es moénico en la variable Y, y tiene a Y™ como monomio
de grado mas alto; en particular, se tiene n < m.
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Si ain fuese necesario, haciendo un cambio de coordenadas de la forma
(X,Y) — (X + P(Y),Y) podemos obviamente suponer que m no es
miltiplo de p, por las hipdtesis sobre la caracteristica (nétese que m es
el grado de la curva y, y que n es m menos la multiplicidad del punto
del infinito).

Con el fin de trabajar localmente en el inico punto del infinito, consi-
deramos a continuacién el cambio de variables

1 W

X==Y=—

U U
que nos proporciona coordenadas U, W en una nueva carta afin de la
curva, en la cual el punto P es el origen de coordenadas y la curva y
estd dada por el polinomio

ms 1 W

H(UW)=U F(U, U)

Etapa 2. Por las hipétesis en el infinito, la curva afin H = 0 tiene una
Unica rama racional en el origen y dicha rama esta definida sobre IF, es
decir, admite una parametrizacién del tipo v = u(t), w = w(t) donde
u(t),w(t) son series de potencias formales inversibles en IF[[t]]. De
hecho, como p no divide a m y se tiene que ord,u(t) = m, el parametro
t puede elegirse de forma que u(t) = ct™ , w(t) = > a;t’, donde

i>m—n

c,a; € Fyce#0.

Utilizando esta parametrizacion, podemos calcular la sucesiéon carac-

teristica (B, . .., On) del anillo local R de la curva H = 0 en el origen,
y se define z, = Z a;t* para 1 <i < h.
0<i<Be

Si se toma g, € IF((¢™))[W] el polinomio minimo de z. sobre IF((t™)),
se tiene que los enteros ro = m y r. = v(g.) satisfacen las propiedades
(I) y (II), pero se tiene que n;r; < ryy1 en lugar de la propiedad (III).
En realidad, la propiedad que se necesita de g. es que defina un ger-
men que tenga contacto maximal de género e — 1 con la curva y en
P (ver Campillo [16]). Existen muchas curvas con esta propiedad vy,
salvo truncacién, podriamos suponer que los gérmenes son de curvas
algebraicas, es decir, que g. es un polinomio. En todo caso, veremos
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que podemos conseguir esto dltimo, es decir, cambiar g, € IF((U))[W]
por un polinomio en las variables X, Y, mediante otro camino que nos
sera de gran utilidad practica.

Etapa 3. Deshaciendo ahora el cambio de variables en los g;, obtenemos
Fi, ..., Fy, Fry1 = F, que son elementos de IF((X))[Y], con la propiedad
de que F; es ménico de grado m/d; en la variable Y y que v(f;) =

2
ri — T;L = s;, donde f; denota la clase de F; en IF((X))[Y]/(F) .
Es facil ver que d; = mecd (m,s1,...,8-1) vy que dpy1 = 1, en conse-
cuencia se puede comprobar que los valores §; = —s; son los generadores
con las propiedades requeridas en el enunciado.

Etapa 4. Para transformar F; en polinomios, utilizaremos la teoria de
raices aproximadas de la seccién anterior. La ultima funcion Fjq =
F € TF[X,Y] es en realidad un polinomio; por induccién, supongamos

que hemos obtenido polinomios F,.q,..., Fiy1 con los mismos grados
en Y y los mismos valores en el infinito que los obtenidos en la etapa
3.

Entonces se cambia la funcién F, por la n.-ésima raiz aproximada de
F.i1 (ne = d./des1), con lo que el grado en Y no cambia, y el nuevo
F. es un polinomio en X,Y, utilizando la nota 3.2.1 con S = IF[X] y
S" =TF((X)).

De hecho tampoco cambia el valor en el infinito, pues al hacer la trans-

formada de Tschirnhausen de F. con respecto a F,.,q, utilizando las
propiedades aritméticas de los n. se puede probar que

U(Cne_lFfe_l) > v(F) = nev(Fy)

y en consecuencia v(C,, 1) > v(F.); de esta manera, esta desigualdad
se mantiene al iterar la transformada de Tschirnhausen y por tanto
sigue siendo cierta para la correspondiente raiz aproximada. El resul-
tado final obtenido es un conjunto de funciones polinémicas que alcan-
zan los valores de los generadores del semigrupo obtenidos en la etapa

3.

|
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Nota 3.3 Notese que la restriccion sobre la caracteristica de IF es necesaria,
puesto que si sobre IFy se considera la curva plana definida por la ecuacion

Y8 +Y = X*(X® +X)

se tiene que el semigrupo de Weierstrass en la unica rama racional P en el in-
finito (que estd definida sobre IF) es igual a Sp, al no tener la curva ninguna
singularidad a distancia afin; ahora bien, dicho semigrupo estd generado por
los elementos {8,10,12,13}, y en consecuencia no admite ningin sistema
de generadores con las propiedades del teorema de Abhyankar-Moh. FEste
ejemplo da una respuesta negativa a una cuestion planteada por Sathaye en
[96] en la que se prequnta si, ademds de en caracteristica nula, Sp es siem-
pre un semigrupo generado por una sucesion de elementos con las citadas
propiedades. Por lo tanto, la descripcion general del semigrupo Sp en térmi-
nos de un sistema de generadores con buenas propiedades aritméticas es aun
un problema abierto cuando pldegx y plep(x).

Notese también que el semigrupo Sp en el ejemplo, si bien no satisface
las propiedades del teorema de Abhyankar-Moh, si que tiene propiedades arit-
méticas buenas; por ejemplo es un semigrupo interseccion completa, es de-
cir, el dlgebra del semigrupo k[Sp] = K[t t'° t'2 #13] es una k-dlgebra in-
terseccion completa (puesto que el nicleo de la correspondiente aplicacion
k[X1,Xg, X3, Xy] — k[Sp| estd generado por los elementos X32—X; X3, X2—X3
y X2 —X2X,), siendo en este caso k = Fy . Por otro lado, Sp es siempre un
semigrupo simétrico, es decir, simétrico respecto de c—1, donde ¢ = 2g = 28
es el conductor del semigrupo.

El ejemplo propuesto proviene en realidad de la teoria de codigos dlgebro-
geométricos (ver Hansen-Stichtenoth [52] o Hpholdt-Pellikaan [57]), y la
razon por la que falla el teorema de Abhyankar-Moh es que tanto el grado
de la curva como la multiplicidad del punto del infinito son mailtiplos de 2,
que es la caracteristica del cuerpo de definicion de la curva.

Nota 3.4 Notese también que, de hecho, se tiene que dg > 01, y que en la
prdactica se puede suponer que p no divide a dy. Los semigrupos generados
por sucesiones numéricas con las propiedades (1), (1I) y (I1) del teorema 3.1
son llamados telescopicos por algunos autores (ver Kirfel-Pellikaan [65]);
tales semigrupos son de hecho simétricos.
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3.4 Algoritmo de raices aproximadas

Todos los polinomios F, que se van obteniendo en la demostracion del teo-
rema de Abhyankar-Moh son, de hecho, raices aproximadas de la ecuacion
de la curva plana F', como consecuencia de la nota 3.2.2 . De esta manera, el
algoritmo para describir el semigrupo Sp con sus correspondientes funciones
tratara de encontrar raices aproximadas de F' de ciertos érdenes apropiados.

Por otra parte, se puede utilizar una parametrizacion de la rama del in-
finito para calcular el semigrupo Sp y sus correspondientes funciones direc-
tamente de la ecuacion de la curva, pero podemos evitar el calculo de dichas
ecuaciones paramétricas para evitar el incremento excesivo de la compleji-
dad. La parametrizacién racional de la rama del infinito, que puede calcu-
larse por ejemplo mediante las expresiones simbélicas de Hamburger-Noether
del apartado 2.7 , nos permite calcular valores en el punto del infinito con
bastante facilidad, si bien nos resultara 1til que éstos puedan calcularse de
forma alternativa mediante el uso resultantes, tal y como se mostrarda més
adelante. De hecho, las expresiones simbélicas de Hamburger-Noether nos
permiten también hallar el semigrupo, que se calcularia en el marco de la
aritmética a partir de tales expresiones (ver Campillo [16]). Esto nos permi-
tirfa conseguir la etapa 2 de la demostracién del teorema de Abhyankar-Moh,
pero seria necesario aun llegar hasta la etapa 4 en la demostracién de dicho
teorema.

Con el fin de describir con precisién el citado algoritmo, recordaremos un
resultado también probado por Abhyankar que nos proporciona un criterio
para saber si una curva con un solo punto (racional) en el infinito tiene o
no una sola rama racional (definida sobre IF) en dicho punto, en cuyo caso
se tiene, en particular, una condicién suficiente de irreducibilidad absoluta;
dicho criterio utiliza de hecho el algoritmo que nos interesa, y que describimos
a continuacion.

3.4.1 Descripcién del algoritmo

Sea xy un modelo afin plano para una curva dado por la ecuacién
F=FX,Y)=Y"4+a(X)Y" " + ...+ an(X)

y supongamos que m es el grado total de F'. Notese que bajo las hipotesis
del teorema de Abhyankar-Moh podemos suponer que m no es multiplo de
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la caracteristica de IF, pues en caso contrario podemos hacer un cambio de
coordenadas de la forma (X,Y) — (X + Y!Y), eligiendo el | apropiado a
tal fin, al ser la curva obtenida birracionalmente equivalente a la dada y
no modificarse los semigrupos de valores en el infinito. Denotemos la raiz
aproximada d-ésima de F' por app(d, F).

El algoritmo de raices aproximadas funciona de la manera siguiente
(como el caso en que Y divide a F' es trivial, supondremos lo contrario):

F():X, 50:d1 =m, F1 :Y, (51 :dengesY(F,Fl)

dn = mcd(5g,51,...,5n_1)
F, app(d,, F)
0, = degxResy(F,F,)

y se continda de forma inductiva. Por convenio, se escribe

degx Resy(F, F;) = —oo si Resy(F,F;) =0

y
mecd (50,51, ce ,51) =mecd (5@,(51,. .. 75j)
si 0y, 01, ...,0; son numeros enteros, j < ¢y 0,41 = 0j42 = ... = 0; = —00.
Con las mismas notaciones, puesto que {d,},>2 es una sucesiéon decre-
ciente de enteros positivos, existe un unico entero positivo h tal que dy >
ds > ... > dpy1 = dpio; de esta manera, estamos en condiciones de estable-
cer el resultado siguiente, cuya demostracion se remite a Abhyankar [3].

Teorema 3.2 (Criterio para una sola rama en el infinito) La curva
tiene una sola rama racional (definida sobre IF) en el infinito si y sélo si
dpi1 = 1, 01dy > dady > ... > Opdy, y n;0; pertenece al semigrupo gene-
rado por &g, 01, ...,0;—1 para 1 > i > h, donde n; = d;/d;11 también para
1>4>h.

Notese que las propiedades anteriores son exactamente las dadas por el
enunciado del teorema de Abhyankar-Moh; de hecho, los elementos ¢; cal-
culados por el algoritmo anterior son los generadores del semigrupo Sp que
da dicho teorema, como lo muestra el siguiente resultado (ver Abhyankar [1]
para mds detalles).
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Lema 3.4 En las condiciones del teorema de Abhyankar-Moh, y con la misma
notacion que en la etapa 2 de la demostracion de dicho teorema, para 1 <
e < h se tiene que

de = Ip(F, F.) = ord F.(ct™,w(t)) = degx Resy (F, F,)
donde F, = app(d., F).

En definitiva, cada uno de los generadores del semigrupo Sp calculados
por el teorema de Abhyankar-Moh es en realidad el orden de contacto de la
curva [’ con la raiz aproximada correspondiente al maximo comun divisor de
los anteriores generadores, con lo que éstos pueden calcularse inductivamente
por medio de resultantes de polinomios, segin el procedimiento indicado en
el algoritmo anterior.

De esta manera, el algoritmo de raices aproximadas calcula a la vez los
generadores que da el teorema de Abhyankar-Moh y las funciones que alcan-
zan estos valores de una manera efectiva. Es més, si el algoritmo consigue
llegar con éxito hasta el final, estaremos seguros (si es que ain no lo sabjfamos)
que sélo hay una rama racional que estd definida sobre IF en P y en con-
secuencia la curva es (absolutamente) irreducible, cosa de gran interés en la
teorfa de cédigos dlgebro-geométricos. En caso contrario (es decir, cuando
las condiciones requeridas en el criterio anterior no se cumplan en cualquiera
de los pasos del algoritmo) podemos concluir que la curva tiene més de una
rama en el punto P. El caso de una singularidad con varias ramas es mucho
mas dificil de estudiar, si bien el algoritmo de raices aproximadas proporciona
alguna informacién sobre dicha singularidad (ver [27]).

Notese que hay dos caminos alternativos para disminuir la complejidad
del algoritmo descrito:

(i) En caso de conocer de alguna manera una parametrizacién de la singula-
ridad de la rama en P, podriamos usarla para calcular con mas rapidez
6rdenes de contacto en P (es decir, valores de funciones en el punto del
infinito) en lugar de usar resultantes de polinomios.

Esta alternativa se puede hacer efectiva si a priori se calcula la co-
rrespondiente expresion simbodlica de Hamburger-Noether y después se
usa como parametrizacién mediante evaluacion perezosa. Nétese que
el algoritmo descrito en la seccién 2.7 da también en la practica otra
condicién suficiente de irreducibilidad.

98



(ii) En vez de utilizar curvas definidas por una ecuacién dada, podriamos
proceder fijando previamente un semigrupo descrito en la forma del teo-
rema de Abhyankar-Moh e intentar entonces encontrar una curva plana
F' con una sola rama en el infinito realizando el semigrupo prefijado en
el punto del infinito, incluso en el caso en que p divida a mcd (g, d7).

Esto ultimo es el proceso inverso al que hemos expuesto en el presente
capitulo, es decir, dados ntimeros dy, d1, . . ., 05 con las propiedades (I),
(IT), y (III) del teorema de Abhyankar-Moh, entonces se pueden cons-
truir de forma recurrente sucesiones de polinomios llamados aproxi-
mantes de un polinomio F' tales que F' = 0 es una curva con una Unica
rama P en el infinito y semigrupo Sp generado por &y, d1, . . ., 5 (resul-
tado probado por Reguera en [90], en donde se pueden comprobar més
detalles). Esta via tiene la ventaja de que se pueden construir directa-
mente los ejemplos junto con las funciones (los aproximantes) asocia-
dos a los generadores de un semigrupo Sp prefijado. Ademads, Reguera
construye tales ejemplos satisfaciendo las condiciones de Abhyankar-
Moh sin la restriccion aritmética sobre la caracteristica que aparece en
dicho teorema.

Ejemplo 3.1 Consideramos curva plana afin Y8 +Y? + X3 = 0 definida
sobre IFy, con solo un punto P = (1 : 0 : 0) en el infinito. El grado de la
curva es multiplo de la caracteristica, asi que se necesita efectuar el cambio
de variables X = X + Y3, Y =Y para obtener el modelo plano F(X,Y) =
Y9 4+ Y8 4+ XY + X2Y3 + Y2 + X3 y poder aplicar el algoritmo de raices
aprorimadas a F':

Fb=X,00=d1=9,F1 =Y
0 = degxResy(F,Y)=3,dy, =mcd(9,3) =3
F=app(3, F) =Y> + Y’ + Y +X+1
0y = degxResy(F, Fy) =8, d3 =mcd(9,3,8) =1
asi h = 2 y Sp = (9,3,8). En consecuencia, existe una sola rama en el

infinito puesto que las propiedades (1), (I1) y (III) del teorema de Abhyankar-
Moh se verifican para la sucesion obtenida.
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Por otro lado, con las mismas notaciones que en el lema 3.1 , se toma
una base sobre Iy de AJ/A, como por ejemplo:

" CY(1+YY) B Y(1+Y°)
X4y T X+YH)(Y2+Y +1)

e — X?4+Y® 5 Y214 YH(Y2P+Y +1)
TY?ry 41 T X + Y3

Los valores de estas funciones (obtenidos mediante resultantes) son —vp(hy) =
13 ¢ Sp, —Up(hg) =17 ¢ F})7 —Up(hg) = 10 ¢ P2P Y —Up(h4) =13 € FSP

Cambiamos por tanto hy por

YO1+Y3)(Y2+Y+1)

— g+l —
94 4+ X -3

y ahora —vp(g4) = 10 € T'%, con lo que atin se tiene que considerar la funcidn

YI+Y)(Y'+Y?+1) + (X +Y?)?
X+Y3)(Y2+Y +1)

g4:h4+h1+h3=

obteniéndose —vp(gq) = 4 ¢ 'S, En consecuencia, el semigrupo de Weier-
strass en P es

I'p={0,3,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,...}

y en particular se obtiene que el género de la curva es g = 3.

|

3.4.2 Calculo de una base para L(IP)

Mostraremos ahora cémo calcular una base para el espacio vectorial L(IP)
para cualquier [ € I'p a partir de los resultados anteriores. Sobre el anillo
afin A se puede dar una filtraciéon de la siguiente manera:

IF=L(0) C L(P)C L2P)C...CA
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Obviamente se tiene que A = U L(IP) y es de hecho una IF-dlgebra graduada
1=0
de la forma

= L(P)
=D yp

que es isomorfa al algebra de semigrupo IF[['p| debido a la desigualdad 0 <
L(IP)
iSRS )
L(I-1)P) —
Partiendo de este hecho, con el fin de calcular una base de L(IP) para
cualquier entero no negativo [, lo nico que se necesita es encontrar una
funciéon que tenga un tnico polo en P de orden n, para cada 0 < n < |
tal que n € I'p; esto puede hacerse facilmente a partir de los resultados del
presente capitulo, en la manera que se expone a continuacion.
Sin € Sp, n puede escribirse facilmente de manera unica en términos de
los generadores del teorema de Abhyankar-Moh en la forma

h
i=0
con \g > 0y 0 <\ <n;paral <i < h (ver Kirfel-Pellikaan [65] o Pinkham
h
[86]); asi, si vp(f;) = —d;, entonces f, = [ f tiene un tnico polo en P de
i=0

orden n. En caso contrario, si n € I'p \ Sp las funciones pueden construirse
a partir de una base de A/A sobre [F mediante el algoritmo de triangulacién
mostrado en el lema 3.1 .

3.5 Construcciéon de modelos planos con una
sola rama en el infinito

En esta seccion expondremos con méas detalle el proceso inverso al algoritmo
de raices aproximadas, es decir, la construcciéon explicita de curvas con una
sola rama en el infinito cuyo semigrupo Sp en dicha rama es un semigrupo
telescopico I prefijado, tal y como se dijo en la seccién anterior. Para ello,
introduciremos en primer lugar las herramientas y conceptos basicos que se
utilizaran posteriormente en la construccion de dichas curvas.
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3.5.1 Teoria de aproximantes

Recordemos en primer lugar la definicién del poligono de Newton de una
curva en el entorno de un punto, tal y como fue dada en la seccién 2.7 .
Sea IF un cuerpo perfecto, y sea f(U, V) =3, 550 CapUVP un polinomio en
IF[U, V] que define un germen de curva en el origen de coordenadas P = (0, 0);
supongamos que en dicho punto sélo existe una rama racional sobre IF, y
que dicha rama es un punto racional sobre IF' (como punto de la normaliza-
cién). Lo que sigue es una precision del algoritmo que calcula las expresiones
simbolicas de Hamburger-Noether y puede encontrarse en [90]. Se considera
el diagrama de Newton de f

D(f) = {(e, 9) | cap # 0}

y se denomina poligono de Newton de f (en el origen) al conjunto de los
segmentos acotados de la frontera del cierre convexo de D(f) + IR2+ , y sera
denotado por P(f). Suponiendo que v(U) < v(V), donde v es la valoracién
natural asociada a la rama de f en el origen, debe ocurrir una de las dos

situaciones siguientes:
(A) P(f) consta sélo del punto (0, 1), si v(V) =00 .
(B) P(f) es el segmento de vértices (1,0) y (0,n), si v(V) < oo .

En el caso (A) no hay nada que hacer y el proceso que describiremos a

continuacién se termina. En el caso (B) pueden darse a su vez dos posibili-
dades:

(B1) [ = ne para cierto entero positivo e; entonces existen a, A € IF* tales

que
Y gUrVP =a (V= AU9)"
(a,B)EP(f)
De esta manera, mediante el cambio de variables U = U, V' =V —

A (U")¢ el poligono de Newton se transforma en el segmento de extremos
(I',0) y (0,n) con I' > I; este cambio de coordenadas se denomina
transformacion de tipo B1l, y estd univocamente determinado por al
ecuaciéon de f.
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(B2) En caso contrario, sea e; = mecd(l,n) < n, y sea (o,7) la tnica
solucion entera de la ecuacién

|7l —on| = e

que cumple las condiciones o,7 > 0, 20 < l/e; y 27 < n/e;y ; en este
caso, se efectiia la transformacién U’ = UM/e1V7 V' = U1V (es de-
cir, una sucesién finita de explosiones) y se considera la transformada
estricta de f en dicha transformacion. De esta manera, el poligono
de Newton se transforma en un segmento vertical de extremos (0, 0)
v (0,e1). La transformacion anterior estd también univocamente de-
terminada por la ecuacion de f y se denomina transformacion de tipo
B2.

Al ser f irreducible como serie de potencias centrada en el origen (pues
sélo hay una rama), siempre que v(V) < oo y n > 1 podemos efectuar el
siguiente proceso algoritmico:

(a) Mientras n divida a [, hacemos sucesivas transformaciones de tipo Bl
hasta obtener un poligono de Newton cuyas proyecciones sobre los ejes
coordenados sean [y y n = e tales que ey < lpy e; = mecd(eg,ly) < eq .

(b) En caso contrario, efectuamos la transformacién de tipo B2 apropiada
tras la cual, siempre que e; > 1, podemos hacer de nuevo una sucesion
de transformaciones de tipo B1 hasta conseguir que el nuevo poligono
de Newton verifique que es = mcd (l1,e1) < ey , y se sigue el proceso.

Puesto que la sucesion e; es estrictamente decreciente, existira un entero h

tal que e;, = 1, con lo que el proceso anterior termina en un ntmero finito de

pasos. Al final de este algoritmo, obtenemos h poligonos de Newton (P;)'=}

que son segmentos de vértices (I;,0) y (0, ¢;) verificando:
(i) med(e;l;) <e; para0<i<h-—1.
(ii) ej41 =med(e;l;) para 0 <i < h— 1.

En las condiciones anteriores, se tiene que el semigrupo de valores en el ori-
gen P de la curva definida por f estd generado por la sucesién 3y, 54, ..., 5,
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donde By = eo vy 3; = Colo - 'e' t ei-ibioy para 1 < ¢ < h (ver Campillo [16]).
Este semigrupo es siempre simétrlico en virtud de un teorema de Angermuller
[7], v lo que acabamos de exponer significa que dicho semigrupo puede cal-
cularse a partir del poligono de Newton de la rama de f en P.

Reciprocamente, sea x una curva plana reducida con un solo punto P en
el infinito, y sea f(U, V) una ecuacién local de la curva en P; si es posible
realizar todos los pasos del algoritmo anterior hasta obtener los poligonos
de Newton con las propiedades anteriores, entonces la curva tiene una tnica
rama racional en el punto del infinito y ésta esta definida sobre IF. Daremos
a continuacion la definicién fundamental que se usara en lo que sigue.

Definicién 3.4 Sea F(X,Y) un polinomio ménico en la variable Y sobre
IF[X] que define una curva plana x con una sola rama racional en el infinito
que estd definida sobre IF, y sea v la valoracion natural asociada a dicha
rama; sea f(U,V) una expresion local de la curva en un entorno del punto
del infinito (U =Y /X yV =1/X) y se considera la sucesion de poligonos de
Newton construida mediante el algoritmo anterior. Llamaremos aproximan-
tes de F' a toda sucesion de polinomios go(X,Y), ..., gni1(X,Y) tales que:

(1) gO(X7Y) = X.

(ii) ¢:;(X,Y) es un polinomio en la variable Y de grado do/d; para i =
1,....,h+1, donde

do = —v(go(X,Y)) = degy f(X,Y)
0; = —v(g:(X,Y)) para i=1,...,h+1

di=mcd(dy,...,0,1) para i=1,...,h+1

(iii) Parar=1,...,h+1 la sucesién de poligonos de Newton de cada curva
9-(X,Y) =0 en la rama del infinito consiste en r segmentos de vértices
ei/d. yl;/d, parai =0,...,7 —1 y un dltimo segmento de extremos

1y, cony. >1./d,, yla sucesion de transformaciones para obtener
dichos poligonos son exactamente las mismas que para la curva f; esto
significa que g, tiene contacto mazximal de género r con f (mds detalles

en Campillo [16]).
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En las condiciones del teorema de Abhyankar-Moh, las raices aproximadas
que da dicho teorema son aproximantes para f, segin la definicion anterior,
y su existencia estaria por tanto garantizada. En particular, el concepto de
aproximante es mas débil que el concepto de raiz aproximada.

3.5.2 Construccion de curvas asociadas a semigrupos

A continuacion, fijados un cuerpo IF y un semigrupo S = (dy, ..., d,) con las
propiedades (I), (II) y (III) del teorema de Abhyankar-Moh, expondremos el
método de [90] para obtener curvas concretas con una sola rama racional P
en el infinito que estd definida sobre IF, tales que tienen una secuencia de
aproximantes y cumplen Sp = S.

Puesto que se cumplen las propiedades (I), (II) y (III), para 1 <7 < h se
tiene que n;0; puede escribirse de manera tnica en la forma

ni0; = a; 000 + ...+ a;i—10;—1

con a;p > 0y 0 <a;; <n; paral < j < i. Entonces, para cada eleccién
t1,...,tn € IF\{0} se definen de manera recurrente los polinomios siguientes:

go=X, g=Y

Qi i—1

Gir1 = 97" — g™ - giy para 1<i<h
Para 0 < i < h, cada polinomio g;11 € IF[X, Y] verifica que

do

di+1

deg (9i+1) = dng(Qi-i—l) =

De hecho, para i > 1 este grado es igual al grado del término ¢;"*, puesto que
el grado del otro término que aparece en la definicién es estrictamente menor
que dg/d;v1 . Ademds, parai = 1,...,h las curvas dadas por g;.1; = 0 tienen
a P como tnica rama en el infinito.

Por otro lado, se definen los niimeros

80:(50—51

did; — diz10i41

di+1

€ = para t=1,...,h—1
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y también los niimeros

; ;0 Q1 ;-1 1
(1) = =4 : ! d —
ai(l) 0 < do * dy T di—q dz‘+1>

- Qi fo Qi i 1 ,
0 (T) = s [ ( SIS ) ¥ azm]
dp—1 di-v  dip

parai=1,....hy k=2, ... i. Los nimeros o} = a}(I') son estrictamente
positivos para i = 1,...,h y k = 1,...,i1 , y ademds, se tiene que o} =
€i—1 / diy .

Con esta notacion, si hacemos el cambio de variables anteriormente citado
para expresar las curvas ¢g; = 0 en un entorno del punto del infinito P,
obtenemos las expresiones siguientes:

go=1 ¢a=U

~ ~n 6—0—a1 0
Go=gy' —tHVi
Jiv1 =g — g™ - gioT'Vel para 2<i<h

Pues bien, si se efectia el algoritmo de los poligonos de Newton descrito
anteriormente sobre el polinomio f = Jpr1 Yy examinamos la sucesion de
poligonos obtenida (distinguiendo el caso en que dy — ; divida a dy 0 no), se
deduce que los polinomios gg, g1, - . ., gn son aproximantes de f = g1 , con
lo que la curva f = 0 tiene una sola rama racional P = (1: 0 : 0) en el infinito
que esta definida sobre IF, en la cual el semigrupo Sp estd generado por la
sucesion dy, . . .,0p fijada al principio (més detalles en Reguera [90]). Esta
construccion es explicita y resuelve el problema que nos proponiamos en esta
seccion incluso aunque la caracteristica p de IF divida a dy = mcd (dp, 01);
las curvas obtenidas tienen, ademéds, una sucesién de aproximantes, que es
la generalizacién de lo que en el teorema de Abhyankar-Moh eran las raices
aproximadas en el caso en que p divida a ds.

En principio, no se puede asegurar que la curva obtenida sea lisa en la
parte afin, con lo que el semigrupo obtenido no es el semigrupo de Weierstrass
en P salvo que se anadan condiciones adicionales (ver Reguera [90]). Si esto
sucediese, el género de la curva podria calcularse como el nimero de lagunas
de dicho semigrupo, y se tendria una férmula explicita en términos de los
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generadores y sus relaciones; en todo caso, se puede dar una féormula en la
que se incluya ademds la aportacion de las singularidades en la parte afin,
obteniéndose como resultado

g= (60_1)((50_2) o Zé(@) —

2 QEex

1 h—1 L
= (1= 80— 6+ didu+ Y- (0 — Gi11) | — dims(A/A)

i=1
puesto que Jy es el grado de la curva x obtenida (ver [65]).
Ejemplo 3.2 Fijado el semigrupo telescopico S generado por

50 == 42, 51 = 30, 52 = 57, 63 - 10

nuestro proposito es hallar una curva definida sobre IFy cuyo semigrupo Sp
en el infinito sea S. Para ello, vemos que

di =42, dy=6, d3=3, dy=1

y en particular h = 3. Por otra parte, se tiene que
n151 = 550, n252 = 250 + (51, ’I’L353 = (51

con lo que, sequn el procedimiento descrito en el presente parrafo, la sucesion

go =X
a=Y

g2 =Y +X°
g3 = g5 + X*Y
ga=9g5+Y

constituye una sucesion de aproximantes para la curva plana dada por f =
gs = 0, que es la solucion buscada. Noétese que la caracteristica p = 2 divide
a dy, a pesar de lo cual hemos podido construir la curva plana a partir del
semigrupo fijado.
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3.6 Algoritmo de la base entera

A continuacién describiremos brevemente el llamado algoritmo de la base
entera, debido originalmente a Ford y Zassenhaus, que nos permite obtener
con técnicas de dlgebra computacional una base de A como IF[X]-médulo,
segun la notacién empleada en la seccion 3.1 . Introduciremos para ello
una notaciéon muy parecida a la empleada en la tesis de Polemi (ver [87]), y
empezaremos recordando conceptos fundamentales de dlgebra conmutativa.

Un elemento u de un anillo B se llama nilpotente si u™ = 0 para algin
entero positivo n. Se tiene que el conjunto de todos los elementos nilpotentes
de un anillo B, denotado por Rpg, es un ideal de B y el anillo cociente B/Rp
no tiene ningin elemento nilpotente distinto de cero.

Por otro lado, para cualquier ideal I del anillo B se define el radical de

como el ideal
rad(I) ={uec B|u"ecl, 3kecZ)

Nétese que rad([l) es la imagen inversa del conjunto Rp/; a través del homo-
morfismo natural ¢ : B — B/I.

Por tltimo, si B es un dominio de integridad se define el idealizador (o
conductor) de un ideal I de B como el conjunto

1d(I) = {u € Fr(B) | ul C I}

donde Fr(B) denota el cuerpo de fracciones de B; dicho de otra manera,
Id(I) es el subanillo méas grande de F'r(B) en el cual I sigue siendo un ideal.
Id(I) también se denota usualmente por C(B, I).

A continuacién pasamos a plantear con precision el problema que nos
interesa resolver. Sea IF un cuerpo perfecto y sea S = IF[X] el anillo de
coordenadas de la recta afin; denotemos por K = IF(X) el cuerpo de cocientes
de S. Consideremos una extensién finita y separable L = IF(X,Y) de K de
grado m como el cuerpo de funciones racionales de la curva afin plana C' dada
por un polinomio separable y absolutamente irreducible f(X,Y) de grado m
sobre el anillo S, y sea R = TF[X,Y]/(f) el anillo de coordenadas afines
de la curva C'. R es un subanillo del cuerpo de funciones racionales L, es
integramente cerrado sobre el anillo S y contiene una base de L sobre K;
lo que nos interesa en lo que sigue es calcular el cierre integro R de R en
L (nétese que R es Ay por tanto R es A en la notacién de la seccién 3.1).
Llamaremos base entera de R a una base de R como S-médulo.
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Ambos anillos R y R son S-médulos libre de rango m, y R es, de hecho,
el anillo de coordenadas de la parte afin de un modelo no singular C para la
curva C, prescindiendo de los puntos que se encuentren en el infinito.

La funcién Y es entera sobre el anillo S y la suma o producto de elementos
enteros sigue siendo entero, con lo que R C IF[X] y se tiene IF[X] = R. Por
otro lado, el conjunto {1,Y,..., Y™ 1} es una base de R como S-médulo;
partiendo de esta aproximacién inicial, cada iteraciéon del algoritmo que va-
mos a describir producira un S-moédulo cada vez mas grande hasta que final-
mente se obtiene el cierre integro R. Introduciremos a continuacién varios
conceptos que se utilizaran en el desarrollo de dicho algoritmo.

Definicién 3.5 Sea {w;}7, una base de R como S-mddulo; se llama dis-
criminante de la base {w;}™,, y se denota por Disc({w;}), al determinante
de la matriz (Tr(w; - w;))1<ij<m-

Definicién 3.6 En las mismas condiciones, se llama discriminante de R
con respecto a S al ideal principal de S generado por Disc({w;}), y se denota

por dRys.

Definicién 3.7 Dado un polinomio f en las condiciones anteriores, se de-

0
fine el discriminante de f con respecto a X como la resultante Resx(f, 8;;),
y se denota por Dy, sobreentendiendo la variable X.

El siguiente resultado es el fundamento tedrico del algoritmo que nos
interesa, y se deduce facilmente de resultados elementales de dlgebra conmu-
tativa (ver Zariski-Samuel [112]).

Proposicién 3.2 Una extension de anillos R’ de R es integramente cerrada
st y sélo si el idealizador del radical del discriminante de R’ con respecto a

R es el anillo R'.

Basandonos en este resultado podemos describir ya el llamado algoritmo
de la base entera; este algoritmo termina en un niimero finito de pasos y tiene
complejidad polinomial en el grado m de la curva (més detalles en [87]):

Paso 1: Se parte inicialmente de la base {1,Y,..., Y™ 1} del anillo Ry = R
sobre S, y se toma ( un factor irreducible sobre IF del discriminante
Dy.
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Paso 2: Se calcula una base del radical rad(8Ry) sobre S; esto se efectia
calculando una base de la imagen inversa del conjunto de todos los
elementos nilpotentes del anillo cociente Ry/BRy a través del homo-
morfismo natural ¢ de paso al cociente. Considerando una base de
este dltimo anillo como S/3S-médulo libre (en realidad, es un espacio
vectorial sobre el cuerpo S/3S), imponer a una combinacién lineal de
elementos de dicha base el hecho ser un elemento nilpotente consiste
en resolver un sistema lineal de ecuaciones de dimensiéon m, donde m
es el grado de la curva.

Paso 3: Se calcula una base del idealizador Ry = Id(rad(BRy)); para im-
poner a los elementos del cuerpo de cocientes Fr(Ry) que estén en Ry
no tenemos mas que establecer m condiciones de tipo lineal, siendo m
el grado de la curva.

Paso 4: Se calcula lzﬂimensio’n dim Ry / Ry; si esta dimension es igual a la
dimension dimg Ro/ Ro, la base hallada en el paso 3 es la base buscada
y se termina.

Paso 5: En caso contrario, se escribe Ry = Ry y se repite el proceso desde
el paso 2 hasta que la dimension considerada en el paso 4 alcance la
dimensién buscada; el nimero de repeticiones que se necesitan es a
lo mas | = dimpRy/Ry. Ademds, en cada repeticién el discriminante
queda dividido por (3%, con lo que en la prictica basta considerar los
factores cuadraticos del correspondiente discriminante.

Ejemplo 3.3 Se considera sobre Iy la curva proyectiva X3X32 4+ X X,X2 +
X3 = 0 con un tnico punto en el infinito, cuya ecuacion afin viene dada por
F(X)Y) =Y*+ XY +X?=0. El discriminante de f es Dy = X*, con lo que
podemos considerar unicamente el factor f = X.

Paso 1: Se toma la base {1,Y,Y? Y3} de Ry sobre S.

Paso 2: De la ecuacion f = 0 se deduce que Y* = X (X+Y), con lo que la
imagen de Y* es un nilpotente en el cociente Ry/(X Ry); en consecuen-

cia, los nilpotentes de Ro/(X Ro) son {Y,Y",Y'} (denotando ¢(Y) =
Y ), lo cual implica que {X,Y,Y?, Y3} es una base de rad(X Ry).
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Paso 3:  Podemos escribir el idealizador como Ry = {b € Fr(Ry) | bX €
rad(X Ry), bY* € rad(XRy) para k = 1,2,3}; escribiendo un
elemento b genérico en la forma b = ag + a1 Y + a2 Y? + a3Y? con
a; € Fr(9), las anteriores condiciones para Ry imponen que

ag €S, a1 €S, as €5, azX €S

Y3
con lo que {1,Y,Y?, Y} es una base de Ry sobre S.

Paso 4:  La dimension de R1/Ry sobre IF es igual a 1, que es exactamente
la de Ry/Ry, con lo que la base entera que buscamos es la obtenida en
el paso 3 y se termina el algoritmo.

Existen algunas mejoras de este algoritmo, basadas en la utilizacién de
series de Puiseux para comprobar si un elemento de L es entero o no, y que
estan implementadas para caracteristica cero en las 1ltimas versiones de Ma-
ple V y AXIOM (ver [56], [61] y [89]). Dichas mejoras plantean problemas
practicos en el caso de caracteristica positiva si la correspondiente extension
de cuerpos tiene ramificacion salvaje, pero esta situacién no se da si la ca-
racteristica no divide al grado de la curva, que es la condiciéon que nosotros
asumiremos en la practica. En todo caso, podrian sustituirse los desarrollos
de Puiseux por los de Hamburger-Noether en la implementacion del algoritmo
con el fin de evitar tales problemas, puesto que estos desarrollos funcionan
mejor en el caso de caracteristica positiva.

El algoritmo de la base entera es una variante del llamado algoritmo de
Coates que, en particular, permite calcular una base de £(G) sobre IF para
cualquier divisor racional G' mediante un método alternativo al del algoritmo
de Brill-Noether (ver Davenport [26] o Duval [35]).

Por tultimo, decir que el calculo de una base entera nos permite resolver la
singularidades de la parte afin de la curva considerada, es decir, hallar la parte
afin C' de un modelo no singular ¥ para la curva proyectiva plana x cuya parte
afin es C, segtin la notacion empleada en la seccién 3.1 . La idea es que si
{uy, ..., un} esunatal base y llamamos uy = X, tomamos una indeterminada
Y; para cada uno de los elementos u; (0 < ¢ < m) y consideramos la variedad
afin V' C IF™*! definida por el ideal I de IF[Yy,...,Y,,] que generan los
polinomios f; ; = Y;Y; —Z aﬁ j(YO)Yk, donde ozﬁ ; se define por las relaciones

k
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wu; = Z aﬁj(X)uk para 0 < i < j < m. Entonces, el homomorfismo natural
k=0

de IF-algebras
¢ : FV]=F[Y,,....Yn]/I = R=TFXu + ...+ FX]up,

es un IF-isomorfismo, y C' = V es el modelo affn no singular buscado. De
hecho, podrian encontrarse los puntos infinitamente proximos a uno dado a
través del morfismo birracional propio de variedades inducido por el corres-
pondiente IF-isomorfismo entre los anillos de coordenadas afines (ver [87]).

3.7 La distancia de Feng y Rao

En esta seccion mostraremos como calcular la distancia de Feng y Rao del
semigrupo de Weierstrass en un punto racional P, suponiendo que éste sea
el inico punto en el infinito de un modelo plano singular, en las condiciones
del teorema de Abhyankar-Moh; este cdlculo es de gran interés en la decodi-
ficacién de codigos algebro-geométricos sobre un punto mediante el test de
mayoria de Feng y Rao, tal y como se vio en el primer capitulo del presente
trabajo. De hecho, mostraremos como se define y como se calcula para semi-
grupos numéricos arbitrarios siempre que se tenga una sucesion particular
de generadores, que son muy faciles de calcular en el caso del teorema de
Abhyankar-Moh, y faciles de modificar si se anade un nimero finito de ele-
mentos segiin se hizo en el lema 3.1 . Introduciremos para ello las definiciones
y resultados bésicos sobre semigrupos de niimeros naturales.

3.7.1 Sistemas de Apéry y distancia de Feng y Rao
para semigrupos numeéricos

Aunque la distancia de Feng y Rao haya sido definida ya en el capitulo 1 para
semigrupos de Weierstrass al hablar del método de decodificacién de Feng y
Rao para cédigos sobre un punto, volvemos ahora a dar la misma definicion
en un contexto mucho més general como es el marco de la aritmética de
semigrupos numeéricos arbitrarios.

Definicién 3.8 Sea S C IN un semigrupo numérico de complemento finito,
es decir, tal que §(IN \ S) < oo, y supongamos que 0 € S; paran € S se
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define la distancia de Feng y Rao de n relativa a S como
dpr(n) =min{N, |r >n, re S}
donde N, = t{(a,b) € S x S|a+b=r}.

La siguiente definicién nos proporciona un método general para obtener
de forma tedrica sistemas de generadores para semigrupos numéricos arbi-
trarios, y constituye la herramienta fundamental para obtener los resultados
de esta seccion. Dichos resultados podréan aplicarse al caso de semigrupos
en el infinito a través del teorema de Abhyankar-Moh, y constituyen otra
aportacion original en el terreno de la teoria de cédigos dlgebro-geométricos.

Definicién 3.9 Sea S C IN un semigrupo con las mismas hipotesis que en
la definicion anterior; para m € S\ {0} se define el conjunto de Apéry de S
relativo a m como el conjunto formado por la sucesion de nimeros

a; =min{n € S|n=i(mod m)} para 0<i<m-—1

De ahora en adelante, el indice ¢ se identificard con el correspondiente
elemento en el anillo Z/(m). Podriamos eliminar el elemento ay = 0, puesto
que no anade ninguna informacién sobre el semigrupo; en realidad, se tiene
obviamente una unién disjunta del tipo

m—1
=0
con lo que, en consecuencia, el conjunto {al, vy A1, m} es un sistema de

generadores para el semigrupo S, que se denomina sistema de generadores de
Apéry de S relativo a m (sistema de Apéry, para abreviar, sobreentendiéndose
el m fijado). Usualmente se suele tomar m como el minimo del semigrupo
S\ {0}, pero no es necesario; dicho sistema de generadores estd lejos de ser
minimal, pero es muy util para hacer cierto tipo de calculo, como veremos a
continuacion en el problema que nos interesa en el presente apartado.

Veamos ahora qué tipo de relaciones ligan entre si a los distintos elementos
del conjunto de Apéry; sean i,j € Z/(m) = Z,, y consideremos i + j €
Z,, (salvo identificacién médulo m, segun hemos indicado anteriormente);
entonces

a; + a; = Qi + Q41

113



para ciertos a; ; > 0, por definicién de los elementos de Apéry.

Usando esta notacién, cada elemento n € S puede escribirse de manera
unica como n = a;+Im, cont € Z,, y | > 0; de esta manera, podemos asociar
a cada elemento n del semigrupo un par de coordenadas (i,1) € Z,, x IN, que
llamaremos coordenadas de Apéry relativas a m.

Veamos como se pueden usar las coordenadas de Apéry para calcular el
nimero N,. Sean r = (i,1), a = (i1,l1) y b = (i2,l2); puesto que se quiere
que

r=a-+ b= Ay i + (l1 + lg + CYZ‘M'Q) m

se deduce que Iy + 1y =1 — v, 4,

Escribiendo i1 = k y io =% — k, si | < ay,;—j la igualdad r = a + b no es
posible, con lo que el caso que nos interesa es que se verifique la desigualdad
Qi < 1.

Para 0 <7 <m —1y h > 0 definimos ahora el niimero

BM = t{oagiw <h |k € Zy}

Establecida esta notacién, el siguiente resultado nos da un férmula para
calcular el nimero N,.

Proposicién 3.3 N, = Bfo) + Bi(l) + ...+ Bl-(l)-
Demostracion:

Supongamos que oy ;- = h < [; entonces, en la suma de la derecha de
la igualdad ay;—j ha sido considerado una vez en cada uno de los sumandos
Bé‘i), Bi(h+1), e Bi(l), es decir [ — h + 1 veces.

Por otro lado, la igualdad [y 4+ ly = [ — aj;—j se verifica para [ — h + 1
posible pares l1, [ , 1o cual prueba el resultado.

O

A continuacién, si queremos tener una féormula para calcular la distancia
de Feng y Rao drg(n), siendo n = (ig, lp), la observacién fundamental es que,
a causa de la igualdad del resultado anterior, el nimero N, es creciente en la
coordenada [; de esta manera, para calcular dicha distancia es suficiente con
hallar el minimo en la coordenada i, lo cual reduce el proceso a un nimero
finito de posibilidades.
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De forma mas precisa, para cada j € Z,, nos interesa encontrar el minimo
r; = a; +t;m tal que r; > n = a; + lym; sin mas que efectuar unas
operaciones muy sencillas, se puede probar facilmente el siguiente resultado.

Teorema 3.3 En las condiciones anteriores, se tiene que

dpr(n) = min{N,, | j € Zn}

Q;n — A
donder; = (j,t;) y t; es el minimo entero tal que t; > max (03 + 1o, 0)'
m

|

En conclusion, el cdlculo de la distancia de Feng y Rao para un semigrupo
numérico arbitrario es bastante sencillo si se dispone del sistema de Apéry
relativo a un elemento n del semigrupo. Veamos cémo puede hallarse un tal
sistema de Apéry en el caso geométrico que nos interesa.

3.7.2 Sistemas de Apéry para semigrupos en el infinito

Veamos en primer lugar cémo calcular un sistema de Apéry para el caso del
semigrupo Sp, aunque en realidad como el método y los resultados obtenidos
dependen tinicamente de las propiedades aritméticas de los generadores dadas
por el teorema de Abhyankar-Moh, todo ello sera valido igualmente para
semigrupos telescopicos arbitrarios. Noétese que, por otra parte, tales semi-
grupos pueden verse como el semigrupo Sp de alguna curva plana, segiin los
resultados de la seccién 3.5 | con lo que ambos puntos de vista son equiva-
lentes.

Para ello, en las condiciones y notaciones del teorema de Abhyankar-
Moh, consideraremos el elemento del semigrupo m = 6y = deg x. El hecho
fundamental es entonces recordar que cualquier n en el semigrupo Sp puede
escribirse de manera tunica en la forma

h h
k=0 k=1

con A\g > 0y 0 <\ <ng =di/dps1 para 1 < k < h; esto implica que los
elementos de Apéry relativos a m = dp son necesariamente aquéllos tales que
)\0 =0.
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Por otro lado, el niimero total de elementos con A\g = 0 es

ddy dy
d2 d3 dh+1

=m

al ser dy = 6g = m y dp41 = 1. En consecuencia, los elementos ZZ:1 Ar0j con
0 < A\, < ng = dy/dky1 para 1 < k < h son elementos de Sp diferentes dos a
dos médulo m = Jg, y son minimos en Sp con esta propiedad; por lo tanto
éstos no son otra cosa que elementos del sistema de Apéry de Sp relativos al
elemento m.

Por lo tanto, el sistema de Apéry del semigrupo Sp relativo al grado m de
la curva (o andlogamente de un semigrupo telescépico arbitrario en relacién
a dg) es facil de obtener a partir de la sucesién de generadores dada por el
teorema de Abhyankar-Moh.

De hecho pueden obtenerse facilmente las coordenadas de Apéry de un
elemento cualquiera del semigrupo Sp a partir de dicha sucesién, aunque se
pueden calcular directamente a partir del sistema de Apéry con mas rapidez.
Efectivamente, dado n € Sp escrito en la forma

h
k=1

se tiene que [ = \gy que i € Z,, es el elemento tal que i = S 7_, A6y (mod m);
en particular, podemos calcular facilmente los nimeros a;, @; ;, N, v dpr(n)
para el semigrupo Sp.

El problema que queda ahora por resolver es el calculo del sistema Apéry
relativo al elemento m = degx para el semigrupo de Weierstrass ['p =
Sp 4+ bIN + ... + IN, donde | = dimp(A/A) y b; son calculados segin
el procedimiento de triangulacién dado por el lema 3.1 .

Dicho problema se reduce a iterar un nimero finito de veces un algoritmo
que resuelva el siguiente problema general para semigrupos numéricos arbi-
trarios: calcular el sistema de Apéry relativo a m para un semigrupo del tipo
S = S + bIN modificando el sistema de Apéry del semigrupo S relativo a
meS.

Supongamos para ello que {ai,...,a, 1} es el sistema de Apéry de S
relativo a m € S y sea {«;;} el conjunto de relaciones para dicho sistema;
veamos c6mo se calcula {ay, ..., a,, 1} el sistema de Apéry de S relativo a
m € Sy en consecuencia las correspondientes relaciones {a}.
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En primer lugar, podemos suponer que b ¢ S, pues en caso contrario
el semigrupo no cambia y no hay ninguna modificacién que hacer ni en los
generadores ni en las relaciones; la comprobacion de si un elemento b esta o
no en el semigrupo S puede hacerse facilmente en términos del sistema de
Apéry de S mediante el procedimiento siguiente:

(i) Se calcula j € Z,, tal que j = b (mod m).

(i) beSsiysolosil— "% >0
m
Ahora bien, esta claro que los candidatos a ser los elementos del nuevo
sistema de Apéry son los nimeros s; = a; + Abcon 0 < j,A <m —1; en
definitiva, sélo hay que efectuar un nimero finito de comprobaciones. De
esta manera, el procedimiento a seguir es el que se detalla a continuacién:

1. Inicializar @; = a; para 1 < ¢ < m — 1 (obviamente se tendrda que
ag = ag = 0)

2. Tomar uno por uno los elementos s; y calcular su resto ¢« moédulo m.

3. Comparar s; y con el valor de @; ; si @; es mayor, tendremos que actualizar
su valor y cambiarlo por @; = s; ), continuando asi con todos y cada
uno de los restantes s; x.

El algoritmo anterior nos da como resultado final el sistema de Apéry para
el semigrupo S.

Nota 3.5 Los resultados obtenidos en esta seccion nos sugieren la utilizacion
sistemdtica de los sistemas de Apéry y sus correspondientes coordenadas para
describir un semigrupo numeérico arbitrario y poder efectuar asi cierto tipo
de calculos con bastante sencillez. De esta manera, los elementos n de un
semigrupo se identifican con pares (i,1) € Z,, xIN sin = a;+Ilm, con lo que el
semigrupo no seria otra cosa que el conjunto de datos {m; a; para 0 <i <
m—1} junto con las restricciones «; ; > 0, segin la definicion que se ha dado
en la presente seccion. Con esta terminologia, anadir un nuevo generador al
semigrupo no es mas que efectuar ciertas modificaciones en dichos datos.
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Nota 3.6 Notese que el cdlculo de una funcion en el anillo afin A con un
polo en P de ordenn € I'p es mucho mds sencillo con un sistema que Apéry
que tal y como lo describimos en el pdrrafo 3.4.2 ; de forma mds precisa,
supongamos que tenemos un sistema de Apéry {m; a; para 0 <i<m—1}
para U'p, y sean fo, fi,..., fm-1 funciones en A con un polo en P de orden
ag, a1, - .., Qm_1 respectivamente. FEntonces, dado n = Im + a; € I'p, la
funcién g, = X'f; tiene en P un polo de orden n (nétese que Fy = X es
la funcion asociada al valor 09 = m, en las condiciones del algoritmo de
raices aproximadas).

En particular, al aplicar este procedimiento al algoritmo de triangulacion
del lema 3.1 , el semigrupo de Weierstrass I'p, las funciones que alcanzan
los wvalores de dicho semigrupo y la distancia de Feng y Rao pueden irse
calculando simultaneamente, mediante las correspondientes modificaciones
en cada uno de los pasos del proceso de triangulacion.

Como conclusién de lo expuesto en el presente capitulo, podemos enunciar
el siguiente teorema que resume los resultados fundamentales del mismo.

Teorema 3.4 Sea x una curva algebraica proyectiva plana de grado m con
una sola rama racional P en el infinito que estd definida sobre el cuerpo
perfecto base IF. Supongamos que o bien la caracteristica del cuerpo IF es
cero, o bien ésta no divide simultdneamente a m y a ep(x). Entonces existe
un algoritmo que calcula stmultdineamente el semigrupo de Weierstrass I'p,
funciones con un unico polo en P de orden cada uno de los valores del semi-
grupo y la distancia de Feng y Rao de cada uno de los elementos de dicho
SEMLGTUPO.

Mas ain, fijado un semigrupo telescopico generado por una sucesion de
elementos {0;}"_, que verifican las propiedades (I), (II) y (III) dadas por el
teorema de Abhyankar-Moh, se pueden generar explicitamente curvas planas
sobre un cuerpo perfecto dado con una sola rama racional en el infinito que
estd definida sobre dicho cuerpo y cuyo semigrupo en el infinito Sp es el
semigrupo prefijado.

O
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