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SUPERVARIEDADES, FERMIONES Y ESTRUCTURAS
GRADUADAS

DANIEL HERNANDEZ RUIPEREZ

RESUMEN. En los anos 80 se empezaron a estudiar modelos de la supersi-
metria que incorporaban variables de tipo “fermiénico”. Eso supuso la bisque-
da de un marco geométrico para esos modelos, lo que dio lugar a varios tipos
de supervariedades o variedades que incorporan variables anti-conmutativas.
Se revisan esos diversos tipos, que, incluso para supervariedades diferencia-
bles, necesitan de métodos de geometria algebraica que no se habian empleado
antes en geometria diferencial. Se describen algunas de sus aplicaciones, como
el calculo de variaciones graduado o la construccién intrinseca de la integral
de Berezin. Se estudian también supervariedades de tipo algebraico, o super-
esquemas, con especial énfasis en las curvas supersimétricas, sus jacobianas y
variedades de divisores positivos (o supervdrtices) y los problemas de méduli
asociados. Se discuten también resultados recientes sobre la estructura del
superméduli de curvas supersimétricas.

La exposicién tiene la forma de un articulo de revisién y se centra funda-
mentalmente sobre las contribuciones de alumnos de Juan Sancho Guimera y
de colaboradores de ellos
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peresquema, curva supersimétricas, curva SUSY, superdivisor, superjacobia-
na, supervortice, supermdéduli, N-punturas.

ABSTRACT. The introduction of models of supersymmetry that incorporate
variables of fermionic type dates back to the eighties. The search for a geo-
metric framework for those models gave rise to various kinds of supervarieties.
We revise them under the idea that, even for (differentiable) supermanifolds,
one needs algebraic geometrical techniques never present before in differential
geometry. We describe several applications, including graded variational cal-
culus or an intrinsic construction of the Berezinian integral. Superschemes,
or algebraic supervarieties, are studied as well, with special emphasis on su-
persymmetric curves, their Jacobians and varieties of positive divisors (super-
vortices) and the associated moduli problems. We also discuss recent results
on the structure of the supermoduli of supersymmetric curves.

This is a survey paper focussed on the contributions of some of the Juan
Sancho Guimera’s students and their collaborators.
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INTRODUCCION

Dentro de las variadas posibilidades que se ofrecian para abordar una conferen-
cia en homenaje a Juan Bautista Sancho Guimerd, he preferido centrarme en algo
en lo que él no trabajé directamente, pero que ha sido tratado por varios de sus
alumnos siguiendo el espiritu de acercamiento a la geometria que siempre estuvo
presente en sus lecciones, un espiritu que, en lo que se refiere a estas cuestiones,
podemos calificar como una presentacion esencializada y clara que las ideas de
Grothendieck y de la escuela francesa en la que éste tuvo tanta influencia.

Se trata de la supergeometria, o estudio de las denominadas supervariedades que
habian sido introducidas [15, 55] para incorporar “variables anti-conmutativas” del
tipo de las utilizadas en fisica tedrica para el estudio de la supersimetria.

El uso de variables anti-conmutativas se debe principalmente a Berezin, que
las habfa usado en sus trabajos sobre la segunda cuantificacién [13] y servian
para “integrar sobre los fermiones” por medio de un mecanismo formal al que nos
referiremos de nuevo y que ahora se conoce como integral de Berezin. Aunque en
el articulo de Berezin y Kac [14] se habian introducido los grupos de Lie formales
con variables anti-conmutativas y su relaciéon con las algebras de Lie graduadas,
solo con la aparicién de la supersimetria en fisica tedrica se extendié el interés por
la supergeometria.

Hasta entonces, las particulas bosoénicas y fermiénicas habian sido tratadas de
forma muy diferente: los vectores bosénicos pueden ser considerados como particu-
las “gauge”, lo que significa en términos matemdticos que el campo cldsico (no
cuédntico) que representa la particula es una conexién en un fibrado principal so-
bre el espacio-tiempo. El grupo de los automorfismos verticales del fibrado pro-
porciona simetrias locales, lo que da una pista para la renormalizacion de la teoria
cudntica asociada [11, 12]. Sin embargo, no hubo una descripcién similar para las
particulas fermidnicas hasta que Wess y Zumino [85] desarrollaron una teoria de
campos invariante por supersimetria que mezcla bosones y fermiones. Esta teoria
lleva a la supergravedad, que puede ser considerada, en cierto sentido, como una
teoria gauge con particulas tanto bosénicas como fermidnicas.

El primer intento de establecer un adecuado marco geométrico para la supersi-
metria es la teorfa de Berezin-Leites-Kostant [15, 55]. Se considera una variedad
diferencial m-dimensional X y se amplia su haz de funciones diferenciables reales
a un haz A de R-algebras Zs-graduadas-conmutativas que es localmente isomorfo
al haz de funciones valoradas en el dlgebra exterior de R™ (Definicién 1.4). Se
obtiene as{ una variedad graduadae (X, A) de dimensién (m,n). La construccién
tiene un gran aroma de geometria algebraica, la pareja (X, .A) es un espacio local-
mente anillado, como los usados para definir la nocién de esquema, que habia sido
introducida por Grothendieck como un modelo general de variedad algebraica. En
términos de coordenadas locales, (2, ..., 2™, 01, ..., 0") en (X, A) — aquf las x son
coordenadas pares y las 6 coordenadas impares o anti-conmutativas— una seccién
local de A puede ser desarrollada en potencias de las 6, siendo asi un supercampo,
v los coeficientes de la expansion son funciones reales en X que representan los
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campos bosénicos o fermidnicos, cuando afectan a un producto de un numero,
respectivamente par o impar, de las variables anti-conmutativas.

De Witt y Rogers [29, 75] iniciaron un tratamiento més analitico. Consideran
una ampliacién del cuerpo real a un conjunto que contiene a la vez variables
conmutativas y anti-conmutativas y modelan sobre ese modelo local su nocién de
variedad. Para ello toman un algebra exterior B, que es Zy-graduada-conmutativa
de modo natural, pues es la suma directa de sus partes par e impar B = By &
B, y definen el modelo local como B™™ = B{* x Bf. Una supervariedad es
entonces un espacio topolégico junto con un atlas de abiertos coordenados B"""™-
valorados, cuyas funciones de transicién son “lisas” en un determinado sentido. Esa
condicion de “lisitud” es el punto crucial — y la principal debilidad — de la teoria.
Rogers eligié la nocién de funcién G*°, lo que conduce a un haz de estructura cuyo
haz de derivaciones no es localmente libre. Eso significa que la supervariedad no
puede ser descrita por coordenadas locales, lo que es decididamente poco practico
para las aplicaciones fisicas. Tampoco las supervariedades GH° definidas después
por Rogers para intentar resolver ese problema [76] estdn libres de incovenientes.
Aunque sus derivaciones forman un haz localmente libre, no es posible desarrollas
para ellas una nocién sensata de “espacio tangente graduado” de forma que los
espacios tangentes en los diferentes puntos sean moédulos libres sobre el dlgebra B.

De esta descripcion, quiza demasiado rapida, sobre los diferentes modos de bus-
car la geometria que subyace a la supersimetria, se desprende al menos que para
encontrar esa geometria, hay que asegurarse de que cumple determinadas propie-
dades sin las cuales no puede dar lugar a teorias aplicables y consistentes. No es
sorprendente que se tuviera la tentaciéon de categorizar esos requisitos como axio-
mas y proponer una teoria axiomadatica de supervariedades. Eso fue lo que hizo
Rothstein [78], que indicé cuatro axiomas que para cada eleccién de un algebra
Zo-graduada-conmutativa B, determinan una amplia categoria de supervarieda-
des “con buen comportamiento”. Aunque las variedades graduadas satisfacen la
axiomatica de Rothstein cuando se hace la eleccion B = R, tanto las supervarie-
dades de tipo G*° como las de tipo GH violan dichos axiomas, lo que explica la
razén por la que no son adecuadas. Sin embargo, no dejan de tener propiedades
deseables, principalmente porque incorporan las variables anti-conmutativas den-
tro del substrato geométrico, lo que las hace deseables para aplicaciones fisicas no
triviales.

Por esa razén, parecia necesario hacer modificaciones substanciales a las defini-
ciones de Rogers de modo que mantuvieran esas propiedades pero que verificaran
una axiomatica razonable. Eso nos llevé a definir una nueva nocién de superva-
riedades [4] a las que llamamos G-supervariedades, que representa de un modo
preciso las estructuras geométricas que tienen las supervariedades de Rogers y que
satisfacen los axiomas de Rothstein. En esencia, una G-supervariedad es un espa-
cio localmente anillado (X, .A) en el que X es un espacio topoldgico y A un haz de
algebras Zs-graduadas-conmutativas, que es localmente isomorfo con una cierta
“G-supervariedad estdndar” (Definicién 1.23). La definicién es similar a la de las
supervariedades de Rogers, pero engloba también a las variedades graduadas y re-
quiere métodos de geometria algebraica que son también esenciales para el estudio
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de su geometria y propiedades. En el libro The Geometry of Supermanifolds [5]
puede encontrarse el desarrollo completo de la geometria de las G-supervariedades.

Hay que hacer notar que la categoria de supervariedades que verifican la axio-
maética de Rothstein es demasiado grande. De hecho, no es cierto que se reduzca
a la categoria de las variedades graduadas de Kostant cuando el algebra base
es conmutativa. Para conseguir esto, y por tanto una axiomatica mas adecuada,
es necesario anadir a los axiomas de Rothstein un quinto axioma, que de hecho
requiere la completitud de los anillos de funciones del haz estructural con respecto a
cierta topologia natural, algo similar a lo que sucede en una variedad diferenciable
ordinaria. El estudio de esta nueva axiomdtica se encuentra en [6].

Antes de seguir adelante, es necesario advertir de la diferente terminologia uti-
lizada en la literatura sobre supergeometria. Aunque en los primeros articulos se
empleaba la palabra supervariedad para referirse a lo que hemos denominado su-
pervariedades de Rogers o de DeWitt, en la escuela rusa (y parte de la occidental)
se usaba siempre “supervariedades” para referirse a las variedades graduadas de
Kostant o a sus equivalentes analiticos o algebraicos, hablando asi de supervarieda-
des analiticas o superesquemas. Para evitar confusién, en este texto emplearemos
la palabra supervariedad en este sentido, y emplearemos para las variedades de
tipo Rogers los términos de G*°-supervariedad o G H *°-supervariedad, asi como
reservaremos la denominacién de G-supervariedad para dichos objetos, sin abreviar
la terminologia.

Las propiedades globales de las G-supervariedades son muy diferentes de las
de las variedades diferenciables; por ejemplo, el haz de estructura de una G-
supervariedad tiene, en general, cohomologia no trivial. Eso hace su estudio parti-
cularmente interesante, no solo desde el punto de vista matemaético sino también
de sus aplicaciones a la fisica; téngase en cuenta que la maquinaria cohomoldgica
ha sido utilizada en conexién con las anomalias de las teorias de campo super-
simétricas [19, 7]. También hay aplicaciones a la teoria de cuerdas en las que se
pone de manifiesto que las consideraciones locales son insuficientes para dar una
descripcién completa del problema [61].

El texto estd ordenado como sigue. En la Secciéon 1 se da la definicién de super-
variedad describiendo algunas de las aplicaciones que motivaron que decidiéramos
estudiarlas. La principal fue el desarrollo de un cdlculo de variaciones [48, 50], que
puso de manifiesto que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas introducian
ligaduras sobre las variables fermidnicas. Se describe también intrinsecamente la
integral de Berezin [49], un mecanismo formal que habfa sido introducido por
Berezin para “integrar sobre los fermiones” y que necesitaba de una definicién
consistente. Las propiedades de dicha integral fueron generalizadas a medidas de
Haar de tipo fermiénico en [52]. Sin embargo, no se consideran algunas aplicaciones
de la geometria de las variedades graduadas, como algunos desarrollos recientes en
el marco de la geometria simpléctica.

La Seccidén 2 esta orientada a propiedades de las supervariedades algebraicas o
superesquemas. La motivacién para iniciar ese estudio partié de la versién super-
simétrica de la integral de Polyakov. La integral de Polyakov clasica es un método
para calcular el “scattering” cuantico de las amplitudes de vacio en la teoria de la
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cuerda bosénica y requiere la integracién sobre el espacio de méduli de las curvas
algebraicas (o superficies de Riemann) de un determinado género [74]. La compac-
tificacién del espacio de méduli tiene el efecto de que la integral de Polyakov tiene
polos en la frontera. Una de las razones de la introduccién de la supersimetria en
este contexto es compensar esos polos mediante la definicién de una nueva medida
con una componente fermidnica. Friedan sugirié que esa nueva medida o integral
de amplitud supersimétrica requeriria la integracién sobre un espacio de moduli
de supersuperficies de Riemann [36]. Para ello es necesario el estudio de las curvas
supersimétricas o curvas SUSY y de su espacio de méduli [31] [32]. Construire-
mos un espacio de supermoéduli para curvas supersimétricas como un superespacio
algebraico, la generalizacién natural al mundo de la supergeomtria de los espacios
algebraicos de Artin [1], que son ejemplos especiales de stacks, mds generales que
los esquemas, pero que tienen suficientes funciones meromorfas.

Muchas de las cuestiones sobre la estructura de los superespacios de moéduli de
curvas SUSY estdn atun pendientes y algunas solo se han resuelto muy reciente-
mente. Por ejemplo, en [33] se demuestra que para género mayor o igual a cinco,
dicho supermoduli no es proyectado, es decir la inmersion natural de su subespacio
no graduado subyacente no tiene un retracto (Definicién 1.3); en particular no es
equivalente a una variedad graduada trivial sobre el espacio subyacente, por lo que
no puede construirse simplemente a partir de técnicas de geometria algebraica no
graduada.

Digamos para terminar esta introducciéon que, aunque se cita una abundante
bibliografia, se hace un énfasis especial en los trabajos de los alumnos de Sancho
y de sus colaboradores, lo que puede dar la impresién de una sobrevaloraciéon de
sus contribuciones, que se justifica por perseguir un homenaje a la figura a la que
se dedica este congreso.

1. SUPERVARIEDADES DIFERENCIALES

1.1. Variedades diferenciales desde un punto de vista de geometria
algebraica. Las variedades diferenciables se definen como espacios topoldgicos (a
los que se exige que sean separados) que tienen un atlas de abiertos homeomorfos
a abiertos de un espacio euclideo R™ y de modo que las funciones de transicién
son diferenciables. En realidad, lo que de verdad define las variedades diferenciales
es cudl es la nocion de funcién diferenciable sobre ellas.

El punto de partida es la nocién de funcién diferenciable real sobre un abierto
U C R™, que se conoce del andlisis. Las funciones diferenciables sobre el abierto
U constituyen de forma natural un anillo C*°(U) definiendo la suma y el producto
a través de sus valores. Estos anillos verifican algunas propiedades muy sencillas:
cuando se tienen dos abiertos V' C U la restriccion a V' de una funcion diferenciable
f: U — R es una funcion diferenciable en V' de modo que la restriccion de funciones
define un morfismo de anillos ¢yy: C®(U) — C*(V) de forma que si tomamos
abiertos W C V C U restringir desde U a V' y después hacerlo de V a W es igual
a restringir directamente de U a W, o sea ¢yw = ¢oyw © ¢yy. Pero la propiedad
fundamental de la diferenciabilidad es su cardcter local, es decir, si se tiene una
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funcién f: U — R cuya restriccién a cada uno de los abiertos de un recubrimiento
es diferenciable, entonces f es también diferenciable, f € C*(U).

Las personas familiarizadas con la teorfa de haces, habran reconocido que eso
significa que asignar a cada abierto U de R™ el anillo de funciones diferenciables
C>®(U), define un haz C* sobre el espacio euclideo R™, de forma que (R™,C*)
no es otra cosa que un espacio localmente anillado, es decir, una pareja formada
por un espacio topolégico y un haz de anillos sobre él, cuyas fibras en cada punto
son anillos locales.

La definicién de variedad diferenciable desde el punto de vista de la geometria
algebraica podria ser simplemente esta:

Definicién 1.1. Una variedad diferenciable es un espacio anillado (X,C¥) don-
de X es un espacio topoldgico separado y C§ es un haz de funciones reales de
forma que cada punto z tiene un entorno abierto U dotado de un homeomorfis-
mo ¢: U = R™ que induce un isomorfismo (U,Cg) = (R™,C*) de espacios
localmente anillados.

La ultima condicién significa que para cada funcién diferenciable real g sobre
R™, la funcién ¢*(g): U — R estd en C¥(U) y que ¢*: C*(R™) — C¥(U) es un
isomorfismo de anillos. Es sencillo ver que esta definicién coincide con la usual en
términos de atlas a la que nos hemos referido antes.

Esta es la definicién que se generaliza facilmente para definir supervariedad
(diferenciable) en sentido de Kostant.

1.2. Supervariedades en sentido de Kostant. Empecemos por definir la
nocién més general de superespacio. Para ello consideramos un cuerpo base k (que
serd R o C en la mayor parte de los casos) y un espacio localmente anillado (X, S)
en k-algebras conmutativas.

Definicién 1.2. Un superespacio de dimension impar n con espacio subyacente
(X,S) es una pareja (X,.A), donde A es un haz de k-dlgebras Zs-graduadas-
conmutativas, tal que:

1. se tiene una sucesién exacta 0 - J — A = S — 0, donde 7 es un epimor-
fismo de k-algebras graduadas, y J = A; + (A;)2.

2. J/3% es un modulo localmente libre de rango n sobre S = A/J, v A es
localmente isomorfo, como haz de dlgebras, al algebra exterior As(J/J?).

La segunda condicién implica que J"*! = 0. Cuando S no tiene nilpotentes, J
coincide con el haz 9t de nilpotentes de A. Se observa ademés que los anillos de
las fibras de A son locales, de modo que (X,.A) es un espacio localmente anillado
graduado. Por tanto pueden definirse los morfismos de superespacios como mor-
fismos de espacios localmente anillados graduados y se observa que un morfismo
de superespacios induce un morfismo entre los espacios ordinarios subyacentes.

El morfismo 7 induce una immersion del espacio subyacente (X, S) en el super-
espacio (X, .A).

Definicién 1.3. Se dice que el superespacio (X,.A) es proyectado si existe una
proyeccién (X, A) — (X,S) que es un retracto de la immersion anterior, es decir, si
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7 tiene una seccién S — A. Se dice que (X, .A) es escindido si existe un isomorfismo
global A5 As(3/3?).

Los superespacios escindidos son también proyectados.
Una supervariedad es simplemente un superespacio sobre R cuyo espacio sub-
yacente es una variedad diferenciable:

Definicién 1.4. Una supervariedad, o variedad graduada en sentido de Kostant,
de dimensién (m,n) es un superespacio en R-algebras de dimensién impar n cuyo
espacio subyacente es una variedad diferenciable m-dimensional (X,CS).

Del mismo modo se definen las supervariedades complejas tomando k = C y
(X, S) como una variedad compleja, o los superespacios analiticos, los superesque-
mas y asi sucesivamente.

Con la definicién de supervariedad como un espacio anillado, tenemos a nuestra
disposicién todas las definiciones naturales de subvariedad, inmersién abierta y
cerrada, puntos, etc.

Un hecho destacable es que las supervariedades son escindidas [8] de modo que

se tiene un isomorfismo global A =5 As(M) para el haz localmente libre M = J/J?
de rango n sobre X. En particular, toda supervariedad es proyectada. El proble-
ma de determinar cuando otro tipo de superespacios mas generales son escindidos
depende de la anulacién de determinadas clases de cohomolokia; ha sido estudia-
do, entre otros, por Green [45], Manin [62], Rothstein [77], Vaintrob [80, 81] y
Onishchik [72], entre otros.

1.2.1.  Coordenadas locales en supervariedades. Si (X, A) es una supervariedad
de dimensién (m,n), un entorno coordenado (U, Ajy) donde U es un abierto coor-
denado de X y Ajy = A(j\U/jﬁ])

Definicién 1.5. Un sistema local de coordenadas es una familia (x,0) = (z!,...,

™, 0% ..., 0") donde (x!,...,2™) son coordenadas locales ordinarias y (6!,...,0")
es una base J(U)/J(U)%.

Las 2* son coordenadas pares mientras que las 67 son impares. Todo elemento
de A(U) se escribe de modo tinico como

f=> 146
B
donde fz = fz(z',...,2™) son funciones diferenciables, 8 = (81 < -+ < S,),
1<B, By <ny =00 00

Pueden definirse derivaciones graduadas %, % del anillo A(U) que forman
una base libre del A(U) médulo de las derivaciones. La base dual en Q!(A(U))
estd formada por las diferenciales (dz, df).

1.2.2.  Productos de supervariedades. En el caso diferenciable, incluso para va-
riedades diferenciables ordinarias, para dar la definicion de producto, y en conse-
cuencia la de fibrado, desde este punto de vista, se ponen de manifiesto problemas
relacionados con las topologias de los anillos de funciones diferenciables. Puesto
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que en la definicién de supervariedad es necesario describir el haz de estructura,
pensemos en dos variedades diferenciables ordinarias X, Y y tratemos de definir
el haz de estructura — el haz de las funciones diferenciables — de la variedad pro-
ducto X X Y en términos de los haces de funciones diferenciables en X y en Y.
Si las cosas fueran como en el caso algebraico, el haz C¥,  serfa simplemente el
producto tensorial 7% C¥ ® 73.Cy°, siendo mx, Ty las proyecciones de X x Y sobre
sus factores, de modo que dados abiertos euclideos U C X, V C Y se tendria
CRU xV)~C>®U)@C>(V).

Si tomamos coordenadas (x!,...,2™), (y',...,y") en U y en V, las funciones
de C>*(U) ® C*>°(V) son las que pueden expresarse como suma finita

k
h(.f,y) = Zfz(l‘l) axm)gl(ylaayn)
i=1

de productos de funciones diferenciables en U y en V. No toda funcién diferencia-
ble en (z!,...,2™,y%,...,y") es de esa forma, pero puede expresarse como una
serie de funciones cuyos sumandos son productos f;(x!,...,2™)g;(y!,...,y"). Los
anillos C*(U), C>*(V) tienen la estructura de R-dlgebras de Fréchet respecto de
la topologia de la convergencia uniforme en compactos de la funciéon y todas sus
derivadas — que puede definirse por una familia de seminormas — y se puede dotar
al anillo C*(U) ® C*(V) de la topologia 7, introducida por Grothendieck en su
memoria sobre los espacios nucleares [47]. Si se completa el producto tensorial

respecto de dicha topologia resulta:
C®(U X V) ~C®U)@,C>(V).

Podemos dotar del mismo modo al haz estructural de una supervariedad diferen-
ciable con una estructura de haz de R-dlgebras de Fréchet graduadas [48] y definir
el producto de dos supervariedades diferenciables (X, Ax), (Y, Ay ), como:

(X, Ax) x (Y, Ay) ~ (X X YV, mh Ax @15 Ay ) .

Si dim(X, Ax) = (m,n), dim(Y, Ay) = (p, q), entonces dim[(X, Ax) x (Y, Ay)] =
(m 4+ p,n + q). Del mismo modo se puede definir el fibrado vectorial sobre una
supervariedad diferenciable (X, Ax) asociado a un haz localmente libre M de
rango (p, q) como la supervariedad diferenciable de dimensién (m +p,n + ¢) de la
forma

V(M) = (V(M), Sym, M*),

donde M ~ M ® Ax C¥ es el modulo localmente libre de rango p inducido so-

be X, V(M) es el superfibrado vectorial asociado a M y el producto simétrico
estd completado respecto a una topologia 7 de forma similar a la descrita para
el producto. La definicién de superfibrado vectorial muestra, de nuevo, como es
imprescindible el uso de los haces estructurales de las supervariedades, y no puede
hacerse simplemente en coordenadas.

Los principales ejemplos de superfibrados vectoriales sobre una supervarie-
dad (X, Ax) son el superfibrado tangente T x 4,y = V(Der(Ax)) asociado al
Ax-modulo de las derivaciones de Ax y el superfibrado cotangente T(x ay) =
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V(Qax)), que es el asociado al médulo de las diferenciales Q(Ax) = A/A? don-
de A es el ideal de la inmersién diagonal (X, Ax) — (X, Ax) x (X, Ax). Como
en el caso ordinario, se tiene que Der(Ax)* = Qax)- Ademss, si (x,0) son coor-
denadas locales en un abierto U, las diferenciales (dx,df) forman una base libre
de Q1(A(U)) y su base dual estd formada por las derivaciones graduadas %, %.
1.2.3.  Supervariedades de superjets. Denotemos, por simplicidad, una superva-
riedad diferenciable por letras caligraficas X = (X, Ox) mientras que X = (X, Ox)
serd la variedad diferenciable ordinaria subyacente.

Si consideramos en X' x X el ideal A de la diagonal jp: X — X x X, el haz
de Qx k) = A/AF*1 es el haz de las diferenciales de orden k de X. En particular,
Qx(1) es el haz de las 1-formas diferenciales Qx. Los haces {2y (1) tienen estructura
de algebras graduadas de Oxy-mddulos, si los consideramos como médulos por la
derecha, para la estructura heredada de definir localmente (a®b)- f = (a®b)(1Q f)
sobre Oy x-

Tomemos ahora dos supervariedades X', . Sobre X x ) tenemos el superfibra-
do vectorial de homomorfismos & = V(Homo ., (77 Qx ), 75 Qyry)) — & x Y,
siendo m; las proyeciones de X' x ) sobre sus factores.

Definicién 1.6. La supervariedad de superjets de orden k de morfismos de X’ en
Y es la sub-supervariedad cerrada J*(X,)) < £ definida por los morfismos que
respetan la estructura de algebra.

Si f: )Y — Y es un morfismo de supervariedades, se tiene un morfismo de
extensiones k-superjet, f.: J*(X,YV) — J*(X,Y’). Si f es una proyeccién regular
también lo es f,.

Por otra parte, todo morfismo de supervariedades f: X — ) induce una inmer-
sién cerrada

PRfr X = TRALY),

llamado extension k-superjet de f. Tiene entonces sentido la siguiente:

Definicién 1.7. Sea p: Y — X una proyeccién regular de supervariedades. La
supervariedad de las extensiones k-superjet de secciones de p es la anti-imagen
J*(Y/X) por p. de la extension k-superjet de la identidad en X, es decir, la
supervariedad definida por el producto fibrado

T, X) = TR(X, X)
j*1d

D=

T/ X) X

Como el producto en €y es nulo, J'(Y/X) se identifica con el superfibrado
vertical T(y,x) a p, definido por la sucesion exacta de superfibrados vectoriales

(1) 0—>T(y/X)—>Ty —)p*Tx—>O,
sobre ).
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Sio: X < ) es una seccién de p, su extensién k-superjet j¥o valora, de hecho,

en JF(V/X).
Si tomamos coordenadas locales graduadas (z!,...,2™,0',...,0") en X y coor-
denadas locales fibradas (z!,..., 2™, y*, ...y%, 0% ..., 0" nt ... ,n?%) en Y, un sis-

tema de coordenadas locales para J*()/X) esta dado por:
(xi7yha 9J777Kap}(;,ﬁ = dkyh ® Da,ﬂapg,ﬁ = dan ® D(IHB) )

dondei=1,....m,J=1,....,.n, h=1,...,s, K =1,...,q, di es la diferencial
de orden k 'y D, g el operador

Do 9\ a \“ a d
B =\ 9zt ) T\ oxm D051 """ §hPa

siendo o = (a1,...,am,m) € N, B = (1 < -+ < Bp), con 1 < B, By < ny
0 < [a] + d(B) < k.

Consideremos el superfibrado vectorial py: J'(Y/X) ~ Ty x) — Y de 1-jets
de secciones locales de p. Si se toma la imagen inversa de la sucesién exacta (1),
se obtiene una sucesion exacta de superfibrados vectoriales

(2) 0

|

0 ——=piT(y/x) pily

Pl*T

Tyry/x)

Dx

F*TX 0

donde m = popy: Ty x) — X. Existe un tinico morfismo p: piTy — piT(y, x)
que escinde la sucesién exacta y tal que la 1-forma sobre J!()/X) con valores en
pi1(y,x) dada por composicion 9N = popy,: Ty y/xy — piT(y x) caracteriza
las extensiones 1-superjet de las secciones locales de p, esto es, una seccién local &
de 7 es la extensién 1-superjet de una seccién local de p si y sélo si se tiene *91) =
0 [48, Thm. 17]. La forma 9 se llama forma de estructura del superfibrado de
1-superjets (ver, por ejemplo, [37] para el caso ordinario). En coordenadas locales,

9 estd dada por 91 = 1921) ® 0/oy" + 19%) ® 0/0n* con
19511) = dyh - dxiplh - dQpr}7 19%) = dnK - d:ripf{ - d&pr,(.

Andlogamente, tomando imagen inversa por po;: J2(V/X) — JHY/X) de la
sucesién exacta del superfibrado vertical (1) aplicada al morfismo 7, resulta que
existe una 1-forma ¥ : T'z2(y 1) — P Ty (y,x) sobre J2(V/X) con valores en
P51 T71(y/x) que caracteriza las extensiones 2-superjet de las secciones locales de
p: Y — X. La utilidad de esta forma de estructura de los 2-superjets se pondra de
manifiesto en la expresién de las ecuaciones de Euler-Lagrange graduadas, como
veremos mds adelante (Teorema 1.9).



SUPERVARIEDADES 85

1.2.4. Transformaciones infinitesimales de contacto graduadas. La nocién habi-
tual de transformacion infinitesimal de contacto como campo sobre el fibrado de
1-jets que deja invariante la forma de estructura, se generaliza sin maés al caso
graduado. Como en el caso ordinario, para poder calcular la derivada de Lie de
una forma valorada, es necesario introducir una conexién. Ahora serd una super-
conexion o ley de derivacion graduada en el médulo donde la superforma toma
valores.

Definicién 1.8. Una derivacién (homogénea) D sobre J'()/X) es una transfor-
macién infinitesimal de contacto graduada si para alguna superconexiéon V en el
moédulo de secciones de piT(y, x) se verifica:

L9 = hov®

donde % es un endomorfismo de piT(y,x) como moédulo por la izquierda y la
derivada de Lie se calcula respecto a V.

1.3. Caélculo de variaciones para supervariedades diferenciables. En [48,
50] desarrollamos un cdculo de variaciones sobre supervariedades de Kostant, si-
guiendo el modelo geométrico que habia sido desarrollado por P.L. Garcia Pérez y
Antonio Pérez-Rendén [39, 37, 40] e inspirado por las ideas de Juan Sancho Gui-
merd. Este modelo geométrico es muy rico y ha sido objeto de un gran desarrollo
posterior.

El modelo contempla la introduccién de una serie de objetos, Lagrangianas,
formas de estructura de los Jets, formas de Poincaré-Cartan y de Legendre que
permiten una caracterizaciéon global de las ecuaciones de Euler-Lagrange que ca-
racterizan las secciones criticas para una proyeccion regular de variedades diferen-
ciables y el estudio de muchas de sus propiedades, como la definicién y el calculo
de los invariantes de Noether asociados a simetrias infinitesimales y de la variedad
de soluciones de un problema variacional.

Para el caso graduado, partimos de una proyeccién regular p: ) — & de super-
varieades de Kostant. Se supone que X es una variedad orientada por un elemento
de volumen w € Q™(X) y se fija un retracto X — X de la inmersién en X de su
variedad subyacente, que existe por un teorema de Batchelor [8]; todos los siste-
mas de coordenadas graduados se eligen de modo compatible con esa proyeccién.
En particular, w induce una m-forma sobre X que permite definir una integral
A™Q(X) = R.

Un céaculo variaciones graduado sobre p: Y — X esta definido por una super-
densidad Lagrangiana; por tal se entiende una m-forma graduada sobre J1()/X)
de la forma Zw, siendo £ una seccién global del anillo de secciones del haz

Oq1y/x)-

1.3.1.  Superformas de Legendre y de Poincaré-Cartdn. Existe una (m — 1)-su-
performa de Legendre Q.o sobre J1()/X) con valores en PiT(y ) x> due se expresa
en coordenadas como

Oy = -2 o dy + 0L (wl:i 8“”)
D ox'

i i
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siendo 7 la multiplicacién por (—1) en la componente impar. Se define entonces la
superforma de Poincaré-Cartdn como la m-superforma sobre J'()/X) dada por:

O=9A0s - Yw.

La expresion clasica de dO en términos del operador de Euler-Lagrange no se
traslada al contexto graduado y para obtener una expresién adecuada es necesario
hacer imagen inversa al superfibrado de 2-superjets J2()/X). En primer lugar,
puesto que el cdculo de la diferencial involucra formas valoradas, es necesario
introducir superconexiones sobre los médulos donde valoran las formas. Para ello se
parte de una superconexion en el Oy-mdédulo de derivaciones relativas Dero , (Oy)
sin torsién vertical, es decir, tal que VpD' = (—1)/PIP' IV, D cuando D y D’
estdn en Derp, (Oy) C Derg(Oy). Levantando esa ley de derivacién graudada
donde sea necesario, pueden definirse las diferenciales exteriores dd), dQ0. En
particular se construye un operador de Fuler-Lagrange “naive”

VN =dQy+waf

que es una m-superforma sobre J'()/X) con valores en PiT{y, x) dependiente de
la superconexién V.

Al contrario de lo que sucede en el cdculo de variaciones ordinario, este opera-
dor no basta para calcular la diferencial de la superforma de Poincaré-Cartan. El
resultado es

Teorema 1.9. [50, Thm. 2.14] Existe una tnica m-superforma ¢ sobre J*(V/X)
con valores en pi(p*Tx ®T(*y/2()) tal que la imagen inversa de la diferencial de la

superforma de Poincaré-Cartin a J*(Y/X) es:
de = —19(1) A gV + 7_9(2)V A C mod. p;lﬁ*Am+1QX 7

donde 9V es una 1-forma sobre J*(Y/X) con valores en pi(p*T% ® T(y,x))
construida a partir de la forma de estructura 9?) y la superconexion V.

La expresién local de ( es:

d o
(=Gl s 0dy" + ¢ © 5 @dn,

907 00’
con
.7 0.47 02 02
7 J i ’
Ch:_w@—de /\wiTp?’ CK:—W@‘i‘de /\wl‘wa

luego ¢ no depende de V. Llamaremos a la m-superforma ( el seqgundo operador de
Euler -Lagrange del problema variacional definido por la superdensidad Lagran-
giana Zw.

1.3.2.  Caracterizacion de las secciones criticas. La generalizacién al caso gra-
duado de la nocién de seccién critica de un problema variacional es esta:

Definicién 1.10. [50, Def. 3.1] Una seccién o: X < Y de p es critica respecto del
problema variacional graduado definido por una superdensidad Lagrangiana Zw,
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si para toda transformacién infinitesimal de contacto graduada D en J'()/X)
(Definicién 1.8) cuyo soporte tiene imagen compacta en X, se verifica:

[ Gt Lotzw =0
X
donde la integral se toma respecto de w.

La caracterizacién de las secciones criticas es:

Teorema 1.11. [50, Thm. 3.4] Sea o: X — ) una seccidn de p. Si o es critica
respecto del problema variacional graduado definido por una superdensidad Lagran-
giana Lw, se tiene

[(Glo)ewlix =0, [(i'0)*¢ljx =0,

para toda superconnexion V del tipo que hemos considerado. Reciprocamente, si
esas ecuaciones se verifica para alguna de dichas superconexiones, o es una seccion
critica.

Contra lo que sucede en el caso ordinario, la restriccién a las secciones criticas
del operador de Euler-Lagrange ¢V sigue dependiendo de la superconexién. Sin
embargo, las ecuaciones graduadas de Fuler-Lagrange

Evzoa C:Oa

son localmente equivalentes a un sistema de ecuaciones que es independiente de
V:
. 04 0 ( . 04 ﬂ [ . 04 ]
1 * 0 1 * 0 1 * 0
J0) 5w —aa \U o) o3 =0, |Ua)5%| =
o5 o (' G =0 oG]

0% 0 0% 0%
1\ 1 1\ 1 _ 1\ 1
oS- (o5 )] —o. [oera]

donde . = £ + & es la descomposicién en parte par e impar de 2.

El primer grupo de las ecuaciones se corresponde con las ecuaciones clasicas de
Euler-Lagrange, pero aparecen otros tres grupos de ecuaciones que son totalmente
nuevos. En particular, los grupos segundo y cuarto, que proceden de la anulacién de
¢ pueden ser interpretados como ligaduras, del tipo de las impuestas desde fuera de
la teoria por diversos autores [64, 83], por ejemplo, en Supergravedad. Eso pone
en relacion el cédlculo de variaciones graduado con el cdculo de variaciones con
ligaduras, ampliamente tratado en la literatura [25, 35, 65, 44, 23, 24].

Se tiene también un segundo teorema de caracterizacién de las secciones criticas.

:0’
| X

Teorema 1.12. [50, Thm. 3.10] Una seccion o: X < Y de p: Y — X es critica
para Lw si y sélo si se tiene:

[(jla)*iDd@hX =0,

para toda transformacion infinitesimal de contacto D en J*(V/X). Aquiip es la
contraccion interior.
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Digamos, para terminar esta parte, que se han desarrollado algunos modelos de
céculo variacional para supervariedades del tipo de Rogers (Seccién 1.5), que, en
general, no consideran los aspectos geométricos del problema [18, 20].

1.4. La integral de Berezin y el haz bereziniano. La integral de Berezin
sobre variables anticonmutativas es una de las nociones més sorprendentes intro-
ducidas en Mateméticas [13], [58, 2.4.4].

Consideremos el dlgebra anticonmutativa C*°(R™) @ A(R™) de las funciones
graduadas sobre R™ con valores en un &lgebra de Grassman; sus elementos se
expresan en la formas:

f=> fala',...,am06",
B

siendo B = (B1 < -+ < Bp), 1 < B, By <my 6 =0%...05%. Cuando las fz
tienen soporte compacto, la definicién de Berezin de la integral de f es

(3) / = faom@t, ™) dat A A da™
Ber R™

siendo f(1,... n) la componente de f segiin ot ... o™,

El propio Berezin demostro la férmula de cambio de variables para dicha inte-
gral: el papel del Jacobiano para la integral de Riemann de funciones diferenciables
sobre R™ lo juega aqui el bereziniano de la matriz del cambio de variables, donde

A B
¢ D

Ber(M) = |D|™'-|A - BD'C|.

para una matriz invertible par, M = ( ), el bereziniano estd dado por:

Una pregunta surge inmediatamente, tanto para conocer la naturaleza de esta
integral, como para extender la definicién al caso de variedades graduadas mas
generales, y es la que pretende saber cuales son los objetos que evalda la integral
de Berezin.

En el caso ordinario, la integral evalia m-formas diferenciales, puesto que cam-
bian de coordenadas multiplicando por el determinante de la matriz Jacobiana, al
igual que la integral. Por tanto, en el caso graduado, la integral de Berezin eva-
luard aquellos objetos (de soporte compacto) que cambien de coordenadas multi-
plicando por el bereziniano de la matriz jacobiana graduada, lo que tiene sentido,
pues el bereziniano es multiplicativo. Esta idea llevé a Leites [58, §4] a definir
superformas de volumen sobre una variedad graduada (X, .A): definié un haz de
linea Ber(A) de A-mdédulos, al que llamé haz bereziniano, tomando como funcién
de transicién el bereziniano de la matriz Jacobiana graduada del cambio de coor-
denadas. Por su propia construccion, si X es orientable y se elige una orientacion,
existe una integral de Berezin:

/ . T.(X,Ber A) - R,
Ber A

donde I'. denota las secciones con soporte compacto.
Esta definicién proporciona un conocimiento bastante pobre de la naturaleza
geométrica del haz bereziniano, y por consiguiente, del significado de la integral
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de Berezin. Para las variedades diferenciables ordinarias, por ejemplo, deja en la
sombra que las secciones del haz bereziniano son las formas de orden méaximo.

Por esa razén dimos una construccién intrinseca del haz bereziniano [49]:

Los operadores diferenciales de orden n sobre A forman un haz P"(A) de A-
moédulos tanto por la izquierda como por la derecha. La estructura de médulo por
la derecha viene dada por (P -a)(b) = P(ab) en cada abierto. Respecto de ambas
estructuras es localmente libre. Lo mismo sucede con el haz Q¢ @ P"(A) de opera-
dores diferenciales de orden n valorados en las m-formas diferenciales. Escribamos
w — w para el morfismo Q7 — Q% inducido por el morfismo estructural A — C§.

Sea K(A) el subhaz de Q7 ® P"(A) cuyas secciones en un abierto U son los
operadores diferenciales graduados de orden n tales que para cada seccién f €
A(U) con soporte compacto, existe una (m — 1)-forma ordinaria w sobre U con

soporte compacto que verifica P(f) = dw. K(A) es un submédulo por la derecha
del haz Q% ® P™(.A), pero no es un submédulo por la izquierda.

Definicién 1.13. Se llama haz bereziniano de (X,.A) al haz cociente Ber(A) =
"t ®P"(A)/K(A) con su estructura de A-mdédulo por la derecha.

Teorema 1.14. El haz bereziniano Ber(A) verifica las siguientes propiedades:

1. Es localmente libre de rango 1.
2. Si (27,07) es un sistema local de coordenadas graduadas en un abierto U C
X, se verifica:
I'(U,Ber(A) = |dz' A Ad2™ ® 0.9 -A(U)
’ o6t T oo '

El haz bereziniano asi definido es isomorfo, salvo por la paridad, al haz berezi-
niano construido antes por “recollement”. De este modo se ha dado una construc-
cién geométrica que nos permite definir globalmente la integral de Berezin. Para
ello, supongamos que la variedad X esta orientada.

Teorema 1.15. Euxiste una forma lineal sobre el espacio de secciones de soporte
compacto del haz bereziniano, llamada integral de Berezin asociada a la orientacion
de X, y definida por la férmula:

/<X,A)§:/Xﬁm’

donde P € T'(X,Q7% @ P"(A)) es una seccion con soporte compacto en la clase
£= 1Pl

Es facil ver que si (X, A) = (R™,Cg ® A(R™), la integral de Berezin coincide,
salvo el signo (—1)(75), con la integral definida por Berezin (3).

Se han considerado en la literatura problemas variaciones sobre supervariedades
asociados a “densidades berezinianas” en lugar de a las densidades lagrangianas
que hemos descrito antes, problemas dificiles de tratar por la inexistencia de un

calculo diferencial de Cartén para dichas densidades. En general, un formalismo la-
grangiano de primer orden para un problema variacional bereziniano es equivalente
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a un problema variacional graduado pero de orden superior [51, 67]. La adapta-
cién del formalismo lagrangiano geométrico de orden superior (ver, por ejemplo,
[79, 38, 69, 70, 71, 35]) al caso graduado no se ha desarrollado apenas.

En el caso de supersequemas proyectivos, Penkov [73] ha dado una construccién
del bereziniano, demostrando que es el haz “dualizante” en el sentido de la dualidad
de Serre. La importancia del bereziniano y de la integral de Berezin en el estudio
del méduli de supersuperficies de Riemann y en la teoria de supercuerdas es notable
(véase, por ejemplo, [60, 57]).

1.5. G-supervariedades.

1.5.1. Supervariedades a la Rogers. Como dijimos en la introduccién, una super-
variedad es un espacio localmente anillado en dlgebras Zs-graduadas-conmutativas,
que es localmente isomorfo con una cierta “supervariedad estandar”.

Para cada entero positivo L, denotaremos por By, el dlgebra graduada A(R¥) y
escribimos B}"" = (Bp)§* % (Bp)}. Se tiene un morfismo natural o™": B}"" —
R™. Provisionalmente podemos definir:

Definicién 1.16. Una supervariedad en sentido de Rogers es un espacio localmen-
te anillado (X, Sx) en dlgebras Zs-graduadas-conmutativas, donde X es Hausdorff
y paracompacto y (X, Sx) es localmente isomorfo a (B}"",S) siendo S un haz de
“funciones superdiferenciables”.

De otro modo, un espacio paracompacto Hausdorff admite una estructura de
supervariedad diferenciable @ la Rogers si tiene un atlas

2 = {(Uaﬂoa)v(pa: Ua :)BZLJL}

cuyas funciones de transicion son superdiferenciables.

Por la propia definicién, una supervariedad ¢ la Rogers de dimensién (m,n)
tiene una estructura subyacente de variedad diferenciable ordinaria de dimensién
2L~ (m + n).

Vamos a describir diferentes nociones de “funcién superdiferenciable” , que daran
lugar a diferentes definiciones de supervariedad.

Fijemos un nuevo entero positivo L’ tal que sea L' < L < n.

Para cada variedad differentiable ordinaria X, sea C$9 (W) al dlgebra graduada
de funciones diferenciables valoradas en By en un abierto W de X. El desarrollo
Z es el morfismo de dlgebras graduadas

Zy: CH(U) = (0™ (V)
dado por la férmula [76]:

L
1 .
4 Zu(h)(z) =he™ @)+ ﬁD(])hgwf)(m)(Sm’O(ﬂf)a coey 80 ()
=17
conh € C35(U), € (6™0)~1(U); aqui la j-ésima diferencial de Fréchet DU A, m.o(y)
de h en el punto 0"%(z) opera en B’L"’0 X . X BF’O simplemente extendiendo por
linealidad sobre (By,)o su accién en R™ x - - -xR™; la aplicacién s™0: By — o°
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es la proyeccion sobre la segunda componente de la suma directa BT’O =R" &

,0
.
Definicién 1.17. Fijados m, n, L, L' como antes, el haz de funciones superdife-
renciables sobre B7"" es el haz Sy de By /-dlgebras graduadas conmutativas dado
por

S (V) = Sy((am’")_lam’"(V)) .

para cada abierto V C B}"".

Para cada unos de estos haces Sy tenemos, en consecuencia, una nociéon de
supervariedad a la Rogers.

Sea S/ el subhaz de Sy cuyas secciones son funciones que no dependen de las
variables impares y®, es decir, tienen sélo el primer término en la suma (4). El haz
Sp/ sobre BL™" es la imagen inversa por la proyeccién B}*™ — B} del haz S
sobre BZL’O. Por tanto, (4) demuestra la existencia, para cada abierto U C B7"",
de un epimorfismo

A: Sp(U) @r AgR™ — Sp(U)
(5) S eyt > fuyt

HEE, HEER

donde se ha identificado AgR"™ con el dlgebra exterior generado por las y®.

Proposicién 1.18. El morfismo de haces (5) es inyectivo (y por tanto, un iso-
morfismo) si y sélo si if L— L' > n.

Asf pues, cuando L — L’ > n, se tiene una buena descripcién de las funciones
superdiferenciables.

1.5.2.  Supervariedades H*®. Si L' = 0 el haz S1 coincide con el haz de funciones
H®, considerado por Batchelor [9] y DeWitt [29].

Para ellas se verifica la Proposicién 1.18 y en este caso, Brr = R. Para las
aplicaciones fisicas, se ha argumentado que las funciones H* no son adecuadas
por la siguiente razon: en el estudio de la teoria de campos supersimétricos me-
diante el superespacio, [84], las funciones superdiferenciables se consideran como
instrumentos de registro, de modo que las funciones coeficiente del desarrollo Z (o
desarrollo en supercampos) se identifican con los campos fisicos de tipo bosénico o
fermiénico cuando afectan, respectivamente, a potencias pares o impares de las y;.
Restringiendo los argumentos a valores reales (lo que fisicamente significa restrin-
girse al espacio-tiempo), los campos fisicos tienen valores reales, luego no pueden
anti-conmutar, y la supersimetria no puede establecerse. Por eso las supervarieda-
des H* no son adecuadas desde el punto de vista fisico (ver, por ejemplo, [28]);
las variedades graduadas tienen también este problema.

1.5.3.  Supervariedades G*°. Las funciones G se obtienen tomando L' = L,
y fueron introducidas por Rogers [75]. Aunque las funciones G*° proporcionan
campos fisicos con la paridad adecuada, es decir, los campos fermidénicos anti-
conmutan, tienen serias inconsistencias. En particular, no es posible definir en ese
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caso derivadas respecto a las variables impares, basicamente porque el morfismo
(5) no es inyectivo. En consecuencia, el haz de derivaciones del haz de funciones
G no es localmente libre. Por esa razén, las supervariedades a la Rogers de tipo
G no son manejables.

Como veremos mas adelante, las funciones G*° juegan, sin embargo, un papel
importante en el desarrollo de la geometria graduada porque toda G-supervariedad
tiene una estructura subyacente de supervariedad G°°. Ademas, las funciones G*°
pueden describirse sin necesidad del desarrollo Z:

Proposicién 1.19. [16] Sea U C BT’O de la forma U = (a™°)~Y(V) para algin
abierto convexo V- en R™. Una funcion diferenciable f: U — B es G* si y sdlo
st su diferencial de Fréchet es lineal sobre (BL)o.

1.5.4. Supervariedades GH*. Cuando se tiene que L — L' > n, las correspon-
dientes funciones superdiferenciables se llaman funciones GH®. Incluyen, como
caso particular, las funciones H*°. Para ellas se verifica la Proposiciéon 1.18, por
lo que tienen propiedades muy interesantes. Verifican también una variante de la
Proposicién 1.19, a saber, una funcién diferenciable f: U — By, (donde U es como
en dicha Proposicién) cuya restriccién a V' toma valores en By, es GH™ siy sélo
si su diferencial de Fréchet es (B, )o-lineal.

Para las funciones superdiferenciables GH> sobre B}"" utilizaremos la nota-
cion GHy  en lugar de Sp.

Si (X, GHx) es una supervariedad GH®, para cada abierto U con coordenadas
(xt,...,2™ v, ..., y") (las 2 son las variables pares y las y® las impares), pueden
definirse derivaciones

0 o .
(6) {W,ayahzl...m,a:l...n}
que son secciones de Der(GHx).

Proposicién 1.20. Der(GHx) es un haz localmente libre de GH x -mddulos gra-
duados. Dado un abierto coordenado U, las derivaciones (6) forman una base de
secciones de Der(GHx) en U.

Las supervariedades GH®° tienen pues una de las propiedades fundamentales
que debe tener cualquier supervariedad, que su derivaciones sean localmente libres,
de modo que pueda establecerse un céculo diferencial adecuado. Es necesario,
ademads, que se tenga una nocién razonable de espacio tangente y, con caracter
maés general, de fibrado vectorial. Sin embargo, no esposible desarrollar una teoria
geométrica de fibrados vectoriales para una supervariedad GH, y eso se debe a
que el espacio de los valores que toman las funciones GH ™ no es el mismo en unos
puntos que en otros:

Sea V, C By, es espacio de los valores que toman en un punto z € B}"" los
gérmenes f € GH,, de modo que

V., ={a € Brla = f(z)para algun f € GH,},

donde la tilde denota la evaluacién de los gérmenes. Si £, es el ideal de GH,
formado por los gérmenes que se anulan en z, se tiene una sucesién exacta de
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Bpr/-médulos:
(7) 0—=2L, —-GH, >V, —0.

Hay que hacer notar que las funciones GH* que son constantes, toman sélo valores
en Bys, luego no es claro que By — V,, como sucede para las funciones C*°
valoradas en Bp. De hecho, )V, depende esencialmente del punto z y, en general,
no es libre como Br/-médulo. Por ejemplo, en el caso de Ban’O, se tiene V, = By,
si z € R™, pero By, C V, C Br, con inclusiones estrictas para ciertos puntos z.

Este extrano fenémeno ocasiona muchos problemas a la hora de definir su-
perfibrados vectoriales GH, lo que obliga a considerar nuevas definiciones de
supervariedades.

1.5.5.  G-supervariedades. [5] La discusién anterior pone de manifiesto que no es
sencillo encontrar una nocién de funcién superdiferenciable que de lugar a una
teoria de supervariedades que no tenga inconsistencias. En concreto, es dificil con-
seguir que se verifiquen los siguientes requerimientos:

1. El haz de derivaciones del haz estructural debe ser localmente libre;

2. las restricciones a argumentos reales de los coeficientes del desarrollo Z, o
desarrollo en supercampos, deben tomar valores en un algebra graduada
conmutativa B;

3. debe haber una buena teoria de superfibrados vectoriales, en particular una
buena nocién de espacio tangente graduado.

Estas dificultades se superan introduciendo una nueva categoria de supervarie-
dades, a las que llamamos G-supervariedades, caracterizadas localmente en térmi-
nos de un haz G en B}"" que, en cierto sentido, es una “completacién” de GH
(suponemos siempre que se tiene L — L' > n).

Maés precisamente, se define un haz de Bp-algebras graduadas conmutativas
sobre B"" por

G =GHyr ®B,, Br,
donde el producto tensorial es en el sentido de las dlgebras graduadas.

Si Cp, es el haz de funciones continuas sobre Ban’n valoradas en By, se tiene un

morfismo de evaluacién §: Gy — Cp extendiendo por aditividad la apliacacién

(8) 6(f®a) = fa.

Un hecho notable es que el haz G, es independiente de la eleccién de L':

Proposicién 1.21. Dado un sequndo entero L” tal que L — L"” > n, se tiene un
isomorfismo natural de haces de By -dlgebras graduadas conmutativas: G, — G

Por tanto, es posible definir un haz candénico G de By -algebras graduadas con-
mutativas sobre B}"", como la clase de isomorfismo de los haces Gz donde L’ es
cualquier entero positivo tal que L — L’ > n. También puede elegirse L > 2n y
tomar de una vez para todas L’ como la parte entera de L/2 (cf. [76]). Del mismo
puede puede definirse un haz G de gérmenes de secciones de G que “no dependen
de las variables impares” y se tiene:

G ~ G @ AgR".
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como para el caso de Is funciones GH™.
En este caso, el andlogo de la sucesién exacta (7) es

0—>£,—-G,— B, —0,

luego el espacio de valores de los gérmenes de secciones del haz G en todos los
m,n . . .
puntos z € B; " es siempre By, de modo que los inconvenientes de las superfun-
ciones GH® para definir una buena teoria de fibrados vectoriales no se presentan
en el caso que nos ocupa.
Ademés, el haz G sobre B;"" mantiene las buenas propiedades de las deriva-
ciones, es decir, pueden definirse secciones de Der(G)

a 0
—,— |t=1... =1...
(9) {81’“6@‘1 K m, « n}

que generan Der(G), de modo que
Proposicién 1.22. Der(G) es un haz localmente libre de G-mddulos graduados.
Llegamos asi a la deficinicién de G-supervariedad

Definicién 1.23. [5, Chap. III, Def. 4.1] Una G-supervariedad de dimensién
(m,n) es un espacio localmente anillado en Bp-dlgebras graduadas (X, Ax) que
satisface las siguientes condiciones:

1. X es un espacio topolédgico paracompacto y Hausdorff;

2. (X, Ax) es localmente isomorfo a (B}"",G);

3. si CgL es el haz de funciones continuas sobre X valoradas en By, existe
un morfismo de haces de By -algebras 6% : Ay — CgL localmente compati-
ble con el morfismo de evaluacién (8) y con los isomorfismos locales de la
condicién anterior.

Las G-supervariedades satisfacen todos los requerimientos senalados al inicio
de esta parte, por lo que puede desarrollarse con ellas una geometria graduada
satisfactoria [5]. Para terminar esta descripcién sucinta, y de cara a la caracteriza-
cién axiomatica de las G-supervariedades, veamos como los anillos graduados de
secciones del haz estructural de una G-supervariedad (X, Ax) pueden ser dotados
de una topologia, del mismo modo que los anillos de funciones diferenciables ordi-
narias. Para ello, dado un abierto U C X, consideramos la familia de seminormas
Lk Ax(U) — R dadas por

prx(f) = max[|6(P(f)(2)]
zeEK
donde P varfa en el espacio de operadores diferenciales sobre Ax(U) y K en el
conjunto de las partes compactas de U.

Proposicién 1.24. [5, Chap. III, Prop. 4.5] Las seminormas pr x dotan a Ax (U)
de una estructura de dlgebra graduada de Fréchet.
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1.6. Construcciones axiomdticas. En su articulo [78], Rothstein establecié
cuatro axiomas que debe verificar cualquier nocién sensata de supervariedad; sin
embargo, la categoria de las supervariedades determinada por esos axiomas, a las
que llamaremos R-supervariedades, es demasiado grande, en el sentido de que,
contra lo afirmado en [78], no es cierto ni que cuando el dlgebra graduada base es
conmutativa esa categoria se reduce a la de variedades graduadas de Kostant, ni
que cuando dicho dlgebra es un dlgebra exterior finito-dimensional, se reduce a la
categoria de supervariedades que extienden a las supervariedades G en el sentido
que explicaremos después. Veremos que es necesario introducir un quinto axioma
— aunque el sistema de cinco axiomas resultantes puede reducirse a uno con cuatro
— para evitar estos problemas [5, 6].

Para establecer los axiomas de Rothstein consideramos la siguiente definicién:
Sea X un espacio topolégico paracompacto y Hausdorff y B un dlgebra de Ba-
nach graduada conmutativa. Denotamos, del mismo modo que hemos hecho antes,
B™" = (By)™ x (B1)"; Cx serd el haz de funciones continuas en X con valores
en B.

Definicién 1.25. Un R-superespacio (o superespacio de Rothstein) es un tri-
ple (X, Ax,d) donde (X, Ax) es un espacio anillado en B-dlgebras graduadas y
§: Ax — C3 es un morfismo, al que denominamos de “evaluacién”.

Denotaremos por ~ la accién de § de modo que f = 0(f). Un morfismo de R-
superespacios es un morfismo de espacios anillados compatible con los morfismos
de evaluacion.

Fijemos una pareja (m,n) de enteros no negativos. Los axiomas de Rothstein
son los siguientes:

Axioma 1. El haz Der*Ax es localmente libre. Cada punto z € X posee un
abierto coordenado U con secciones zt,...,2™ € Ax (U)o, y',...,y" € Ax(U);
tales que {dx!,...,dz™, dy',... ,dy"} es una base graduada de Der* Ax (U).

Llamaremos a (U,dz',... dx™, dy, ..., dy™) un abierto coordenado del R-su-
perespacio. El axioma implica que DerAx es un haz localmente libre de A xmédu-
los graduados generado localmente por las derivaciones %, % definidas como
base dual de las dx’ y las dy®.

Axioma 2. Si (U,dz?,...,dz™,dy', ..., dy™) es un abierto coordenado, la apli-
cacién ¢: U — B™" dada por z — (Z'(2),...,2™(2),7'(2),...,7"(z)), es un
homeomorfismo con un abierto de B™".

Axioma 3. (Ezistencia del desarrollo de Taylor) Si (U, dz?,. .. dz™, dyt, ..., dy"™)
es un abierto coordenado, para cada punto z € U y cada germen f € A, existen
gérmenes g1,...,9m,h1,...,hn € A, tales que

f=17)+ Zgi (@' = 3'(2) + Y ha (¥ = §*(2)).
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Axioma 4. Sea P(Ax) el haz de los operadores diferenciales sobre Ax y f € A,

un germen de Ax en un punto z € X. Si P(f) = 0 para todo P € P(Ax).,
entonces f = 0.

Definicién 1.26. Una R-supervariedad es un R-superespacio (X, Ax,d) que sa-
tisface los axiomas 1 a 4 anteriores.

Sea £, el ideal de A, formado por los gérmenes f € A, que se anulan al evaluar

en z, es decir, f(z) = 0.
Consideremos un nuevo axioma:

Axioma 3’. El ideal £, es finito-generado para todo punto z € X.

Proposiciéon 1.27. Para los R-superespacios que son espacios localmente ani-
llados (es decir, tales que los anillos A, son todos locales), el azioma 3 puede
reemplazarse por el axioma 3.

Para identificar quienes son las R-supervariedades, vamos a centrarnos en el ca-
so B = By, [5] aunque los resultados que vamos a mencionar son ciertos para tipos
més generales de dlgebras de Banach [6]. De la discusién realizada sobre las super-
variedades a la Rogers se desprende que ninguna de ellas verifica los axiomas de las
R-supervariedades. Sin embargo, se observa que toda G-supervariedad es una R-
supervariedad; se trata, por tanto, de identificar quienes son las R-supervariedades
que son G-supervariedades.

Para ello, consideremos una R-supervariedad (X, Ax,0) y el haz A>®° =Imd C
C¥X imagen del morfismo de evaluacién. En [78] se asegura que (X, .A>) es una
supervariedad G°°, es decir, que las R-supervariedades son las supervariedades que
extienden a las supervariedades G°°; sin embargo, eso no es cierto pues los anillos
de una R-supervariedad no tienen porqué ser completos respecto de su topologia
natural (que ahora introduciremos). El siguiente ejemplo clarifica este problema.

Ejemplo 1.28. Sea B = R, n = 0 and X = R™. Si consideramos el haz A =
R[z!,...,2™] de las funciones polinémicas sobre R™ y el morfismo de evaluacién
trivial §: A — Cg, 0(f) = f, resulta que (X,.A4,9) es una R-supervariedad de
dimensién (m, 0). Sin embargo (X,d(A)) = (X,R[z!,...,2™]) no es una superva-
riedad G* (m, 0)-dimensional, es decir, no es una variedad diferenciable ordinaria.
A

Si (X, Ax,d) es una R-supervariedad, los anillos de secciones A(U) en cada
abierto U C X tienen una topologia de algebras localmente convexas respecto de
la familia de seminormas pp k : Ax (U) — R definidas por

—_~—

prx(f) = méx||(L(f) (),

donde P es un operador diferencial sobre A en Uy K C U es compacto. Podemos
establecer ahora un axioma de completitud:

Axioma 5. Los anillos Ax (U) son completos respecto de dicha familia de semi-
normas para todo abierto U de X.
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Los axiomas 4 y 5 equivalen a un nuevo axioma:

Axioma 6. Los anillos Ax (U) son completos y Hausdorff, es decir, dlgebras de
Freéchet graduadas, para todo abierto U de X.

Tenemos ahora

Definicién 1.29. Una supervariedad R*° es una R-supervariedad que satisface
ademsds el axioma 5; de otro modo, es un R-superespacio que verifica los axiomas
1,2, 3y6.

Puesto que estamos en el caso B = By, se tiene ademaés:

Proposicién 1.30. [6, Thm. 4.4] Un R-superespacio es una supervariedad R
sty sélo si verifica los axiomas 1,2,83” y 6. Ademds toda supervariedad R es un
espacio localmente anillado.

Sélo las supervariedades R, y no todas las R-supervariedades, extienden su-
pervariedades G*°:

Proposicién 1.31. Si (X, Ax,0) es una supervariedad R*, entonces (X, A® =
Im ) es una supervariedad G

Terminamos con la descripcién completa de las supervariedades R™:

Teorema 1.32. Un R-superespacio es una supervariedad R>™ si y solo si es una
G-supervariedad.

Si consideramos como morfismos de supervariedades R sélo los morfismos de
espacios localmente anillados, resulta:

Corolario 1.33. Las categorias de las supervariedades R™ y de las G-superva-
riedades son equivalentes.

Este resultado pone, por una parte, de manifiesto la importancia de las G-super-
variedades puesto que son los tnicos ejemplos de supervariedades que verifican la
axiomdtica de Rothstein (modificada con el axioma de completitud) y por otra
parte demuestra que dicha axiomatica tiene modelos concretos.

2. SUPERVARIEDADES EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

2.1. Generalidades. En esta seccién consideraremos siempre superesquemas
en el sentido de la Definiciéon 1.2. Como ya hicimos para las supervariedades, los
denotaremos por letras caligréficas X = (X, Ox) dejando la notacién X = (X, Ox)
para el esquema ordinario subyacente. Un buena referencia para la geometria al-
gebraica de los superesquemas es [62].

Llamaremos supercurvas a los superesquemas de dimensién (1,n). Aunque es
mucha la geometria algebraica conocida de los superesquemas, vamos a centrar-
nos en cuestiones relativos a las supercurvas, que, como hemos dicho, tienen una
gran importancia en teoria de cuerdas en relacién con la integral de Polyakov. En
particular vamos a considerar las denominadas curvas supersimétricas (Definicién
2.6) y algunos problemas de mdduli relacionados con ellas.
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El superméduli de las curvas supersimétricas ha sido ampliamente tratado en
la literatura fisica, pero su estructura geométrica no fue considerada hasta [32]
y algunas de sus propiedades globales no se han descubierto hasta [33], aunque
la carta de Deligne [26] contiene informacién suficiente para construir globalmen-
te un superespacio de méduli cuyo espacio subyacente es el stack algebraico de
Deligne-Mumford’s que es el méduli de las curvas lisas estables [27]. Las primeras
construcciones analiticas son de naturaleza local [22, 57] (también [3, 21, 42]). Una
descripcién en coordenadas de un espacio de supermdéduli se encuentra en [34].

2.2. Superdivisores sobre supercurvas. Los divisores positivos de grado p
sobre una curva algebraica X son familias de p puntos de X, que pueden ser
repetidos y donde no tenemos en cuenta el orden. Pueden verse como los puntos
del producto simétrico Sym?(X) de orden p de X, que no es otra cosa que el
espacio de érbitas de la accién del grupo simétrico S, en el producto cartesiano
XP: de este modo los divisores positivos de grado p tienen la estructura de una
variedad algebraica Div,(X), de gran importancia en el estudio de la geometria
de las curvas, especialmente en la construccion de la variedad Jacobiana mediante
el morfismo de Abel.

Desde el punto de vista fisico, la variedad de divisores positivos de grado p en
una curva compleja proyectiva lisa (una superficie de Riemann, vista como varie-
dad real) es la variedad de soluciones de las ecuaciones vorticiales o de Bogonolmy
[17, 41]. Los tnicos trabajos equivalentes para los supervortices o extensiones su-
persimétricas de las ecuaciones de Bogonolmy son [59] y [31], en el segundo de
los cuales se da la estructura de la supervariedad de superdivisores positivos o
supervértices sobre una supercurva.

La identificacion de los divisores positivos de orden p con los puntos del producto
simétrico Sym” (X)) se realiza mediante el divisor universal. Se trata de un divisor
positivo relativo Z de grado p sobre X x Sym?(X) — SymP(X) (es decir, una
familia plana divisores positivos en las fibras de ese morfismo), cuya fibra sobre un
punto (x1,...,zp) € SymP(X) es el divisor #1 + - -+ + z, definido por él. Resulta
entonces que para cada esquema S, la aplicacion

Hom(S, Sym? (X)) — Div(X x S/5)

Y= (2)
es un isomorfismo, donde Div(X x S/S) son los divisores positivos relativos de
grado p sobre X x S — S. Es decir, todo divisor positivo se obtiene como imagen

inversa del divisor universal. La propiedad (10) se expresa también diciendo que
el producto simétrico es un espacio de moduli fino para los divisores positivos.

(10)

2.2.1. Productos simétricos de supercurvas. Para poder extender la propiedad
universal (10) a las supercurvas, empecemos por considerar su producto simétrico.

Si X = (X,Ox) es una supercurva lisa, el grupo simétrico S, opera de modo
natural en el producto cartesiano XP = (XP?, O%p ) dando lugar a un superespacio
de érbitas SymP(X) = (Sym”(X),OP), con O = (OFF)5».
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Teorema 2.1. [31] Sea X una supercurva lisa de dimension (1,n). El superespacio
SymP (X)) es un superesquema si y sélo sin =1, es decir, si y sélo sidim X = (1,1).

2.2.2.  Superdivisores. Vayamos ahora a una adecuada nocién de supervisor para
una supercurva X.

Definicién 2.2. [10] Sea X una supercurva. Un superdivisor positivo es un sub-
superesquema cerrado Z = (Z,0z) de codimensién (1,0). El grado de Z es el
grado del divisor Z < X de la curva suyacente.

Por tanto, los puntos no son superdivisores de grado 1, pues tienen codimensién
(1,1). Sin embargo, los superdivisores tienen relacién con los puntos de otra curva,
como veremos méas adelante.

La deficién de superdivisor relativo de grado p para un morfismo X xS — S es
similar a la de divisor relativo. Serdn sub-superesquemas cerrados Z <— X x S de
codimensién (1,0) cuya restriccién a X X S — S es una familia plana de divisores
de grado p en X parametrizada por el superesquema S.

Supongamos en lo que queda de este parrafo que X es una supercurva de di-
mensién (1,1). En este caso, se tiene Oy ~ Ox @ L, siendo £ un haz invertible de
Ox-mddulos, o sea, X es escindido en el sentido de la Definicién 1.3.

Podemos entonces considerar la supercurva X¢ = (X,0x @ L°) donde L¢ =
kx ®oy L1 siendo kx el haz canénico o de diferenciales sobre X. Esta curva
se denomina supercurva de fermiones conjugados o de superdivisores positivos de
grado 1 sobre X [63]. La razén de esta terminologfa es la siguiente:

Sea T un superesquema afin definido por un haz de algebras graduadas By Z
un superdivisor relativo de grado 1 sobre X x7 — 7. Entonces Oz ~ B® L, donde
L es la imagen de £ ®j B en Oz de donde se deduce que Z estéd caracterizado por
un morfismo f: £ — Ox y una derivacién A: Ox — L ®o, Bi. Como A puede
ser entendida como un elemento de Homp, (kx, £ ®o, B1) ~ Homp,, (L, B1), la
pareja (f, A) es equivalente a un morfismo de anillos graduados g: Ox @ L¢ — B.
Lo mismo sucede si 7 no es afin, luego:

Proposicién 2.3. [31] La supercurva X¢ representa el functor de superdivisores
de grado 1 sobre X. De modo mds preciso, existe un superdivisor relativo de grado
1 “universal” Z} en X x X¢ — X€ tal que el morfismo de functores:

Hom(S, X¢) — Divg(X x S)
¢ (1xo)H(2T),
es un isomorfismo functorial.

Localmente, si (z,6) son coordenadas locales graduadas en X, la ecuacién local
del superdivisor universal de grado 1 Z}* en X x X¢ es

(11) 2’1*2279@96,

donde 21 =2®1, 20 =1® 2z vy 6° = wy - dz, siendo wy la base dual de § en L1,
Para superdivisores de grado superior, podemos definir

Definicién 2.4. El superesquema de superdivisores positivos de grado p sobre X’
es el producto simétrico Sym?(X¢) de la curva X¢ de fermiones conjugados de X.
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El superdivisor universal de grado p, Z, se construye del siguiente modo: se
consideran las proyecciones

Tt A XXX . P.x XC— X xX°
(w,25,...,2p) = (o, 27)
y el superdivisor Z = 7{(2}) + - + 7, (2}). Si m: & x X x 2. x X¢ — X X
Sym?(X¢) es la proyeccién natural, Z, es el superdivisor relativo de grado p en

X x Sym”(X°¢) — Sym”(X°) caracterizado por la férmula 7%(Z}) = Z. Resulta
asi:

Teorema 2.5. El producto simétrico SymP(X€) parametriza los superdivisores
positivos de grado p sobre X.

De modo mas formal podemos decir que la aplicacién:
Hom(S, Sym” (X¢)) — Divi (X x S)
fex ))7HE)

es un isomorfismo functorial para todo superesquema S.

2.3. Curvas supersimétricas o curvas-SUSY. La definiciéon de curva super-
simétrica es:

Definicién 2.6. Una curva supersimétrica o curva-SUSY es una supercurva de
dimensién (1, 1) dotada de una distribucién totalmente no integrable, es decir, de
un submdédulo libre D de rango (0, 1) del haz tangente Tx = Der(Ox) tal que la
composicién

D®D L], Tx — Tx/D

es un isomorfismo de Ox-médulos (ver, por ejemplo, [57]).

Una definicién similar da lugar a la nocién de curva-SUSY relativa.

Si X = (X,0x,D) es una curva-SUSY, X puede recubrirse por abiertos coor-
denados U con coordenadas locales (z, #) de forma que D estd generado localmente
por

Se dice entonces que (z,8) soncoordenadas conformes.

Se tiene un isomorfismo natural D* = Ber(Oy) y una diferencial “bereziniana”
9: QL — D~ 5 Ber(Ox), que es la proyeccién inducida por la inmersién D — Ty.
En coordenadas conformes, 0 se expresa como

o) = |z | D).

donde dz ® % denota la base local del bereziniano determinada por (z, ).
Las curvas-SUSY tienen una importante propiedad: son isomorfas a sus curvas
de fermiones conjugados. En efecto, se tienen isomorfismos

DRo, Ox S LY, Lo, LSkx,
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y el segundo de ellos — que es lo que se denomina una estructura espin sobre la
. . ~ .
curva X — puede ser visto como un isomorfismo £ — L. En consecuencia,

Proposicién 2.7. [31, Thm. 4] Sea X una supercurva de dimension (1,1). X es

una curva-SUSY si y solo si existe un isomorfismo X 3 X¢ entre X y la supercurva
de superdivisores positivos de grado 1 sobre ella que induce la identidad en la curva
ordinaria subyacente X. Ademds hay una correspondencia biunivoca entre tales
isomorfismos y las estructuras espin sobre X.

Resulta asi, de acuerdo con la Proposicién 2.3, que para una curva-SUSY, la
propia curva es el espacio de méduli de los superdivisores positivos de grado 1,
como ya habia demostrado Manin [63] por otros medios. El superdivisor universal
se identifica con la superdiagonal de Manin, que vamos a describir: Sea X una
curva-SUSY e Za el ideal de la inmersién diagonal 6: X — X x X. El nucleo
de la composicién Za — Za/Z% =~ 6,.0Q% 2, Ber(Ox) es un ideal homogéneo de
Oxxx, luego define un sub-superesquema cerrado A® de codimensién (1, 0), al que
se denomina superdiagonal de X'. En coordenadas conformes, su ecuacion local es:

Z1—2’2—9102:0,

donde z1 = 2® 1y 2o = 1 ® z como antes. Si comparamos esta ecuacién con (11),

7 . ~ .
resulta que a través del isomorfismo X — X'¢, la superdiagonal se corresponde con
el superdivisor universal Z{*, como habiamos anunciado. Para superdivisores de
grado mayor se tiene un resultado analogo:

Teorema 2.8. Si X es una curva-SUSY, el producto simétrico SymP(X) parame-
triza los superdivisores positivos de grado p sobre X.

En resumen, sélo para las curvas-SUSY, las familias no ordenadas de p puntos
(los puntos de Sym? (X)) son equivalentes a los superdivisores de grado p (los
puntos de Sym?(X°)).

2.8.1. Punturas de Neveu-Schwarz. Hemos visto que los superdivisores de grado
1 de una curva-SUSY no son sus puntos. Un punto estd definido en coordena-
das conformes por ecuaciones del tipo (z,6) — (z0,6p). Por tanto, impone una
condiciéon par y una condiciéon impar a los automorfismos permitidos en un en-
torno. El dlgebra de Lie de los supercampos conformes (los que dejan invariante
la distribucién D) cambia y dentro del formalismo de los operadores, el cambio se
interpreta como la inserciéon de un operador vértice en el punto. Tiene también
el efecto de aumentar en uno tanto la dimensién par como la impar del méduli
de curvas-SUSY, como veremos mds adelante (Thm. 2.17). Estas N-punturas son
conocidas en la literatura fisica como N-punturas de Neveu-Schwarz [42].

La generalizacién natural a curvas-SUSY relativas es definir una N-puntura en
una familia X — ) de curvas SUSY, como una familia ordenada (s1,...,sy) de
secciones de X — ).

2.4. Modduli de curvas-SUSY y sus propiedades. Como ya hemos comen-
tado, el méduli de curvas-SUSY parece ser el adecuado espacio de integracion para
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la medida de Polyakov en el caso supersimétrico, es decir, para los calculos de ti-
po perturbativo en la teoria de la supercuerda. Esos célculos se hacen también
por integracion sobre el superespacio de méduli de curvas-SUSY con punturas (de
Neveu-Scharwz) [30, 86].

Vamos a describir una construccién global de dicho méduli.

2.4.1. Mdduli de curvas algebraicas. En el caso de curvas ordinarias (serdn siem-
pre lisas sobre un cuerpo fijado k) el problema de méduli asociado esta determinado
por la nocién de curva relativa de género g o familia plana de curvas de género g
parametrizadas por un esquema S, entendiendo por tal un morfismo plano de es-
quemas X — S cuyas fibras son curvas (lisas) de género g. De este modo se define
un functor My que asocia a cada esquema S el conjunto M, (S) de las familias
planas de ese tipo parametrizadas por él. Tomando S = Speck como un punto,
resulta que M (Spec k) es el conjunto de las curvas de género g.

Idealmente, un esquema M, serfa un espacio de méduli fino si estuviera dotado
de una curva relativa £ = X; — 9, de género g de modo que

Hom(S,9,) — M, (S)

(12) P> () =8 %xXy—> S

fuera un isomorfismo functorial para todo esquema S. En el lenguaje de Grothen-
dieck, un esquema de méduli fino serfa un esquema que representa el functor M,
de las curvas de género g, es decir, cuyos “puntos con valores en un esquema cual-
quiera” fueran las curvas relativas parametrizadas por ese esquema, de modo que
cualquiera de esas curvas relativas se obtiene como imagen inversa de la “curva
universal de género ¢g”, X,. En particular, los puntos (racionales) del espacio de
méduli fino serfan el conjunto M (Spec k) de las curvas de género g, que tendria
asi una estructura de esquema.

Pero una tal curva universal no puede existir y su inexistencia se deriva de que
hay curvas que tienen automorfismos (no triviales); los tienen todas las de género
menor o igual que 2 y algunas para género superior. Como tantas veces sucede en
matematicas, eso no nos debe limitar; del mismo modo que cuando no podemos
restar dentro de los numeros naturales llamamos nimero entero a una clase de
diferencias de naturales, basta ampliar la nocién de esquema a una nocién més
general. En este caso llamamos stack algebraico al functor!, de modo que ahora M,
ya tiene una estructura algebraica mas general que la de un esquema, es un stack
algebraico. Las propiedades de los stacks y su diferentes tipos pueden consultarse,
por ejemplo, en [27, 43, 56, 82, 53, 2].

Asi pues, el méduli fino de las curvas de género g es un stack algebraic M, y
“no existe como esquema’. Sin embargo, se tiene

Teorema 2.9. FExiste un espacio de “mdduli grosero”, I ue es un verdadero
) g

esquema [27], cuyos puntos (racionales) son las curvas de género g.

IEn realidad los stacks algebraicos son un determinado tipo, aunque bastante general, de esos
functores y My es, de hecho, uno de ellos.
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Este esquema “correpresenta” el functor de méduli, en un sentido que no vamos
a precisar aqui. Nos conformaremos con observar que la curva stack universal sobre
M, induce un morfismo de stacks algebraicos M, — 9, que sobre los puntos
de 9, definidos por curvas con automorfismos no es un isomorfismo local, se
comporta localmente como el cociente por el grupo de automorfismos.

Un modo de conseguir un espacio de méduli fino es fijar estructuras adicionales
que no se preserven por ningin automorfismo no trivial. En el caso de las curvas
de género g, se fija un estructura de nivel n, es decir, un isomorfismo entre el grupo
de puntos de n-torsiéon de la Jacobiana de la curva X y el grupo de cohomologia
HY(X,Z,), lo que sirve a nuestro propésito ya que, por el Lema de Serre [68], si
n > 3, el unico automorfismo de la curva que preserva una estructura de nivel n
es la identidad.

Si se generaliza para una familia plana de curvas X — S la nocién de estructura
de nivel n como un isomorfismo de grupos entre la n-torsién de la Jacobiana relativa
y el grupo I'(S, R'7.Z,,), resulta:

Teorema 2.10. Para g > 2 yn > 3, el esquema M, es un espacio de moduli fino
para las curvas de género g con una estructura fijada de nivel n.

Una discusién similar se aplica al caso de curvas con N-puntos prefijados o
curvas con punturas. Se tiene un stack algebrico My ny que es el méduli de las
curvas de género g con N-punturas, un esquema de méduli grosero M, v v si se
fija un estructura de nivel n, M, x es un méduli fino cuando g > 2 y n > 3.

2.4.2. Moéduli de curvas espin. Puesto que las curvas-SUSY son curvas espin
(Porposicién 2.7), antes de considerar el problema de mdéduli para las curvas-
SUSY en el mundo de los superesacios, vamos a trata el problema del méduli de
las curvas espin en el mundo de los esquemas, en geometria algebraica ordinaria.

Para simplificar la exposicién, supondremos siempre g > 2, n > 3 y que se
consideran curvas lisas de género g con una estructura fijada de nivel n.

Si definimos una estructura espin sobre una familia X — Y de curvas como
un haz de linea £ en X con un isomorfismo £ ® £k X/y, no puede existir un
esquema de mdduli fino para el functor que asocia a cada esquema S el conjunto
de estructuras espin relativas sobre X xy S — S porque dicho functor no verifica
las propiedades del functor de puntos de ningin esquema: no estd definido por
condiciones “locales” para ninguna de las topologias usuales, o en palabras maés
técnicas, no es un haz para ninguna de ellas.

Es un problema de naturaleza similar al que tiene el functor de Picard, cuyo
espacio de moduli es la variedad Jacobiana. Vamos a describir brevemente este
problema que nos dara la pista sobre como actuar para construir el moéduli de
curvas espin.

Dada una curva relativa, X — Y, puede considerarse el functor que asocia a un
“Y-esquema” f: T — Y el grupo cociente Pic(X xy T)/f*PicT de las clases de
equivalencia de haces invertibles sobre X xy T' médulo pullbacks de haces inverti-
bles sobre T'. El functor de Picard relativo se define como su “haz asociado para la
topologfa étale” [46] y el grupo de Picard relativo como Pic(X/Y) = Picx/y (V).
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Para comprender lo que significa el tomar el haz asociado para la topologia étale,
notemos que si bien las clases [£] de haces invertibles en X definen elementos
~ = [£] del grupo de Picard Pic(X/Y), no todas las secciones vy € Pic(X/Y") son
de esa forma; para cada una de ellas existe, sin embargo, un “revestimiento étale”
p: Y =Y tal que p*y = [£'] para un haz invertible £ en X xy Y.

Los functores de Picard Pick sy de las “clases de haces invertibles de gra-
do relativo d” son representables, es decir, existe un esquema de mdduli fino
Jd(X/Y) — Y, la Jacobiana relativa de grado d, y una clase universal T4 €
Pic(X xy JUX/Y)/J4X/Y)) tal que

Hom(T, J4(X/Y)) = Pic!(X xy T/T)
¢ 9" Yy

es un isomorfismo functorial para todo Y-esquema T — Y [46]. Siguiendo esa idea
se define:

Definicién 2.11. Una curva espin relativa sobre un esquema Y es una curva
relativa X — Y dotada de una “clase espin de haces invertibles” T € Pic X/Y tal
que Y2 = [kx/y].

Teorema 2.12. [32] Eziste un esquema de méduli fino S, para las curvas espin
y una curve espin universal SX, — SIM, con una clase espin universal T, €
Pic(S%,/5M,). El esquema de mdduli SO, es una variedad casi-proyectiva de
dimension 3g — 3.

La clase espin universal no esta definida por un haz de linea, pero existe un reves-
timiento étale p: SU — S, tal que T = [£] con L2 = k4 con ks = P Rsx,/sm,5
escribimos entonces £ = /ii/ 2 Ademés puede tomarse S afin.

El méduli SO0, tiene dos componentes, correspondientes a las estructuras espin
pares e impares, teniendo en cuenta que se dice que una estructura espin £ en una
curva X es par o impar de acuerdo con la paridad de la dimensién de H°(X, L).
Si fijamos N-punturas de Neveu-Schwarz, se tiene andlogamente:

Teorema 2.13. [32] El producto fibrado SN, n = S.’{év sobre S, de N copias
de la curva espin universal, es un esquema de mdduli fino para las curvas espin

con N-punturas. Ademds SXy n = SXg Xsom, SMyg Ny — SMy N es la curva espin
universal con N -punturas.

2.4.8. Mdéduli de curvas SUSY. Procediendo como en los problemas de méduli
que hemos considerado antes, es posible definir un “superstack algebraico” SM,
de las curvas supersimétricas de género g. En este caso, no puede existir un super-
esquema de moéduli, aunque fijemos estructuras de nivel n en la curva ordinaria
subyacente, porque toda curva supersimétrica X tiene un automorfismo no trivial:
Como Oy = Ox ® L, el automorfismo que opera por la identidad en Ox y por la
multiplicacién por —1 en £ es un automorfismo no trivial de X.

Eso pone de manifiesto que para curvas SUSY el problema de méduli tiene una
naturaleza “stacky” intrinsecamente asociada a la definicién de curva supersimétri-
ca, luego un espacio de méduli no puede ser construido simplemente a partir de
espacios de méduli de curvas ordinarias.
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Consideremos un revestimiento étale afin p: SU — S, del mdduli de curvas
espin tal que T = [£] con £ = /@i/Q; nos referiremos a S como a un revestimiento
trivializante del méduli de curvas espin. Sea 7: p*X, s — S4 la restriccién a Sil

de la curva espin universal.

Definicién 2.14. El superesquema de los gravitinos espin es el superesquema de
dimensién (3g — 3,2¢g — 2) dado por SU = (S, Aﬂ*ﬁf/Q).

El superesquema de los gravitinos espin sobre un revestimiento trivializante de
SN, es el candidato natural para ser un “mdduli local” para las curvas-SUSY.
Usando una generalizacién para el caso graduado de la teoria de Kodaira-Spencer
[54], LeBrun and Rothstein demostraron [57] que de hecho es asi.

La estructura global del “superstack algebraico” de méduli SM, de las curvas
supersimétricas estd dado por el siguiente resultado:

Teorema 2.15. [32, Thm. 27] El functor SMy es el cociente de la “relacion de
equivalencia étale”:

R = (Su X g0, SZ/[) = SU — Sl\/[g7
en la categoria de haces sobre los superesquemas.

Observamos asi como, de hecho, el méduli de las curvas supersimétricas no
puede construirse directamente a partir del méduli de curvas espin. Tiene, sin em-
bargo, una estructura mas rica que la de superstack algebraico. Para explicarlo
mejor, volvamos a la geometria algebraica no graduada. En esa situacion clésica,
los stacks algebraicos que son cociente de una relaciéon de equivalencia étale de
esquemas fueron introducidos por Artin bajo la denominacién de espacios alge-
braicos [2]; son generalizaciones naturales de los esquemas y tienen una geometria
muy rica [53]. Para hacernos un idea de su importancia, consideremos el caso de los
esquemas sobre el cuerpo de los nimeros complejos. En esta situacion, el cociente
de una relacién de equivalencia étale de esquemas (ahora étale significa simple-
mente isomorfismo local analitico) existe siempre como espacio analitico complejo,
de modo que los espacios algebraicos de Artin son ejemplos de espacios analiti-
cos; pues bien, los espacios algebraicos son exactamente los espacios analiticos con
“suficientes funciones meromorfas”, es decir, aquellos cuyo cuerpo de funciones
meromorfas tiene grado de trascendencia igual a la dimensién [66].

Siguiendo esa idea, definimos superespacio algebraico como un cociente de una
relacién de equivalencia étale de superesquemas [32, Def. 28|. Los superespacios al-
gebraicos tienen espacios algebraicos subyacentes y son una generalizaciéon natural
de los superesquemas. Podemos ahora reformular el Teorema 2.15 como:

Teorema 2.16. Existe un superespacio algebraico SMy que es un espacio de
mdduli fino para el functor de las curvas-SUSY. Su dimensidn es (3g — 3,29 — 2).

El resultado, que caracteriza el stack algebraico SMéV del méduli de las curvas-
SUSY con N-punturas, es:
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Teorema 2.17. [32, Thm. 27] El functor SMéV de mdduli de curvas-SUSY con
N-punturas (de Neveu-Schwarz) es representable por un superespacio algebraico.
Su dimension es (39 —3+ N,2g — 2+ N).

Puesto que el espacio algebraico de Artin subyacente a SM;V es el esquema de

méduli S9N, de las curvas espin, SMéV tiene, al menos, dos componentes, a las que
llamaremos par e impar, correspondientes a las estructuras espin pares e impares,
respectivamente.

La estructura del méduli de curvas-SUSY sigue siendo objeto de mucho interés.
Uno de las cuestiones principales es decidir si SM, es escindido o al menos proyec-
tado en el mismo sentido de la Definicién 1.3 para los superesquemas. Ahora, ser
proyectado significarfa que la immersién natural del méduli de curvas espin S9N,
en SM, tiene un retracto. Donagi y Witten han dado respuesta con los siguientes
resultados:

Teorema 2.18. [33, Thm. 1.1] Para g > 5, el mdduli de curvas-SUSY SMy no
es proyectado (luego tampoco escindido).

En el caso del superespacio algebraico SMf]V de moduli de las curvas-SUSY con
punturas, se tiene:

Teorema 2.19. [33, Thms. 1.2, 1.3] SMsl7 no es proyectado en la componente par.

Sig—1>N-1>0, SMf]V no es proyectado en las componentes par e impar
cuando g es impar, mientras que si g es par, no es proyectado en la componente
par.

Desde el punto de vista fisico, el hecho de que SM,, no sea proyectado significa
que no puede seguirse la estrategia que sugeriria la teoria perturbativa de cuer-
das consistente en integrar sobre SM, integrando primero sobre las fibras de su
proyeccién sobre SO, [30], y que es la usual en el caso g = 2.
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