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Contréle optimal/Optimal Control

Sur la controlabilité approchée des inéquations
variationnelles et d’autres problémes paraboliques
non linéaires

Jesus Ildefonso Diaz

Résumé — On montre que la contrélabilité approchée, bien connue pour les équations linéaires,
n'est pas toujours satisfaite dans le cas des problémes paraboliques non linéaires. Dans le cas du
probléme d'obstacle la réponse dépend de la « négativité » du second membre et dans le cas
semilinéaire clle dépend du caractére sous ou supetlinéaire 4 I'infini du terme non linéaire.

On the approximate controllability of variational inequalities and others nonlinear
parabolic problems

Abstract — We show how the approximate controllability of nonlinear parabolic problems may fail
although it is a well-known property for linear equations. For the case of the obstacle problem the
answer depends on the negativeness of the righ hand side term and for senilinear equations it depends
on the sub or superlinear character at the infinity of the nonlinear term.

. InTRODUCTION, — L’étude de la controlabilité approchée est un sujet trés lié 4 la
recherche de Pirreversibilité des changements dans les systémes dissipatifs. Ceite question
semble étre d’une certaine importance dans I’étude du Systéme Global de la Planéte
Terre [1]. La contrdlabilité approchée des problémes paraboliques linéaires a &£té montrée
depuis longtemps [2]. Le but de cette Note est de mettre en évidence que méme si-on se
restreint 4 des formulations non linéaires « assez concrétes » la réponse peut étre variable
dans la méme classe de problémes. Ce type d’alternative est illustré ici par I'étude du
probléme d’obstacle et des équations paraboliques semilinéaires.

2. SUR LA CONTROLABILITE APPROCHEE DES TNEQUATIONS VARIATIONNELLES PARABOLIQUES.
— Pour fixer les idées, on se concentre ici sur I’étude de la contrdlabilité approchée (par
contréles sur le bord) du probléme d’obstacle

V) Z—J:-Ayéf, yz0, y(%)f—l\y“f)=0 dans Q,

v, x)=v({, x) sur ,  y(0, x)=y,(x) sur Q,
ou Q est un ouvert borné régulier de RN, N1, T>0, Q=(0, T)xQ et T=(0, T) % 6Q.
L’existence, 'unicité et la régularité de ¥ solution faible sont bien connues sous différentes
hypothéses. Pour le cas o v dépend de ¢ il suffit de prendre (voir [3) feL?(Q),
yoell (@) et veX avec L2 (Q)={weL2(Q): w20 p.p. sur Q},
) X={veW¥*¥(T): y20 sur T}
pour avoir une unique solution ye H* (0, T : L2()) N L*(0, T : H' (Q)). On s’intéresse
ici 4 I'étude de lensemble d’atteignabilité & instant T

EY(T : X)={y(T,. : v)|y solution de (IV), veX }.

Note présentée par Jacques-Louis LIons.
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Dans le cas de 'équation linéaire

oy _
L) -8—[— Ay=f sur Q,

y=uv sur Z, p(x, ) =yq(x) sur Q,
il est bien connu [2] que si X=L?(X) alors 'ensemble d’atteignabilité associ¢
EY(T : X)={y(T, . : v)|y solution de (L), ve X |

est un sous-espace affine dense dans L*(Q). On dit qu’il y a Contrélabilité approchée.

Pour le probléme d’obstacle (IV) quelques précisions de départ sont nécessaires.
D’abord il est clair que E"Y(T :X) < L3 (). De plus, par le principe de compa-
raison [S], on sait que y(t,.:v)2y(, . :0) car v20. La question qui se pose est
alors la suivante: Sous gquelles conditions lensemble EY (T :X) est-il dense dans
{y(T,. 1 0)} +L3 ()7

On va montrer qu'il y a une alternative : (&) Si f est « peu négative » la réponse est
affirmative; (b) si f est « trés négative » la réponse est négative.

L’étude du premier cas passe par un raffinement des résultats pour le cas linéaire.

TueoriME 1. — Soient fe1.2(Q), yoeL% (Q) et veX avec X = L () tels que les
problémes (L) et (ILV.) admettent une solution unique telle que y (T, . : v)e L*(Q). On fait
Uhypothése
(2) X est dense dans L2 (Z).

Alors on a
(i) BY(T : X) est dense dans { y(T, . : 0)} + L3 (Q), ol y est solution de (L).
(i1 Supposons [ et yq telles que

(3) z(T, . )>0 p.p. sur Q, z (¢, .)““—““S(t)_yo(,)+JtS(t—s)f(s, ,)‘ds
0

ou S(1) est le semigroupe sur L*(Q) associé a l'opérateur
Au=—Au, D (A)=Hg (Q) N H*(Q).
Alors, BY(T : X) est dense dans {y (T, . : 0) L3 (Q), y solution du (LV.).

Remargue 1. — Par le principe du maximum fort, 'hypotheése (4) est satisfaite si
f=0 p.p. sur Q. Par contre, elle est aussi satisfaite pour des fonctions f changeant de
signe (convenablement). C’est le cas, par exemple, du yo>0 sur Q, f=z —¢g sur Q et T
suffisamment petit. Une hypothése un peu plus générale que (3) est donnée dans [4].

Principe de la démonstration. — Pour montrer (i) il est suffisant de verifier que
Pensemble F=F" (T : X)= {»(T,. : 0)~ (T, . : 0)|y solution du (L), veX } est dense si
on prend, par exemple, X = C®(Z). On remarque que F*(T : X)= {z(T, )] | veX et
z satisfait z,—Az=0 sur Q, z=v sur T et z(C,. v)=0 sur Q} Par P'absurde, soit
gelL2 (), g0 tel que g¢F. Par le théoréme de la projection, comme F est un cone
convexe, il existe une unique u<F tel que

(4) (g—u, e)£0, VeeF, et (g—u, u)=0
(vair, par exemple [2]). Soit ge C ([0, T]: L*(Q)) la solution unique du probléme
dq
——=—Ag=0 sur Q,
(5) PP Q

g=0 sur X, g(T, x)=g(x)—u(x) sur Q.
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Par intégration par parties on trouve que (3) et (4) conduisent a

(6) Ogj(—&])v, YoeX, et j(—aj)v°=0
x on ¥ on

ot v°eX [resp. v eL?(Z)] si ueF (resp. ueF) avec u=z(T,. :%. Par (2) et (6) on
déduit que (8¢/én)+° =0 sur Z. On montre ensuite qu'il suffit d’argumenter quand g>0
au voisinage de dQ et que dans ce cas il existe 8>0 tel que °>0 sur
Er=(T—38, T)x dQ. Ceci implique que dg/dn=0 sur =1 et d’un résultat de Mizohata
(voir [2]) on déduit que ¢=0 sur [T—38, T] x Q et donc la contradiction.

Pour montrer (ii) il suffit de remarquer que, grice & (3), z(f, .)=p(t, .; 0) avec y
solution du probléme (I.V.). Par le principe de comparaison y{(¢, . 1 v) =z (4, .) >0 car
»=0, et alors y est solution du probléme (L). Le résultat est maintenant une consequence
de (i).

Remarque 2. — Des résultats sur la conlrdlabilité approchée par des contrdles a
Fintérieur (c'est-a-dire, sur @ == Q) sont donnés dans [4], ot on pourra trouver aussi
des réponses pour les Inéquations Variationelles du type « élasto-plastique ».

On considére maintenant le cas d’une fonction f « trés négative » au voisinage de d€.

THEOREME 2. — Soit Q < RN gvec N>4. Soit fe H' (0, T : L*(Q)) avec f,(1, .)=0 p.p.
10, T) sur Q et telle qu'il existe h>0, C, >0, C, 20 er 2<a<N/2 avec
ft, )= —Cid(x)"e ™™+ Che Mp.p. xeQ, Vie(T—e, T), d{x)=d(x, Q).

Soit e H2(Q), vo =0 sur Q tel que Ay, +/(0, )20 p.p. sur Q. Alors il existe Cy>0 et
C,2z0 telles que

0<p(t .t ECe Md(W)?>*+Cye ™, Vie(T—e Tl p.p.sur Q, VoeCH(Z).
En particulier, BV (T . X) n'est pas dense dans { y (T, . : 0) } + L (Q).

Principe de la démonstration. — Sans perte de généralité, il suffit de supposer
(M veCi(Z) avec v,(1, )20, Vie(0, T) sur ¢Q.
En effet, par un argument d’approximation, il est facile de voir que pour tout 4eC? ()
il existe » satisfaisant (7) tel que v=45 et alors 0=y (s, . : D)Sp(r, . @ v). Une fois qu'on
suppose (7) on montre que y,(f, . : v)=0 p.p. (0, T) sur Q. Pour montrer cela il suffit
d’approcher y par y, solutions du probléme approche associé a Papproximation du graphe
maximal monotone B() =@ si r<0, p{r)= {0} si +>0, B(0y=(— oo, 0] par ses appro-
ximations Yosida. On dérive I'équation approchée par rapport a ¢ et on utilise (7).
Ensuite on fait le changement (¢, x)=c*y(t, x) et pour terminer on construit
¥, (x)=C,d(x)>"*+C,. En utilisant que Ad est borné et que |Ad|=1 au voisinage de
8Q on peut choisir C; et C, telles que —Ay,+hy,=—C d(x) "+, sur Q. Mais
comme
o — Ay (i, Y+, )EBW( )M (1, D=y () sur Q,
® y(, )=v(t, )€y, () surdQ

on en déduit que y (1, .} £y, () sur Q et p.p. te(T—¢, T) ce qui donne le résultat.

3. QUELQUES REMARQUES SUR LA CONTROLABILITE APPROCHEE D'AUTRES PROBLEMES PARABO-
LIQUES NON LINEAIRES. — Considérons le probléme parabolique suivant :

D Ayt fO)=0 sur Q

y=v sur X y(0, x)=y,(x) sur Q.

(SL)
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La question qui se pose est la suivante : quelles sont les hypothéses sur | pour que (SL)
vérifie la proprieté de la contrdlabilité approchée? Pour [lixer les idées on se restreint ici
au cas ou

N J=hr [ F }”— Ly, VrelR,

avec A>0et p>0.0na

TriorEME 3. — Soient y,e L2 (Q) et veX avee X donné par (1). Alors le probléme
(SL) satisfait la proprieté de la contrélabilité approchée si et seulement si p=1.

La démonstration de la controlabilité approchée dans le cas p<1 (p=1 est connu) est
réduite 4 'application d’un résultat absirait [6]. La réponse négaiive pour p>1 est déduite
d’une estimation @ priori universelle du type
(10) 2 )2V W @)™ s 7 h)
avec \, croissantes, =1, 2, 3, valable pour toutes les solutions non négatives de
I'équation (SL) quand p>1. Ces types d’estimations sont classiques dans la théorie des
équations semilinéaires depuis quelques années (voir, par exemple [7] et [8]).

Remarque 3. — Les estimations universelles du type (10) sont aussi satisfaites pour
certaines équations quasilinéaires. Ainsi on trouvera dans [4] des resultats négatifs sur la
controlabilité approchée de plusieurs autres équations paraboliques non linéaires. Clest
le cas de I'équation de Burger; quelques modéles de turbulence, etc. ([4]).

Remarque 4. — Des résultats similaires 4 ceux du théoréme 3 pour des contréles du
flux sur une partie du bord dy/dn=osur Z,, dy/On=0sur ,, =%, | JZ, sont dus a
J. Henry (cas p<1i, [9]) et A. Bamberger (contre-exemple par une méthode d’énergie
pour le cas p>1, voir [9]).

L'auteur remercie J.-L. Lions de lui avoir signalé ce type de probléme pendant son sgjour & Madrid en
janvier 1990, L’auteur remercic aussi E. Zuazua pour lui avoir indiqué la référence [6].

Note remise le 21 janvier 1991, acceptée le 5 fevrier 1991.

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] J.-L. Lions, Ei Planeta Tierra, Instituto de Espafia Ed., Espasa Calpe, Madrid, 1990.

[2] J.-L. Lions, Centrole optimal de svstdmes gouvernés par des équations aux dérivées partielies, Dunod,
1968.

[3] V. Barsu, Optimal control of variational inequalities, Pitman Res. Notes in Math., n® 100, 1984,

[4] J. I. Diaz, Article détaillé en préparation.

[5] H. Brezis, Problémes Unilateraux, J. Math. Pures et Appl., 51, 1972, p. |-168.

{6] T. I. SEIDMAN, Invariance of the reachable sel under nonlinear perturbations, S.L.A.M. J. Control and
Optimization, 25, 1987, p. [173-1191.

[7] L. VErON, Effets régularisants de semigroupes non linéaires dans les espaces de Banach, Annales Fuc,
des Sciences de Toulouse, 1, 1979, p. 171-200.

[8] H. Brezis et A, FriEDMAN, Nonlinear parabolic equations involving measures as initial conditions,
J. Math. Pures et Appl., 62, 1983, p. 73-97.

[9] J. Henry, Eiude de la controlabilité de certuines équations paraboliques non linéaires, Thése d'Frat,
Université Paris-V1.

Departamento de Matematica  Aplicada,
Universidad Complutense de Madrid, 28040 Madrid, Espagne.



