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INTRODUCCION 

Eii esta comunicacion se considers el fendmeno de descarga de un gas 
en un conducto largo en regimen turbulento. Nuestro primer objetivo ra-
dica en la modelizacion. matematica de dicho problema. Tal description 
es lievada a cabo por medio de la liamada «aproximacion hidraulica». Sc 
mostrara cdmo en los flujos transitorios que se producen en conductos de 
una gran longitud L en comparaci6n con su diametro D, la aperture dc 
una vilvula en el extremo final del conducto provoca dos etapas de na-
turalcza distinta. En una primera etapa aparecen fendmenos de tipo on-
dulatorio corao corresponde a ecuaciones de tipo hiperbdlico. Por el con-
trario en una segunda etapa Sa presidn se rige por una ecuacion parabo
lica no lineal para la que aparecen fendmenos peculiares. El estudio ma-
tematico del comportamiento asintotico en esta segunda etapa constituye 
el segundo objetivo de este trabajo. Se mostrara cdmo ial comportamien
to asintotico depende de manera fundamental del valor de la presidn am-
biental pn que se presupone en el extremo final del conducto. Si p , > 0 
la descarga (p = pa en todo el conducto) se limita a un tiempo finito y de 
hecho se produce en todo ci conducto simuitdneamente. Por el contrario, 
si se supone pa = 0 la descarga se produce en un tiempo inllnito y el de-
caimiento es de tipo exponencial negativo con el tiempo. 
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1. MODELIZACION

Como se ha indicado en la introduction, para la description del pro-
ceso transilorio de descarga (asi como de carga) de gaffes en conductos lar
gos resulta de gran utilidad la «aproximaci6n hidraulica» (veasc p.e. [\4]). 
Dado que este tipo de flujos es generalmente turbulento tal aproximacion 
admite que la velocidad u, la temperatura T, la densidad p y la presi6n p 
son uniformes a traves de la section como consccuencia de la agitation 
turbulenta. En consecuencia, las anteriores magnitudes se suponen fun-
ciones tinicamente de la coordenada x (que mide las distancias a lo largo 
del conducto) y del tiempo t. 

Cuando la longitud L del conducto es muy grande en comparacidn 
con su diametro D (L es del orden de miles de veces D), se producen dos 
etapas claramente diferentiadas como consecuencia de la apertura de una 
valvula. Para imstrar este cambio en la estructura del flujo analizaremos, 
en esta seccion, el caso particular de la descarga de un conducto inicial-
mente lleno de gas, en reposo, a la presion p„ y temperatura T0, cuando 
el extremo x = L se abre a la atmosfera, de presion pa < p0, (Si pa > p0 el 
proceso es de carga). EI movimiento de los gases esta influenciado por ei 
intercambio de calor con la pared del conducto, cuya temperatura supon
dremos se manticne constantementc igual al del valor inicial T„ 

En el supuesto de que la seccion de! conducto se mantenga constante 
y se desprecien los efectos, poco importantes aqui, de la fuerza gravitato-
ria del gas {que supondremos perfecto), las ecuacioncs del movimiento se 
escriben en forma clasica adimensional (vease p.e. [9] [14]). 
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p / P = T [4] 

En estas ecuaciones hemos medido la presi6n y temperatura con p„ y 
T0, la densidad con su valor inicial p0 = p„ / RgT,,. Rg es la constante del 
gas y 7 la relation de calores especificos 7 = Cp / Cv. Como unidad de lon
gitud ntilizaremos la del conducto L y como unidad de velocidad VR/T^ 
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que multiplicada por Vynos da la velocidad inicial dei sonido en cl gas. 
Como unldad de tiempo utilizaremos L / VRg TD. 

Las fuerzas de friction de la pared estan modeladas por el te>mino dc 
ia derecha en la igualdad (2), donde aparece ei parametro de triccion 
f = XL ID, proporcionai al coeficicnte X de Darcy-Weissbach que a su vez 
es funcion del numero dc Reynolds local y de la rugosidad relativa del con-
ducto. En el movimiento turbulento en tubos lisos puede escribirse 
X - ^ (u / u,)~i/4, en tanto que para tubos rugosos y numeros de Reynolds 
modcradamente altos X es constanle, del orden de 10-2 (vcasc, por ejem-
pio, [9]), lo que supondremos en lo que sigue. Notese que a pesar del pe-
quefio valor dc X el parametro f puede ser muy grandc (f > > 1) caso en 
que centrar6mos nuestra atencion. Senalcmos tambien que para modelar 
el calor recibido por el fluido desdc la pared nemos hecho uso de la ana-
logia de Reynolds (vease p.e. [9] y [14]) lo que conduce al termino de la 
derecha en la igualdad (3). 

En esta analogia se admlte que los trasvases de cantidad de movimien
to y encrgia, o entalpia de remanso, hacia la pared son debidas al mismo 
mecanismo dc transporte convectivo por los remolinos de la turbuiencia. 
Por ello el coeficicnte de proporcionalidad, fp |u|/2, que aparece multi-
plicando en (2) a la diferencia de velocidad, u, entrc cl fluido del ccntro 
del conducto y la pared cs el mismo que multiplica en (3) a la diferencia 
cntre las entalpias de remanso del fluido en cl conducto y la pared: 

(l/2)u2 + Y / ( Y - l ) ( T - l ) . 

En el caso que no analizaremos con dctalle aqui, de que la pared del 
conducto estuviesc aislada termicamente (en vez de suponer su tempera-
tura constantcmente igual a 1) cl segundo micmbro de (3) debe sustituir-
se por 0. 

Por otra parte conviene senalar que la ecuacion (3) que da la evolu
tion de la entalpia de remanso puede ser sustituida por la ecuaci6n; 

— - -f-u 
dt &x 

In (P/P*) «lp- ^ (3') 

que describe la evolution dc la entropia lnfp/p?). La ecuacion {3') se ob-
tiene restando a (3) la ecuaci6n (2) multiplicada por u. En cl caso de que 
la pared este aislada termicamente, c! segundo miembro de (3') debe sus-
tituirse por f |uiu3(y - 1) / 2T como corresponds a la producci6n de entro
pia por cfecto de la friction. 

Las ecuaciones (l)-{4) tiene'n lugar en el intcrvalo 0 < x < i y para 
t > 0, Para determinar e! proceso se hace pues necesario aiiadir unas con-
diciones initiates que en nuestro caso corresponden a las siguientcs: 

u(0,x) = 0, T(0,x) = 1, p(0,x) - 1, 0 < x < I. (5)
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Asi mismo cs necesario indicar las condiciones de contorno 

u(t,0) = 0 con t > 0 (6)

corao corresponde al cxtremo cerrado del conducto y la condicion de 
«tipo alternativo». 

p (U) = Pa si u ( t , i yvy f (U) < 1 (7a)

u( t , l ) /Vr!XU)=l si p(t,l) > p a (7b)

como corresponde al cxtremo abierto a la atmosfera, de presion pa
(pa < 1) referida a p0. Este ultimo tipo dc condiciones de contorno es con-
secuente con ei caracter hipcrbolico del sistema de ecuaciones (l)-(4). 

Las ecuaciones del sistema (l)-(4) con las ecuaciones dc Euicr de los 
movimientos unidimensionaics, no estacionarios, de gases, ampliadas con 
los segundos t6rminos dc (2) y (3) (o (3')) al incluir las fuerzas de friction 
y el intercambio de calor con ia pared del conducto. Los tcrminos adicio-
nales son de tipo alg^brico, por lo que las ecuaciones ampiiadas tienen 
cl mismo sistema de caracteristicas que las ecuaciones de Euler. Estas vie-
nen dadas (vease, por ejemplo, [5] 6 [16]) por 

dx dx 
= u, —;— = u ± a 

dt ' dt 
donde a = VyT es la velocidad del sonido. Las caracteristicas dc ccuaci6n 
dx/dt = u corresponden a las trayectorias de las particulas matcrialcs o 
fluidas, mientras que las otras caracteristicas corresponden a las ondas 
acusticas de Mach que se mueven a la derccha o a la izquicrda respecto 
de! fluido con la velocidad del sonido. Solo cuando en x = I, u es menor 
que a el fluido puede conocer que es pa la presion exterior. Si pa es sufi-
cientemente baja hay bioquco sdnico (u = a) en la section de salida don
de la presion cs mayor que la presion exterior. Fuera del conducto el gas 
siguc cxpandiendose adquiriendo, s61o aili, velocidadcs supers^nicas. 

Notese que en cl sistema (l)-(7) aparecen unicamenle los paramctros 
y y pa de valor del orden dc la unidad asi como el parametro de friccion 
f que supondremos f > > 1. 

Solution asintolica para conductos largos 

La cscala elegida para las velocidades, del orden de la del sonido, es 
la apropiada para medir la velocidad cuando la presion ambiente es una 
fracci6n del orden de la unidad de gas (p„ < 1), pero solo en los primeTOS 
momentos del proceso de descarga si f > > I. En cstc caso v es solo de 
orden unidad en una primera eiapa corta, de duracirjn 1/f, en la que el mo-
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vimiento aparece limitado a una zona pequefta a la salida de longitud 
(1 - x) — 1/f, como se describira a continuation con mas deialie. Estas es-
calas son las apropiadas para que todos los terminos de (2) scan del mis-
mo orden f, lo que tambien sucede con todos los terminos de (1) y (3). 
Por ello durante esta etapa no hay simplification posible del sistcma 
(l)-(4) pero si de las conditiones iniciales y de contorno. 

Para describir el movimimento en esta primera etapa convienc utili-
zar como nuevas variables 

T = ft y % - f f x - l ) (9)

de orden unidad. Asi obtenemos las ecuaciones: 

dp , dPu = Q (1*}
+ dx dX, 

p^L+Pu^L + ^ = - ^ P | u | u (2*)

{ir"-k)H"")- juj 7_ ( T _ i _ Y - 1 (3*) 
2Y 

p / p - T , (4*)

a resolver para x > 0 y % < 0, con la condition inicial (5) al iguai que la 
condici6n de contorno (7) en % = 0, x = 0. El motivo de estudiar ei siste-
ma (1 *)-(4*) en % < 0 en vez de sobre el dominio acotado -f < % < 0 ra-
dica en el hecho de que la condici6n de contorno (6), ahora sobre % = -f 
y T > 0, no juega ningiin papel importantc para tiemgos T ~ 1, pues el 
movimiento resultante esta confmado a la regi6n - V y T < % < 0, limi-
tada a la izquierda por la linea caracteristica correspondiente a la onda de 
Mach que se mueve a la velocidad del sonido. 

Para tiempos x « 1 los efectos de la friccion y del intercambio de 
calor con las paredes son despreciables y es posible hacer una descripti6n 
analitica del proceso de descarga. El movimiento corresponde a una onda 
simple de expansion (veasc, por ejemplo, [16] pagina 161 y [10] pagina 
432) que avanza hacia el conducto en forma autosemejante; esto es, las 
variables fluidas son funciones de la variable de semejanza £ = %/VY~T. La 
ecuacion de la energia (3*)muestra que las particulas fluidas mantienen su 
entropta, que por ser uniforme en el estado inicial mantiene su valor uni-
forme posteriormente. Asi pues p/pT = 1 y en virtud dc las ecuaciones de 
estado se deduce que si x < < 1 entonces: 
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p = p7 = T * - " = (a2 /y)*-1) (10) 

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento pueden es-
cribirse, teniendo en cuenta (10), en forma caracteristica: 

1 dp du f. dy
pa dx dx d i 

1 dp du 
pa dx dx en dx = u - a

o bien:

d x \ d x \ ( y - 1) 
a + u i = 0 en —£- = u + a 

/ dx
(11) 

d x \ ( a - u 0 cn - ^ - = u - a (12) 
dx \(y- 1) / " •"* dx 

Esto es, los invariantes en Riemman: 

2 a / ( y - l ) + u y 2 a / ( y - l ) - u 

se conservan respectivamente a lo largo de las caractensticas C \ que via
jan a la derecha respecto al fluido, y O que viajan a la izquierda (vease 
Figura 1). 

Figura 1 
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Dado que el invariante 2a/(y - 1) + u es uniforme en x = 0 para todo 
X £ 0, podemos asegurar que para todo 0 < x <.< 1 se verifica la rela
tion cntre a y u dada por 

2 a / ( 7 - l ) + u - V y " / ( 7 - l ) (13)

Por otra parte, puesto que a lo largo de las caracteristicas C2a/(y - 1 )-u 
se mantiene constante, en virtud de (13), u y a se mantendran constan-
tes por lo que estas caracteristicas son rectas en el piano %, t. 

Si la prcsidn ambientc pa es mayor que un valor pc, que dctermina-
remos a continuacion cl movimiento en la seccion dc saiida es subso-
nico (us - as < 0), En estc caso, del analysis de la cstructura del flujo a 
gTandcs numeros de Reynolds fucra del conducto se puede asegurar que 
ps es igual a la presion pa que existe en el exterior, pues el fluido sigue en 
forma de chorro con la misma seccion que en la saiida. En segundo lugar, 
se observa que las ondas acusticas que arrancando de % = 0 en x > Q se 
propagan scgun las caracteristicas O (vease ia Figura 1) avanzan aguas 
arriba en el conducto con yelocidades (a, - us) constante imponiendo al 
fluido u = us, a = as y p = ps = pa. Estos valores vienen dados, en virtud de 
(10) por la relation: 

a5 = VypJ^- ̂  - 'Vy- (y - l)u/2 

Asf pues, para asegurar que el flujo es subsonico en la section de sa
iida, pa debe ser superior al valor de pc que hace u, = as = uc dado por: 

^ = 2 ^ 7 / ( 7 + 1), pe = {2/(7+l)}w<-« (15)

Entre la primera caracteristica C; que saiiendo de la seccion de saiida 
con la velocidad -Vy^inicia la expansion, y la primera Q que saiien
do tambicn en % = 0 impone al fluido la velocidad u, y presion pa (esto es 
entre las caracteristicas % + VyT = 0 y % - (us - as) |x = 0 hay un abanico 
de caracteristicas que arranca del origen c imponen en el fluido presioncs 
pa < p < 1. La caracteristica que alcanza el punto % en el instante x se 
mueve con velocidad %/t dada por: 

yj% - u - a = 2VT/(7 -1) - a ( - £ r f J <16)

lo que determina a en fimcion de %/t y por lo tanto el resto dc !as mag
nitudes fluidas. 

Al disminuir !a presion exterior, las magnitudes fluidas no se modifi-
can en el abanico Q - Q solo el limite Q del abanico. Cuando p„ alcanza 
c! valor pc la caracteristica C\, donde hay una discontiuidad debil, se hace 
vertical, pues ua = a5. 
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Para valores de pa < pc el fluido en el conducto no puede conocer cl 
valor de la presion exterior. El chorro generado por ia expansidn en la sec
tion de salida es sdnico con la presion p5 = pc, pero se abre en el exterior 
dando lugar a velocidades supersonicas y p == pa s61o en el contorno exte
rior de! chorro. 

Los efectos de la friccidn para i de orden unidad hacen disminuir las 
velocidades generadas por la diferencia de presiones 1 - pa, pues en parte 
esta diferencia se emplea para equilibrar las fuerzas de friccidn. Tambien 
la presion en la seccidn de salida disminuye cuando inicialmentc pa < p„ 
asegurando que en la seccidn de salida Ms = us/as = 1 hasta que en un ins-
tante xc, ps alcanza el valor unidad, siendo posteriormente p5 = pa. 

La descripcidn del movimiento en la segunda etapa, x > > 1, para va
lores de t tales que el movimiento afecta a todo el conducto y la presidn 
cae en todas partes desde el valor inicial, es mas simple. Sean td el tiempo 
caracteristico y ud el valor caracteristico de la velocidad u eii esta etapa 
(los valores de p y p y sus variaciones especiales y temporales en esta eta
pa son por hipdtesis de orden unidad). 

Los drdenes dc magnitud de los dos terminos de la ecuacidn de con-
tinuidad (1) l/td y ud son iguales si ud = l/td. Si por otra parte anticipamos 
que las fuerzas de presion -ep/dx son del mismo orden (unidad) que las 
fuerzas de friction fud = 1, entonccs los primeros terminos de aceieracidn 
local y conectiva de (2) son del orden ud/td y û  (es decir del orden 1/f) 
y por lo tanto son despreciables frente a los de presidn y friccidn. 

Ademas, al suponer que la velocidad u en la segunda etapa es del orden 
ud ~ i/Vf, la ecuacidn de la energia (3) muestra que las variaciones de 
temperatura T - 1 son del orden \il ~ 1/f, por lo que la descarga puede 
considerarse ahora isoterma. 

Asi pues en la segunda etapa, para valores de t tales que a = t V T es dc 
orden unidad de velocidad v = Vfu, p y p, como funciones de a y % cs dc 
ncn rcgidas por el sistema de ecuaciones: 

*P + ^ M = 0 (17)
da d« 

-&->-¥- <I8)

p / p - T - 1 , (19)
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que es una forma simpiificada del sistema (l)-(4). Tal sistema ticne lugar 
para o > 0 y x ^(0,1) y para su estudio ha dc acompaiiarse de las con-
diciones iniciales que en nucstro caso: 

p(0,x) = l, 0 < x < 1 (20)

y las condiciones de contorno que ahora son las siguientes: 

v(o-O) = 0, a > 0 (24)

P ( T , 1 ) - Pa, o > 0 (22)

La condicion inicial (20) obedece al hecho de que en la etapa ante
rior, para a ~ 1/f3'2, p - 1 (y v) difieren de cero solo en la region 
(I ~%) ~- 1/f muy pequena respeclo a 1. Esto junto con la condicion de 
gas perfecto dada por (19) justifica (20). Senalemos tambien que los ter-
minos despreciados al escribir (18) y (19) son del orden de 1/f respecto a 
los retenidos. 

Dado que p >; 0, de la relaci6n (18) se deduce que sign v = 
-sign (dp/dx) ypor tanto utilizando (19), el sistema (17) (18) puedc escri-
birse en terminos de la presion en la forma: 

^ _ ^ _ ( M " 3 . s i g n f ^ i l L o , a > 0 , 0 < x < l (23) 
da dx \\ dx I I dx ) / 

- ^ - ( 0 , 0 ) ^ 0 a > 0 , (24)

dx 

p(a,i) = pa a > 0 , (25)

p(0,x) = 1 0 < x < 1 .(26)

Obscrvese que en nuestro caso v >: 0 y por tanto (23) puede escribirse 
tambifin como: 

dp + d 
a 

dp* 
6a dx dx 

= 0 (27)

El problems (23)-(26) tiene, para a < < 1, una solution de semejan
za en la que p y g = al/3pu son funcioncs de la variable dc semejanza 
r| = (1 - x)/a"3 y vienen dadas por el sistema: 

- y T j p , - g n = 0 ( 2 g )
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(p2)„ = %\ (29)

a integrar con las condiciones: 

p = i en T\ -*• +co, p = pa en r\ = 0. 

La solucion determina en particular el gasto de salida (pu)s = <rm gs(pa), 
siendo gs(p3) ei valor de g en i; = 0. En particular, g;(0) = 0.728. La solu
cion de (23)-(26) pierde su caractcr autosemejante para a de ordcn uni-
dad y la solucion ha de ser obtenida numericamentc. El movimiento, y 
por tanto la descarga, estan limitados (si pa > 0) a un tiempo fmito a < a„ 
como se vera en lo que sigue. 

2. TRATAMIENTO MATEMATICO DE LA ECUACION DE LA
PRESION EN LA SEGUNDA ETAPA 

En csta section abordaremos el tratamiento matematico del problema 
parab61ico dado por (23)-(26), Nuestro analisis sera vaJido tambien para 
el caso en el que la variable x se mueve, mas en general, en un abierto re
gular Q de M" con lo que el caso unidimensional rcsultara por obvia res
triction a Q = (0,i) pero a la vez mostraremos como el valor de la di-
mensi6n n juega un papel importantc en el desarroflo asintotico del pro
blema. 

A lo largo de esta section centraremos nuestra atention en el siguien-
te problema: hallar w:[0,co)xn —- U solucion de: 

(30) 
dt 

- Aqw
m = 0 en (0,oo) x £2 

dw 

dv 
= 0 en (0,co) x Fj 

W " i = ̂ h en (0,co) x T2

(3D 

(32) 

w(0,x) = wo(x) en £3 (33)

siendo A„ cl q-laplaciano en la notaci6n usual 

Aqg=.div(|Vgh-2Vg), q > l , (34)

y m un parametro no negativo. Se supone dQ. particionada en dos partes 
disjuntas T, y F2 e.d.: dQ, = r{ U T2 con F2 no vatia y de vector unitario 
normal exterior v. Tambidn supondremos en lo que sigue que: 
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h(t,x) = li, h e U* y w0(x) > 0 en £} (35)

Se puede probar que las condiciones (35)! no representan ninguna li
mitation importante desde el punto de vista matemdtko pero su interes 
esta vesaltado por la formulacion concreta antes vista. 

Antes de seguir hagamos un breve comentario sobre la generalidad de 
la formulaci6n anterior. En primer lugar la ecuacion (30) se reduce al caso 
particular de la ecuaci6n (23)' haciendo q = 3/2 y m = 2. 

Por otra parte ya se indico en la secci6n anterior que otros exponen-
tes m tienen tambien interes. ASJ, por ejemplo, en el movimiento turbu-
iento en tubos lisos el coeficicnte de Darcy-Weissbacli es de la forma 
% = ^!(u/us)-"'' donde \2 es el valor de X para la valocidad dc referenda ux. 
En dicho caso las fuerzas de rozamiento llevan a reemplazar los terminos 
de la derecba de las ecuaciones (2) (resp. (2*)) por (X,L/Du() p|uP /4u 
(resp. -plv|3 'Jv) con lo que en !a ecuacion de la presion (23) habria que 
reemplazar el termino p2 por p7M, En la formulacion (30) equivaldria a lia-
cer ni = 7/4 y q = 11/7. Tambicn puede mostrarse (veasc [12]) que en el 
caso de fiuidos incompresibles el fenomeno de descarga (o carga) en con
ductos largos conduce a una ecuacion para la presi6n renormalizada si
milar a (23) pero reemplazando el termino p2 por p. Senalemos tambien 
que en fiujo laminar la aproximacion hidr^ulica conduce a X = A^u^u lo 
que corresponded a m = 1. 

En la formulacion de la section anterior i l = (0,l), T, ={0} y r 7 = ]l} 
con lo que v = -x asi (31) coincide con (24). La conslante h rcpresenta, 
en ese caso, al valor Vpa! eon pa dado en (25). Finalmente indiquemos 
que la condition inicial (33) incluye obviamente el caso particular 
w„(x) = 1 pero el caso en el que w„ no es constante liene tambien un im
portante valor fisico. 

Senalemos tambien que el caso de n = 2 aparece en el estudio de la des
carga dc un gas limitado entrc dos placas de grandes dimensiones com-
paradas con la distancia que las separa. En ese caso un analisis similar 
mostraria la existencia de dos etapas bien diferenciadas, y que en la se-
gunda de ellas la presi6n vendrfa regida por la ecuaci6n (30) con q = 3/2 
y m = 2 en el caso de paredes rugosas y m = 7/8 en el caso de paredes lisas. 

Por ultimo es de resaltar que la ecuacion parabolica (30) aparece 
en varios contextos difercntes al de descarga de gases en conductos lar
gos. Este es cl caso, por ejemplo, de fi!lraci6n dc fiuidos en regimen tur-
bulcrsto en un medio poroso (vease p.e. la mortografia [6] donde se ert-
contraran multiples referencias). 

La cuestion de la existencia, unicidad y regufaridad de soluciones de 
problemas del tipo (30)-(33) ha atraido la atencion de numerosos autores 
en los ultimos anos. Nuestro objetivo principal ira por otro camino pues 
nos centraremos en el estudio del comportamiento asintotico, para 
t -* co. Respecto a la existencia nos limitaremos a recordar el trabajo [1] 
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en el que el problema es «resuclto» bajo hip6tesis muy generates sobre w„ 
y que, en cuaiquier caso se aplican a cuando w0 cs acotada (lo que hare-
mos en lo que sigue), e.d. supondremos 

wDeL~(n) (36)

de lo que deducimos que: 

0 < w(t,x) < M (37)

para una cierta constante M > 0 (por ejemplo M = |[w0|| L„ + h). 
El primer resultado de esta secct<5n afjrma, en terminos de la presion, 

que la descarga del conducto se termina en un tiempo fmito si pa > 0 (o 
bien para cuaiquier pa > 0 en el caso de conductos lisos o fluidos incom-
presibles). 

Teorema 1. Sean m > Oy q> 1. Supongamos que una de las siguien-
tes hlpotesis es verificada: 

h>0 y q<2 (m > o arbitrario),- (38)

6: 

h= 0 y m(q-l)<l. (39)

Entonces existe un tiempo finito T„ > 0 tal que w(t,x) = hVt>TB y 

Vxe a 
Demostracion. Comcncemos homogeneizando la condition de contor-

no (32). Consideremos z(t,x) = wm(t,x) - h. Se tiene que: 

at 
- V = o en (0,a>) x Q,

dz 
dv 

z = 0 

= 0 en (0,c!o) x r , 

en (0,co) x F2 

z(0,x) = = w-(x) - h en Q, 

(40) 

siendo: 

y(z) = (z + h)'*" sign (z+h) (4*)

Para obtener la conclusi6n seguiremos el metodo integral de la ener-
gia de manera similar a [2]. Supongamos, por el momento que z > 0, lo 
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que equivale a suponer w'" > h. Multiplicando la ccuacion por zk con 
k > 0 a elegir mas tarde e integrando por paries rcsulta: 

siendo: 

Bfc(r) = Wi? - kj jfsjs^ - 'ds. (43)

Observese que si v es derivable (e.d. si li > 0 6 h = 0 y m < 1) se tie

ne que Bk(r) = ty'(s)5kds. Notese que para y dada por (41) se tiene que: 

Bt(r) < CrK+1, con C = C(h,m,k) > 0 (44)

cuando (38) tiene lugar, pues en ese caso y'(z) >: C. En el caso de la hi-
potesis (39), en (44) se tiene que: 

w = 7 # k ) ' " ' (45'
Utilizando la desigualdad de Poincar^-Sobolev (recuerdesc que 

T2 =}= 0) es facil demostrar que existe una constanle C = C( |Q[, q, n) tal 
que si ueO(Q) y u = 0 en T, entonces: 

siendo: 

lulE^»<CkJQ|Vu|«ut- 'dx

, < s < n(q + k - l ) 
n -q 

si q < n 

1 < s <co si q = n 

S = CO. si q > n. 

Aplicando la desigualdad dc Holder y haciendo k >: — (a ~ q + 1) - a 
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con a = 1 si sc supone (38) o a = 1/m si se supone (39) se concluye que 
para una cierta con.stan.te positiva M se tiene que: 

- ^ j ( B k ( z ( t ) ) d x + M | | z ( t ) | | ^ O ) < 0 

Introduciendo: 

y(t) = jsBk(z(t))dt 

y utiiizando (44) o (45), segun la hip6tesis supuesta, se Ilega a la desigual-
dad: 

q*k - l 

y'(t) + M y(t) ** < 0 (46)

Dado que en ias dos elcccioncs de a se tiene que (q + k - l)/(a + k) < 1, 
por im argumento estandar se concluye que existc un tiempo finito T0 > o 
para el que y(t) = 0 Vt e T„. Dc la definition de Bk se deriva que cslo impli-
ca nuestra conclusidn. El caso de z(t,x) no negativo sc trata multiplicand-
do por zk(t,x) • sign (z(t,x)) y argumentando en forma similar.!? . 

Observation 1. En cl trabajo [2] se mostro la anuiacion en tiempo fi
nito para soluciones z de (40) (con condiciones homogeneas de Dirichlet) 
bajo la hipotesis: 

C, i* < \|/(r) < Or* 

con (l/p)(q - 1) < 1 y C, y C2 constantes positivas. Notese que la ijf dada 
por (41) no cumplc la scgunda desigualdad. Observcsc tambien que en la 
hipotesis (38) el valor de m es arbitrario y asi la conclusi6n se tiene si por 
ejemplo q = 3/2, m = 2 y h > 0 (en ese caso es m(q - 1) = I). 

No es dificil mostrar que las Mp6tesis sobre k>s exponentes m y q en 
el Tcorema 1 son optimas. Asi, por cjcmplo, si suponemos h = 0 y 
m(q - 1 ) > 1 el estudio del comportamiento cualitativo (en el caso de 
Ff = 0) ha sido ilevado a cabo en [13] mostrandose que aunquc puede for-
rnarse una zona de anulatidn local para tiempos cortos (justificada por el 
caractcr dc diiusion lenia) sin embargo la solution w es tai que w(t,x) > 0 
en todo xe.Q cuando t es suficienlemente grande (ia restriccion t, = 0 no 
es importantc en ese proceso). El dccaimicnlo hacia cero cuando I -* co 
puede verse tambien en [13], Cuando h > 0 basis hiiccr cl carnbio dc va
riable dado en la demostraci6n del Teoiema 1 y de mievo se comprucba 
(por ejemplo comparando con subsolucioncs adecuadas) que z no puede 
anularse. El caso m(q - 1) = 1 merece la pena ser tratado explicitamente. 

http://con.stan.te
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La primera observation relativa al caso m(q - 1) = 1 y h = 0 o bien 
q = 2 y b > 0, radica en la estimacion: 

L B ^ w ^ U ) - h)dx < C„e-M' si t > 0 (47)

que se deriva de la ecuacion (46) en la que ahora (q - 1) = a. 

Con el fin de presentar un resultado mas preciso que (47) comenza-
remos tratando el caso dc h = 0 para io que estudiaremos previamente las 
soluciones de variables sepavadas de la ecuacion (40) (ahora m > 0 y 
q > f son arbitrarios) e.d. de la forma: 

w(t,x) = g(l)v(x), g, y > 0 (48)

Se ha de tener que: 

g'(t)/g"««-"(!) = AqV"(x)/v(x) = u 4= 0 (49)

Estamos intercsados en solucioncs que se amortiguan con el tiempo 
por io que tomaremos u = -X con X > 0. De la igualdad (49} se deduce 
que si m(q - 1) =1 entonces: 

g(t) = e-^>, VxeH (50)

Analogamentc, de (49) y las condiciones de contorno (31) (32) se con-
chiye que la funcion z = v1" debe satisfacer: 

-A„z~AZl/ni = 0 en a 

67 
enT, (5i)

z - 0 en F2

Si m(q - 1) = 1 (51) es un problems de valores propios no lineal y por 
la teon'a de puntos crfticos para operadorcs no lineales (vease, por ejem-
pfo [31 sc tienc que (51) tiene soluci6n distinta de la trivial si X cs un au
to valor, Por otra parte del principio fuerte del maximo se deduce que si 
A.-- Ai (X, primer autovalor del opcrador A„ con las condiciones de con-
lo.rao irsdicadas) entonces la correspondiente antofuncion es tal que z > 0 
u< Q) . 

Despues de estas eonsideraciones ya podemos enunciar rraestro resul-
tado de decaimiento ciiando t -> <x> para cl caso rn(q - 1) = q. 
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Teorema 2. Sea wa > 0 tal que w™ e 0(0.) tal que satisface las condP 
clones de contomo (31) (32). Sea w solution de (30)-(33) con m(p - 1) = 1. 
Entonces existen dos constantes z,, x2 > 0 tales que si t es suficientemente 
grande: 

e-w + 'Jvfx) < w(t,x) < e-w>*'>v(x) (52)

siendo X, el primer vnhr propio de (51) y z=Y" solution posltiva de (51). 

Demostracion. La desigualdad segunda se deduce del principio de 
comparaci6n una vez comprobado que: 

3T, > 0 tal que e^"v(x) >:" w„(x) en Q ('53)

Para mostrar (53) basta razonar por absurdo. En otro caso se tendria que 
0 :< z(xj < (l/n)mw™(xn) para n e W y para alguna sucesi6n de puntos 
x„ e £2, y por tanto: 

Jim - ^ L ^ o (54)

Como O. es compacto, cxistira un punto x0e Q tal que x„ —*- x„ donde 
ahora x0 es una subsucesion de la sucesion primitiva. Como z > 0 y w„ 
es acotada se tiene que x0edQ. Por tanto, si n es suficientemente grande 
se verifica que d(xn,d£2) < L < co y por un resultado bien conocido se 
sabe que de la regularidad de d£2 se deduce la existencia de un unico pun-
to y„et>£2 (para cada neN) tal que d(x„,dfi) = fxn - yn|. Definiendo las fun-
ciones: 

Uo,d{xn,c>£2)]^ W, Us) - x0 - sv U! vn = v(yn), 

del teorema del valor medio se deduce que existen 6n y n.„e|;0,d(xn,d£2)] 
tales que 

z(x„) z(yn)+7z(ln(en)-vn(xn,9a) 
w-(xu) w-(y„) + V < ( U m ) ) • v„d(xn, 312) 

En la region T, se sabe que Vw™ • v = 0 y como z > 0 se llega a una 
contradiccion con (54). En la regi6n T2 se sabe que Vz • v < 0 y de nuevo 
se alcanza una contradiccion con (54). 

La primera desigualdad de (52) seria consecucncia del principio de 
comparacion de soiuciones si w0(x) > e-x^v(x) en £2 para algun t2 > 0, lo 
que es bastante restrictivo, dado que el caso en el que w„ puede anularse 
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es de importancia y v es estrictamente positiva. Para cvitar esta restric-
ci6n mostraremos previamente que: 

«existe T > 0 y T2 > 0 tales que w(T,x) > e-Mrzv(x) en £1» (55) 

con lo que la priraera desiguaidad sc obticne de nuevo por comparaci6n 
sobre el dominio (T,co) x £2. Por cl principio fuerte del raaximo se tiene 
que z = vm satisface z(x) < Md(x,d"ft) Vx e D.. Por tanto (55) se reduce a 
mostrar que: 

«existe T > 0 , y C > 0 tales que w»(T,x) > Gd(s,6Q) en Q» (56) 

Con el fin de obtener (56) se introduce la familia biparametrica de fun-
ciones de tipo autosimilaridad: 

w (x,t; T,A) = (t + tJ-gAOl), T) = W (t + -t)-'^1"-

donde x y A son parametros positivos y gA Yiene defmida por. 

8A0I) = |[A-t]m^] j + [A-TJ"*1]]"-

donde \i es un exponente arbitrario tal que u. e (l,(m + l)/m) si m < 1 , 
u. e (1,2 (2 - 1)) si m Si 1. No es dificil comprobar (vease [13] que w es
una subsolucion en el sentido de que v, - Aq(v)m < 0 en el interior de su 
soporte (notese que gA(n) > 0 en (o,a), a = A1"""11, gA(a) - 0 y (g^)'(a) < 
0). Comparando w con funciones del tipo v(x - y; T,A) como en [13] (Teo-
rema 4.3) se ob.tiene la conclusion (notese que sobre la frontera I \ se tie
ne que dw/bv = 0 as! como —— <0, lo que permite la comparacidn 
v £w).H dv 

Con respecto al caso de h > 0 scnalemos que el decaimiento cxponen-
cial ocurre cuando q = 2, independientemente del valor de m (vease [8]). 
Se puede mostrar que en el resio de los casos en los que no hay cxtincion 
en tiempo linito, e.d. si q > 2 el decaimiento hacia h, cuando t-'-co, es 
mas lento que exponencial, siendo modeiado por una cicrta potencia ne-
gativa de t que dependc de q - 2. 

Para terminar el estudio del comportamiento para t grande dc las so-
luciones de (30)-(33)s analizaremos con mas detalle la cxtincion en tiem
po linito bajo los dos tipos de hipolesis (38) y (39). Comcnzaremos por 
el caso mas scncillo en que h. = 0 y m,(q - 1) < l.Nuestroobjetivoes«ilus-
trar el pcrfil» de w(x,t) cuando t—T*; donde T* es el tiempo de cxtin
cion de w, e.d. el primer instantc t del tiempo en ei que w(t,x) =•= 0 para 
todo x e£2, asi como obtener estimaciones sobre como se produce esc de-
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caimiento cerca de t = T*. Comenccmos calculando las soluciones sepa
ra t e s w(t,x) = g(t)v(x) que se anuhn ent = T*. De las identidades dadas 
en (49) deducimos que: 

g(t) = 1(1 - m ( q - l ) X T * - t ) | , - n * - « (59) 

y z = vm jjj, <je satjgfacer el problema (51), donde X > 0 es arbitrario. El 
siguiente resultado muestra que el comportamiento de estas soluciones se
parates es generico. 

Teorema 3. Sea w solucion de (30)-(33) con h = 0 y supongamos que 
m(q -!)<-). Sea lafuncion: 

U(t,x) = w(t,x)/g(t) (60) 

con g(t) dada por (59). Enlonces existe una sucesion creciente t„ -* T*y una 
solucion positiva z de (51) tal que U"'(-Jj ~* z (•) al menos en el espacio de 
Sobolev W-s' (Q), para un cierto s* >: 1, cuando t„ -* T*. 

La demostracion del Teorema 3 esta inspirada en el importantc tra-
bajo de Berryman y Holland [4] relativo al caso q = 2. La idea esencial de 
la demostracion cs introducir una nueva incognita u y una nueva cscala 
en cl tiempo, de mancra que T(T*) = +co y la funci6n 

u(t,x) = U'"(t,x) 

verifique la ccuacio'n; 

(u"m)T= Aqu + Xu""1 en 0 < % <co, xe£J. 

da = 0 en 0 < T < co, xeTj. 

dv 

u = 0 ea 0 < T < oo, xeV2. 

Con el fin de explicitar cl cambio dc escala observemos que: 

(61) 

(62) 

(63) 

'(64) 

A„u = — a - w. 
m { q - l> 3 m ( q - 11 

(n^-^-UM-f W M 
g bX g2-m(q-!} d% 
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(recuerdese que g satisface (49)). Entonces, si d/dx-gi-m{'!-n se conctuye 
(62). Utilizando la expresion (59) y obligando a que t(+co) = T* y t(o) = 0 
se obtiene: 

t = T*(l - e~A(l -m|<l - i y t) (65)

La conclusion del Teorema 3 se reduce pues al estudio del comporta-
miento asint6tico, cuando x -*• +co, de las soluciones de (62)-(64), mas 
concrelamente, a demostrar que u (v ) -* z(-) en W*(Q). Ndtese que la 
ecuacion (62) contiene un termino de «calentamiento» dado que % > 0, 
sin embargo, tal termino es moderado como se aprecia introduciendo 
W(T,X) = u!/in(i,x) pues se tiene que VJT - Aq(w)m -' Aw = O.La posibiiidad de 
explosion en tiempo finite de \v quedan'a asi excluida mostrando la mo
notonia (o acretividad) del operador w -*- - A,/*)1" - X'w en adecuados es
pacios funcionales (h'(0), 6 H-'(ii) si q = 2) lo que a su vcz conducin'a a 
la convergencia en esos espacios mcdiante la aplicacion de resultados de 
la teors'a abstracta de operadores. Aqui seguiremos otto camino que con
duce a convergencia en espacios «mejores». Antes de entrar en materia 
iiidiquemos los resuitados parciales de (11) (si q = 2) y (7) (si m = 1 y 
q £ 2). 

La demostracion del Teorema 3 es bastanie larga y, como ya se ha in-
dicado, sigue de cerca el trabajo [4] (donde se suponen soluciones regu-
lares) y [17] (que generaliza [4] a soluciones deciles). Por razones dc ex
tension nos iimitaremos a indicar los pasos fundamentales de la demostra
cion. 

Lema 1. Existe \T\, T„—* CO tal que: 

W(u '"' ) , \\ nm -* 0, cuando x„ -•* co (66)

Demastracidn. En primer lugar senalemos que supondremos que u es 
una soiucion «fuerle) de (62)-(64), en otro caso se procede por aproxima-
cion (vease [17] para q = 2). Consideremos el funcional: 

)(h) = -i- f |Vhl«- -r^—\ h<™ > •>'* 
q J« (m + 1) Ui 

y para T e (0,co*) sea: 

<^ )=} (u ( V ) ) . 



114 J. I. Diaz y A. Lifian 

Se tiene que si bj represents la derivada Gateaux de J: 

f ' ; m

d O(T) = < dj(u), u ^ - - ] _ L u " u£ == 0 dx 

dado que u ^ 0. Ademas, por el lema que sigue (Lema 2) se tiene que 

J u^+'^feTjdx esta acotado en T, luego 3 C > 0 tal que O (t) £ - C 

Yte(0,co). En consecuencia Hm 0( t ) existe y existe una sucesion \~* co 
tai que <P' (-rn) -* 0. La conclusion resulta ahora de una simple manipula-
cion algebraica. 

Lema 2. Sea m(q- 1) < 1, waehm* [\£3) y sea T* el tiempo de extincion 
de w solucion de (30) (33) con h = 0. Entonces se tiene que 3 C,, C2 > 0 
(dependiente de uj tal que si t 5 T*. 

C,(T*-t) "^f^"" : s / W» + <(t;)^ C2(T*-t) <>-««-'» (67)

En particular si u(z,x) es definida por (61) se tiene que 3 C,, C, > 0 tal que 
Vre/ft co/ 

m + J 

C, < j « m (z,x)dx<C3 (68)
a 

Demostracion. La primera desigualdad se deduce integrando la desi-
gualdad diferencial (46) correspond! ente a k = i sobre el intervalo (t,T*). 
Para mostrar la segunda desigualdad obtendremos previamente que la 
funci6n 

Y(t)= vr+1<t,x)dx 

es una funcion coirvexa para am cierto valor de b > 0 adecuado, en cuyo 
caso se tendra que 3o-e(t,T) tal que y(t) = y(T) + (t - T)y'(cr) ^ 
(T - t)(-y'('o)), lo que Ileva a la conclusion. Para mostrar la convexidad 
de Y(t) basta ver que Y'(s) £ Y'(t) para lodo s < t. Ahora bien, de la ecua-
cion y condiciones de contorno se deduce que: 

~~\ W"^(U)dx = - (m+i)HVw'"( t !x)l c ! , 
o t j & •"1
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por lo que basta mostrar que si s :< t entonces: 
1b- i 

wra * '(t.x) 

w i n"(s,x) 

b - l 

|Vwm{s,x)i1: 

I V w ^ x ) ) 1 1 

(69) 

A su vez (69) resulta dc Ia integration dc la siguiente desiguaidad dife-
rcncial: 

( b - l ) 

d jw™"(t,x) ~r llVwm(U)!i 
dt dt [' 

J' 
(70) 

wm+l(t,x) I fVxm(t,x)|a

Para obtener (70) observamos que: 

— ] {Vw"lq= - q j(Aqw
n>)m • W - ' w , •= -qm 1 (Aqwm)aw"-1dx (71) 

Por olra parte: 

L i IVwm(t,x)!"dx = - l (Aw™)wmdx

luego aplicaiido la desiguaidad de Cauchy-Schwarz se obticne que: 

(f |Vwm(t,x)H < |wm + 1dx- J AqW"1 w1"- ' , 

o equivalentamentc:

I |Vwra|i I |Vwrah I (A qW°)2wm~' 

l w n , + I J 
(72) 

|Vw"

La desiguaidad (70) resulta aborade (7 i )y (72) con b = (l -m{q-l) ) / 
(m+1) . 
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Demostracion del Teorema 3. De la ecuacion (62) dc u se tiene que: 

j !Aqu(tn, • )}<•" "i ^ A J ^ u T * 1 + B J j t u '""Xr*1 (73) 

El primer teYmino de (73) esta acotado por (68). Respecto al segundo ter-
mino observemos que por la desigualdad de Holder: 

i - m 

11 m 1 

De esla manera aplicando (66) y (68) se deduce que {Aqu(Tnt •)} esta 
acotada en Lml !(X). Por los resultados de regularidad de [15] se sabc que 
existen s y s* con s > 1 y s* > 1 dependiendo de q > m tales que la su-
cesi6n iu(Ta, •)} esta umformemente acotada en el espacio de Sobolev 
Ws- 5*(£2) y por tanto existe una funci6n z(-) y una subsucesion de ia (que 
aun la denominaremos de igual manera) de forma que u(in, •) -* R(') fuer-
temente en WS'3*(Q) pa'ra todo s e (0,s). 

La convergencia puede mcjorarse dado que como <t>(̂ ) y J u{n,+ l!/m es-

tan acotadas se Viene que J iVuju esta uniformemcnte acotada, lo que im-

plica que z e W*(X) y que u(TnJ •) converge d£bitmentc a z(-) en W'^X). 
El demostrar que z(-) es una solucion de (50) es estandar y se basa en la mul-
tiplicaci6n de (62) por una luncion test y paso al limite cuando i>„ ->- +co. 
Por ultimo, utilizando la primera desigualdad de (68) sc deduce que z >: 0 
no es la solucion trivial. 

Observation. La conclusion del Teorema 3 puede ser mcjorada bajo 
cicrtas hip6tcsis adicionales. Asf, si la dimension del espacio es n = 1 en-
tonces ia convergencia dada en el Teorema 3 implica la convergencia en 
L^Q). Por otra parte, puede mostrarse que en esc caso Z esta umvoca-
mente detcnnioada y un simple argumento adicional permite ver que de 
hecho Um(i;, *) -*• z cuando % —*• co (y no solo cuando % ~ i0). Notese tarn-
bien que todo resultado de tmicidad para z solucion de (50) conduce n 
que el comportamiento limite, cuando i: —*- co (o equivalentemeute cuando 
t -* T*) es independiente dc la condition inicial. Sefialemos, por ultimo 
que se ticne z > 0 en O y asi se concluye que w(t, •) > 0 en Q si t cs su-
ficientcmeute cevcano a T* cuando la convergencia tiene lugar en L^i'i)-

Con respecto al caso en el que h > 0 y q < 2 fhipotesis (38)) la situa
tion es mas compleja dado que el problems pierde su bornogentiuad. Pos 
el Teorema 1, las soluciones w se hacen idenlica mente b s parlir dc un 
iiempo finite Sea T* el primer instantc en que eso ocurre. Ahora la urn-
ca singufaridad dc la ecuacion ocurre sobre ^ w debido a que q < 2. El 
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restiltado que sigue muestra que el «perfii» en \ = T* es muy semejanle 
al del caso m = 1 y h = 0. Comencemos definiendo Ja funcibn g que mo-
duia el decaimienlo cuando t—T*; definamos 

g(l)-{X(2-qXT*-t)}"(^> (74) 

donde X > 0 es arbitrario. Para cnunciar nuestro result ado sera comodo 
trabajar con la formulation equivalente ya "utilizada en la demostracion 
del Teorema 1. Sea v = wm - h. Entonccs v verifica 

d ^ . ( v ) - 4 , v = 0 

= 0 
dv 

v(0,x) = w^(x) - h 

en (0, co)xQ 

en (0, co)xr. 

en 

en 

(0, co)xr2

(75) 

sietido \ji(v) = (v + h)l/m sign (v + h). 

Teorema 4. Supongamos /j > 0, q< 2 y m 2: I. Sea waeLm(Q) con 
w$(x) > h en Q y sea vft.x) la solution de (75). Definamos la funcion 

V(t,x) = y(t,x)/g(t) (76) 

con g(t) dada. por (74). Enlonces existe una sucesion crecienie t„-^-T* y una 
funcion z(x) > 0 vehficando 

-A„z-CAz=0 

= 0dz 
dv 

z^0 

en 

en 

en 

Q 

r, (77) 

con C = l/m h"-"l)/m de manera que V(-,tJ^-z(-) al menos en el cspacio de 
Sobolev W's' (Q), para un cierto s* SL !, cuando t„-*!'*. 

Idea de la demostracion. Dcfmamos la nuev'a incognita 

U(T,X) = V(t,x) 
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donde % = T(t) es un cambio de variable cumpHendo f (0) = 0 y T(T*) = +00. 
Eligicndo i(t) dc manera que hxlbx = g2-% e.d. 

t = T*(l - e-w-4>% 

se tienc que 

a("i,x)u, = AqU +• Xa(x,x)u ea 0 < i < co, x e Q 

— - 0 en 0 < T < c o ; x e r , (78)
dv 

u = 0 en 0 < x < co, x e V2, 

siendo a(x5x) = I^*(V(T,X». Observese que a e L<" y a > 0. Mas concreta-
mente 

(l/m)h(!-n,'/II• r£ a(T,x) < 1/m M11-"^, si 0 < m < 1, 

(1/m) M(I"n"l,! :< a(t3x) < 1/m h*1-"*01, si m >: 1, 

con M = ||v + h||Leo (vease p.e. (37)). Notesc tambien que a(T,-)-*\j»'(h) 
cuando t- -*+co, en Q. El csquema del resto de la demostracion sigue de 
cerca la del Teorema 3 pero con adecuadas modificaciones en la obten-
cion de cada una dc esas etapas. Ast la estimacion sobre u, dada por (66) 
debe rcetnplazarse por 

i K^,,,-)! I owT* 0 cuando v * «>. (79)

La demostracion de (79) se obtiene multiplicando la ecuacion (78) por 
u„ integrando por partes y utilizando las acolaciones sobre a(i,x) asi 
como las estimaciones «a priori*. 

C,(T* - t)wn < f B((v(t,x))dx < C2(T* - t)2'<2-">, (80)

siendo B, la funcidn dada por (43) y C, y C2 adecuadas constantes posi-
tivas. Las desigualdades (80) son una de las piezas claves e implican que 

u2(i3x)dx esta acotada uniformemente en T. La desigualdad de la izquier-

da se deduce de la inecuacion (46). Para obtener la de la derecha se ha 
de modiftcar convenientcmente la demostracion del Lema 2 utilizando el 
hecho dc que Y(r) e s decreciente toda vez que se ha supuesto m >: 1. El 
resto de la demoslraci6n del Teorema 3 se adapta facilmente gracias a las 
acotaciones senaladas sobre a(t,x). 
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Observation. Notese que la conclusion del Teorema 4 conduce, supo-
nicndo h—-0, a la dada en el Teorema 3 para m = 1 y q < 2. Observesc 
que la hipolesis m(q - 1) < 1 ahora no garantiza la aplicabilidad del Teo
rema 4. 
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