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Equations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Existence et unicité de solutions positives pour certaines
équations elliptiques quasilinéaires

Jesls Ildefonso Disz et José Evaristo Saa

Résumé — On montre [unicité et on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour existence
de solutions positives de 'equation —A,u=/(x, u) o A, est le p-laplacien et f {x, r} est telle que
S, r)fre~ 1 est décroissante.

Existence and uniqueness of solutiens of some quasilinear elliptic equations

Abstract — We show the uniqueness and we give necessary and sufficient conditions forthe existence
of positive solutions of the equation —A,u=f (\: u) where A dengtes the p—Lap!ac*zzr and f{., r)rP "t
is assumed to be decreasing.

InTrROPUCTION, — On §'intéresse au probleme
) —Aju=f(x, u), uz0 et us£0. dans Q,
w=0 sur dQ,

ou Q< RY est un ouvert borné régulier,
Aju=div(|VulP"2Vu), 1<p<wm,

et f(x, r): Qx[0, oo} — R satisfait les hypothéses suivantes :

(H,} p.p.xeQ la fenction r — f(x, r) est continue sur [0, o) et pour tout r20 la
fonction x — f{x, r) appartient & L™ (Q);

(H,) p.p.xeQlafooction r — f(x, r)fr*"" est strictement décroissante sur (0, oc);

{H;) 3C>0telleque f(x, =CE" '+ Dp. p. xeQet ¥r=0
On est intéresse par les solutions faibles de (P) telles que ue W3-# () L=(£) [on nots
que d’apres les hypothéses sur f; A, ueL®(Q) et done, en fait, grice & des résultats bien
connus ue W52 ()], Dans cette Note on donne les conditions nécessaires et suffisantes
pour I'existence de solutions ainsi qu'une preuve de I'unicité, sous les hypothéses (H,J,

(H,), (Hj).

THEOREME 1. — Le probléme (P) admer au plus une solution.
TrEoreME 2. — Le probléme (P) admer une solution si et seulement si on a les dewx
conditions suivanres
{n A=A, v—ap|v]P2)<0  avec ap(x)=lim f(x, r}jr"!
rl 0
(2) M(=A c—a |p]PT?0)>0 avec a,(x)=lim f(x, r)r?!
rT

Dans (1) et (2) A, (-4, v—a]vl""zv) représente la premiére « valeur propre » de
Fopérateur —A,v—a|v|?"?v avec conditions nulles sur le bord. Etant donné que sous
les seules hypotheses faites sur f les termes ag(x) et a_ (x) peuvent prendre les valeurs
+ o0 et —oo respectivement, or a besoin d’étendre la définition de A, au cas ol a est
non borné comme en {17 '

(3) xi(mapv—apfr‘zu)mlnf“’ |VU{"—~J alviP, ve Wi P(Qetl vl rg=1 }
o] fr#0|
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Dans le cas particulier ot f(x, r)=/(r), les conditicns (1) et (2} sont équivalentes a
ag <k (—4,)<a,

Les théorémes 1 et 2 prolongent des résuitats similaires dus & Brezis et Oswald [1] pour
le cas semilinéaire p=2 (voir d’autres références pour ce cas dans {i}). Néanmoins,
Iargument de transposition de I'opérateur JAmmJuAu pour « et v nulles au bord n'est
pas valable pour le p-laplacien si p#2 et alors on a besoin de suivre d'autres arguments.
Motre outil de base est le fait que la foactionnelle d’énergie
1
p

4 E{w)= J]VztlpmJ F{x, u) avec ueWi7(Q) et F(x, u):J f i, Ddt
G Q Q

est convexe par rapport & la variable w=u’. Ce fait (qui avait été remarqué initialement
pour p=2 par Benguria [2] et Benguria-Brezis-Lieb [3]) implique la monotonie de I'opéra-
teur w— (=4, wHo)wE =P,

Lesvse L. — Soit J: LYQ) — (— oo, + ac] définie par

lJIVW”"l”dx siowz0 et wPeWhr(),
JZRS ‘

{3) Jiw)=
+o sinon.
Alors, J est convexe, s5.c.i. et J= 4 oc.
Démonstration. — Pour montrer la convexité de J soient w;eL'(Q) telles que

w,20p. . w520, wi? e WL ?(Q) et soient z=w}? pour i=1,2 et z;=(tw, +(1 =) w;)'"
avec re(0,1). Alors d’aprés U'inégalite de Hoélder

TV | S0+ (=) (| Ve [P+ (10| V 2, |1,

ce qui donne fa convexité. Le reste est standard.

LemME 2. — Pour i=1,2 soient w;elL™(Q) telles que w20 p.p. sur £,
wiPg Whe@, A, wtPeL*(Q) et w,=w, sur 8Q. dlors on a
—A, Wi’ A wyP
(6) J B 22wy —wy) 20
Q “"(1p Ly W(ZP ip

si on suppose que (wifw) L= (Q) pour iz), i, j= 1,2

Démonstrarion. — 11 suffit de calculer la dérivee Gateaux de J selon la direction
[=1w,—w, En intégrant par parties {ce qu'on justific par les hypotheses faites sur w,)
on frouve que

1 —A Aip
T (w;; C)z—j -—Jiii»—(;dx,

A 1)p
Pla W;

et alors (6) est conséguence de la convexit? de .

Démonstration du théoreme 1. — Saient u, et u, deux solutions de (P). D'apres (H,)
ona f (e udfuf 2 (x ||wl|L=)llwliz=t et alors — A, u+ Muf 7t 20 pour une certaine
constante M,=0. Le terme d’absorption n’est pas fort et alors u; satisfait le principe fort
du maximum [4], ce qui implique que ;>0 sur £). De plus comme e CHH(Q) (voir
Barles[5]) on a aussi que fu/dn <0 sur 98 [l est facile de voir (appliquer par exemple la
régle de 'Hopital) qu'en conséquence (u;/u) e L= (). D'autre part 4 1, € L™ (9 [du fait



C. R. Acad, Sei. Paris, t. 305, Série 1, p. 521-524, 1987 523

que u; L™ (82}, (H;) et (Hy)]. Alors par le lemme 2 et (H,), si u, % u, on a

QéJ (jlﬂ+_%%)(ili_ug): {*‘ (f(-Y, I«IL)‘_J\(«‘C, uz)) (u§~l‘[g)<0
od

p—1 7 p=1 1
uy 1134 Ja o U uh

et on arrive 4 une contradiction.

Remarque 1. — Une premiére version du théoréme | était donnée dans Diaz-Saa [6].
Une premiere deémonstration de 'unicité par méthode de monotonie a été donnée dans
Brezis-Oswald 1] pour le cas p=2 (dans ce travail la monotonie est montrée i partir
d'une inégalité algébrique qui ne semble pas pouvoir s'étendre au cas p2). Plus
recemment, dautres résuliats voising nous ont été communiqués par différents auteurs :
l'unicité (4 une constante prés) de la premiére fonction propre de 'opérateur p-laplacien
a ete montree par Otani {7] pour W=1 et de Thelin (3] pour Q une boule de R et pour
des domaines généraux dans Barles 5] (ce dernier travail emploie des arguments du type
Laetsch qui montrent aussi unicité pour f(x, u)=f (1) convenable). Il est aussi intéres-
sant de signaler les tésultats d'unicité de Franchi. Lanconelli et Serrin [9] pour le cas de
solutions radiales dans Q=R". Finalement on remarque gue I'unicité de solutions pour
des problemes plus généraux que (P) peut étre démontrée par d’autres méthodes
differentes : par exemple on peut introduire un changement d'inconnue pour arriver &
des problémes avec termes de perturbation monotones (voir Friedman-Phillips [10] pour
p=2), on peut étendre la méthode de Laetsch 4 des opérateurs quasi lindaires plus
généraux, etc. Ces points de vue seront développés dans Diaz-Saa[ll] [voir aussi
Diaz-Nochetto[12] pour un résultat de comparaison sous hypothése{H,)].

Démonstration du théoréme 2. — Condition nécessaire. — Par définition, comme u>0

sur €, on a [d’apres (H,}]
J.inz[PuJ‘ﬂD}ul"

1K

Pour montrer que A (—A,p—a_|v|" ?1)>0 on prend ael®(Q) tel que
alx)u(x)P < f(x u(x)) et a(x)za_(x}) pp xef [par exemple a(x)=
S ulles# D] ul =+ D@2 Seit p=i,(—4,v—a(x)|v|?"p). Par les multiplica-
teurs de Lagrange on obtient I'existence d’une fonction propre  (qui en plus est positive)
telle que

(P,) —A,f—al? T =Pt et PY>0 dans Q. W=0 sur &L

A=A v—agle]P ?e)g <Q.

Mais, kW est aussi solution de (P), si k>0, et en appliquant le lemme 2 sur
Qu=1{xeQ: ky(x)>ulx)} on déduit que

Oéj (—Apu+ A, (k ‘l’)>(u”—(k\lf)p)= [ (—@_(ﬂ (-‘C)‘Hl)) (47 — ()P,
Qp

ulp‘l) (k\lf)p_l DA2FEAN U

Par définition de @ on conclut que >0 en prenant k suffisamment grand. Finalement
comme Ay (—A,v—a [v]? *v)Zu on obtient(2).

Condition suffisante. — En fait, comme dans [1} on peut affaiblir (H,) par
(H%) ¥8>0, 3C; =0 tel que  f{x, Nz —C;rf ™t re(0, 8], p.p. xefl

Dans ce cas on doit définir ag (x)=lim inf f(x, r)/rF " teta, (X)= lim sup f (x, Pt

ri 0 riwm
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Notons que 'on a encore ag(x)=~C et a,(x)<C p.p.xeQ pour une certaine
comstante C>0. D'une maniére semblable 4 [I] on montre que la fonctionnelle
d’énergie E (1) dans (4) est coercive, s.c.i. pour la topologie faible de Wi?(R) et quil
existe pe WE7(Q) tel que E{v)<0. Alors il existe ue Wy ?(Q), u=0 et uz0 tel que
E()= min F(w). Par troncature de f et en utilisant (par exemple) un résultat de

we Wl T

Serrin [13] on trouve U'existence d'un minimum borné u de E qui satisfait (P).

Remarque 2. — On peut affaiblir les hypothéses du théoréme 2: il suffit de supposer
(H%) et de supposer ag (x)>1 (x, r)/r'? et a, () <f(x, nr? Y, ¥re(0, ull<].
Remarque 3. — Une version détaillée du contenu de cette Note sera présentée dans

Diaz-Saz [11]. Dans un travail en préparation nous appliquons les résultats de cette
Note 2 I'étude du comportement asymptotique de Péquation parabolique u, = A, u™, avec
(p—1)m>1, dans un domaine borne. -

Note rague le 6 juillet 1987, acceptée le 17 juillet 1987.
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