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Introduction

0.1.— Soit U un ouvert de la droite complexe C et

d am
)= ()4 aol2)

dzm
un opérateur différentiel d’ordre m a coefficients fonctions holomorphes sur U. Une
question essentielle consiste a chercher a “résoudre” 1’équation différentielle non
homogeéne

P(z,

P(f)=g.

C’est a dire, étant donnée une fonction holomorphe ¢ sur U, trouver une solution
f de I’équation différentielle précédente. Bien entendu, a une solution eventuelle de
I’équation non homogene on peut rajouter toute solution de I’équation homogéne

P(h) =0

et f + h reste toujours solution de I’équation non homogene. Aussi, il est important
de bien comprendre la “structure” de toutes les solutions de I’équation homogene
qui constituent un espace vectoriel complexe, noyau de 'opérateur différentiel P.
D’autre part, il se peut qu’il existe des fonctions g pour lesquelles il n’existe aucune
solution de I’équation non homogene. Ceci revient a comprendre la structure du
conoyau de P, c’est a dire ’espace quotient des fonctions holomorphes sur U modulo
I'image de I'opérateur différentiel P. Bien entendu, ces questions dépendent de P
mais aussi de 'ouvert U.

0.2.— Un premier résultat fondamental est donné par le théoreme de Cauchy
qui traite le cas o U est un disque ouvert et la fonction a,,(z) n’admet pas de zéro
sur U. Dans cette situation, le théoreme de Cauchy affirme que le noyau de P est
un espace vectoriel complexe de dimension finie égale a m et que son conoyau de
P est nul. Autrement dit, on peut toujours trouver une solution de I’équation non

!Pendant la réalisation de ces notes, le premier auteur a bénéficié d’un programme Mercure,
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France.



homogene mais de fagcon non unique; il faut fixer a 'avance la valeur de la solution
au centre du disque ainsi que de ses m — 1 premieres dérivées pour la déterminer
completement.

0.3.— Le théoreme de Cauchy ameéne a définir les zéros de la fonction a,,(z)
comme les points singuliers de 'opérateur P. Si P admet un point singulier dans
un disque le théoreme de Cauchy n’a plus lieu. En efffet, considérons 'opérateur
différentiel

d
P=z o «
pour un nombre complexe «, qui admet ['origine de la droite complexe comme point
singulier. Formellement le symbole 2z est solution de cette équation mais ce symbole
ne représente une fonction holomorphe que si a est un entier non négatif. On trouve
alors que le noyau de P, pour tout disque centré a l’origine, est de dimension un si
a est entier non négatif et est nul sinon. D’autre part, un calcul direct montre que
le conoyau de P est de dimension un, lorsque « est un entier non négatif, engendré
par la classe de 2, et qu’il est nul si o n’est pas un entier non négatif. On voit ainsi

que la situation d’un point singulier est bien différente de celle d'un point régulier.

0.4.— En fait c’est la un résultat général. Le noyau et le conoyau d’un
opérateur différentiel P ayant une singularité au centre d’un disque U, opérant dans
I’espace des fonctions holomorphes sur ce disque, sont des espaces vectoriels com-
plexes de dimension finie. S’il est facile de voir que la dimension du noyau est au plus
égale a l'ordre de P il n’en est plus de méme de la finitude du conoyau. Alors que la
démonstration du théoreme de Cauchy est élémentaire, celle du résultat précédent
ne l'est plus. Curieusement ce résultat date du début des années soixante-dix cf.
[13].

0.5.— Si le cas d'une équation différentielle ayant une singularité au centre
d’un disque de rayon fixé est réglé par les résultats précédents, pour comprendre le
cas d’un opérateur différentiel P sur un ouvert U général, il faut utiliser la théorie
des faisceaux: regarder une équation différentielle comme un morphisme du faisceau
Oy dans lui méme et considérer le noyau Ker(P, Oy) et le conoyau Coker(P, Oy) qui
sont alors des faisceaux d’espaces vectoriels complexes sur U. On peut alors déduire
du théoréme de Cauchy que le faisceau Ker(P, Oy ) est un faisceau localement con-
stant de C-espaces vectoriels de dimension finie égale a l'ordre de P, et le faisceau
Coker(P,Op) est nul si P n’admet pas de points singuliers sur U. D’autre part,
les dimensions du noyau et du conoyau de 'opérateur P sur l’espace des fonctions
holomorphes sur un disque assez petit ne dépendent plus du rayon de ce disque.
C’est la une propriété des faisceaux constructibles. En résumé, on peut dire que



Ker(P,0y) et Coker(P,Oy) sont des faisceaux constructibles de C-espaces vecto-
riels de dimension finie. De plus le support du faisceau Coker(P, Oy ) est formé par
les points singuliers de P.

0.6.— On ne peut pas lire sur P les dimensions des fibres en chaque point des
faisceaux Ker(P,Oy) et Coker(P, Oy) mais on peut lire la différence des dimensions
des fibres de ces faisceaux. C’est I'objet du théoreme d’indice cf. [13].

0.7.— Si au lieu de considérer une équation on considere un systeme d’équations
diférentielles sur un ouvert U les analogues des notions et des résultats précédents
ne sont pas bien clairs. Il y a intérét a substituer ce systeme par 1'idéal a gauche J
qui engendre dans le faisceau Dy des opérateurs différentiels sur U, puis a considérer
le Dy-module a gauche M := Dy /J. L’analogue des points singuliers se lit sur la
variété caractéristique de M, I'analogue du faisceau des solutions holomorphes est
le faisceau Homp, (M, Oy) et I'analogue du conoyau est le faisceau Exth, (M, Oy).

N

A ce moment-la, on peut montrer sans beaucoup de problemes et a partir du cas
d’une équation différentielle que Homxp, (M, Oy) et Exty, (M, Oy) sont des faisceaux
constructibles de C-espaces vectoriels sur U.

0.8.— En dimension supérieure les choses sont plus compliquées. En effet, a
deux variables x,y, si I'on considere 'opérateur % son noyau est formé par toutes

les fonctions qui ne dépendent que de y qui est loin d’étre un espace vectoriel de
dimension finie. Pour avoir des propriétés raisonables de finitude il faut au moins
considérer des systemes d’opérateurs différentiels.

0.9.— Un point fondamental de la théorie des D-modules est d’avoir dégagé en
dimension supérieure la classe des systemes différentiels dont les solutions holomor-
phes ont des propriétés de finitude analogues a celles d'une équation différentielle
en dimension un, a savoir les systemes holonomes qui est une notion purement
algébrique.

0.10.— Lanotion de faisceau constructible garde un sens en dimension supérieure:
sur un espace analytique complexe un faisceau de C-espaces vectoriels de dimension
finie est constructible s’il existe une stratification de cet espace telle que la restriction
du faisceau a chaque strate est un systeme local.

0.11.— Sur toute variété analytique complexe X et pour tout Dy-module M,
on a les faisceaux Extf, (M, Ox) qui sont les faisceaux des solutions holomorphes



“supérieures”. Le théoreme de constructibilité affirme que pour un D x-module ho-
lonome M les faisceaux Exty, (M, Ox) sont constructibles.

0.12.— Le but de ce cours et de donner une démonstration géométrique du
théoreme de constructibilité. Géométrique parce que contrairement a la démonstration
originale de Kashiwara [11] elle ne fait appel a aucun résultat concernant les équations
aux dérivées partielles au théoreme de Cauchy pres et nous 'obtenons des propriétés
de finitude de la Geométrie Algébrique. En ce sens, elle peut étre considérée comme
de nature élémentaire tout en étant tres instructive sur la théorie des D-modules.

Nous remercions A. Arabia d’avoir relu le texte.



Chapitre 1
Faisceaux constructibles

I.1. Systemes locaux

Dans cette section nous allons donner les définitions et les résultats fondamen-
taux sur les systémes locaux (ou faisceaux localement constants). Nous allons nous
placer dans le cadre des C-espaces vectoriels de dimension finie, suffisant pour la
théorie des faisceaux constructibles. La plupart des résultats qui suivent sont val-
ables pour un anneau de base quelconque et sans hypothese de finitude.

DEFINITION I.1.1.— Soit X un espace topologique et E un C-espace vecto-
riel. On définit le faisceau Ex comme le faisceau de C-espaces vectoriels associé
au préfaisceau qui a chaque ouvert U C X non wvide, associe le C-espace vectoriel
E et a chaque inclusion d’ouverts non vides associe l’identité sur E. Nous dirons
qu’un faisceau F de C-espaces vectoriels est un faisceau constant (de rang fini) s’il
est isomorphe a un faisceau Ex, E étant un C-espace vectoriel (de dimension finie).

I1.1.2.— Dans la situation de la définition précédente, si F' est un autre C-
espace vectoriel et u : E—F est une application linéaire, on définit de la facon
évidente un morphisme de faisceaux de C-espaces vectoriels ux : Ex—Fx. On a
donc un foncteur additif de la catégorie des C-espaces vectoriels dans la catégorie
des faisceaux de C-espaces vectoriels.

Notons que si F est un faisceau de C-espaces vectoriels, I’homomorphisme na-
turel
Homg, (Ex,F)—Home(E, F(X))

est un isomorphisme. Ceci nous dit que le foncteur £ +— Ex est un adjoint a gauche
du foncteur “sections globales”.

PrROPOSITION 1.1.3.— (Sorites sur les faisceaux constants) Soit X un es-
pace topologique et F un faisceau constant de C-espaces vectoriels sur X. On a les
propriétés suivantes:

1) Si f: Y—X est une application continue entre deuz espaces topologiques, f~'F
est un faisceau constant de C-espaces vectoriels sur'Y .

2) SiU C X est un ouvert connexe et x € U, le morphisme naturel F(U)—F, est
un 1somorphisme. Réciproquement, si X est un espace topologique conneze et



G est un faisceau de C-espaces vectoriels sur X tel que le morphisme naturel
G(X)—G, est un isomorphisme pour tout v € X, alors G est un faisceau
constant de C-espaces vectoriels. En particulier, st X est un espace topologique
connexe et E est un C-espace vectoriel, ’espace des section globales de Ex
sidentifie naturellement a E.

3) Si E, F sont deux C-espaces vectoriels, on a des isomorphismes canoniques:
(E® F)x ~ Ex © Fx, (E® F)x ~ Ex ® Fx,
et si de plus E est de dimension finie ou X est localement connexe

[HOIIl(c(E, F)]X >~ HOm(cX<Ex,Fx).

4) Le foncteur défini dans 1.1.2 est exact. De plus, si X est connexe ce foncteur
est pleinement fidéle.

5) Si X est un espace topologique conneze, le noyau, le conoyau et l'image d’un
morphisme entre faisceaux constants de C-espaces vectoriels sont des faisceaux
constants de C-espaces vectoriels.

Preuve.—

1) 1l suffit de prendre F = FEx, avec E un C-espace vectoriel. Notons E%
le préfaisceau constant U — E, de maniere que Ex est le faisceau associé¢ a E%.
Notons aussi (f~!)°E% le préfaisceau image inverse par f de E%. Le faisceau f~!Ey
est (canoniquement) isomorphe au faisceau associé a (f~1)°E%. Or, le préfaisceau
(f~Y°E% est (canoniquement) isomorphe & Ey., d’ot le résultat.

2) Soit U C X un ouvert connexe et z € U. La surjectivité du morphisme
naturel F(U)—F, est claire. Montrons l'injectivité. Soit s € F(U) telle que s, = 0
et considérons 'ensemble ouvert V = {y € U | s, = 0}. Comme JF est constant,
on voit que le complémentaire de V' dans U est un ouvert de U. Or, comme U est
connexe et V' est un ouvert-fermé non vide (x € V) ona V. ="U, d'ou s = 0.

Voyons la réciproque sous '’hypothese X connexe. Notons E le C-espace vecto-
riel des sections globales de §. D’apres la propriété d’adjonction de 1.1.2 il existe un
morphisme Ex—9G, qui d’apres les hypotheses induit des isomorphismes sur toutes
les fibres, d’ot1 G est un faisceau constant de C-espaces vectoriels.

3) L’isomorphisme (F & F)x ~ Ex @ Fx provient de I'additivité du foncteur
F— Ex.



Le morphisme (F ® F)x ~ Ex ® Fx provient d'un morphisme évident au
niveau des préfaisceaux. Pour conclure il suffit de remarquer que ce dernier induit
des isomorphismes sur les fibres au-dessus des points de X.

Par fonctorialité on a une application linedire Home¢ (F, F)—Homc, (Fx, Fx)
qui nous donne, par adjonction, un morphisme u: [Home¢ (E, F)]x— Homc, (Ex, Fx).
Montrons que ce morphisme est un isomorphisme sous une des hypotheses suivantes.

Si E est de dimension finie, d’apres la compatibilité du morphisme u et des
foncteurs Home(?, F') et Home, (?x, Fx) par rapport aux sommes directes finies,
on est réduit au cas F = C, dans lequel le résultat est clair.

Supposons maintenant que X est un espace localement connexe. Pour chaque
x € X, on a le diagramme commutatif

Homg(E, F) Us ., lim Homg, (Ev, Fy)

= | adj.

Home(E, limFy (V). % lim Home(E, Fy (V)

les limites inductives étant prises par rapport aux voisinages ouverts connexes V' de
x, d’ott le résultat, car le systeme inductif { Fy (V) }ys, est constant égal a F' d’apres
2) et donc a, est un isomorphisme.

4) L’exactitude du foncteur en question est claire. Supposons X connexe.
D’apres 2) et I'isomorphisme naturel [Home(E, F)]x — Homc, (Ex, Fx) de 3), on
déduit que Hom¢(FE, F') ~ Home, (Ex, Fix), d’ou la pleine fidélité.

5) Soit v: Ex—Fx un morphisme entre deux faisceaux constants de C-espaces
vectoriels. D’apres 4), v est le morphisme associé & une application linéaire w: F—F,
et par I'exactitude du foncteur E — FEx, on a des isomorphismes

Ker(v) ~ (Ker(w))x, Coker(v) =~ (Coker(w))x, Im(v) ~ (Im(w))x.
0J

L1.4. Ezercice.— Soit X = {% | n € Ny} U{0} C R muni de la topologie
induite et F' = C.



a) Prouver que Fx(X) s’identifie au sous-espace de 'espace des fonctions f: X —
C constantes au voisinage de 0.

b) Soit E le sous-espace vectoriel de Fy(X) formé par les sections a support fini,
ou de fagon équivalente, les sections dont le germe en 0 est nul. Notons, pour
chaque e € F, par N, le plus petit n € N, tel que el{# | wony = 0. Montrer
que inf{N. | e € E} = 0.

c¢) Conclure que Homc, (Fx, Fx) n’est pas un faisceau constant.

I.1.5. Remarque.— Si F est un faisceau de C-espaces vectoriels sur X, £ un
C-espace vectoriel et h: E—3F(X) une application linéaire qui induit des isomor-
phismes F ~ F, Vo € X, alors, d’apres la propriété d’adjonction de 1.1.2, on a un
isomorphisme E'y ~ F et donc F est un faisceau constant de C-espaces vectoriels.

1.1.6. Exemple.— Soit X C C un disque ouvert non vide et P = a,, D™ +- - -+aq
un opérateur différentiel linéaire holomorphe sur X avec a,,(z) # 0 pour tout « € X.
Alors le théoreme de Cauchy nous dit que les solutions de l'équation P(f) = 0
forment un C-espace vectoriel de dimension m et que pour toute fonction holomorphe
h sur X il existe une fonction holomorphe g sur X telle que P(g) = h. Du point
de vue faisceautique, si 'on considere P comme un endomorphisme C-linéaire du
faisceau Ox des fonctions holomorphes sur X, ceci veut dire, d’apres la remarque
[.1.5, que Ker(P) est un faisceau constant de C-espaces vectoriels de dimension m
et que Coker(P) = 0.

Dorénavant tous les espaces topologiques considérés seront des espaces séparés,
localement connexes par arcs et localement simplement connexes par arcs (cf. [4]).

DEFINITION 1.1.7.— Soit X un espace topologique et F un faisceau de C-
espaces vectoriels. Nous dirons que F est un systeme local de C-espaces vectoriels
si tout point x € X admet un voisinage U tel que F|y est un faisceau constant
de C-espaces vectoriels de dimension finie. Si F est un systeme local de C-espaces
vectoriels et x € X, le rang de F au point x, noté rg, (F), est par définition dime(F,).

LEMME 1.1.8.— Soit L un systeme local de C-espaces vectoriels sur X. L’ap-
plication © € X > rg, (L) est localement constante. Si cette application est con-
stante de valeur r, on dira que L est un systéme local de C-espaces vectoriels de
rang r. En particulier ceci sera le cas si X est connexe.

Preuve.— C’est clair d’apres la proposition 1.1.3, 2). O



ProproSITION 1.1.9.— 57 L, M sont deux systémes locaux de C-espaces vecto-
riels sur X et @: L—M est un morphisme de faisceaur de C-espaces vectoriels, alors
LoM LM, Home, (L, M), Ker(p), Im(p) et Coker(p) sont aussi des systémes

locauzx de C-espaces vectoriels.

Preuve.— C’est une conséquence de la proposition 1.1.3, 3), 5). [

COROLLAIRE 1.1.10.— La catégorie des systémes locauxr de C-espaces vecto-
riels sur X est une sous-catégorie abélienne pleine de la catégorie des faisceauz de
C-espaces vectoriels sur X.

ProprosiTiON 1.1.11.—  Considérons une suite exacte de faisceauxr de C-
espaces vectoriels
0—F 5 F % 37-0.
Alors si deux d’entre eux sont des systemes locaux de C-espaces vectoriels le troisiéme
l’est ausst.

Preuve.— D’apres la proposition 1.1.9 la seule chose a démontrer est que si
F',F" sont des systemes locaux de C-espaces vectoriels alors F l'est aussi. Soit
xr € X et U C X un voisinage ouvert connexe de x au-dessus duquel F et F”’
sont des faisceaux constants de C-espaces vectoriels. Soient {¢],..., e} une base
de F'(U) et {e,,,..., e, } une base de F”(U). Soit {o1,...,0,1s} une base de F,
telle que 0 = i,((€})z),J = 1,...,7 et pu(0j) = (€])e;j =7+ 1,...,7 + 5. Quitte
a restreindre U on peut supposer qu’il existe ey, ..., e.4s € F(U) tels que (ej), =
o, =1,...,r+s,i(U)(e;) =ej,j=1,...,ret p(U)(ej) =¢f,j=r+1,....,7+s.
Soient

u':Ch—=+F |y et u:Cl—=F"|y
les isomorphismes correspondants aux bases {e},...,e.} et {el,|,... e/  } respec-

tivement et posons u: C;"*—%F|y le morphisme déduit par adjonction (cf. 1.1.2) des
éléments ey, ..., 45 € F(U). On a le diagramme commutatif suivant

0 Cr(’f Ilat.r(cg—i-s nat.r(ch - 0

ull U u//l

0 Ty —t e Flg—L Ty . 0

et d’apres le lemme des cing, u est un isomorphisme d’ott F|y; est un faisceau constant
de C-espaces vectoriels. O
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I.1.12. Remarque.— Le faisceau d’anneaux Cx est un faisceau cohérent et
les systemes locaux de C-espaces vectoriels sur X coincident avec les Cx-modules
cohérents (cf. [19]).

ProprosiTiON 1.1.13.— Soit f: Y—X una application continue entre deux
espaces topologiques et L un systéme local de C-espaces vectoriels sur X. Alors f=1L
est un systeme local de C-espaces vectoriels sur'Y .

Preuve.— Soit U un recouvrement ouvert de X tel que L|y est un fais-
ceau constant de C-espaces vectoriels pour tout U € U. Or, (f7'L)|[j—11y) =~
(flf=1@)) *(L]v) et donc le résultat est une conséquence de la proposition 1.1.3,
1). O

I.1.14. Ezemple.— Soit X C C un ouvert connexe non vide et P = a,, D™ +
-+ 4 ag un opérateur différentiel linéaire holomorphe sur X, i.e. les a; sont des
fonctions holomorphes sur X et D = d%. Supposons que a,, n’est pas identiquement
nulle (P est d’ordre m) et soit X’ I’ensemble ouvert des points z € X tels que
am(z) # 0. Le théoreme de Cauchy (voir I'exemple 1.1.6) nous dit que Ker(P)|x
est un systeme local de C-espaces vectoriels de rang m et que Coker(P)|x: = 0.

1.1.15. Ezemple.— Soit X une variéte analytique complexe de dimension pure
d et soit € un fibré vectoriel (holomorphe) sur X de rang m muni d’une connexion
intégrable, i.e. un D x-module a gauche holonome dont la variété caractéristique se
réduit a la section nulle du fibré cotangent (cf. [6, IV.2]). D’apres le théoreme de
Cauchy a plusieures variables (loc. cit.) & est localement isomorphe comme D x-
module a 0%, le complexe de De Rham de €, DR(E), est concentré en degré 0 et
DR(€) (= sections horizontales de &) est un systéme local de C-espaces vectoriels
de rang m. En fait le foncteur €& — DR’(€) établit une équivalence de catégories
entre les fibrés vectoriels a connexion intégrable et les systemes locaux de C-espaces
vectoriels sur X, dont un quasi-inverse est L — Ox ®¢ L.

I.2. Rapport avec ’homotopie

PROPOSITION 1.2.1.— Soit X un espace topologique connexe simplement con-
nexe. Alors tout systeme local de C-espaces vectoriels sur X est un faisceau constant
de C-espaces vectoriels.

Preuve.— Soit L un systeme local de C-espaces vectoriels sur X. Soit E(L)
la réunion disjointe des fibres L, quand = € X, et soit 7: E(L)—X la projection
naturelle. Munissons F(L) de la topologie dont une base d’ouverts est formée par
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les sous-ensembles de la forme {(z,s,) | z € U,s € L(U)}, U C X étant ouvert non
vide!. L’application 7 est un homéomorphisme local et comme L est un systéme
local de C-espaces vectoriels, 7 est en fait un revetement étale. Notons qu’étant
donné un ouvert U C X, il y a une bijection canonique entre les section continues
de 7 au dessus de U et les éléments de L(U). Comme X est simplement connexe,
7 est un revétement trivial et donc, pour chaque point z € X, 'application qui
a chaque section continue o de 7w au-dessus de X associe sa valeur au point z,
o(z) € n1(x) = L,, est bijective, d’otl le morphisme naturel L(X)—L, est un
isomorphisme, et d’apres la proposition 1.1.3, 2) L est un faisceau constant de C-

espaces vectoriels sur X. Il
[.2.2.— Soit X un espace topologique, L un systeme local de C-espaces vec-
toriels sur X et v: I = [0,1]—X un chemin (= application continue). Posons

zo = v(0),z1 = v(1). Le faisceau vy~ 1L est un faisceau constant de C-espaces vec-
toriels d’apres la proposition précédente et la proposition 1.1.13. On a donc un
isomorphisme, noté ¢ : L,,—L,,, composition des isomorphismes naturels

o o o

s (Y L) (v L)) =+ (v L)1 =Ly,

Il est clair que si L' est un autre systeme local de C-espaces vectoriels sur X et
w: L—L' est un morphisme, alors ¢,, © Yz = Yo/ © Puy-

PROPOSITION 1.2.3.— Soit X un espace topologique et L un systeme local de
C-espaces vectoriels sur X. On a les propriétés suivantes:

1) Sivy,y': I—=X sont deuzx chemins avec xo = v(0) = 7/(0),z1 = y(1) =~'(1) et
homotopes, alors e, = 7'

2) Sivy,0: =X sont deux chemins avec 6(1) = v(0) et vy désigne la composi-
tion des deux chemins®, alors (v * d)g = g 0 dc.

Preuve.— 1) Soit H: I x I—X une homotopie entre v et 7/, i.e. H est une
application continue telle que H(0,t) = v(t), H(1,t) = +'(t), H(s,0) = x¢, H(s,1) =

Lr: E(L)— X s’appelle 'espace étalé associé au faisceau L. En fait la donnée de 7 est équivalente
a la donnée du faisceau lui méme (cf. [5]).
2y % 6: - X est défini par

_ [ o) si0<t<1/2
(7*5)(0_{ y(2t—1) sil/2<t<1 °
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x1 pour tous s,t € I. Il est clair que 7 (resp. ~! ) coincide avec la composition des
isomorphismes

~

w0 (H L) 00y~ (H L) x I) =+ (H ' L)1) —+Ly,

(resp. Lmo < (Hil,&)(l’()) < (Hilﬁa)(l X I) =, (Hilﬁa)(l@) iLxl)

Or, comme H(—,0) (resp. H(—,1) ) est constante, lautomorphisme de L,, (resp.
de L,,) composition des isomorphismes L,, =~ (H oo =~ (HL)I x I) ~
(H'L)0) = Ly (vesp. Ly~ (H L)1) ~ (H'L)(I x [) ~ (H'L)a1) ~ Ly
) est l'identité, d’ou le résultat.

2) Posons € = y%J. Soit o, 7: I—1 les applications continues définies par o(t) =

%, 7(t) =%, outel. Onaeoo =ry,eor =9, dou l'existence d’'isomorphismes

naturels:
(67 L) ()<= (e L) (1) =2 (v 'L)(T)

tels que le diagramme suivant est commutatif:

(07 L) Lsa) L50) (7"L)o
(5—1 g 1L g _1L g _1L g _1L)1
| // =
Le = _1£J _1£J 6(1)
Ceci entraine 1’égalité cherchée. [
I.2./.— Soit X un espace topologique connexe et o € X un point de base.

Posons G = m(X,xp). Soit L un systeme local de C-espaces vectoriels sur X
et ¢ € G. Prenons un lacet (= chemin fermé) v dont la classe d’homotopie soit
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g. D’apres la proposition 1.2.3, 1) 'automorphisme 7 : £,,—XL,, ne dépend que
de g. Appelons-le gg. D’apres la partie 2) de la méme proposition 'application
g € G — gg € Aute(L,,) est un homomorphisme de groupes, c’est-a-dire, le C-
espace vectoriel L£,, est muni d'une action a gauche de GG, ou ce qui revient au
méme, L, est le C-espace vectoriel sous-jacent a une réprésentation (a gauche)
du groupe G. Il est clair que cette structure est compatible avec les morphismes
de systemes locaux de C-espaces vectoriels. On a donc un foncteur additif exact
de la catégorie des systemes locaux de C-espaces vectoriels dans la catégorie des
réprésentations complexes de dimension finie du groupe G.

Ce foncteur admet aussi la description suivante. Soit 7 : (X, Zg)— (X, z0) le
révétement universel de (X, zg). Notons A\: Aut(m)—m (X, x¢) le anti-isomorphisme
naturel qui associe a chaque automorphisme T : X=X , moT = m, la classe
d’homotopie du lacet m o o, ol v : I—X est n'importe quel chemin d’origine z
et but T'(Zg). Pour tout systeme local L de C- espaces vectoriels sur X considérons
L=r10 D apres les propositions 1.1.13 et 1.2.1, L est un faisceau constant de
C-espaces vectoriels sur X. Posons E = L(X ). En tant qu’image inverse par m d’un
faisceau sur X, L est muni d’une famille d’ isomorphismes {fr : L—>T L}TG Aut(r
vérifiant les conditions de transitivité usuelles. En prenant sections globales on
obtient une action a droite du groupe Aut(w) sur E. Il est facile a voir que
I'isomorphisme naturel £ ~ L, est compatible avec .

PROPOSITION 1.2.5.— Le foncteur précédent est une équivalence de catégories.

Preuve.— Nous allons esquisser brievement la construction d’un quasi-inverse.
Gardons les notations précédentes et posons G = Aut(w). Soit E un C-espace
vectoriel de dimension finie muni d’une action a gauche de (X, xg), ou, ce qui
revient au méme, d’une action a droite de GG. Considérons le faisceau constant
de C-espaces vectoriels Eg, qui est muni aussi d'une action a droite de G. En
prenant I'image directe par m on obtient une action a droite sur 7, E5. On peut voir
facilement que (7, E )})G est un systeme local de C-espaces vectoriels sur X et que le
foncteur E — (7. F5)¢ est un quasi-inverse du foncteur de 1.2.4. O

1.2.6. Exercice.— Démontrer en détail la proposition précédente.

L.2.7. Exemple.— (Diviseur a croissements normauz) Prenons 'espace affine
C" et soit Y la réunion des hyperplans de coordonnées. Soit X = C*" —Y =
(C*)™. Posons zp = (1,...,1) € X. On a un isomorphisme de groupes (X, xg) ~
m1(C*, 1)™ provenant des morphismes induits sur les groupes fondamentaux par les
projections coordonnées. Le groupe (X, z¢) est donc un Z-module libre de rang n,
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dont une base est {g1, ..., g, }, g; étant la classe d’homotopie du lacet v;: I—X dont
la composante k-ieme est constante égale a 1 pour k # j et la composante j-ieme est
lapplication ¢ € I +— exp(2wit) € C*. La donnée d’une représentation complexe de
dimension finie de 71 (X, z¢) est donc équivalente a la donnée d’un C-espace vectoriel
de dimension finie £ et de n automorphismes M, ..., M, € Autc(FE) commutant
deux a deux, M; étant I'action de g;.

1.2.8. Ezemple.— Dans la situation de 'exemple précédent prenons un j €
{1,...,n} et un @ € C, et considérons le Den-module & gauche M = Den/J ou J
est I'idéal a gauche engendré par les opérateurs

0 0
A N
Go KEE g o
ou k € {1,...,n}. Le module M est holonome et les composantes verticales de

sa variété caractéristique se projettent sur Y, donc M|x est un fibré a connexion
intégrable. Le faisceau L = Sol(M|x) s’identifie au sous-faisceau de C-espaces vec-
toriels de Ox, engendré par la fonction multiforme z§. La représentation complexe
associée a L est donc de dimension 1 et les M; de 'exemple précédent sont donnés
par:

My, = lidentité Vk # j, M; = multiplication par exp(2mic).

1.2.9. FExercice.— Dans la situation des exemples précédents, trouver explicite-
ment un Den-module holonome qui n’ait pas des singularités en dehors de Y et tel
que la représentation associée au systeme local de C-espaces vectoriels des solutions
sur X soit de dimension 2 avec

Mk:<é§’) kA1, Mlz(gg), M]:((l)})

B € C*. (Indication: Trouver une fonction multiforme avec les monodromies requi-
ses)

ProprosITION 1.2.10.—  Soit p : X—=Y un revétement fini étale d’espaces
topologiques et L un faisceau de C-espaces vectoriels sur X . Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

a) L est un systeme local de C-espaces vectoriels sur X .

b) p.L est un systéme local de C-espaces vectoriels sur'Y .
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Preuve.— Soit V un recouvrement ouvert de Y par des ouverts simplement
connexes. Pour tout V € V, p~1L est la somme disjointe d'un nombre fini de copies
de V. Le résultat est donc une conséquence de la proposition [.2.1 et du lemme
suivant. O

d
LEMME 1.2.11.— Soit V un espace topologique connexe, U = |_| U; la somme

i=1
disjointe de d > 1 copies de V', p: U=V Uapplication identique sur chaque copie et F
un faisceau de C-espaces vectoriels sur U. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) Fly, est un faisceau constant de C-espaces vectoriels sur U; pour chaque i =
1,...,d.

b) p.F est un faisceau constant de C-espaces vectoriels sur V.

d
Preuve.— a) = b)  Posons F; = F|y,. 1l est clair que p,F = @9’} et donc
i=1
il est constant.

b) = a) Soitip € {1,...,d} et x € U;,. Posons y = p(z) et p~(y) = {z1,..., 24}
avec x; € U; et ;) = x. On a par hypothese que (p,F)(V) ~ (p.F),. 1l existe donc
d d

un isomorphisme scindé @%(Ui) ~ @(fﬂ')m, d'ou F;,(Us,) ~ (Fiy ) et Fyy est un
i=1 i=1
faisceau constant de C-espaces vectoriels. [

1.2.12. Exercice.— Considérons le revétement p: x € C* +— p(z) = 24 € C* fini
et de degré d. Prenons comme point de base xqg = 1 € C*. Soit £ un systeme local
de C-espaces vectoriels sur C*, correspondant a une représentation complexe F de
dimension finie du groupe 71 (C*, 1) ~ Z. Décrire la représentation qui correspond
au systeme local de C-espaces vectoriels p,L en fonction de E.

I.3. Propriétés cohomologiques des systemes locaux

Dans cette section on supposera que les espaces topologiques sont séparés, lo-
calement compacts, localement connexes par arcs et localement simplement con-
nexes. On notera [ = [0, 1].

Commencons par rappeler la formule de changement de base.

ProrosiTiON [.3.1.— Soit f: Y—X wune application continue entre deux
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espaces topologiques, F un faisceau de groupes abéliens (ou d’espaces vectoriels) sur
Y, X' C X un sous-espace, Y' = f"HX') et f' = fly:: Y'—=X'. Alors, il existe des
morphismes canoniques:

R'f(Thy)—(RLI)|x

que sont des isomorphismes lorsque f est propre.

Preuve.— Voir [1]. O

LEMME 1.3.2.— 57 L est un faisceau constant de C-espaces vectoriels de sur
I, alors H'(I,L) =0 pouri > 1.

Preuve.— La cohomologie ordinaire de L sur I coincide avec celle de Cech.
Pour chaque entier n > 2 cosidérons le recouvrement ouvert de

La famille {U,},>2 est cofinale dans ’ensemble des recouvrements ouverts de I et
donc la cohomologie de Cech de £ sur I est la limite inductive en n des cohomolo-
gies de L par rapport aux recouvrements U,. Or, un calcul direct montre que ces
dernieres sont nulles en degré ¢ > 1. O

ProPOSITION 1.3.3.— Soit X un espace topologique. Notons p: X x [—-X la
premiere projection et oy: v € X +— (x,t) € X X I pourt € 1. Soit F un faisceau
de C-espaces vectoriels sur X x I tel que ses restrictions aux fibres de p sont des
faisceauz constants de C-espaces vectoriels. On a les propriétés suivantes:

1) Rip,F =0, Vi > 1.
2) Le morphisme d’adjonction p~'p,F—F est un isomorphisme.

3) Pour chaque t € I, le morphisme naturel p,F—o;, 'F est un isomorphisme.

4) Pour tout i > 0, le morphisme naturel H' (X, p,F)—H"(X x I,F) est un iso-
morphisme.

Preuve.— 1) D’apres la formule de changement de base 1.3.1 et le lemme 1.3.2
on a

(Rip*g):c = Hi(p_l(x)v EF) =0

pour i > 0 et x € X, d’ou le résultat.
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2) Pour z € X, le morphisme (p™'p.F) 41 —F (2 induit par le morphisme d’adjonc-
tion est isomorphe au morphisme naturel (p,J),—JF ;4 qui est encore isomorphe par
changement de base au morphisme de restriction I'(p~*(z), F)—F (5. Or, ce dernier
est un isomorphisme car F|,-1(,) est un faisceau constant de C-espaces vectoriels.

3) Le morphisme naturel p,F—o, 'F est la composition du morphisme d’adjonction
o; 'p~'p.F —0;'F avec I'isomorphisme canonique p,F = (poo;) " 'p.F ~ o7 'p~'p,T.
Il est donc un isomorphisme d’apres 2).

4) 11 s’agit d'une conséquence de 1), car la suite spectrale de Leray
H' (X, R/p.F) = HY (X x I, F)
dégénere. 0
PROPOSITION 1.3.4.— Soient f,qg: X—Y deux applications continues homo-
topes entre deux espaces topologiques. Alors, pour chaque systéme local de C-espaces

vectoriels L sur'Y il existe un isomorphisme® n: f1L—=+¢ 'L, naturel par rapport
a L, tel que le diagramme suivant est commutatif:

H* (X, f'L)
nat,

H (Y,L) =|H(X.n)

nat.
Y

H'(X,g7'L)

Preuve.— Soit H: X x I—Y une homotopie entre f et g. Posons F = H L.
Il s’agit d’'un systeme local de C-espaces vectoriels sur X x I et vérifie donc les
hypotheses de la proposition 1.3.3. D’apres loc. cit., 3) et avec les mémes notations,
les morphismes naturels p,F—o,'F ~ 7L et p,F—o;'F ~ g~'L sont des iso-
morphismes, d’ott I'isomorphisme 1: f~1L—=+¢ 'L cherché. La commutativité du
diagramme ci-dessus est une conséquence de la commutativité de

3Cet isomorphisme dépend de I'homotopie choisie entre f et g.
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H*(X,0,'F)
nat,

H (X x 1,F) =|H(X,n)

nat.
Y

H'(X,07'9)
qui résulte directement de la définition de 7. O

COROLLAIRE 1.3.5.— Soit f: X—=Y une équivalence d’homotopie entre deux
espaces topologiques et L un systéme local de C-espaces vectoriels sur Y. Alors le
morphisme naturel *: H*(Y, L)—H*(X, f~1L) est un isomorphisme.

Preuve.— Soit g: Y—X une inverse de f au sens homotopique, i.e. f o g est
homotope a 1y et go f est homotope a 1x. D’apres la proposition 1.3.4 il existe un
isomorphisme n: (f o g)"1L—=+L tel que le diagramme suivant est commutatif

(nat.)

H (X, o) Y H'(Y, g~ f L)

©* = H*(Y,n)

H*(Y, L) H*(Y,L)

Wiy

d’out 'injectivité de ¢* et la surjectivité de ¥*. De maniere analogue en utilisant le
fait que go f est homotope a 1x on démontre 'injectivité de ¢*. Par conséquent )*
et * sont des isomorphismes. O

COROLLAIRE 1.3.6.— Si X un espace topologique contractile et L un systeme
local de C-espaces vectoriels sur X, alors H'(X,L) = 0 pour tout i > 1.

1.3.7. Remarque.— La proposition 1.3.4 reste valable sous les hypotheses suiv-
antes: f,g: X—Y deux applications continues, H: X x I—Y une homotopie entre
f et g et L un faisceau de C-espaces vectoriels sur Y tel que la restriction de H L
aux fibres de la projection p: X x I—X est un faisceau constant de C-espaces
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vectoriels. Ceci s’applique notamment au cas suivant, qui est une généralisation du
corollaire 1.3.5 pour des faisceaux qui ne sont pas forcément des systemes locaux de
C-espaces vectoriels.

ProproOSITION 1.3.8.— Soit B un espace topologique contractile en un point
by, X un espace topologique et Y = B x X. Notons q: Y —X la deuxieme projection
et i1: X — Y Uimmersion fermée de niveau by. Alors pour tout faisceau L de C-
espaces vectoriels sur'Y dont la restriction aux fibres de q est un faisceau constant
de C-espaces vectoriels, le morphisme naturel ¢* : H* (Y, L)—H"(X, f~'L) est un
isomorphisme.

Preuve.— Soit Hy: B x I— B une homotopie qui réalise la contraction de B
sur by, i.e. Hy(b,0) = b, Hy(b,1) = by pour tout b € B. Considérons l'applicaction
continue H:Y x [—Y définie par:

H(b,x,t) :== (Ho(b,t), ).

Il s’agit d’'une homotopie entre 1y et ioq. Il est clair que H 'L vérifie les hypotheses
de la proposition 1.3.3 et d’apres la remarque précédente, il existe un isomorphisme
n: L = (i0q) L tel que le diagramme de la proposition 1.3.4 est commutatif. On
peut récopier la preuve du corollaire 1.3.5 pour en déduire le résultat. [

1.4. Faisceaux constructibles

Dans cette section X désignera un espace analytique complexe réduit arbitraire,
les strates de toutes les stratifications considerées seront connexes et vérifieront la
condition de frontiere, et tous les systemes locaux seront de rang fini.

La notion de faisceau constructible a été introduite dans [2, exposé IX], dans le
contexte de la topologie étale des schémas. La notion correspondante en Géométrie
Analytique Complexe a été étudiée dans [21, 11].

DEFINITION 1.4.1.— Nous dirons qu’un faisceau F de C-espaces vectoriels sur
X est constructible s’il existe une stratification analytique ¥ de X telle que F|s est
un systeme local de C-espaces vectoriels sur S pour chaque S € X. Dans ce cas
nous dirons que X est une stratification adaptée a F, ou que F est constructible par
rapport a .

1.4.2. Remarque.— Notons que si X est une stratification adaptée au faisceau
constructible F et si X est une stratification analytique plus fine que X, alors X’ est
aussi adaptée a F. En particulier, tout faisceau constructible ’est par rapport a une
stratification de Whitney (cf. [17, §5]).
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PROPOSITION 1.4.3.— 5@ F et G sont deux faisceauzr constructibles sur X et
w: F—G est un morphisme de faisceaux de C-espaces vectoriels, alors F ® G, F ®
G, Ker(g), Im(p), Coker(p) sont aussi des faisceauz constructibles sur X .

Preuve.— Soit ¥ et ¥’ des stratifications adaptées a F et G respectivement.
Prenons X" une stratification plus fine que X et >'. Il suffit d’appliquer la proposition
[.1.9 aux restrictions des faisceaux a chaque strate de . [

COROLLAIRE 1.4.4.— La catégorie des faisceauz constructibles sur X est une
sous-catégorie abélienne pleine de la catégories des faisceaux de C-espaces vectoriels.

PROPOSITION 1.4.5.— Considérons une suite exacte de faisceauxr de C-espaces
vectoriels sur X

0—F —-F—=F"—0.

Alors si deux d’entre eux sont des faisceaux constructibles (resp. par rapport a une
stratification ) le troisieme 'est aussi (resp. par rapport a la méme stratification).

Preuve.— La preuve se fait a partir de la proposition 1.1.11 de fagon analogue
a la proposition 1.4.3. O

L4.6. Ezemple.— Reprenons la situation de l'exemple 1.1.14. Posons Y =
{z € X | an(z) =0} = X — X' Ils’agit d’'un sous-ensemble fermé de X qui n’a que
des points isolés. Le théoreme d’indice de Malgrange [13] nous dit en particulier que
pour tout x € Y, Ker(P), et Coker(P), sont des C-espaces vectoriels de dimension
finie. Nous pouvons donc conclure que Ker(P) et Coker(P) sont des faisceaux
constructibles sur X par rapport a la stratification dont les strates sont X' et les
points de Y.

1.4.7. Fxemple.— Soit X C C un disque ouvert centré a l'origine. Posons
Y ={0}etj: U= X—-Y — X lnclusion de 'ouvert complémentaire. Con-
sidérons le faisceau des fonctions méromorphes a poles sur Y, Ox[xY] . Il s’agit
d’un D x-module holonome d’apres [18, §1.4]. Le faisceau Homqp, (Ox[xY],Ox) est
naturellement isomorphe a j;Cy; et les faisceaux ExtiDX (Ox[*Y], Ox) sont nuls pour
i > 1. Ceci peut se voir directement en utilisant la présentation O x[xY] ~ %,
ol z est la coordonnée locale de X centrée a l'origine et D est la dérivée par rapport
a z. En particulier le complexe Sol(Ox[xY]) est a cohomologie constructible. On
peut traiter de fagon analogue le cas du complexe de De Rham de Ox[xY]. En fait
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on a:

-) DRY(Ox[xY]) est (naturellement) isomorphe au faisceau constant de C-espaces
vectoriels Cx.

-) DRY(Ox[xY]) est supporté par I'origine et sa fibre & I'origine est un C-espace
vectoriel de dimension 1.

—) DR'(Ox[*Y]) = 0 pour tout i # 0, 1.

PROPOSITION 1.4.8.— Soit f: Y—X un morphisme entre deux espaces an-
alytiques complexes et soit F un faisceau constructible sur X. Alors f~1F est un
faisceau constructible sur'Y .

Preuve.— Soit X une stratification de X adaptée a F. Soit X’ une stratification
de Y telle que pour tout S € X3, f~1(S) est réunion de strates de ¥’. Prenons
S" e ¥ et soit S € X telle que f(S") € S. Posons g = fl|g: S’—S. Comme
(f7'F)|s = g7 (F|s), on peut appliquer la proposition I.1.13 pour conclure. O

COROLLAIRE 1.4.9.— S1 Y est un sous-espace analytique de X et F est
un faisceau constructible sur X, alors la restriction F|y est aussi un faisceau con-
structible sur'Y .

Dans le reste de cette section nous allons démontrer quelques propriétés fon-
damentales des faisceaux constructibles. La technique la plus souvent utilisée est
celle de dévissage dans les catégories dérivées concernées cf. I1.5.. Commengons
par énoncer une conséquence du premier théoreme d’isotopie de Thom-Whitney, sur
laquelle réposent les résultats qui suivent.

THEOREME 1.4.10.— (Trivialité et finitude topologiques des couples de Whit-
ney) Soit U C C" un ouvert et (X,Y) un couple de Whitney dans U, i.e. X etV
sont des sous-variétés analytiques lisses, connezxes et localement fermées de U telles
que ses adhérences dans U sont des sous-ensembles analytiques de U, X CY =Y et
(X,Y) sont deuz strates d’une stratification de Whitney (cf. [17, §5]). Alors pour
tout point xg € X, toute boule ouverte (resp. fermée) B centrée en xq de rayon
assez petit et tout point x € B N X assez proche de xq, il existe un nombre réel
€: > 0 tel que [inclusion dans B NY de [intersection de Y avec la boule ouverte
(resp. fermée) de centre x et rayon € < €, est une équivalence d’homotopie. De
plus, BNY a le type d’homotopie d’un complexe simplicial fini de dimension plus
petite ou égale a 2dim(Y).
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COROLLAIRE 1.4.11.— (Enoncé local) Awec les hypotheéses du théoréme
précédent, soit L un systéeme local de C-espaces vectoriels sur'Y et notons j: Y — U
Uinclusion. Alors on a les propriétés suivantes:

1) Pour tout point xy € X, toute boule ouverte B centrée en xo de rayon assez
petit et tout point x € BN X assez proche de wg, les morphismes naturels
H'(BNY,L)=H'(B,Rj.L)—(R'j.L),,1 > 0 sont des isomorphismes.

2) (R'j,L), est un C-espace vectoriel de dimension finie pour tout point v € X.

3) Le compleze (Rj.L)|x est borné et ses faisceauxr de cohomologie sont des
systemes locaux de C-espaces vectoriels.

Preuve.— Comme (R'j,L), est la limite inductive des H (B'NY, £) par rapport
aux boules ouvertes B’ centrées en z, la propriété 1) est une conséquence du théoreme
précédent et du corollaire 1.3.5. La propriété 2) est une conséquence de 1) et de la
finitude topologique (type d’homotopie d'un complexe simplicial fini) de B NY.
Voyons la propriété 3). Soit xo un point de X, B une boule ouverte centrée en z, de
rayon assez petit et W C X un voisinage ouvert de xy dans X tel que pour tout point
x € W et toute boule B’ centrée en x de rayon assez petit, I'inclusion B'/NY — BNY
est une équivalence d’homotopie. Considérons I'espace vectoriel (de dimension finie)
E =H'(BNY,L) et le morphisme naturel E—(R'j,L)(W). D’apres ce qu’on vient
de dire, ce morphisme induit des isomorphismes E ~ (R'j, L), pour tout x € W,
d’ott (R"5,L)|w est un faisceau constant de C-espaces vectoriels, isomorphe & Ey (cf.
remarque 1.1.5). Par conséquent, les faisceaux (R'j.L)|x,7 > 0 sont des systemes
locaux de C-espaces vectoriels sur X. [

COROLLAIRE 1.4.12.— (Enoncé global) Soit X un espace analytique com-
plexe, X2 une stratification de Whitney de X etT une strate de X2. Notons j: T — X
Uinclusion. Alors pour tout systeme local de C-espaces vectoriels L sur T, le com-
pleze Rj.L est un compleze constructible (i.e., a cohomologie constructible) par
rapport a 3.

Preuve.— 1l faut démontrer que (R'j,L)|s est un systéme local de C-espaces
vectoriels pour toute strate S € X. Or, S étant fixée, cette question est locale en S
et en X, d’ou elle est une conséquence du corollaire précédent. O

14.13. Ezemple.— Soit X = C et T' = {0}. Soit F la représentation com-
plexe de dimension finie associée au systeme local de C-espaces vectoriels L sur
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I'espace pointé (C*,1) (voir 1.2.4). Notons M : E—F laction du générateur “posi-
tif” de m1(C*,1) (voir 'exemple 1.2.7). Alors on a des isomorphismes canoniques
(R%,L)0 ~ Ker(M), (R*j.L)¢ ~ Coker(M) et R'j,L =0sii> 2.

ProposITION 1.4.14.— (Dévissage des faisceaux constructibles) Soit F un
faisceau constructible sur X et ¥ une stratification adaptée a F. Alors, pour tout
x € X il existe un voisinage ouvert U C X de x tel que F|y admet une filtration
finie par des sous-faisceaux constructibles telle que les quotients succéssifs sont de
la forme oL avec o : S N U—=U linclusion (localement fermée), S € ¥ et L un
systeme local de C-espaces vectoriels sur SN U.

Preuve.— Comme la question est locale, on peut supposer que ¥ est finie et
z € S pour tout S € ¥. Prenons dans ce cas U = X. Nous allons procéder par
récurrence sur card(X). Si card(X) = 1, X est un espace connexe non singulier,
Y. = {X} et F est déja un systeme local de C-espaces vectoriels sur X. Supposons
le résultat vrai pour card(X) = e > 1. Si card(X) = e+ 1 prenons X, € ¥ une strate
ouverte de X. Onax ¢ Xj. Posons Y = X — X le fermé analytique complémentaire
et 7: Xog— X,1: Y — X les inclusions. On a une suite exacte

0—j1j ' F—F—ii 'T—0.

¥ =% — {X,} est une stratification de Y adaptée & i 'F et card(X’) = e. Par
I'hypothese de récurrence 7,i~'F admet une filtration finie oti les quotients succéssifs
sont de la forme (i o 7),(L) = i,(nL) avec 7: S — Y linclusion, S € ¥ et L un
systeéme local de C-espaces vectoriels sur S. Or, j7'F est un systéme local de C-
espaces vectoriels sur Xy, d’ou le résultat. O

PROPOSITION 1.4.15.— Soit X un espace analytique complexe, Y C X un
sous-espace analytique fermé, j: U — X [Uinclusion de 'ouvert complémentaire,
Y une stratification de Whitney de X telle que Y est réunion de strates et F un
faisceau constructible par rapport a . Alors les faisceauxr de cohomologie locale a
support R'T'y (F) et d’image directe R'j,j~'F sont des faisceaux constructibles sur
X par rapport a 3 pour tout i > 0.

Preuve.— Par le triangle de cohomologie locale a support (cf. 11.4.7)
RIy(F) — F — Rj.j~'F

il suffit de démontrer le théoreme pour I'image directe. C’est a dire, pour chaque
S € ¥ et chaque i > 0, on doit démontrer que (R’j,j~'F)|s est un systeme local de
C-espaces vectoriels, et ceci, étant un probleme local dans X, est une conséquence
de la proposition 1.4.14 et du corollaire 1.4.12. O
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THEOREME 1.4.16.— Soit U C C" un ouvert et K un complexe borné de
faisceauzr de C-espaces vectoriels sur U a cohomologie constructible par rapport a
une stratification de Whitney X de U. Alors pour toute strate S € X, tout point
xg € S et toute boule ouverte B centrée en xg et de rayon assez petit, on a que le
morphisme naturel RIU' (B, K)—XK, est un (quasi)isomorphisme pour tout x € SN B
assez proche de xg.

Preuve.— Remarquons que 'on peut se borner aux strates S € > qui sont
adhérentes a supp(XK), et que, dans ce cas, S C supp(X). Nous allons procéder
par récurrence sur dim supp(XK). Si dimsupp(XK) = 0 alors K est a support discret,
réunion de strates ponctuelles de ¥. Si .S € ¥ est contenue dans supp(XK) = supp(K)
alors S est un point x( et il existe une boule ouverte By centrée en zy telle que
By Nsupp(XK) = {zo}, et le théoreme est vrai pour toute boule B C By centrée en
Zg.

Supposons le théoreme vrai chaque fois que dim supp(XK) < d. Soit maintenant
dimsupp(¥) = d. D’apres I1.5., il suffit de traiter le cas ou I est un faisceau
constructible. Soient donc X un faisceau constructible, S € ¥ une strate contenue
dans supp(X) et xy € S. Comme la question est locale et grace a la proposition
[.4.14, on peut supposer que X = oL ot o: T — U est 'inclusion d’une strate
T € Y telle que S C T — T et L est un systeme local de C-espaces vectoriels sur 7.
On a un triangle

ol — Ro, L — K 1,

de complexes bornés a cohomologie constructible d’apres les propositions 1.4.3, 1.4.5
et le théoreme 1.4.11. Or, le support de X' est contenu dans la frontiere de T
d’ott dim supp(X’) < d et par ’hypothese de récurrence le résultat est vrai pour K'.
D’autre part, le théoreme 1.4.11, 1) nous fournit le résultat cherché pour le complexe
Ro.L. Le résultat est donc aussi vrai pour le premier terme du triangle 0,0, et la
preuve du théoreme 1.4.16 est terminée. 0

COROLLAIRE 1.4.17.— (Théoremes A et B pour les faisceaux constructibles)
Soit X un espace analytique complexe et F un faisceau constructible sur X par
rapport a une stratification ¥ de Whitney de X. Alors pour chaque strate S € X
et chaque point xy € S, il existe un voisinage ouvert connexe V de xq tel que les
propriétés suivantes sont vérifiées:

(A) Le morphisme naturel I'(V,F)—F, est un isomorphisme pour x € S assez
proche de x.

(B) H'(V,F) =0 pouri > 1.
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Preuve.— * La question, étant locale par rapport au couple (S, zg), est une
conséquence directe du théoreme 1.4.16. Notons que la connexité de V' résulte de la
propriété (A). O

1.4.18. Exemple.— Soit X C C un disque ouvert centré a l'origine, j: U =
X — {0} — X Tlinclusion de I'ouvert complémentaire et L un systeme local de
C-espaces vectoriels sur U. Alors H'(X, ;L) = 0 pour tout i > 0.

DEFINITION 1.4.19.— Soit X un espace analytique complexe et F un faisceau
constructible sur X . On définit 'ouvert de lissité de F, noté reg(F), comme l'ouvert
des points x € X pour lesquels il existe un voisinage ouvert V tel que, L|y est un
systéme local de C-espaces vectoriels. 1l est clair que reg(F) est le plus grand ouvert
de X dont la restriction de F est un systeme local de C-espaces vectoriels.

THEOREME 1.4.20.— Soit X un espace analytique complexe et F un faisceau
constructible sur X par rapport a une stratification de Whitney 3. Alors Z =
X —reg(F) est réunion de strates de ¥ de codimension plus grande ou égale que
1 et donc c’est un sous-ensemble analytique fermé de X dont toute composante
wrréductible est strictement contenue dans une composante irréductible de X .

Preuve.— Montrons que U = reg(F) est réunion de strates de X. Pour cela
on doit démontrer que si S € £, SNU # ) alors S C U. 1l est clair que toutes les
strates ouvertes S € ¥ sont contenues dans U. Nous allons procéder par récurrence
descendente sur dim(.S).

Si dim(S) = dim(X) alors S est une strate ouverte et elle est contenue dans U.

Supposons le résultat vrai si dim(S) > d+ 1. Soit maintenant S € ¥ une strate
de dimension d telle que SN U # (). Montrons que S NU est un fermé de S, d’on
par connexité on aura SNU =S et S CU.

Soit 2o € S un point adhérent & SN U. Notons X' = {T' € ¥ | 79 € T} et soit
X’ la réunion de toutes les strates de >'. Il s’agit d’un voisinage ouvert connexe de
xo dont ¥’ est une stratification (finie) de Whitney et S est la seule strate fermée. Si
T est une strate de ¥/ différente de S on a, par la condition de frontiere, S C T —T,
d’ott dim(7T') > dim(S) = d, T NU # (), et par 'hypothese de récurrence, T' C U.
Par conséquent, X' —S C U. D’apres le théoreme 1.4.17 il existe un voisinage ouvert
(dans X’) connexe Xy C X' de z et un voisinage ouvert (dans S) W C SN X, de

4A. Baran propose une démonstration de la propriété (A) pour les faisceaux constructibles,
indépendante de la propriété (B) et de la notion de stratification de Whitney. Elle ne fait donc
appel au premier theéreme d’isotopie de Thom-Whitney.
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xo tels que
['(Xy,F) — F, (1.1)

pour tout x € W.

Soit g la stratification de Whitney de X, induite par Y. Les strates de X
sont les composantes connexes des traces sur X, des strates de ¥'. Soit Sy € X
la composante connexe de S N Xy qui contient xy. Quitte a restreindre Xy et Xg
nous pouvons supposer que xg est adhérent a toutes les strates de Yy et que Sy est
la seule strate fermée, qui est donc contenue dans la frontiere des autres strates.
Posons Uy = U N Xy, Wy = W N Xo,Fo = Flx,, £ = ['(Xy,F) et soit ¢: Ex,—F
le morphisme induit par adjonction (cf. 1.1.2). Notons § = Ker(p), H = Coker(p).
Les restrictions de G et H a Uy et Sy sont des systemes locaux de C-espaces vectoriels
et, d’apres (1.1), on a Glw, = H|w, = 0, d’our par connexité

Sls, = Hls, = 0. (1.2)

Soit Ty une strate de ¥, différente de Sp. Elle est contenue dans Up. L’espace
Ty = ToNUy D Ty est connexe car Ty lest et Wy N Ty est non vide car zy est
adhérent a U NS, donc a Uy N Sp et 04 WonNUyN Sy C WyNTp. Les restrictions
de G et H a Ty C Uy sont des systemes locaux de C-espaces vectoriels et ses fibres
au-dessus de tout point de WyNTy sont nulles. Donc par connexité 9\% =K \T~O =0.
En particulier, les restrictions de G et H a T sont nulles pour toute strate Ty € 3
différente de Sy. Ceci, joint a (1.2), nous donne la nullité de G et H, par conséquent
Fo = F|x, est un faisceau constant de C-espaces vectoriels. De la, on déduit zy €

XoCUycCcUNS.

Nous avons donc démontré que U NS est fermé dans S et S C U. Ceci termine
la preuve du fait que reg(F) et Z = X — reg(F) sont réunions de strates de X.
Comme tous les strates ouvertes sont contenues dans reg(F), on a que Z est réunion
de strates de ¥ de codimension plus grande ou égale a 1. En particulier Z et X
n’ont pas des composantes irréductibles communes et la codimension de Z dans X
est plus grande ou égale a 1 en tout point. O

Le théoreme suivant nous dit que pour un faisceau de C-espaces vectoriels sur
un espace analytique, la propriété d’étre constructible est locale. Ce résultat jouera
un role tres important dans la preuve que nous donnerons du Théoreme de Con-
structibilité dans le chapitre 3.

THEOREME 1.4.21.— Soit F un faisceauz de C-espaces vectoriels sur X . Les
propriétés suivantes sont équivalentes:

a) F est un faisceau constructible.
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b) Il existe un recouvrement ouvert U de X tel que Fly est un faisceau con-
structible sur U pour tout U € U.

Preuve.— L’implication a) = b) est triviale. Montrons b) = a). On raisonne
par récurrence sur dim(X). Sidim(X) = 0 le résultat est clair. Supposons le résultat
vrai pour dim(X) < d. Soit X de dimension d + 1 et pour chaque U € U posons
Up = reg(F|y). Posons aussi Xy = reg(F). Il est clair que Xy N U = U, pour tout
U € U. D’apres le théoreme 1.4.20, X — X est un fermé analytique de dimension
< d. Par I’hypothese de récurrence F|x_x, est un faisceau constructible, d’ou le
résultat. O

Pour terminer cette section nous allons donner quelques compléments sur cer-
taines opérations des faisceaux constructibles qu’on utilisera dans le chapitre 3.

PropoOsSITION 1.4.22.—  Soit p: Y—X un morphisme fini d’espaces analy-
tiques complexes et F un faisceaur de C-espaces vectoriels sur Y. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes:

a) F est un faisceau constructible sur'Y .

b) p.JF est un faisceau constructible sur X.

Preuve.— Remarquons que le cas ou p est une immersion fermée est trivial.
Comme p est fini, p(Y') est un sous-espace analytique fermé de X et nous pouvons
donc supposer que p est surjectif. Dans ce cas il existe une stratification X de X
telle que pour tout S € X, pl,~1(5): p~'(S)—S est un revétement fini étale.

a) = b)  Soit A une stratification de Y adaptée a F. On peut raffiner ¥ et A
de fagon que pour tout S € X, p~(S) soit une somme disjointe de strates de A.
D’apres la proposition 1.2.10, (p|,-1(s))«(F|p-1(s)) est un systeme local de C-espaces
vectoriels sur chaque S € ¥. En appliquant la formule de changement de base 1.3.1,
on obtient la constructibilité de p,F.

b) = a)  On peut supposer que > est une stratification adaptée a p,F. D’apres la
formule de changement de base et la proposition 1.2.10, on a la constructibilité de F
par rapport a la stratification de Y dont les strates sont les composantes connexes
des images inverses par p des strates de . O

Si f:Y—X est un morphisme propre d’espaces analytiques complexes et F est
un faisceau constructible sur Y, un résultat général nous dit que les R' f,F sont des
faisceaux constructibles sur X pour i > 0 (cf. [21]). A part le cas ou f est fini, qui
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a été traité dans la proposition précédente, nous n’aurons besoin de ce résultat que
dans le cas particulier suivant

PROPOSITION 1.4.23.— Soit X un espace analytique compleze, Y = P1(C) x
X, p: Y=X la projection et F un faisceau constructible sur' Y = P1(C) x X tel
que le fermé analytique Z =Y — reg(F) est fini sur X. Alors les R'p,TF sont des
faisceaux constructibles sur X pour i > 0.

Preuve.— D’apres la formule de changement de base 1.3.1 et en passant par
une stratification ¥ de X telle que pour tout S € X, p|,-1(g)nz : p~1(S) N Z—S
est un revétement fini étale, on peut supposer que X est lisse et que Z est un
revétement fini étale de X. D’apres la proposition 1.4.21, la question est locale
sur la base X et donc il suffit de traiter le cas ou X est une boule ouverte de C",
Z CY =Pi(C) x X est une somme disjointe d'un nombre fini de fermés analytiques
Z1, ..., Zq isomorphes par p a X, F est un faisceau constructible sur Y tel que F|,
est un faisceau constant de C-espaces vectoriels et Fly_ 7 est un systeme local de
C-espaces vectoriels. Dans ce Cas, le couple (p: Y—X,F) est homéomorphe au
produit X x (ply, : Ya—{z},Fy,), Yo = p~'(z) = P1(C) x {x} pour tout z € X. La
proposition 1.3.8 nous donne des isomorphismes H (Y, F) ~ H'(Y,, F|y,) pour tout
i > 0et z € X. Pour conclure il reste & montrer la finitude de H'(Y,, ¥y, ), qui est
I’objet du lemme suivant. O

- LEMME 1.4.24.— Si G est un faisceau constructible sur P1(C) alors les espaces
H'(P1(C),9) sont des C-espaces vectoriels de dimension finie pour i > 0.

Preuve.— Soit U = reg(9) et Y = Py(C) — U le fermé complémentaire, qui
est un sous-ensemble fini. Notons j : U—P;(C),i : Y—P;(C) les inclusions et
L = j71G. Si G est a support ponctuel, i.e. L =0, alors G = 7,i7'G, H(P,(C),G) =
H0 Y,i719) @Sx et H (P1(C),9) = Hi(Y, i~1G) = 0 pour i > 0.

zeY

Supposons que le support de G est de dimension 1, i.e. £ 7% 0. On a le triangle
de cohomologie locale a support 11.4.7:

RIyG — G — Rj.L 15

ou RI'y§ et Ry, L sont des complexes de faisceaux de C-espaces vectoriels a coho-
mologie constructible concentrés en degrés 0 et 1. De plus, RI'y§ est a cohomologie
a support dans Y. D’apres I1.5., RI'(P;(C),RI'yG) est un complexe de C-espaces
vectoriels a cohomologie de dimension finie. Pour terminer il suffit de voir que
RI'(P;(C),Rj.L) = RI'(U, L) est aussi a cohomologie de dimension finie. Ceci peut
se voir par un calcul de Cech ou bien en tenant compte que U a le type d’homotopie
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d’un complexe simplicial fini de dimension 1. O

Chapitre 11
Catégories et foncteurs dérivés

On se propose dans ce chapitre de donner un formulaire des résultats de la
Théorie des Catégories Dérivées et des Foncteurs Dérivés qui peut servir de guide
au lecteur. Ce chapitre ne contient pas de démonstrations qui sont parfois de longues
vérifications (voir a ce propos [10, 8, 20, 12, 22]). Il est un complément naturel indis-
pensable a la théorie des D y-modules et des faisceaux constructibles. On suppose le
lecteur familiarisé avec I’ Algebre Homologique classique: catégories abéliennes, fonc-
teurs additifs et foncteurs exactes, objets projectifs et objets injectifs, complexes,
foncteurs “Ext” et foncteurs “Tor”, etc. (cf. [9]).

I1.1. Introduction

Une des motivations principales de 'introduction des catégories et des fonc-
teurs dérivés a été I'étude des formules généralisées de (bi)dualité en Topologie et
Géométrie. Partons d'un exemple classique et élémentaire. Soit k un corps et no-
tons Vect(k) la catégorie abélienne des k-espaces vectoriels. Considérons le foncteur
“dualité”:

Dy = Homy(—, k) : Vect(k)— Vect (k) (2.1)
qui associe a chaque espace vectoriel V' son dual V* = Hom(V,k) et a chaque
application linéaire u: V—W sa transposée u': W*—V*.

Il existe un morphisme de “bidualité”
Bdy, : Idvect () —— Dy 0 Dy, (2.2)
défini par

Bdi(V):v eV — Bdi(V)(v) € (V) (2.3)
Bdg(V)(v) : 0 € V' — 6(v) € k.

Le résultat qui résume la dualité au niveau des espaces vectoriels est le fait que
Bdy (V') est un isomorphisme si V' est de dimension finie. Autrement dit, le foncteur
Dy est une antiéquivalence de catégories si 1’on se restreint a la catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie et dont un quasi-inverse est lui méme. Ceci nous dit en
particulier qu’on peut “récupérer” les espaces vectoriels de dimension finie a partir
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de ses duaux ainsi que les applications linéaires entres ces espaces a partir de leurs
transposées. L’application du foncteur D, conserve donc toute l'information des
objets de départ, pourvu qu’ils soient de dimension finie.

Si 'on remplace k par un anneau commutatif arbitraire R et Vect(k) par la
catégorie des R-modules R-Mod, on dispose aussi d'un foncteur de dualité D =
Hompg(—, R) comme dans (2.1) et d’'un morphisme de bidualité Bdg défini de fagon
analogue a (2.2) et (2.3). Si M est un R-module libre de rang fini Bdg(M) est aussi
un isomorphisme, mais si M n’est pas libre, méme s’il est de type fini, Bdg(M)
n’est pas en général un isomorphisme. Examinons plus en détail le cas ou R = Z et
R-Mod est la catégorie des groupes abéliens 2b.

Considérons le groupe abélien M = Z/Zn avec n > 2. 1l est clair que Dz (M) =
Homy(Z/Zn,Z) = 0 et donc Bdz(M) = 0. Plus généralement, si M est un groupe
abélien de torsion, Dz(M) = 0 et donc, dans le passage M ~» Dz(M) il y a une
perte totale d’information.

Parallelement a ce phénomene, il y a une autre différence remarquable entre les
foncteurs Dz et Dy, k corps. Si

0-U3ZVIW—=0

est une suite exacte de k-espaces vectoriels alors la suite
* v * u? *
0 —-W"=V*"=U"—=0

reste exacte, i.e. le foncteur Dy est un foncteur exact. Or, la situation change pour
le foncteur D;. Par exemple, si I'on considere la suite exacte de groupes abéliens

0—-Z572%7]7n— 0

‘n-” étant la multiplication par n et v la surjection canonique, en appliquant D7 on
obtient une suite isomorphe a

0—-0—-Z5Z—0
qui n’est pas exacte, car la multiplication par n > 2 n’est pas surjective.

Ces deux phénomenes sont liés des fagon tres étroite. En fait si 'on part
du groupe abélien M = 7Z/Zn avant d’appliquer le foncteur Dz nous pouvons le
remplacer par le complexe

-1 0
L':..._)O_) Zi}Z_)O_)...’
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concentré en degrés —1 et 0, et puis appliquer Dz. Ceci nous conduit a un complexe
isomorphe a
—>O—>%£>i—>0—>

qui n’a de la cohomologie qu’en degré 1. Plus généralement si M est un groupe
abélien de type fini arbitraire et L' est une résolution de M par des groupes abéliens
libres de rang fini, appelons “dual dérivé de M”, noté RIDz (M), le complexe Homy (L', 7).
On peut voir que RDz (M) est un complexe qui n’a de la cohomologie qu’en degrés
0 et 1. Si M est libre (resp. de torsion) alors RDz(M) n’a de la cohomologie qu’en
degré 0 (resp. 1). Remarquons que le passage M ~~ L' ne représente aucune perte
d’information, car & partir de L' on recupere M : M =~ h%(L’). Dans le passage
L ~~ Homgz(L',Z) il n’y a pas non plus une perte d’information car L' est formé
par des groupes abéliens libres de rang fini et le morphisme de bidualité au niveau
de complexes

Bdz (L) : L'—Homy(Homy (L', Z), 7Z)

est un isomorphisme.

Dans cet approche il se pose alors les questions suivantes:

— l'indépendance, par rapport a la résolution libre L' choisie, de la définition de
RDy (M),

— la définition de 'action de RIDz sur les complexes de groupes abéliens, et non
seulement sur les groupes abéliens, pour pouvoir l'itérer,

— une bonne notion de morphisme qui permette remplacer M par une résolution
L’ dans la catégorie correspondante et qui nous fournisse un isomorphisme de
bidualité

M ~ RDz(RDz(M)).

— la définition de 'action de RIDz sur les morphismes, pour que RID; devienne
un foncteur,

La résolution ce ces problemes et d’autres liés a eux est I'un des buts de la
théorie des catégories et des foncteurs dérivés.

II.1.1. Ezxercice.— En théorie classique de groupes on définit le dua/l d’un
groupe abélien M de type fini et de torsion comme M* := Homgz (M, Q/Z). Etablir
le rapport entre cette définition et celle de RDy(M).

II.2. Les catégories des complexes d’une catégorie abélienne. Tri-
angles
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Dorénavant 2, B désignéront deux catégories abéliennes.

I1.2.1. Notations et rappels.— Un complexe d’objets de 2 est par définition
un couple ({C"} ez, {d%}nez) out les C™ sont des objets de A et les d7 : C"—C™ !
sont des morphismes dans 2 tels que d%odg_l = 0 pour tout n € Z. Nous utiliserons
les lettres C, D, E,... pour désigner les complexes. Par exemple, “le complexe C”
est une abbréviation de “le complexe ({C"} ez, {d¢}nez)”-

Si C, D sont deux complexes d’objets de 2, un morphisme de C dans D est
par définition une famille de morphismes n = {n" : C"—D"},cz de A telle que
d}yon™ = n"* o dy, pour tout n € Z. Avec la définition évidente de composition
de morphismes, on a la catégorie des complexes d’objets de 2, notée C(2). Notons
que C(2) est aussi une catégorie abélienne.

Le foncteur “translation” to: C(A)—C () est défini de la fagon suivante:

-) ta(C) := ({C"* '}z, {—di }nez) pour C objet de C(A).
=) ta(n) := {n""},ez pour n: C—D morphisme de C(2).

Le foncteur ty est un automorphisme de catégorie abélienne. On écrira souvent
C[m],n[m| a la place de t3(C), tj(n) pour m € Z.

Notons CT(2A) (resp. C~(A), C’(2)) la sous-catégorie abélienne pleine de
C(21) dont les objets sont les complexes C tels que C™ = 0 pour n < 0 (resp. pour
n > 0, pour n < 0 et n > 0). Le foncteur translation ty: C(21)—C(2) induit
aussi des automorphismes sur les catégories C* (), * = +, —, b, notés aussi ty.

Si X est un espace topologique et A x est un faisceau d’anneaux sur X, on notera
Ax-Mod (resp. Mod-Ax) la catégorie abélienne des A x-modules & gauche (resp. a

droite) et C*(Ag?)) (resp. C* (Ag?))) la catégorie C*(Ax-Mod) (resp. C*(Mod-Ax)).

La catégorie C () s’identifie naturellement a la catégorie C()°, en associant
a chaque complexe C dans C(2°) le complexe

Cop = ({Cp = C "} {de,, = dc"'}).

On a tger (C)op = ty' (Cop). Ceci permet aussi d’identifier la catégorie C*(A) (resp.
C™(A7), C* (A7) & C~(A)P (resp. CT(A), C*(A)™).

Si i € Z on définit le foncteur “cohomologie i-ieme”, noté h': C(A)—2A, de la
fagon suivante:

— h¥(C) := Ker(d)/Im(d5 ") pour tout objet C de C(2A)
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— h*(n) := morphisme induit par n°, pour tout morphisme n de C(2).

I1.2.2.  Suite exacte longue de cohomologie.— Notons que h' = h° o t}. Les
h' sont des foncteurs additifs non exacts en général. On a cependant la “suite

exacte longue de cohomologie” suivante: Si S = 0 — C' % C L Q" S0 est
une suite exacte d’objets de C(2), il existe une famille de morphismes {9"(S) :
hi{(C")—h"T1(C') }iez, naturelle par rapport aux morphismes de suites exactes, telle
que la suite

0'(S)

67“_1(;9) hi(c/) ’M hi(C) fﬁz hi(C”) 0" (S) hi—i—l(C/)

h* 1 (n)
o

est exacte.

11.2.3.  Homotopie.— Si 1n,& : C—D sont deux morphismes de complexes,
une homotopie entre 1 et £ est une famille de morphismes {s": C"—D""'}, 5 telle
que " — &M = d%’l o s" + 5" o d? pour tout n € Z. On dira que i est homotope &
&, noté n ~ &, s’il existe une homotopie entre les deux. La relation “étre homotope
a” est une relation d’équivalence entre les morphismes de C'(2() qui est compatible
avec la composition et ’addition.

On définit la catégorie des complexes d’objets de 2 modulo homotopie, notée
K (), comme la catégorie quotient de C'(2) par la relation d’équivalence ~. Ses
objets sont les mémes que les objets de C(2l) et ses morphismes sont ceux de C(2l)
modulo ~. Il s’agit d’une catégorie additive non abélienne en général. On définit
de la fagon évidente les sous-catégories additives pleines K*(2() C K (2) pour x =
+, —,b. Notons que le foncteur translation ty : C'(2A)—C(2) passe au quotient et
définit des automorphismes additifs de K*(2(), pour * = (), +, —, b, tous notés aussi
ty. De méme, les foncteurs “cohomologie” hi: C(2)—%2 passent au quotient et
induissent des foncteurs de K (2) dans 2, aussi notés h'.

Si X est un espace topologique et Ax est un faisceau d’anneaux sur X, on
notera K*(Ag‘?)) (resp. K*(Ag?))) la catégorie K*(Ax-Mod) (resp. K*(Mod-Ax)).

Les identifications naturelles au niveau des catégories de complexes nous four-
nissent des identifications entre K (A) (resp. KT (A?), K~ (A?), K"(2AP)) et
K ()7 (resp. K~ (), KT ()7, K*(A)°P).

I11.2.4. Cone d’un morphisme de complexes.— Soient C et D deux complexes
d’objets de 2 et 17: C—D un morphisme. On définit le cone de 1, noté c¢(n), comme

le complexe
N . dn n+1
c(n) = ({D eC +1}n€Z,{( 63 ﬁd"“ >} ) .
c nez
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Notons v(n): D—c(n), w(n): c¢(n)—CJ1] les morphismes évidents.

11.2.5.  Triangles distingués.— Un triangle de la catégorie K () (par rapport

a ty) est un diagramme du type

C—C'—-C"—C[1] = ty(C).

On a la notion évidente de morphisme de triangles et donc d’isomorphisme. On

utilisera souvent la notation C — C’ — C” =5 pour désigner les triangles.

Etant donné un morphisme de complexes 1 : C—D, on définit le “triangle

associé a n”, noté T,,, comme le diagramme de K ()

¢ 2 p Y ¢ () T2 o)

Nous dirons qu'un triangle de K (1) est distingué sil est isomorphe a un 7,,. Si

n,§:

C—D sont homotopes alors T}, >~ T¢.

La classe Ty des triangles (par rapport a ty) distingués de K (2A) vérifie les

propriétés suivantes:

(TR1)

(TR2)

(TR3)

(TR4)

Tout triangle isomorphe a un triangle distingué est distingué. Tout morphisme
C—C' dans K (2l) peut étre completé en un triangle distingué C — C' —

C” *L. Pour tout complexe C, le triangle
C 1o, C —0— C[1]
est distingué.

Le triangle C - ¢’ 5 ¢” 5 C[1] est distingué si et seulement si C/ —

c X C[1] i C'[1] D'est aussi.

Etant donnés deux triangles distingués T = C —— C’ AN ¢ Cl[1],
A  JLINY 5 UNLANY  VANLAN D[1] et deux morphismes f: C—D,g: C'—D’
tels que goa = bo f, il existe un morphisme h : C”"—D"”, non unique en
général, tel que (f, g, h) est un morphisme de triangles de T" dans T”.

Etant donnés trois triangles distingués 7 = C % €' -5 ¢ — C[1], T =
¢ -%D-—D LT =CcED— D' — C[l] il existe deux
morphismes f : C"—=D" g : D"—=D’ tels que (1¢,b, f) : T—T",(a,1p,g) :
T"—T' sont des morphismes de triangles et C” 2 D" —% D/ “led C"[1]

est un triangle distingué.
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SiC — C' — C" =5 est un triangle distingué de K (), on a une suite
exacte longue de cohomologie

=k (C)—h (C")—h(C")—h (C[1]) = KT (C)—--- .

Voici le rapport entre les suites exactes longues de cohomologie associées aux

suites exactes de complexes de C(2) et aux triangles de K(2). Si S =0 — C' s,
C % C” = 0 est une suite exacte dans C (), on peut définir de fagon évidente un
morphisme de complexes ¢: c(&)—C" tel que (ov(£) = net hi(w(€))oh'(¢) = §(S)
pour tout i € Z. D’apres le “lemme des cing”, tous les h*(¢) sont des isomorphismes.

On appelle catégorie triangulée une catégorie additive £ munie d'un automor-
phisme additif s et d’une classe de triangles par rapport a s, G, vérifiant les pro-

priétés (TR1)-(TR4).

Si (£,5,6) est une catégorie triangulée, on peut considérer sur la catégorie
additive oposée de £, £°P une structure naturelle de catégorie triangulée. Pour cela,
il suffit de considérer I'automorphisme s := 5% de £ et la classe de triangles de
£ (par rapport a 5°?) &° définie de la facon suivante: un triangle A % A" %
A" % 5P(A) de £°P appartient & G si et seulement si le triangle s71(A) & A” &
A" % 5(s71(A)) = A appartient & &. On appelle “catégorie triangulée oposée” de
(£,5,6), notée (£,5,6)?, la catégorie triangulée ainsi construite.

Un “O-foncteur covariant” de la catégorie triangulée (£, s, &) dans la catégorie
triangulée (£',s",&’) est un foncteur covariant additif £ : £—£ tel que s’ o F' ~
F os et F transforme les triangles de & dans des triangles de &’. Un “O-foncteur
contravariant” de (£,5,8) dans (£',s',&’) est un foncteur contravariant additif
F: £—£ tel que le foncteur covariant induit F': £2— £ est un J-foncteur covariant
de (£,5,6)% dans (£,5', &).

Notons qu’on a une identification naturelle entre les catégories (K (AP), toer, Towr)
et (K (), ty, To)?. Cette identification est en fait un “isomorphisme de catégories
triangulées” i.e. un J-foncteur inversible, dont 'inverse est aussi un 0-foncteur.

Un “foncteur cohomologique” covariant de la catégorie triangulée (£, s, &) dans
la catégorie abélienne 2 est un foncteur covariant additif H: £—%2 tel que si C' —

O — C" FL est un triangle de & alors la suite longue
- — H(s'(C)—H(s'(C") = H(s'(C")) = H (s (C)— - -

est exacte. On définit de fagon analogue les “foncteurs cohomologiques contravari-
ants”.
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I11.2.6. Exemple.—

a) Un foncteur additif covariant (resp. contravariant) entre deux catégories abé-
liennes F': A—DB induit naturellement un J-foncteur covariant (resp. con-
travariant) entre les catégories des complexes modulo homotopie, qui sera aussi
noté F': K(A)—K(B).

b) Le foncteur de cohomologie 0-ieme h°: K (2()—2l est un foncteur cohomologique
covariant.

c) Si(£,s,S) est une catégorie triangulée et C' est un objet de £, alors le foncteur
Homg(C,—) (resp. Homg(—,C)) est un foncteur cohomologique covariant
(resp. contravariant) de (£,s, &) dans b.

d) On définit le bifoncteur biadditif covariant
Hom®(—,—): C()? x C'(>A)—C(2b)
de la facon suivante:

— Si A et B sont des objets de C'(2), alors Hom®(A, B) est le complexe C,
ou

c" = H Homg (AP, B"*?)

PEZL
dt{p€Zvr a,} € C"— {p €L d"oa,+(—1)"ay, 10d} € C™TL.
— Si u € Homeayor (A, Aq), v € Homeg) (B, By), alors Hom®(u, v) est le
morphisme 77 donné par

" {peZ— o, —{peZ—v""Poaq,our}.

On vérifie que Hom®(—, —) passe au quotient et définit un bifoncteur additif
covariant de K (2() x K () dans K (b).

Si A est un objet de K () fixé, les foncteurs Hom®*(A, —): K(A)— K (2b) et
Hom*(—, A): K()?— K (b) sont des 0-foncteurs covariants.

e) Soit X un espace topologique et Ax un faisceau d’anneaux sur X. On peut
définir un bifoncteur biadditif covariant

Hom*(—,—): K(AY)? x K(AY\—-K(Zy)

comme dans d) en utilisant Hom 4, (—,—) a la place de Homy, (—,—). Ce
bifoncteur est aussi un d-foncteur en chaque variable.
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f) Dans la situation précédente, on définit le bifoncteur biadditif covariant — &3,
—: C(Ag?)) X C(A%))HC(ZX) de la fagon suivante:

— Si A est un objet C(Ag?)) et B un objet de C(Ag?)), alors A ®@% B est

le complexe €, ou

Cn = @(AP@AX‘BQ)

ptg=n

de(a®b) =d%(a) @b+ (—1)"a ® d(b), a€ AP, be B
— L’action sur les morphismes est I'action évidente.

On vérifie que — ®% — passe au quotient et définit un bifoncteur additif

covariant de K (Ag?)) x K (Ag?)) dans K(Zx). Ce bifoncteur est aussi un
O-foncteur en chaque variable.

I1.2.7.  Sous-catégories triangulées.— Une sous-catégorie pleine £ d’une ca-
tégorie triangulée (£, s, S) est dite sous-catégorie triangulée si elle additive, s induit
un automorphisme de £’ et si tout triangle de & dont deux des objets sont des objets
de £/, est isomorphe & un triangle dont les trois objets sont des objets de £'.

Soit A’ C 2 une sous-catégorie abélienne pleine stable par extension, i.e. si
0—- A — A — A” — 0 est une suite exacte d’objets de 2 avec A’, A” objets de
', alors A est aussi un objet de 2. Notons K3, () la sous-catégorie pleine de
K*(2) dont les objets sont les complexes C tels que h'(C) est un objet de 2’ pour
tout ¢ € Z, pour * = 0, +, —, b. 1l est clair que les Ky, () sont des sous-catégories
triangulées de K ().

Notons que les catégories triangulées
K ovon (A7), K qpon (A7), K o (A7), K 0 (A7)
sont isomorphes naturellement, en tant que catégories triangulées, aux catégories
Ko ()7, Kg(20)%, K5 ()7, Kby ()"
respectivement.
I1.2.8. Exemple.— Voici quelques exemples des catégories 21’ C 2 vérifiant les

propriétés précédentes:

— 20 = catégorie des espaces vectoriels sur un corps k, 2’ = catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie.
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— 2 = catégorie des modules sur un anneau noethérien R, ' = catégorie des
R-modules de type fini.

— A = catégorie des faisceaux de C-espaces vectoriels sur un espace analytique
X, A" = catégorie des faisceaux constructibles sur X. Dans ce cas on note
K (Cy) la catégorie K3, ().

— 2 = catégorie des D y-modules sur une variété analytique complexe X, A" =
catégorie des Dx-modules cohérents (resp. holonomes). Dans ce cas on note
s n(Dx) (resp. K (Dy)) la catégorie K3, ().

coh

— Plus généralement, 2 = catégorie des Ax-modules a gauche (resp. a droite)
sur un faisceau d’anneaux cohérents Ax sur un espace topologique X, A" =
catégorie des A y-modules a gauche (resp. a droite) cohérents. Dans ce cas on

note K (Ag?)) (resp. K, (Ag?))) la catégorie K3, ().

coh coh

I1.3. Localisation de catégories

Nous allons rappeler le procédé qui permet de passer d’une catégorie a une autre
en inversant formellement une classe de morphismes. Ce procédé est ’analogue de
la construction des anneaux de fractions. Nous n’allons pas nous placer dans une
situation tres générale, mais simplement celle qui conduit aux catégories dérivées
des catégories abéliennes via les catégories des complexes modulo homotopie. Dans
les sections qui suivent A’ C A désignéra une sous-catégorie abélienne pleine stable
par extensions.

Un quasi-isomorphisme dans K (2() est un morphisme u: C—D tel que hi(u)
est un isomorphisme pour tout ¢ € Z. Notons i la classe des quasi-isomorphismes
de K(2). On a les propriétés suivantes:

(FR1) Qi est stable par composition. Pour tout complexe C, 1¢ appartient a Qi.

(FR2) Si s: D'=D,u: C—D sont deux morphismes avec s € Qi, il existe deux
morphismes t: C'—C,v: C'—=D" avec t € Qi et uot = sowv. Méme propriété
avec les fleches renversées.

(FR3) Siwu,v: C—D sont deux morphismes, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe s € Qi tel que sou = sow.

(i) Il existe t € Qi tel que uot =vot.

(FR4) Un morphisme u appartient a Qi si et seulement si t(u) appartient a Qi.
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(FR5) Si C; — C, — C! — Cy[1],i = 1,2 sont deux triangles distingués et
s: C;—Cy, s': C;—C, sont deux morphismes de Qi tels que s’ ou; = ug o s il
existe s”: C{—Cj; dans Qi tel que (s, s, s”) est un morphisme de triangles.

(sat) Un morphisme u appartient a Qi si et seulement si il existe deux morphismes
a et b tels que a o u et u o b appartiennent a Qi.

On a aussi des définitions et des résultats analogues pour les sous-catégories
o (2A) de K ().

Une classe de morphismes d’une catégorie vérifiant les propriétés (FR1), (FR2),
(FR3) s’appelle “systeme multiplicatif”. Si cette classe vérifie (sat) on dit qu'elle
est “saturée”. Si la catégorie est triangulée et la classe vérifie aussi (FR4), (FR5)
on dit qu’elle est compatible avec la structure triangulée.

I1.3.1. Ezemple.— Si (£,8,8) est une catégorie triangulée et H : £—2 est
un foncteur cohomologique, alors la classe des morphismes u de £ tels que H(s'(u))
est un isomorphisme pour tout ¢ € Z est un systeme multiplicatif saturé compatible
avec la structure triangulée.

I11.3.2.  Construction des catégories dérivées.— Etant donnée C, E objets de
K (2) et deux diagrammes D =C & D % E, D' =C £ D' % E dans K (2), avec
s, 8" quasi-isomorphismes, nous dirons que D est équivalent a D', noté D « D', s'il
existe un autre diagramme du méme type D" = C Z D' E et deux morphismes
a: D"—=D,b: D"=D’ tels que (1c,a, 1g), (1¢, b, 1g) sont des morphismes de dia-
grammes. On peut voir facilement que «~ est une relation d’équivalence entre tels
diagrammes. On définit la catégorie dérivée de 2, notée D(2l), comme la catégorie
dont les objets sonts les objets de K () et si C, E sont deux complexes d’objets de
2(, un morphisme de C vers E dans D(2() est une classe d’équivalence par rapport
a v de diagrammes du type précédent. La composition et I’addition de morphismes
sont définies de la fagon suivante: soit D; = C 2D, BED,=E&D,3F
deux diagrammes du type précédent. D’apres la propriété (FR2), il existe des mor-
phismes s3: D3—Dq,u3: D3—Dsy avec s3 € Qi et tels que uy 0 3 = s 0 uz. La
classe d’équivalence du diagramme D3 = C *% Dy “*%* F| [Ds], ne dépend que
des classe [Dy] et [Ds]. Cette classe s’appelle “composition de [Ds] avec [D;]” et 'on
note [Ds] = [Dy] o [D4].

Soit D =C & D 5 ED = C E D Y E deux diagrammes du type
précédent. D’apres la propriété (FR1) (avec les fleches renversées), il existe des
morphismes v et t € Qi tels que t ou = v o s. Par la méme propriété, il existe des
morphismes v" et t' € Qi tels que v o s’ = t' o (t o u'), puis des morphismes u” et
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s" € Qi tels que (' ot)ou” = (' ov+v")0s”. La classe d’équivalence du diagramme

D' = C £ D" % E ne dépend que des classes [D] et [D']. Cette classe s’appelle
“somme de [D] et [D']” et 'on note [D"] = [D] + [D'].

La catégorie D(2) est donc une catégorie additive. Soit Qg : K (A)—D(2) le
foncteur qui est 1'identité sur les objets et qui a un morphisme u: C—D associe la
classe du diagramme C € C % D. Le foncteur Q9 est additif et transforme les
quasi-isomorphismes dans des isomorphismes. Grace aux propriétés (FR4) et (FR5),
la catégorie D(2() ainsi construite hérite d’une structure de catégorie triangulée en
prenant I’automorphisme induit par ty: K (2)— K (2(), aussi noté tg: D(A)—D(2)
et la classe des triangles: image essentielle par Qg des triangles distingués de K ().
Le foncteur Qg est un 0-foncteur qui vérifie la propriété universelle suivante

(U) Si £ est une catégorie (resp. additive, triangulée) et @' : K(2()—£ est un
foncteur (resp. additif, 0-foncteur) tel que Q'(s) est un isomorphisme pour tout
s € i, il existe alors un seul foncteur (resp. additif, d-foncteur) G: D(A)—£
tel que G o Qg ~ ('.

Le couple (D(21), Q) s’appelle “la localisation de K () par rapport au systéme
multiplicatif Qi”.

S$iS=0—C 5 C2C" -0 est une suite exacte dans C(20), on a vu dans
I1.2.5 l'existence d’un quasi-isomorphisme ¢: c(£)—C" tel que

¢S cLco Lo

¢ = Qu([€]),n = Qu([n]), n = Qu([W(&)]) o Qu([¢]) ™

est un triangle dans D(2(). En fait tous les triangles dans D(2) sont obtenus par ce
procédé, mais non ceux de K ().

La propriété universelle (U) appliquée aux foncteurs de cohomologie h?: K (2A)—2l
nous fournit des foncteurs de cohomologie de D(2() dans 2A, aussi notés h’.

La construction précédente s’applique également aux catégories K5, (). On
notera D3, () la sous-catégorie triangulée de D () dont les objets sont ceux de

(1), pour x = (), +, —, b. On peut voir que la localisation de K3, (1) par rapport
aux quasi-isomorphismes s’identifie de fagon naturelle avec Dg;, (21).

Les catégories triangulées Dayor (A%), Difyon (AP), Do (AP), Doy (AP) sont
isomorphes naturellement, en tant que catégories triangulées, aux catégories Dgy ()P,
Dy, (207, D, ()%, D, ()P respectivement.
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11.3.3. Exemple.—

— Si % = catégorie des faisceaux de C-espaces vectoriels sur un espace analytique
X, et A" = catégorie des faisceaux constructibles sur X, on note D’(Cx) la
catégorie Dy, (2).

— Si A = catégorie des Dx-modules sur une variété analytique complexe X,
et A" = catégorie des Dx-modules cohérents (resp. holonomes), on note
D:, . (Dx) (resp. D;(Dx)) la catégorie D3, ().

coh

— Plus généralement, si 2 = catégorie des A x-modules a gauche (resp. a droite)
sur un faisceau d’anneaux cohérents Ay sur un espace topologique X, et
A" = catégorie des Ax-modules & gauche (resp. a droite) cohérents, on note

. (Ag?)) (resp. D}, (Ag?))) la catégorie D3, ().

coh coh

I1.3.4. Ezercice.— Montrer que le foncteur évident I: A—D(2) qui associe a
chaque objet A le complexe qui coincide avec A en degré 0 et qui est nul en dehors
de 0, établit une équivalence de catégories entre 2 et la sous-catégorie pleine de
D (1) dont les objets sont les complexes C tels que h*(C) = 0 pour i # 0.

11.4. Foncteurs dérivés

Soit F': K5, (A)—K(*B) un O-foncteur covariant, par exemple le d-foncteur
induit par un foncteur additif covariant de 2 dans B. Un foncteur dérivé a gauche
(resp. a droite) de F' est un couple (R, F, ) (resp. (Ly F,n) ) ou

s Dy ()—D(B) (resp. L F: Dy (2A)—D(8))

est un J-foncteur covariant et £: Qg o F—Ry, F o Qg (resp. n: Ly F o Qg—Qpo F)
est un morphisme de foncteurs tel que si G : Dy, (2A)—D(B) est un J-foncteur et
¢ QpoF—GoQy (resp. 7': G oQy—Qxp o F) est un morphisme de foncteurs, il
existe un seul morphisme p: Ry F—G (resp. v: G—Ly F) tel que & = (o Qg) o
(resp. ' =no (roQy) ).

S’il n’y a pas danger de confusion, on écrira RF ou R*F (resp. LF ou L*F) a
la place de Ry F' (resp. Ly F).

On peut traiter aussi le cas des foncteurs contravariants en utilisant la “com-
mutation” des formations des catégories dérivées et catégories oposées.

I1.4.1. Exemple.— Si F': A—B est un foncteur exact, alors le foncteur induit
sur les catégories de complexes modulo homotopie, respecte les quasi-isomorphismes
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et RF (resp. LF') n’est rien d’autre que le foncteur induit par la propriété universelle
(U) entre les catégories dérivées, & étant I'isomorphisme de foncteurs qui exprime la
commutativité du diagramme correspondant (resp. n = £71).

11.4.2. FEumistence des foncteurs dérivés.— Nous allons donner des conditions
suffisantes pour 'existence des foncteurs dérivés covariants a droite. Les cas des
foncteurs dérivés a gauche et des foncteurs contravariants sont en quelque sorte
duaux de celui-la et sa formulation est laissée au lecteur.

Soit F': K5, (A)—K(B) un J-foncteur covariant. Supposons qu’il existe une
sous-catégorie triangulée J de K5, () vérifiant les propriétés suivantes:
(i) Tout objet de K3, () est la source d’'un quasi-isomorphisme dans un objet de
J.

(ii) Si C est un complexe acyclique de J alors F'(C) est aussi acyclique.

Alors le foncteur dérivé a droite (R, F, &) existe.

Ce résultat s’applique notamment dans le cas d’un d-foncteur F: K (2)— K (B)
induit par un foncteur additif covariant F': A—*B pour lequel existe une classe J
d’objets de 2 vérifiant les propriétés suivantes:

(ip) Tout objet de A s’injecte dans un objet de Jy.

(ip) Si0 — I" = I — I” — 0 est une suite exacte dans 2 et I’ € Jy, alors I € T
si et seulement si [” € J,.

(ilip) Le foncteur F' envoie les suites exactes courtes d’objets de Jy dans des suites
exactes courtes.

Dans ce cas le foncteur dérivé & droite (R F, &) existe. Si en plus on a la propriété

(ivg) F a dimension cohomologique finie, i.e. il existe n > 0 tel que h'(RTF(A)) =0
pour tout ¢ > n et tout objet A de A

alors le foncteur dérivé a droite (RF,§) existe.

I1.4.53. Exemple.— Soit X un espace topologique et Ax un faisceau d’anneaux
sur X. Soit € un objet de K_(Ag?)) et notons F' = — @5 C: K_(Ag?))—J{(ZX).

Si ’on prend J la sous-catégorie triangulée de K _(Ag?)) formée par les complexes de
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Ax-modules plats, on peut appliquer le “dual” du résultat précédent pour déduire
L
I'existence du foncteur dérivé a gauche (L™ F,n) que 'on notera — ®4, €: D_(Ag?))

L
—D(Zx). En fait, quand € varie on obtient un bi-0-foncteur — ® 4, —: D_(Ag?)) X
K _(A%))HD(ZX). On vérifie que celui-ci passe au quotient et définit un bi-0-

L D (ADY « D-(a®
foncteur — ® 4, —: D7 (A} ) x D”(AY)—D(Zx).

I1.4.4. Exemple.— Si F: A—B est un foncteur additif covariant exact a gauche
et la catégorie 2 admet suffisamment d’objets injectifs, alors le foncteur dérivé a
droite (R F, €) existe. En fait la suite de foncteurs {(h' o R"F)|y}i>0 coincide avec
la suite des foncteurs satellites de Grothendieck [9]. Ceci s’applique en particulier
quand:

1) f: X—Y est une application continue entre deux espaces topologiques, 2 =
Cx-Mod, B = Cy-Mod et 'on considere le foncteur “image directe” F' = f,:
(CX -MOdHCy-MOd.

Sien plus X et Y sont des variétés analytiques complexes, et f est analytique,
alors f, a dimension cohomologique finie et le foncteur dérivé a droite R f, :
D(Cx)—D(Cy) existe.

2) X est un espace topologique, Y C X est un fermé, 2 = B = Cx-Mod et
F =Ty est le foncteur “sections a support dans Y.

On rencontre souvent la situation suivante en théorie des D-modules.

Soit F': K3, (A)— K (B) un O-foncteur covariant, K3 (2() une sous-catégorie
de Ky () et F' = F| K& () Dans le cas ou les foncteurs dérivés correspondants

existent, il y a un morphisme naturel

ok

C: g[//F,—>R;[/F|D;*”(m)

On peut se questionner sur les conditions suffisantes pour que ¢ soit un isomor-
phisme. Voici une réponse utile dans un grand nombre de cas.

Supposons qu’il existe une sous-catégorie triangulée J de K3, () vérifiant les
propriétés (i), (ii) ci-dessus par rapport a F, et telle que J N K3 (2() vérifie les
mémes propriétés par rapport a F’'. Alors Ry, F' et Ry, F” existent et le morphisme

¢ est un isomorphisme.
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I1.4.5. Composition de foncteurs dérivés.— Une des propriétés caractéristiques
de la théorie des catégories et des foncteurs dérivés et la possibilité de donner une for-
mule pour la composition des foncteurs dérivés. En algebre homologique “classique”
un foncteur entre catégories abéliennes donne lieu a une suite de foncteurs liés par
une suite longue de cohomologie: ces sont les foncteurs satellites de Grothendieck
(loc. cit.). Le rapport entre les foncteurs satellites d'une composition de deux fonc-
teurs et les foncteus satellites de chaque foncteur n’est pas tout-a-fait explicite et se
fait via une suite spéctrale. Du point de vue des foncteurs dérivés la situation est
simple a comprendre. Un foncteur F' et un objet de 2 nous fournissent un complexe
RF(A). Donc toute formule de “composition” doit contenir des termes ot un fonc-
teur dérivé est appliqué a un complexe et non seulement a un objet de la catégorie
en question. Ceci a été déja mis en évidence dans I'Introduction, quand on parlait
des formules de bidualité.

Soient A, B et € trois catégories abéliennes, A" C A et B’ C B des sous-
catégories abéliennes pleines stables par extension,

F: Ky()—K(B), G: K5 (B)—K(€)

deux O-foncteurs covariants avec F(Ky () C Kn(B) et T C K5, (), 3 C

o (B) deux sous-catégories triangulées vérifiant les propriétés (i), (ii) ci-dessus.
Supposons de plus que F'(J) C J. Alors les foncteurs dérivés Ry, F, Ry G, Ry, (Go F)
existent et le morphisme naturel

)\: R;V(G o) F)—>R§/G o R*m/F
est un isomorphisme.

I1.4.6. FExemple.— Soit f: X—=Y, g: Y—Z deux applications continues
entre espaces topologiques et prenons A = Cx-Mod, B = Cy-Mod, € = Cz-Mod
F = f,,G = g,. On a un isomorphisme de foncteurs

A:R*(go f). > Rfg. o R f..

I1.4.7. Triangle de cohomologie locale a support.— Soit X un espace topolo-
gique, Y C X un fermé et U = X —Y l'ouvert complémentaire. Notons i: Y—X j:
U—X les inclusions. Soit Ax un faisceau d’anneaux sur X. Pour chaque complexe
C de D" (Ay) il existe des morphismes naturels par rapport a €

R'Ty(€)—C—R"j.(j7'C) (2.4)

provenant de I'inclusion I'y(€) C € et de I’adjonction C—j,(j71C).
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Soit € un objet de DT (Ax) et soit €—J une résolution injective. D’apres
I'injectivité, on a une suite exacte

0—-Ty(3d) —I—j.( ') —0,
qui nous donne un triangle
R'Ty(€) — € — R7j.(j7'€) =

prolongeant (2.4). On vérifie que ce triangle est indépendant de la résolution injec-
tive choisie et qu’il est naturel par rapport a €. C’est le “triangle de cohomologie
locale a support”.

I1.5. Foncteurs “way-out”

Dans cette section nous allons rappeler le lemme dit du “way-out functor” cf.
[10]. 11 s’agit de résultats essentiellement techniques qui permettent de ramener
les énoncés portants sur les complexes, aux énoncés correspondants sur les objets.
Ceci est largement utilisé en pratique et nous présente les catégories et les foncteurs
dérivés comme des outils tres puissants dans les questions de dévissage. Souvent,
des propriétés d'un foncteur agissant sur un objet en dimension d (par exemple,
un faisceau) se rameénent a des propriétés en dimension strictement plus petite que
d, non pas du foncteur agissant sur un objet, mais du foncteur agissant sur un
complexe d’objets. Sous des hypotheses convenables (voir le lemme du “way-out
functor” ci-dessous) ces dernieres propriétés se ramenent aussi a des propriétés du
foncteur agissant sur des objets.

Soit F': A—B un foncteur additif covariant et supposons que les hypotheses (ig),
(iip), (iiip) sont satisfaites. Il existe donc le foncteur dérivé RTF: D*(A)—D(*B)
qui vérifie la propriété suivante, dite du “way-out” (a droite),

(W-O) Pour tout n € Z, il existe m € Z tel que si C est un objet de D™ (2) avec
hi(C) = 0 pour i < m, alors h'(R"F(C)) = 0 pour i < n.

En fait dans ce cas on peut prendre m = n — 1. Il existe aussi la notion duale a
gauche.
On a le résultat suivant:

Lemme du “way-out functor”: Soit U, B deux catégories abéliennes, A’ C A, B’ C
B deux sous-catégories abéliennes pleines stables par extension,

F,G: D4 (2)—D(B)
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deux O-foncteurs covariants et soit p: F'—G un morphisme. On a les propriétés
suivantes:

1) Si p(C) est un isomorphisme pour tout objet C' de 2" alors p(C) est un isomor-
phisme pour tout objet C de Db, (). (Cette propriété ne fait pas intervenir
(W-0)).

2) Si p(C') est un isomorphisme pour tout objet C' de A’ et si F' et G sont “way-
out” a droite (resp. a droite et a gauche), alors p(C) est un isomorphisme
pour tout objet C de D, () (resp. de Dy (2)).

3) Si Jy est une classe d’objets de 2’ telle que tout objet de 2’ s’injecte dans
un objet de Jy, F' et G sont “way-out” a droite, et p(C') est un isomorphisme
pour tout C' € Ty, alors p(C) est un isomorphisme pour tout objet C' de 2.

4) Si F(C) € Dy /(B),* = (), 4+, b pour tout objet C de ', alors F(C) € Dy, (B)
pour tout objet C de Db, (B).

5) Si F est “way-out” a droite et F'(C) € D% (B),* = 0, +, b pour tout objet C'
de 2, alors F(C) € D% (B) pour tout objet C de D, ().

I11.5.1. Ezxemple.— Revenons aux questions de bidualité traitées dans 1'In-
troduction. Soit R un anneau commutatif et soit 2 la catégorie abélienne des
R-modules. Notons 2" la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les R-
modules de type fini. Supposons R noethérien. Dans ce cas, ' est une sous-
catégorie abélienne pleine stable par extensions. Considérons le foncteur dualité
Dr = Homg(—, R): A°P—2A. Il existe un morphisme de bidualité Bdg: lg—DgroDg
quinduit un morphisme Bdp: 1D§,(m)_>R+DR o R*™Dy. Notons que ﬁa;g(M) est un
isomorphisme si M est un R-module libre de type fini. En appliquant le lemme du
“way-out functor”, 2), 3) on obtient que Bdg est un isomorphisme de foncteurs.

I11.5.2. Exemple.— Soit F : A—B un foncteur additif covariant pour lequel
il existe une classe Jy d’objets de 2 vérifiant les propriétés (i), (iip), (iilp), (ivo)-
Alors le foncteur dérivé RE: D(A)—D(8) est “way-out” a droite et a gauche.

I11.5.3. Ezemple.— Soit X un espace topologique, Ax un faisceau d’anneaux

L
sur X et € un objet de Kb(Ag‘?)). Le foncteur — ®4, C: D_(A%))HD(ZX) est
“way-out” a gauche. De plus, s’il existe une résolution bornée A y-plate P—C, alors
il est aussi “way-out” a droite.

Une application importante du lemme du “way-out functor” est la formule de
projection:
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I11.5.4. Formule de projection.—

Soit f: X—Y une application continue entre deux espaces topologiques et Ay
un faisceau de Cy-algebres centrales, i.e. les sections de Cy commutent aux sections
de Ay. Supposons que les propriétés suivantes sont satisfaites:

a) Le foncteur f, est de dimension cohomologique finie.
b) Le faisceau Ay est cohérent et tout Ay-module cohérent admet localement
des résolutions finies par des Ay-modules libres de type fini.

Les propriétés précédentes sont satisfaites si f: X—Y est un morphisme de

variétés analytiques complexes et Ay = Dy-.

Notons Qx : K(Cx)—D(Cx), Qy: K(Cy)—D(Cy) les foncteurs de passage
au quotient.

D’apres a), il existe les foncteurs
Rf.: D(fAY)=D(A{), Rf.: D(Cx)—D(Cy).

Ils sont “way-out” a droite et a gauche et ils envoient des complexes bornés dans
des complexes bornés.

Soit D un complexe de D( f‘lﬂ(yg)) et soit D 2 J une résolution bornée f,-
acyclique. Le complexe Rf,(D) est quasi-isomorphe a f,(J).

Considérons les 0-foncteurs covariants suivants:
L
Fy:CeD (AY) — €@, Rf.(D) € D(Cy),
L
Gy: Ce D (A?) = RA(f '€ @14, D) € D(Cy).
Ces deux foncteurs sont “way-out” a gauche.

Soit € un objet de D_(.Agf)). En prenant une résolution Ay-plate P—C, et en
utilisant le morphisme de projection classique

P ®:‘ly f*(ﬂ)—>f*(f_1{]) ®;*1Ay g)a

on trouve un morphisme Fy (€)—Gy(€), qui est indépendant de la résolution P
choisie et qui est naturel par rapport a €. On a donc un morphisme de foncteurs

Ty . Fy—>GY
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appélé “morphisme de projection”.

Nous allons montrer que 7y (€) est un isomorphisme pour tout € dans D__,, (Agﬁl )).
D’apres le lemme du “way-out functor”, il suffit de vérifier que my(C) est un iso-
morphisme pour tout Ay-module a droite cohérent €. Or, la question est locale
sur Y. Soit V' C Y un ouvert sur lequel € admet une résolution finie par des Ay-
modules libres de type fini. Comme 7y (C)|y s’identifie a my (C|y ), tout le probleme
est réduit a démontrer que my (Ay ) est un isomorphisme, et ceci est immédiat, car

le morphisme de projection classique

Ay @3, foO] 1) — fulF T Ay @F-14, (Il5-10)))
est trivialement un isomorphisme.

On a donc trouvé un isomorphisme fonctoriel

L . L
Ty 1 € @ay RE(D) —— RE(fTI€ @f-14, D)

pour € objet de Dc’oh(A@) et D objet de Db(fflfl(yg)), appellée “formule de pro-
jection”.

I11.5.5. Exemple.— Comme corollaire de la formule de projection on a la com-
mutation du complexe de De Rham et des images directes de D-modules. Plus
précisement, soit f: X—Y un morphisme de variétés analytiques complexes et M
un complexe borné de D y-modules a gauche. Il existe un isomorphisme fonctoriel

DR( f M)[dim (V)] ~ Rf, (DR(M))|[dim(X)].

L
En effet, le terme & gauche s’exprime comme wy ®@p, Rfi(Dy_x ®p, M), et
d’apres la formule de projection

L L ., L L
wy @py Rfu(Dy—x @p, M) 2 Rf(fwy @p1p, (Dy—x @p, M))

L L L
mais flwy ®p-1p, (Dy—x ®ny M) ~ wy @p, M ~ DR(M)[dim(X)], d’ott le
résultat.
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Chapitre 111
Le théoreme de constructibilité

Dans ce chapitre nous allons démontrer le théoreme de constructibilité. La démons-
tration originale de Kashiwara [11] repose sur la théorie des équations aux dérivées
partielles. Celles que nous proposons ne fait appel qu’a la théorie des D x-modules.
Nous ramenons pour I’essentiel un théoreme de finitude des solutions d’un systeme
différentiel, le théoreme de constructibilité, a un théoreme de finitude pour les O x-
modules cohérents, le théoréeme des images directes par un morphisme projectif des
faisceaux analytiques cohérents [7]. Afin de faciliter la comprehension du lecteur
nous commencons par le cas d'une variable. La démonstration du cas général se fait
par récurrence sur la dimension a partir du cas trivial de la dimension nulle.

I11.1. Le cas de la dimension un

Soit X une variété analytique complexe de dimension 1 et M un D y-module
holonome. Le théoreme de constructibilité affirme que le complexe de De Rham
de M, DR(M), est a cohomologie constructible. Soit Y C X la projection sur X
des composantes verticales de la variété caractéristique de M. 1l s’agit d’un fermé
analytique propre et donc Y n’a que des points isolés.

LEMME II1.1.1.— Sous les hypothéses précédentes, pour tout point x € X 1l
existe un disque ouvert U C X centré en x et une bonne filtration F*N de N = M|y
constante en dehors du point x.

Preuve.— Si x € X — Y le résultat est clair. Suppossons que = € Y. Soit
U’ C X un disque ouvert centré en x tel que U' NY = {z}. Quitte a restreindre
U’ nous pouvons supposer que N’ = M|y admet une bonne filtration F*N’ sur
U’ avec FFN' = Dgc/)FON’,k > 0. Si N est a support {x} le résultat est trivial.
Supposons donc que le support de N’ est U’ tout entier. Soit z une coordonnée
locale sur U’ avec z(z) = 0 et soit £ le symbole principal de la dérivée par rapport
a z, 0. On a gr(Dy) = Op[¢]. Comme Ch(N') = T, (U’) U T, (U’), on déduit
que \/ anlg(n,, ) (gr(N})) = (2§). Par cohérence, il existe un disque ouvert U C U’

centré en x et un entier n > 1 tel que 2"¢" - gr(N) = 0,N = N'|y, i.e. pour tout
k > 0 et toute section locale s de F*N on a que z"0"s est une section locale de
FFn=1IN_ Or, 2z est une unité en dehors de = et F*N = Dg)FON,k > 0, d’ot
(F*N)|v—zp = (F"'N)|y—{z3.k > n — 1. Pour terminer il suffit de décaler la
filtration en prenant F*T" 1N, O
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D’apres le théoreme! 1.4.21 et le lemme I11.1.1 il suffit de démontrer la cons-
tructibilité dans le cas ou X est un disque ouvert de C centré a l'origine, Y = {0},
et M admet une bonne filtration F*M qui est stationnaire sur X* = X — Y ce que
nous supposerons désormais.

I1.1.2.  Réduction du local au global.— Sous les hypotheses précédentes, no-
tons j: X*—X,i: Y X les inclusions. La restriction j~'M n’a pas des singularités
et d’aprés le théoreme de Cauchy (voir exemple 1.1.14 ) le complexe j7'DR(M) est
un systéme local L concentré en degré 0. On a un triangle®:

i — DR(M) — i,i 'DR(M) -5 . (3.1)

La constructibilité de DR(M) est donc équivalente a celle du troisieme terme. Ap-
pliquons le foncteur RI'(X, —) & (3.1) pour obtenir un autre triangle de complexes
de C-espaces vectoriels:

RI(X,jiL) — RI(X,DR(M)) — RI(X,i,i 'DR(M)) = DR(M), — (3.2)

La constructibilité de i,i 'DR(M), et donc celle de DR(M), est une conséquence
du lemme II1.1.3 et du théoreme III.1.4 suivants.

LEMME II1.1.3.— Awec les notations précédentes, RI'(X, 1L) est un com-
plexe de C-espaces vectoriels a cohomologie de dimension finie. En fait, il est coho-
mologiquement nul.

Preuve.— 1l s’agit d’un cas tres particulier du théoreme 1.4.16, car celui-ci nous
dit que le morphisme naturel RI'(X, 5L) — (jiL)o = 0 est un quasi-isomorphisme
(voir I'exemple 1.4.18). O

THEOREME II1.1.4.— Sous les hypothéses de II1.1.2, RI'(X, DR(M)) est d
cohomologie de dimension finie.

Preuve.— Nous allons procéder en deux étapes. Dans la prémiere nous allons
étendre nos données de fagon “triviale” de X a C. Dans la deuxieme nous les
étendrons & Py (C) en faisant un travail local a I'infini (extension de Deligne).

Prémiére étape: Comme ;7'M est un fibré vectoriel & connexion intégrable et
X* C C* est une équivalence d’homotopie, nous pouvons étendre M en un fibré
vectoriel a connexion intégrable sur C*. Apres, on peut recoller avec M pour obtenir

'Dans ce cas il n’est pas nécéssaire d’invoquer ce théoréme, car les points de Y sont isolés et le
théoreme de Cauchy nous donne la constructibilité sur X — Y.
2Dans ce cas il s’agit en fait d'une suite exacte de complexes.
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un De-module holonome M tel que JV[] x =Met Jv[|<c* n’a pas des singularités. Par
le méme procédé, on construit une bonne filtration F *M de M qui prolonge celle
de M et qui est stationnaire en dehors de l'origine. Notons que RI'(C, DR(M)) ~
RI'(X,DR(M)) car on a les triangles déduits des triangles de cohomologie locale a
support cf. 11.4.7

N1 N N1 +1

RI(C,RIG(DR(M))) — RI(C, DR(M)) — RI(C*, DR(M)) -5

RI(X, RI4(DR(M))) — RI(X,DR(M)) — RI'(X*, DR(M)) -
et

— les deux premiers termes sont isomorphes vu que

RIG(DR(M)) et RIGW(DR(M))
sont nuls en dehors de 0 et ses fibres en 0 coincident,

— les deux derniers termes sont isomorphes vu que DR(M)|x = DR(M), que

DR(M)|c+ est un systeme local de C-espaces vectoriels et X* C C* est une
équivalence d’homotopie (cf. cor. 1.3.5).

Deuxiéme étape: Prenons un disque A C P(C) centré a l'infini et considérons
sur A* = A—{oo} = ANC la restriction de M, notée €. 11 s’agit d’un fibré vectoriel
a connexion intégrable sur A*. Son complexe de De Rham est un systeme local 8
et on a un isomorphisme de Da«-modules € ~ 8§ ®¢c Oa+. Prenons un point de base
o € A* et une base {ey,...,e.} du C-espace vectoriel 8,,. Soit A la matrice de
laction M : §,,—8,, du générateur positif du m;(A* zo) par rapport a cette base.
Soit ¢ une coordonnée locale en A avec ((o0) = 0. Considérons le Da«-module dont
le Oa--modules sous-jacent est O’y. et l'action des dérivations est donnée par:

0 08y 0s, 1
a—C'(Sl,...7Sr)—(8—C,...,8—C)+

ou B est I'unique matrice a coefficients complexes telle que exp(—2miB) = A et dont
les valeurs propres ont leur partie réelle dans l'intervalle [—1,0[. Notons ce Dax-
module par {O%.; B}. Les Da--modules € et {O%.; B} sont isomorphes car tous
les deux sont des fibrés vectoriels a connexion intégrable et ses systemes locaux de
sections horizontales (= ses complexes de De Rham) sont isomorphes (voir exemple
1.1.15). Considérons l'extension € de {O’.; B} dont le Ox-module sous-jacent est
le faisceau des fonctions méromorphes a poles a l'infini Oa[xoo|” et I'action des
dérivations est donnée par la méme formule (3.3). Il sera noté aussi {Oa[xoo|"; B}.
Le Da-module € s’appelle lextension de Deligne de & [3]. Il ne dépend pas, a
isomorphisme pres, de la base de §,, choisie et il a les propriétés suivantes:

(s1,...,5)B (3.3)
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1) &

A* ~ 8
2) € est un Da-module holonome.

3) Notons o: A*=A l'inclusion. Le morphisme DR/(E)—Ro.DR(€E) déduit de

1) est un quasi-isomorphisme.

4) La filtration {F¥€ = (7% - O’ }x>0 est bonne et constante en dehors de I'infini.
Plus précisément, F*E = Q(Ak) - FO&, pour tout k > 0.

La partie 1) est claire. Pour démontrer 2), 3) et 4) on peut raisonner par
récurrence sur le rang du fibré €. Sirg(€) = 1 on peut supposer que € = {Oa«; 5}
avec Re(f) € [~1,0[ et € = {Oa[*00]; }. Soit ¢: Dao—E le morphisme D -linéaire
défini par ¢(P) = P -1 pour tout opérateur différentiel P. On voit facilement que
q est surjectif et Ker(q) = DA(C% — f3), d’out la partie 2). Pour établir la partie 3)
remarquons que le morphisme indiqué s’identifie a 'inclusion verticale de complexes

0.8
O [x00] ag—>+< O [x00]
! ! (3.4)

j*OA* B ]*OA*

Or, le morphisme (3.4) est 1'dentité en dehors de I'infini. Pour terminer, il reste a
voir que c’est un quasi-isomorphisme au niveau des fibres a I'infini, mais ceci est un
calcul immédiat avec les séries en . La partie 4) est une conséquence de ’hypothese

sur Re((3), car on a toujours 'inclusion Q(Ak) cOA C(CF-Op et

q9") =0 -1=p(B-1)---(B-r+1)C", r=1

avec le coefficient de (~" non nul. Supposons que les propriétés 2), 3) et 4) sont
satisfaites si rg(€) < r — 1 et soit € un fibré a connexion intégrable de rang r sur
A*. Quitte a choisir une base adéquate, on peut supposer que & = {O%.; B}, ou

B est une matrice a coefficients complexes de la forme , |, dont les valeurs

B
propres, i.e. (3 et ceux de B”, ont leur partie réelle dans Uintervalle [—1,0[. On a
une suite exacte de fibrés a connexion intégrable sur A*

0—&={0a;0} 5 €L ={0xB"}—0
et une suite exacte de Da-modules

0— & = {Oa[x00]: B} 5 € B €7 = {Oa[x00] " B"} — 0 (3.5)
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ou ¢ désigne 'inclusion de la prémiere composante et p désigne la projection sur les
r — 1 dernieres composantes. L’hypothese de récurrence entraine donc directement
les propriétés 2) et 3) pour €. La propriété 4) pour € est aussi une conséquence de
I'hypothese de récurrence et du fait que la suite (3.5) est stricte pour la filtration F'*,
ie. FREM = p(FFE), FXE = € N i~ (F*E), pour tout k > 0. Nous déduissons des
propriétés 1), 2) et 3) que € est un Da-module holonome qui prolonge € et tel que
le morphisme naturel RI'(A, DR(€))—RI'(A* DR(€)) est un quasi-isomorphisme.

Nous pouvons recoller M avec M A= pour obtenir un Dp, (¢)-module holonome M tel

que M|c = M et DR(M) ~ Rr,DR(M), 7: C—P;(C) étant Dinclusion. On a donc
des isomorphismes

RI'(P,(C), DR(M)) ~ RI'(C, DR(M)) ~ RI'(X, DR(M)).

Or, J M peut étre muni d’une bonne filtration globale F*M en recollant celle de

M|a- et F* M et d’apres les suites de Spencer (cf. [6, chap. I, prop. 2.1.18]), M
admet une résolution finie par des Dp, (c)-modules de la forme Dp, (¢ ®0p, () F, avec

F module cohérent sur Op, (). La finitude de RI'(P;(C), DR(M)), et donc celle de
RI'(X,DR(M)), est une conséquence de la finitude de RI'(P1(C), DR(Dp, (¢) ®0,, ¢,
F)) (cf. IL.5.), mais

DR(Dpl ®O]pl((c) 35) = (wPI( (®) ®D[P (©) ‘Dpl ®O]pl(c) 35)[ 1]
— (wlpl((c) ®O]P1(([j) 9:)[_1]

et RI'(P1(C), we, () ®0,, (¢, F) est & cohomologie de dimension finie car we, () @0, o F
est un faisceau analytique cohérent sur IP;(C).

II1.1.5. Remarque.— Dans la preuve ci-dessus, pour démontrer la constructi-
bilité du DR(M) il n’est pas nécessaire de démontrer le théoreme I11.1.4 pour M.
En fait on peut démontrer ce théoreme pour JV[, ce qui évite la prémiere étape. De
la, on déduit la constructibilité de DR(M), donc de DR(M). La preuve que nous
allons donner dans le cas général suit cette démarche.

II1.2. Le cas général

Nous allons démontrer par récurrence sur dim(X) le théroreme de constructi-
bilité. Si dim(X) = 0 alors X est réduite a un point, Dy = Oy = Cxy = Cet M
est un C-espace vectoriel de dimension finie. Son complexe de De Rham s’dentifie
a lui-méme et il est donc trivialement a cohomologie constructible. Supposons le
résultat vrai si la dimension de la variété est plus petite que d > 1, et soit X une
variété analytique complexe connexe de dimension d et M un D y-module holonome.



o4

II1.2.1. Réduction du global au local, puis au semi-local.

LEMME II1.2.2.— Sous les hypothéses précédentes, pour tout point x € X 1l
existe un polycylindre ouvert U = D™ x Dy C X centré en x et une hypersurface
Z C U tels que

1) M|y_z est un fibré vectoriel a connexion intégrable.
2) La premiére projection p: U— D91 est finie sur Z.

3) N = M|y est muni d’une bonne filtration F*N constante en dehors du point
Z.

Preuve.— Soit Y C X le fermé analytique propre de X obtenu en projettant
les composantes verticales de Ch(M). La restriction de M a X — Y est un fibré a
connexion intégrable. Soit (U’;z1,...,24) C X une carte locale centrée en x telle
que N’ = M|y admet une bonne filtration F*N', F*N' = ®g€,) - FON' k> 0. Soit
Z" = {f(z2) = 0} une hypersurface de U’ contenant Y N U’. Si 7 : T*(U")—=U’
est la projection de l'espace cotangent, on a Ch(N') C Tp(U') U n~(Z'), d’'ou

f(2)& € \/anngr(DU,’z)(gr(N;)), i =1,...,d, & étant le symbole principal de la

dérivée par rapport a z;, 0;. Par cohérence, il existe un polycylindre ouvert U” C U’
centré en x et un entier n > 1 tel que "¢ gr(N") =0,i =1,...,d, N = N|yn, i.e.
pour tout k > 0, toute section locale s de F*N" et tout i = 1,...,d, on a que fm"0"s
est une section locale de F¥*"~!N. On procede comme dans la preuve du lemme
II1.1.1 pour conclure que N” est muni d’une bonne filtration constante en dehors
de 2" = ZNU"”. Pour terminer il suffit d’appliquer le lemme de normalisation
analytique: il existe un polycylindre ouvert U = D{™! x Dy € U” centré en x tel
que la premiere projection p: U—D{ ! est finie sur Z = Z" N U. 0

D’apres le théoreme 1.4.21 et le lemme I11.2.2, pour démontrer la constructibi-
lité de DR(M) il suffit de considérer le cas ott X est un polycylindre D?~! x D, et
M est un D x-module holonome vérifiant les propriétés 1), 2), 3) précédentes. Or,
dans ce cas l'inclusion X = D% x D, C X = D! x C induit une équivalence
d’homotopie entre les complémentaires de Z et donc M se prolonge en un D g-module
holonome M vérifiant aussi les mémes propriétés. La constructibilité de DR(M) est

équivalente a celle de DR(M) car le premier est la restriction du deuxiéme et tous
les deux sont des systemes locaux de C-espaces vectoriels en dehors de Z.

II1.2.3. Dévissage géométrique.—  Soit donc X = D1 x C, avec D C C
disque ouvert, M un Dx-module holonome et Z C X une hypersurface vérifiant
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les propriétés 1), 2), 3) du lemme II1.2.2. Nous pouvons aussi supposer que Z
“est loin de l'infini”. Notons U = X — Z et j: U—X,1: Z—X les inclusions.
D’apres la propriété 1) et le théoreme de Cauchy (voir exemple 1.1.15) le complexe
J'DR(M) ~ DR(j M) est un systéme local de C-espaces vectoriels L concentré
en degré 0. On a le triangle

L — DR(M) — i,i 'DR(M) =5 . (3.6)

La constructibilité de DR(M) est donc équivalente a celle du troisieme terme. Ap-
pliquons le foncteur Rp, a (3.6) pour obtenir un autre triangle de complexes de
faisceaux de C-espaces vectoriels sur Y = D1

Rp.jit — Rp.DR(M) — Rp,i,i 'DR(M) =5 . (3.7)
Comme p est fini sur le support de 7,i ' DR(M), on a
B (Rp,ii "DR(M)) ~ p,(F (i,i 'DR(M))),

pour tout j € Z. D’apres la proposition 1.4.22, la constructibilité du troisieme
terme de (3.6), et donc celle de DR(M), est impliquée par la constructibilité des
deux premiers termes de (3.7). Or, le deuxitme terme de (3.7) est isomorphe?
a DR(Rp.DR,(M)), et d’apres 'hypothese de récurrence, la constructibilité de
Rp.DR(M) est une conséquence du fait que Rp,.DR,(M) est un complexe de Dy-
modules a cohomologie holonome. On est donc réduit aux deux résultats suivants:

LEMME I11.2.4.— Awec les notations précédentes, Rp,jil est un complezxe de
faisceaux de C-espaces vectoriels sur'Y a cohomologie constructible.

THEOREME II1.2.5.— Avec les notations précédentes, Rp.DR,(M) est un
compleze de Dy -modules a cohomologie holonome.

II1.2.6. Réduction au cas projectif.— Nous allons donner les preuves du
lemme II1.2.4 et du théoreme II1.2.5 en étendant nos données convenablement au
cas global projectif p: Y x P;(C)—Y. On notéra un parallélisme remarquable
entre les deux preuves, ce qui n’est qu'un aspect partiel de la comparaison générale
entre les formalismes des coefficients discrets (p. ex. les faisceaux constructibles)
et des coefficients continus (p. ex. les D-modules cohérents) cf. [15]. Notons
X =Y x P(C), 7: X—X linclusion et p: X—Y la premiere projection. On a
poT =np.

311 s’agit de I’égalité entre le DR de I'image directe d'un D-module et 'image directe du DR
(cf. ex. IL5.5).
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Preuve du lemme I11.2.4.— On a Rp,jiL ~ Rp, R7.5L, mais d’apres le corol-
laire 1.4.12 ou si 'on veut, une variante de 'exemple 1.4.13, les R'7, 5L sont des
faisceaux constructibles lisses en dehors de Z U (Y x {o0}). Le lemme est donc une
conséquence de la proposition 1.4.23 et de IL.5.. U

Preuve du théoreme II11.2.5.— Nous allons procéder comme dans la preuve
du théoreme I11.1.4. Soit 21, ..., 241 des coordonnées sur le polydisque Y et z; la
coordonnée sur C. Soit A C P;(C) un disque ouvert centré a l'infini et prenons la
coordonnée ( = z;l sur A s’annulant au point de I'infini. Considérons sur Y x A* =
(Y x A)n (Y x C) la restriction de M, notée €. 1l s’agit d'un fibré vectoriel a
connexion intégrable sur Y x A*. Son complexe de De Rham est un systeme local
8 et on a un isomorphisme de Dy, a«-modules € ~ 8 ®¢c Oy xa+. Prenons un point
de base g € Y x A* et une base {ey,...,e,.} du C-espace vectoriel §,,. Soit A la
matrice de 'action M : §,,—8,, du générateur positif du 7 (Y x A*, xy) par rapport
a cette base. Considérons le Dy, a«-module dont le Oy, a+-module sous-jacent est
OF A~ et 'action des dérivations est donnée par:

0 881 asr 1

5o Ees) = (G G+ s 8B (3.8)
0 o 351 887_ .

82i~(317...75r> — (aZi,...,_aZi), Z—l,...,d—l

ou B est 'unique matrice a coefficients complexes telle que exp(—2miB) = A et dont
les valeurs propres ont leur partie réelle dans I'intervalle [—1,0[. Notons ce Dy, ax-
module par {0}, A.; B}. Les Dyya--modules & et {0} A.; B} sont isomorphes
car tous les deux sont des fibrés vectoriels a connexion intégrable et ses systemes
locaux de sections horizontales (= ses complexes de De Rham) sont isomorphes
(voir exemple

Considérons I'extension € de {0} A.; B} dont le Oy, a-module sous-jacent
est le faisceau des fonctions méromorphes a poles a l'infini Oy a[*x(Y x {o0})]”
et 'action des dérivations est donnée par la méme formule (3.8), qui sera noté aussi
{Oyxa[*(Y x {oo})]"; B}. Le Dyya-module € s’appelle lextension de Deligne de
€ [3]. Tl ne dépend pas, a isomorphisme pres, de la base de §,, choisie et il a les
propriétés suivantes

1) E|YXA* ~ 8
2) & est un Dy« A-module holonome.

3) Notons o: Y x A*—Y x A I'inclusion. Le morphisme DR5(€)—Rao.DR,(€)
déduit de 1) est un quasi-isomorphisme.
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4) La filtration {F¥€ = (7% - O} A} x>0 est bonne et constante en dehors de
linfini. Plus précisément, F¥E€ = Dgf)xA - FO&, pour tout k > 0.

La démonstration des ces propriétés se fait de facon tout-a-fait analogue au cas
d’une variable (preuve du théoreme III.l_.4). Nous pouvons recoller M avec My xax
pour obtenir un Dy-module holonome M tel que M|x = M, et d’apres la propriété

3), DR3(M) ~ R7.DR,(M), d'ou Rp,DR3(M) ~ Rp.DR,(M). Or, M peut étre
muni d’une bonne filtration globale F*M en recollant celle de M|a~ et F*M. D’apres
le théoreme des images directes des D-modules holonomes admettant des bonnes

filtrations globales par un morphisme propre cf. [14], le complexe Rp,DR7(M) est
un complexe de Dy-modules a cohomologie holonome, d’ou le théoreme. O

I11.2.7. Remarque.— Si M est un D x-module holonome, le complexe Sol(M)
est aussi un complexe a cohomologie constructible, car on a un isomorphisme Sol(M) ~
DR(M*). Par les méthodes précédentes, il est possible aussi de démontrer la “condi-
tion du support” [11], qui nous dit que la dimension du support du faisceau DR'(M)
est inférieure ou égale a dim(X') — @ pour tout ¢ > 0 (cf. [16]).
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