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Es una amarga experiencia, apenas creible, encontrarse a uno mismo hablan-
do en tiempo pasado de un entrafiable y querido compaiiero con quien se ha
compartido, durante los ultimos catorce afios, esta profesion tan absorbente
y tan fascinante de las Matematicas.

José Luis nacio en el afio 1949 en Miedes de Aragdn, un pueblecito proximo
a Calatayud, aunque su familia se trasladé enseguida a Zaragoza, que es la
ciudad de su infancia. Tenia la edad de moda entre el profesorado de nuestro
departamento.

En el umbral de los cuarenta, para la generalidad de las personas, la vida
va ha presentado sus asperezas y algunos de los drboles mas queridos han cai-
do en el entorno de nuestra existencia. Sin embargo, sus amigos no estdbamos
preparados para esta pérdida que es como hielo crudo que desdora el otofio
y como rayo que raja el tronco de la primavera. En palabras de otro de nues-
tros poetas:

Temprano levanto la muerte el vuelo,
Temprano madrugo la madrugada.

José Luis pertenece por derecho propio a la ciudad de las ideas y a uno de
sus barrios mas bellos y exquisitos, aquel en cuyo paisaje predominan las flo-
res de las matematicas. Cuando un matematico muere joven, sus trabajos pos-
treros suelen resultar los mas interesantes. En la obra matematica de José Luis
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se observa con nitidez una linea ascendente en la importancia de sus proble-
mas, en la calidad de sus soluciones y en la riqueza de su repertorio. Es por
esta razén que nadie puede imaginar el territorio que hubiera explorado en
una existencia mas dilatada.

Su vida ha sido corta, pero creo que ha sido una vida buena y fructifera.
Al evocar mis recuerdos y vivencias de estos afios, en los que hemos comparti-
do proyectos cientificos y universitarios, aficiones y trabajo, predominan so-
bre todo los innumerables ratos dedicados a nuestros problemas del Analisis
Armonico; las horas agradables dedicadas a estimar integrales singulares espe-
cialmente aviesas; a imaginar lo que pueda ser el espacio euclideo de dimen-
sién fraccionaria, proyecto que nos divertia mucho y cuya realizacion nos per-
mitiria interpolar las dimensiones en el problema de Bochner-Riesz. O cuando
alla en Princeton, por el afio 1974, nos convenciamos de que las acotaciones
LP de las integrales singulares resultaban mas convenientes consideradas como
acotaciones L? con respecto a los pesos adecuados. Idea que precisé brillante-
mente afios después con su notable «teorema de extrapolaciény.

Hasta 1ltima hora, las matematicas fueron para él una fuente placentera de
problemas interesantes y, finalmente, creo que un balsamo y un consuelo; co-
mo lo demuestra el trabajo que ha realizado durante sus meses de enferme-
dad, en el que aborda de nuevo uno de nuestros temas favoritos: la convergen-
cia de las sumas esféricas de las series y las integrales de Fourier.

En cierta manera fue un hombre afortunado. Gozé de unas oportunidades
excepcionales y tuvo las cualidades necesarias para sacar partido de ellas. Te-
nia también un carécter afable y generoso, muy adecuado para la colabora-
cion cientifica. El resultado fue una productividad extrema durante sus afios
en la Universidad Autéonoma. Era un expositor claro y elegante; un buen pro-
fesor. Quienes hayan asistido a sus seminarios o a sus cursos de doctorado y
licenciatura, no podran evitar la tristeza de saber que ya nunca volveremos a
verle junto a una pizarra, ni escucharemos de nuevo su interpretacion segura
y sosegada de la belleza lejana de las Matematicas.

Conoci a José Luis en la Universidad de Princeton, en el mes de septiembre
de 1974. Recién leida su tesis doctoral en la Universidad de Zaragoza, y recién
casado, obtuvo una beca que le permitid, en compaiiia de su esposa Amelia,
disfrutar de una estancia de dos afios en uno de los centros de mayor actividad
matemadtica del mundo. Este periodo fue decisivo para su carrera y supuso un
cambio importante en los temas y un giro en la calidad de su investigacion.
En la Universidad de Princeton desempefiaba yo mi primer trabajo como pro-
fesor, después de doctorarme en la Universidad de Chicago. Recuerdo aquel
tiempo como unos afios fascinantes. Habia una actividad enorme en diversas
areas y era dificil escoger entre varios seminarios interesantes. Me parece que
José Luis siguié con especial ahinco el dirigido por Stein, y se sintié en gran
parte fascinado por las exposiciones de Eli acerca de integrales singulares
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asociadas a curvas homogéneas, funciones maximales de medias esféricas y
teoria de Littlewood-Paley que, entre otros temas, constituyeron el objeto de
los cursos de Stein en aquellos afios, y que también son temas constantes en
los trabajos postreros de José Luis. Stein es un gran expositor. Sus clases tie-
nen a menudo la estructura de una sinfonia roméntica. Personalmente he sido
testigo de como un publico adulto, matematicamente hablando, ha seguido
con embeleso su calculo detallado de la constante de una féormula, cuyo valor
exacto era, por lo demads, irrelevante en la discusion general del tema. No es
extrafio que José Luis, cuya formacion consistia entonces en Analisis Armoni-
co abstracto, en grupos abelianos localmente compactos, con métodos suaves
de topologia general, se sintiese fascinado por el «andlisis duro» y decidiera
endurecer su repertorio.

Durante aquel afio hablamos muy a menudo de matemadticas. También se-
guiamos con interés la evolucion politica espafiola, junto con los otros miem-
bros del grupo hispano de Princeton. La conversacién de las reuniones de fin
de semana estaba, con frecuencia, llena de proyectos e intenciones de mejora
de nuestra universidad.

Recuerdo una tarde en la que me cont6 los detalles de los resultados de su
tesis doctoral: una delicada extension de los teoremas de distribucién unifor-
me al caso de grupos abelianos localmente compactos, en los que existe una
sucesién de subgrupos encajados. Tesis que publicé mas tarde en los Anales
de la Sociedad Matematica de Polonia. Conversdbamos en mi despacho que
estaba situado en la planta undécima de la torre de Fine Hall, y desde donde
se divisa perfectamente el bello colorido que presentan, en el otofio, los nume-
rosos arboles del campus de Princeton. Compartimos mis proyectos de enton-
ces para derrotar a los elusivos operadores de la sumacion esférica; una de cu-
yas piezas la habiamos preparado en colaboracién, C. Fefferman y yo, duran-
te el anterior verano. Este trabajo, que contiene una desigualdad con pesos
para la transformada de Hilbert y que fue publicado en Studia, es uno de los
articulos mas citados por José Luis en su bibliografia posterior.

En el verano de 1975 volvié a Espafia y en el mes de diciembre obtuvo el
primer puesto en la oposiciéon convocada para cubrir dos plazas de Analisis
Matematico. Entre la Auténoma y la Complutense escogio a esta ultima, por
razones que creo evidentes en aquellos afios. Volvié a Princeton en el mes de
enero de 1976, en donde residio el resto del curso académico. 1976-77 fue su
afio en el Departamento de Teoria de Funciones de la Universidad Complu-
tense. Pronto pidi6 el traslado a Zaragoza en donde desempefio la catedra
(agregacion) hasta el afio 1981, y desarrolld una actividad enorme; tanto en
la consolidacion de su nueva linea de investigacion (fundamentalmente la ex-
tensién al caso vectorial de la Teoria de Calderén-Zygmund), como en la di-
reccion de tesis doctorales, contando con cuatro y hasta cinco alumnos al mis-
mo tiempo. Sus esfuerzos por elevar el nivel cientifico del departamento de
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Matematicas de la Universidad de Zaragoza, deben tener dificil parangén en
la historia de esa universidad.

Durante el curso 1977-78 nos volvimos a encontrar en un congreso funda-
cional del grupo espaiiol de Andlisis Armdnico que tuvo lugar en Segovia. De-
bo decir que yo gozaba de un permiso de la Universidad de Princeton y que,
después de una oposicion y un traslado, habia ocupado la plaza que dejé va-
cante José Luis en la Universidad Complutense. Aquella fue una época espe-
cialmente estimulante para mi, habia logrado demostrar una vieja conjetura
de A. Zygmund y tuve la oportunidad de exponerla en el congreso organizado
en el verano de 1978 en la localidad de Williamstown. Por primera vez en la
historia del Anélisis Armoénico, un congreso de la categoria del de Williams-
town contaba con una nutrida representacion espafiola; con ponencias intere-
santes y una conferencia plenaria. Es esta una realidad que se ha ido consoli-
dando desde entonces y a la que José Luis ha contribuido de manera impor-
tante.

La conferencia dada por John Gilbert, en la que expuso la teoria de factori-
zacion de Nikishin, fue una revelacion del congreso que impresiond especial-
mente a José Luis quién, de vuelta a Zaragoza, logré entender, simplificar y
potenciar las ideas de Nikishin y Maurey y conectarlas con sus trabajos sobre
integrales singulares. El resultado lo hemos visto crecer desde entonces, hasta
convertirse en un instrumento al que José Luis ha sacado registros exquisitos
que han vencido a varios problemas clasicos del Analisis Armonico.

Durante las tres semanas que duro el congreso, tuvimos tiempo de conver-
sar acerca del empefio de crear en Espafia un departamento moderno de Mate-
maticas; reuniendo a la gente capaz de dirigir proyectos de investigacion y con
una docencia racionalizada donde, por ejemplo, cambiar de asignatura no
provocase traumas de posesion territorial. Nuestra comun experiencia en la
universidad espafiola nos habia sensibilizado al respecto. Para mi, ademas,
era el momento de tomar una decisién importante: la de volver a Espaiia o
permanecer en los Estados Unidos.

En el afio 1980, ya en la Universidad Autonoma de Madrid, comenzamos
a llevar a la practica algunas de estas ideas foquistas. Un famoso decreto de
plantillas minimas nos permitié dotarnos de algunas catedras. De comun
acuerdo con otros compaifieros del departamento le llamé a Zaragoza para
ofrecerle la posibilidad de trasladarse a nuestra universidad y convencerle de
que asi lo hiciera. José Luis mostré un gran interés, pero por motivos diversos
(acababa de adquirir un apartamento en Zaragoza, por ejemplo) no podia ase-
gurarme su decisidn.

El lunes 23 de febrero de 1981 fue nuestro orador invitado en el seminario
del departamento. Para festejar su visita, mi esposa y yo habiamos organiza-
do una pequeifia fiesta en casa con los participantes en el seminario. Cuando
José Luis se presentd, algo despistado, a la hora convenida de las siete de la
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tarde, estdbamos escuchando por la radio las lamentables noticias del asalto
al Congreso de los Diputados.

En contra de muchos prondsticos, José Luis estaba en nuestra universidad
al comienzo del curso académico 1981-82. A pesar de que la vida académica
no es siempre todo lo agradable que pudiera, creo que él se ha encontrado a
gusto en nuestro departamento, siendo estos afios uno de nuestros valores mas
sélidos. Pero también hay que decir que este periodo ha sido fundamental pa-
ra su obra, y que el matematico en ciernes que gand la catedra de la Complu-
tense con solo tres articulos, ha publicado, en las mejores revistas, mas de
veinte entre 1982 y 1988. Muchos de ellos largos y llenos de andlisis duro. Ha
colaborado con otros miembros del departamento; especialmente con J.
Garcia-Cuerva, con quién ha publicado una monografia que es ya una refe-
rencia obligada del Analisis Armdnico contemporaneo y ha colaborado tam-
bién con otros conocidos analistas, tales como R. Coifman y P. Jones, de la
Universidad de Yale, y M. Christ de UCLA.

José Luis esta generalmente considerade como uno de los mejores matema-
ticos espafioles de esta década; la primera en la que puede hablarse de la exis-
tencia de buenos matematicos espafioles, como regla, y no como excepcion.
Es también un figura del Andlisis Armoénico. En los dltimos afios ha sido invi-
tado como uno de los conferenciantes principales en los congresos mas impor-
tantes del area. En el verano de 1986 tuvo lugar una reunion de la élite del
Andlisis de Fourier, en ese maravilloso palacio de las matematicas que los ale-
manes tienen en la Selva Negra. Alli fui testigo de como José Luis se convirtid
en la estrella del congreso, tanto por el precioso resultado que expuso, como
por las citas de sus trabajos, hechas en las conferencias de otros participantes.
Para sus amigos es un consuelo saber que, al final de su corta vida, alcanzé
el reconocimiento que se merecia por parte de la comunidad matematica
mundial.

Para un analista armonico el objeto fundamental de estudio lo constituye
la transformacion de Fourier en el espacio R”

JO = e mdx, teR",
y su andloga periddica en el caso del toro T":
) = JTn e~ 2™g(x) dx, veZ".

La transformacion de Fourier tiene un buen comportamiento con respecto
a las simetrias del espacio euclideo subyacente y, entre otras, tiene la propie-
dad de convertir la operacidén de derivacion en multiplicacién y, reciproca-
mente, la integracion en divisién. Esta propiedad es responsable de la enorme
importancia del andlisis arménico en la teoria de las ecuaciones diferenciales
lineales. La transformada de Fourier resulta también un instrumento adecua-
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do para modelar la mecdnica cudntica y la teoria de la difraccion y desempefia
un papel importante en la teoria de la comunicacion.
(En qué sentido son ciertas las férmulas

f@ = [ T @d g = L™

¢De qué manera afectan el tamafio y la suavidad de una funcidn a su transfor-
mada de Fourier?
Muchos trabajos de analisis matemdtico estdn motivados por estas pregun-
tas. Para contestarlas se han creado teorias y operadores vicarios y auxiliares.
Entre los operadores mas importantes que pueden ser analizados con la
transformada de Fourier, destacan los Operadores Integrales Singulares que
aparecen al invertir los operadores diferenciales elipticos:

. Q) ' m
Tf(x) = lim j —x S =ydy, feCGR"
=0 Jiyize [V
donde © es una funcion homogénea de grado cero, cuya restriccion a la esfera
unidad es una funcién lisa de promedio nulo.
El ejemplo fundamental es la transformada de Hilbert:
Hf () = lim f(xy——y)

ad

dy, feCq(R).

Entre los operadores auxiliares hay que mencionar a las funciones maxima-
les y las funciones cuadrado o de Littlewood-Paley. La funcién maximal de
Hardy-Littlewood

1
m(Q)

donde Q designa a un cubo de R", define a un operador sublineal acotado en
los espacios de Lebesgue LP(R™), 1 < p < =, y satisface una desigualdad débil
en el espacio L'(R").

La funcion cuadrado més genuina fue introducida por Littlewood y Paley:
dada la serie de Fourier

Mf(x) = sup j | fO)| dy,
x3Q Q

f~ Zf"(y)eZWivx
se define

g(f)x) = [Z > flkyer=

2}1/2, I,,={k:2"<lkl<2n+l}
kel

Las normas L?, 1 < p < o, de g(f) y f son comparables. Este resultado es,
en realidad, una relacidon de L?-ortogonalidad entre funciones cuyo espectro
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de Fourier estd localizado en distintas regiones «diadicas» del espacio de fre-
cuencias, y ha sido extendido de diversas maneras tanto al caso no-periodico
como a dimensiones mayores. Sin embargo, el «caracter diadico» de la des-
composicion del espacio de frecuencias es fundamental para que resulte cierta
la equivalencia de normas |g(f)], ~ | f|,-

El paradigma fundamental de la Teoria de Calderéon-Zygmund puede ex-
presarse de la siguiente manera: la funcion maximal controla a los operadores
integrales singulares con la ayuda de la funcién cuadrado.

Una formulacion de este principio que resulta apropiada para analizar los
operadores de la sumacidn esférica, viene dada por la desigualdad siguiente:

®  [IT@PPe@ dx < G, () [ |/0IPIM* @] *dx, 1< p,s<w

donde T designa a un operador integral singular y la constante finita C, ,(7')
es independiente de las funciones fy w.

Esta estimacién es un caso particular de las llamadas desigualdades con pe-
so para las integrales singulares: para todo p, 1 < p < oo, existe una clase de
pesos A, tales que las integrales singulares estdn acotadas en los espacios
LP(w(x)dx), we Ap.

Uno de los mejores resultados obtenidos por José Luis Rubio consiste en
una demostracion constructiva, muy ingeniosa y notablemente sencilla, deno-
minada por varios autores el algoritmo de Rubio de Francia, del teorema pre-
viamente probado por P. Jones acerca de la estructura de las mencionadas cla-
ses de pesos A4,,.

Teorema (P. Jones-J. L. Rubio). weA, siy sélo si w es comparable a una
Sfuncion de la forma (Mw,)® - (Mw;)*® =P donde w,,w, son funciones local-
mente integrables y 6 es un nimero positivo menor que 1.

Este resultado y su método de demostracion dado por José Luis, han origi-
nado diversos teoremas llamados de extrapolacidon y otra perspectiva de la
dualidad entre los espacios H' y BMO. La desigualdad () produce automati-
camente estimaciones vectoriales para familias de integrales singulares. José
Luis cambid el sentido de la implicacién y observo como las estimaciones vec-
toriales dan lugar a desigualdades con peso. La monografia publicada en
North-Holland contiene una detallada exposicion de esta teoria.

La desigualdad (*) resulta también especialmente 1til cuando han de conside-
rarse en R", conjuntamente, varias transformadas de Hilbert unidimensionales
asociadas a distintas direcciones del espacio. Esto es precisamente lo que ocurre

e A
en el andlisis de los operadores de Bochner-Riesz (T, (&) = (1 — |£[H)% F(®),
a > 0) donde (*) permite reducir la acotacion de T, a la estimacion precisa del
crecimiento de la norma, respecto al nimero de direcciones involucradas, de
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la denominada funcién maximal de Kakaya. En este empefio se observé la im-
portancia de tener desigualdades unilaterales |g(f)|, < C,| f|, para ciertas
funciones cuadrado «no diddicas».

En el afio 1980 tuvo lugar un congreso de andlisis armdnico en la Escuela
Normal Superior de Pisa, al que asistid José Luis. En mi conferencia presenté
una demostraciéon de la acotacion:

[leNEPet dx < € [ |70)PIMe* 0] 2 dx,  1<s< o,

vélida para cualquier par de funciones f, w con una constante finita C; inde-
pendiente de ellas.
Aqui

gNW = [SIPS@P] BJ® =X, 97O

-y los {Q,]} constituyen una familia disjunta de cubos de R"” de igual tamafio
y lados paralelos a los ejes coordenados. En particular, la desigualdad ante-
rior implica la siguiente familia de estimaciones:

() e < Cplflp,  2<p<co.

Resulta, pues, natural preguntarse si (**) seguird siendo valida al sustituir cu-
bos por rectdngulos (paralelepipedos) de lados paralelos a los ejes, pero de di-
mensiones arbitrarias.

Entre los asistentes al seminario se encontraba mi gran amigo y excelente
analista Yves Meyer, a quién no logré convencer de la bondad de la conjetura.
Como al término del congreso no habiamos logrado encontrar ora la demos-
tracion, ora el contraejemplo, apostamos una botella de buen caldo. En el ve-
rano de 1983 José Luis obtuvo una preciosa demostracion del caso unidimen-
sional. Posteriormente Jean L. Journé, un alumno de Yves, logré demostrarla
para dimension arbitraria. El resultado es un bello teorema.

Teorema (Journé-Rubio de Francia). Sea {R;} una familia disjunta de «rec-
tdngulos» de R" de lados paralelos a los ejes coordenados. Sea el operador P,
definido por la formula

/\ ~
Pf® = X (O F®
¥ la funcion cuadrado
£ = [ ZIPSP |72

Entonces, para todo p, 2 < p < o existe una constante finita C, tal que
leNN, < Col flp> para toda funcion fe LP(R").
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Debo afiadir que cuando finalmente recibi mi premio, un excelente chateau,
pude decirle a mi amigo Yves que nunca dudé de mi triunfo, por cuanto conta-
ba con un poderoso paladin, José Luis Rubio, y, ademds, uno de sus mejores
hombres se habia cambiado a mi bando.

La teoria de las integrales singulares ha tenido diversas generalizaciones.
Una de ellas es el operador

R O

donde I': R~ R", n > 2, es una curva que pasa por el origen de coordenadas:
T'(0) = 0. Este objeto, denominado transformada de Hilbert a lo largo de la
curva I', aparece en el estudio de los operadores diferenciales parabdlicos y
en el analisis arménico de ciertos espacios de tipo homogéneo. Su teoria, aco-
taciones L, funciones maximales asociadas etcétera, ha sido desarrollada con
notable éxito por A. Nagel, E. Stein y S. Wainger, entre otros. En el afio 1986
colaboré con José Luis, y con el equipo de Madison, en demostrar que una
cierta condicion de curvatura era necesaria y suficiente para que el operador
H estuviera acotado en todos los espacios L?, 1 < p < . En el niimero de la
Revista Matematica Iberoamericana dedicado a Alberto P. Calderdn publica-
mos un trabajo que contiene el resultado siguiente: sea

I'={tv0): —o<t< +0}, 10)=7'0)=0

una curva de clase C! en el plano con las propiedades:

(@) ~v es biconvexa, es decir |y'(¢)| es decreciente en (— o, 0) y creciente en
(0, +o0).

(b) Existe una constante C > 1 tal que |v'(Ct)| = 2|v'(2)|.

(¢) 7 es equilibrada, es decir: existe una constante k£ > 1 tal que |v(k ™~ '?)|
< |v(—=1)] < |v(kt)| para todo ¢ > 0.

Teorema. Bajo las hipdtesis (a), (b) y (¢) acerca de la curva, la integral singu-
lar H y las funciones maximales M y H* estdn acotadas en LP(R?), 1 < p < .
Siendo

+

1 h
Mf(x) = sup o, |, |f(x —T'(@)| dt,

d
He = sup | | o F"”Tti'

Los detalles de la demostracion habian sido elaborados en varias sesiones de
trabajo celebradas en mi despacho, pero habia que hacer la redaccién final
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que fuimos dejando de un dia para otro. Se acercaba la fecha de su partida
para Yale, donde habia de permanecer durante todo un semestre, asi es que
decidimos pasar un domingo juntos, con las familias, en mi casa de Soto del
Real, y dedicar unas horas a redactar el articulo. Careciamos entonces de la
condicion (c) ya que creiamos que el resultado era cierto sin ella; de manera
que transcurrian las horas y las cuentas no cuadraban del todo; nos acercdba-
mos peligrosamente a la hora del almuerzo y la familia daba muestras de an-
siedad creciente; sin embargo, el teorema no acababa de salir. Finalmente,
cuando la presidn era insostenible, decidimos cortar por lo sano y nos inventa-
mos la condicidon que llamamos de equilibrio, que nos permitié acabar la escri-
tura y gozar de una tarde apacible. A los pocos dias descubrimos la hilarante
realidad de que (c) es también una propiedad necesaria.

He recogido tan solo una muestra de sus contribuciones al andlisis, pero
su produccién es mucho mds amplia y contiene bastantes gamas. Mas que
un luthier o un director de orquesta, José Luis fue un virtuoso que obtuvo
registros nuevos e insospechados de todos sus instrumentos. Algunos de sus
teoremas son muy dificiles, de una elaborada orfebreria, otros son compa-
rativamente faciles, una vez que uno estd en posesion de la idea adecuada,
pero ninguno de ellos es banal y en todos sus escritos encontramos una presen-
tacion elegante y exquisita. Sus amigos echaremos de menos sobre todo su
amistad, su cardcter afable y positivo, mas interesado en crear que en lamen-
tarse, sin complejos, y cuyo mayor defecto era su notoria incapacidad para
decir que no.

Si exceptuamos algunos casos aislados del pasado, puede decirse que las
Matematicas existen en Espafia desde mediados de los afios setenta. A ello han
contribuido fundamentalmente dos factores: la cantidad notable de espafioles
que han realizado estudios de doctorado en los mejores centros del mundo,
y las posibilidades que ha habido estos afios para recuperarles y ofrecerles
puestos en algunas universidades.

Aunque aun nos queda un largo trecho por recorrer, la region de las mate-
maticas ya presenta entre nosotros algunos frondosos bosques y caudalosos
rios, incluso contamos con varios picos de montafia. La pérdida de José Luis
entristece nuestro paisaje, pero estamos convencidos de que su semilla lo hard
reverdecer durante mucho tiempo.

Antonio Cérdoba
Marzo, 1988
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Dedicated to the memory of our friend José Luis Rubio de Francia

Introduction

The purpose of this work is to study the class of non-negative continuous
weak solutions of the non-linear evolution equation

ou
(1.1) a—t=A<p(u), xeR",0<t<T<K +oo.
Here the non-linearity ¢ is assumed to be continuous, increasing, with
©(0) = 0. In the case when ¢(u) is super-linear when u tends to + o, the cor-
responding study was carried out in [7] (and in the pure power case in [2], [6]
and [4]). Here, we treat the case when ¢() is sub-linear when u tends to + oo
(but not foo sub-linear, as we shall see below). In doing so, we complement
and extend (and make extended use of) some results of M. A. Herrero and
M. Pierre [12], who have studied the Cauchy problem for the equation

%=Au"’, 0<m<1,in R" X (0, ),
with any initial data f in L}OC(IE"). They prove that, given any such f, there
exists a unique (in an appropriate class) solution # to the Cauchy problem.
Moreover, in the case when m > (n — 2)/n, they establish a regularizing effect
from L, _to Ly, for the solution, exploiting the well-known Aronson-Bénilan
[1] differential inequality. It is known (see [5]) that for 0 < m < (n — 2)/n,
such a regularizing effect cannot hold.

Note that existence of solutions for arbitrary LIIOC(TR”) is in sharp contrast
with the super-linear case ([2], [4], [6], [7]) where, even to get existence for

finite time, growth conditions at infinity on the initial data are necessary.

11
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The quantitative assumptions on our non-linearity ¢ are

@) rew 1 u>0
12) e(u) a
’ n-2 ue'(u)
(ii) +a< 1—a, u>uy
n p(u) °

Assumption (i) is a global, scale invariant, polynomial growth for ¢, while (ii)
reflects sub-linearity for  large, but also reflects a power behavior larger than
(n — 2)/n for u large.

Under (1.2), we prove (Theorem 3.11) that any non-negative continuous
weak solution of (1.1) in R" X (0, T'), 0 < T < + has an initial trace u, as
t1 0, which is a locally finite Borel measure (in fact, only (1.2)(i) is needed for
this). We also establish the Llloc into L}, regularizing effect (Corollary 3.20).
Here, the full force of (1.2) is needed, since, without the left-hand side of
(1.2)(i)), this fails. At this point, there is a crucial methodological difference
with the work of Herrero and Pierre ([12]), since the Aronson-Bénilan ine-
quality [1] is unavailable to us, given our assumptions on ¢. We then prove
(Theorem 3.22), that given any locally finite, positive Borel measure u there
exists a non-negative continuous weak solution of (1.1) in R” x (0, ), with
initial trace p. Again, the left-hand inequality of (1.2)(ii) is needed here,
because of the work of Brézis and Friedman [5], which shows that for
o) =u™, 0 < m< (n— 2)/n, there is no solution with initial data the delta
mass. Moreover, the right-hand inequality in (1.2)(ii) is also needed, since
there are no growth restrictions on the measure p at . Finally, (Theorem 3.28),
we show that non-negative, continuous weak solutions of (1.2) in R” x (0, T),
0 < T < +, are uniquely determined by their initial trace. To show this,
we adopt techniques in [16], [12], [6], and [7]. This result may be somewhat
surprising, since such solutions verify no growth restrictions at infinity. A
corollary of these results (Theorem 3.33) is that any non-negative continuous
weak solution of (1.1)in R” x (0, T'), 0 < T < + o, with ¢ verifying (1.2) has
a unique extension to a solution in R” X (0, «). This again is in sharp contrast
with the super-linear case, where blow-up in finite time can occur.

Several interesting questions along the lines of this work remain. For instance,
one would like to be able to classify, if one does not assume the left-hand
inequality in (1.2)(ii), the class of «admissible» initial traces. Also, it would
be of interest to develop, assuming (1.2), the theory for the initial-Dirichlet
problem in finite cylinders, along the lines of [8]. Another important question
is whether, under (1.2), non-negative continuous weak solutions of (1.1), and
weak solutions of (1.1) are the same, as in the super-linear case ([9], [10]).
We hope to return to some of these questions at a later time.

All the solutions u# considered in this work are non-negative. We will
sometimes omit specific mention of this fact.
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2. Preliminary Results

In this section we collect some preliminary results that will be used throughout
the paper. Most of the proofs are omitted, since they are essentially contained
in [7]. We will work with continuous, strictly increasing ¢ on 0 < u < +o0,
that are positive on 0 < u < + o, with ¢(0) = 0. In this section we only impose
the growth condition

up') 1

2.1 O<a<g < —> O<u<o
p(u) a

and the normalization

2.2) e(1) =1.

When ¢ verifies (2.1) and (2.2), we say that ¢ € @,.
We say that u is a continuous non-negative weak solution of

2.3) %’;— =Ap(u) in QCR"H!

if u is continuous in Q, ¥ > 0, and (2.3) holds in © in the distribution sense.
Set B= {xeR™ |x — x| <r}, 7, < 1,, and let Q = B X (71, 73). Denote by
9,0 the parabolic boundary of Q, i.e., 3,0 = O\ (B X {,}).
Let pe@,,0<a <1, and let g e C(3,Q) be a given non-negative function.
Consider the boundary value problem

av_A() .
.4) B Ae@ in QO

v=g in 0,0

A function v(x, ¢) is said to be a weak solution of (2.4) in Q, if v e C([7;, 72];
LY(B)NL>(Q), v >0, and v satisfies the integral identity

2.5) j‘ J‘ |:¢(v) An + Uin—} dxdt
o ot

T2 a
= f j o(8) —a% do dt + j v(x, T, 1) dX — j g(x, T)n(x, 7,) dx
7, JOB B B
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for all smooth functions 5 on Q, which vanish on 8B X [7,, 7,]. Here 3/dN de-
notes the exterior normal derivative on 0B, and ¢ denotes the surface measure
on dB.

Lemma 2.6. Let u be a continuous non-negative weak solution of (2.3) in
Q C R" x R. Suppose that Q C Q, and let g = ul, 0 Then, u is a weak solu-
tion of (2.4) in Q. ?

The proof given in [2], Theorem 3.1 applies without changes.
We next need some maximum principles and approximation results.

Lemma 2.7. Let g,,8,€C(0,0Q), and let v\, v, be weak solutions of (2.4)
with boundary values g, and g, respectively. If 0 < g, < g,, then v, < v, in Q.

The proof given in [7], Lemma 2.3 applies verbatim.

Corollary 2.8. Let ge C(3,Q), g 2 0, and assume that v is a weak solution
of (2.4), and that v is continuous in Q. Choose G, € C*(R" x R) such that
g = Gk|apQ are strictly positive, g < 8.1 < 8> & & uniformly. Let
0r € C7(0, ), ¢ € Q,, ¢ — ¢ uniformly on compact subsets of [0, «). Let
Ui Solve v, /0t = Ay (vy) in Q, v = g on 3,Q. Then, each v € C*(0), and
v, — v uniformly on compact subsets of Q.

The proof is the same as the one of Corollary 2.1 of [7]. The next preliminary
result that we need is an extension of M. Pierre’s uniqueness theorem [16], to
our class of non-linearities @,. Again, the proof is given in [7], Lemma 2.12.

Lemma 2.9. Suppose that ¢ € ®,, and that u and v are continuous, non-
negative weak solutions of (2.3) in R" x (0, ©), n > 3. Suppose that

sup j [u(x, ) + v(x, )] dx < o,
Rn

t>0

and that u,ve L™(R" X [r;, ,]) for each 0 < 7, < 7, < +00. Suppose also
that

lim J [ux, t) — v(x, () dx =0
[Rn

tlo

for each ne Cy(R™). Then, u=v in R" x (0, T).

We now need some a priori estimates. Let 1/2 <r< p<2,8 = B, X (—r?,0],
R = B, x (—p?,0], where B, = {xe R™ |x| <r}.
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Lemma 2.10. Let u be a smooth, non-negative solution of the equation
ou/dt = Ap(u) in R, where ¢ € @,N C7[0, ). Then,

1 0
(211) ||u||L,°(S)SC{l +WJRJuPdth} ’

where C, p, 6, N are positive constants which depend only on n and a.

The proof of Lemma 2.10 follows from a variant of the Moser ([4]) itera-
tion technique, which is essentially given in [7], Lemma 3.1.

Corollary 2.12. Let u be a continuous non-negative weak solution of (2.3),
with ¢ in @,, in R. Then, (2.11) holds.

Proor. Corollary 2.12 follows from 2.6, 2.8 and 2.10.

3. Nonnegative solutions

In this section we establish the main properties of nonnegative continuous
weak solutions u of (2.3), in the strips S, = R” X (0, T), 0 < T < +, under
the assumptions (2.1) and (2.2) on the non-linearity ¢, together with the addi-
tional assumption

— 2 4
3.1) =2 .MM 0w,
n e(u)

where 0 < a < 1. If we also impose the normalization u, = 1, we say that
p€e®,. It is easy to see that (2.1) and (3.1) imply the existence of numbers
pev,Y, 0<p<1,0<v< +0,y>(n—2)/n which depend only on a, so
that, if o€ ®,,

@ o(u) < u, uzl
(3.2 (i) e)<u’, O<u<l
(iii) o) 2 u’, uzl

We will also need the following elementary estimate

—

» —[a'~* - b'7H], Ca>2

. f aw B
' Auf + Bu*
AR @ -, cas2,
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where 0 <8< pu<1,4>0,B>0, C=(B/A)* P and as usual = means
that the ratio is bounded above and below. (3.3) remains valid if 8 = u, pro-
vided A = B. Let now pu, v be as in (3.2), and define 8 = min {u, v}. Then,
0<pB<pu<l, and,

(3.4) o(u) < uP, O<u<l.

Following Herrero and Pierre ([12]), for any number 6, 0 <6 <1, and
Yy eS(R™), ¥ =0, we set

(3.5) Cy(¥) = “Rn |Ay|V@ -0y~ o/(1—9)]1—o.

Clearly Cy(¥) could be infinite, but, if C,(¥) < o, the same is true for
Co(’#xo,R), where, for x, e R", R > 0,

(3.6) Ve n 0 = ¢<£;—x°»> / R".

Moreover, once 3, u are fixed as above, we can find 0 < ¥ < 1,
supp ¥ C {|x| <2},

y=1on {|x| <1}, so that Cg(y) < +o, C,(}) < +o. (See the remarks
after (3.6) in [12].) We will fix such a ¢ for the remainder of the paper.

Our first lemma is merely a version of Lemma 3.2 in [12], in our con-
text.

Lemma 3.6. Let u be a continuous non-negative weak solution of (2.3) in
R"” x (0, T), with o€ ®,. Let 3, n be as in (3.3), (3.2) respectively, and let
Y € Co(R™) be such that A = Cg(¥) < +, B=C,(}) < +o. Let

0 - || 5
Let
1@y = |, utx, ¥ dx.
Then
3.7) IGUf@®) - G| <t —s| for 0<s,t<T.

Proor. By Corollary 2.8, the following formal calculation is justified.

J'@ = [ e, ) Ay (x) dx,
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and hence,

IS OI< [ _ et 0)|AY|dx + [ e(utx, 0)|Ay] dx
leu’s(x, |AyY| dx + jmu“(x, |Ay| dx
<GS + C, () @y,

by Holder’s inequality. The lemma now follows by integrating the differential
inequality.

N

Corollary 3.7. Let u be as in Lemma 3.6, Y as above. Then, there exists C, > 0,
C, > 0, which depend only on B, p, ¥ and n such that, if 0<s,t < T, and

3.8) max { [ u(, 000, g0 dx, [ uCe, )0, r()dx} < Cy,
then

3.9) |[ [ 00 wC x| =2 = [ [ e, 0, @ x|~
< G|t -s|/R?,

while if the max in (3.8) is bigger than C,,

R

(3.10) || [, 10, 0z, G ax | = [ [ 6, W, ) x|~

< C2|t - S|/R2.

Proor. Note that Cg(t,Zxo, r) = R™*C,4({). The corollary now follows from
(3.17) and (3.3).

We are now ready to establish the existence of a trace as £40
Theorem 3.11. Let u be a continuous non-negative weak solution of (2.3)

in R" x (0, T), with o€ ®,. Then there exists a unique locally finite Borel
measure p. on R", such that

limI u(x, HYx) dx = j Y(x) dp (x),

tl0 JR7 Rn

for all Yy € C5(R").

Proor. Let s= T/2, and consider 0 < ¢t < T/2. The continuity of u in
R" x (0, T), -together with Corollary 3.7, shows that {u(x, )} has locally

uniformly bounded mass. Hence, given {z;} - 0, we can find a subsequence
[t,j} — 0, and a locally finite Borel measure p such that
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limj u(x, £, W(x) dx = J Y(x) dp (x)
jow JRn J Rn
for all y € Cg(R™).

Suppose that {sj} — 0, and let us consider the corresponding {sgj} and ji.
We want to show that u = ji. However, once again, Corollary 3.7, applied to
t= t,j, § = S, shows that, for all x,, R,

J. 1AZ,\:O,R dl" = J lZxo,R dll

The non-trivality of ¥ now implies that du = dji, and the theorem follows.

We now turn our attention to local L bounds for continuous weak solu-
tions. This is the heart of the matter, and where we are forced to depart from
the techniques in [12], due to the general class of non-linearities considered,
since the Aronson-Bénilan inequality ([1]) is not available. Also, this is the only
point where the lower bound in (3.1) enters (and of course, it necessarily en-
ters here (see [5] and [12])).

Lemma 3.12. Let u be a continuous, non-negative weak solution of (2.3) in
Q* = {(x,1): |x] <2, -4<t<0}, with pe®,. Let

O=1{(x:|x <1, -1<t<0]},

and define H (s) to be 1 for 0 < s < 1, and s[¢(s)/s1"’* for s > 1. Then, there
is a constant C = C(0, n) > 0 such that

]|H¢(u)I|L°°(Q) < C[ "u"Ll(Q*) + 1}-

Proor. First note that the lower bound in (3.1) implies that A, is increasing
for s > 1. Next, let p be as in Lemma 2.10 (and we can also assume that
p 2 1). For such a fixed p, we define now H), ,(s) to be 1 for 0 <s <1, and
sPle(s)/s]"’* for s > 1. Again, H, , is increasing for s > 1. Let F, (s) be the

inverse function to H, ,, defined again for s > 1. We first claim that

(3.13) u(0, 0) < CFM[ Hg*u”(x, f)dxdt + 1}

In order to establish (3.13) we first note that if # is a continuous weak solution of
ou/dt = Ap(u)in 2, and o > 0, 8 > 0, v > 0 are given, and we define v(x, t) =
u(ax, Bt)/7, then v is a continuous weak solution of du/d¢ = AyY(v) in the appro-
priate Q', where ¥(s) = Be(vs)oe ™%y~ !. Suppose now that 8/a? > 1, and o € B,,.
Let G,(v) = v/¢(Y), which by the right-hand side inequality in (3.1), is increa-
sing for v > 1. Let I' (s) be its inverse function defined for s > 1, and choose
v =T,(B/a?. Then, Y(1) = Be(v)e>y ™! = 1, and it is easy to see that Y € B,.
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Assume now that (3.13) fails. We can then find ¢, € B,, u; continuous
weak solutions such that

1.0, 0) > ka,wk{HQ*ui(x, t)dxdt + 1}.

First note that Fp,wk(l) = 1, and that Fp,¢k(5) is increasing for s > 1, so that
u; (0, 0) > k. Because of (2.11), this forces that

Ikzﬁg*ui(x,t)dxdt* +00 as k— .

For a; small (to be chosen momentarily), let

Uy (ox, t) 1
ot = MO0, er ()
k

The v, are continuous weak solutions of dv/dt = Ay, (v), ¥, € B, in Q*, by
our previous discussion.

0

1
v, dxdt = ————— oy "I,.
Lx|<2/akj—4 D F,pk(l/ai)p Fe T

Choose oy so that

1

oy =1,
T, (/ap? * *
or equivalently
_ T, /e
“ 1/a}

This is possible because F‘;k(s)/s”/ 2 is increasing for s > 1, by the left-hand
side inequality in (3.1), and I, — +oc0. Moreover, a; — 0 as kK — . But then,

v, (0,0) = u(0,0)

1
g, (1/ai)

k
> T gy e et Y

VvV

k
>
T, (1/ag) TreT

{mk(l/ai)”z 1

= kF,
T, (1/ad)

P\ oy

ok

=k,
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by the definition of F, o However, this contradicts (2.11), by our choice of
oy, and thus (3.13) is established.

We next note that by using translation and dilations (x, f) = (ax, a?t),
(3.13) has, as a consequence,

; 1
G149 1l orny < ol o2 I, v om0t + ]

for 0 < r < 2. Finally, using (3.14), translations, the dilations (x, ) = (X, a*¢t),
and a simple covering argument, one can show

1
(3.15) [] Logsy < CFpm[ o—1"+ (-1 jj; uP(x, 1) dxdi - lz ’
where S = B, X (-r?,0], R= B, x (—0%,0], 1/2<r<p<2.

To conclude the proof of Lemma 3.12, we use an argument which
originates in the work of Hardy and Littlewood (see [11]), and which was first
used in the context of the porous medium equation in [6].

We will first show that

(3.16) [4] gy < ClIU[ L1ggey + 13

where o = o(a,n). Once (3.16) is established, the lemma will follow by
repeating the argument that we used to establish (3.15), with p = 1, and using
(3.16) instead of (2.11).

In order to establish (3.16) we need to point out to two properties of F,, ,
First, F, ,(As) < CA°F), ,(s), for A > 1, s > 1. This is an easy consequence
of (3.1). Another easy consequence of (3.1) is that F,, ,(s” ") < Cs' ~, where
e = e(a, n).

Now, for 1/2<r<1, let

S, = By, X ("’4"29 01,
m(r) = “u“ L=(S,)?
I= t
HQ*u(x, )dxdt,
J=max {I,1}.
We want to show that
(3.17) m(1/2) < C{I+ 1}°.

If there exists r, 1/2 < r < 1 such that m(r) < 1, we are done, and hence, we
can assume that m(r) > 1 for all r, 1/2<r< 1. Pick now 1/2<r<p<1.
Then, (3.15) implies that
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m(r) < CF, , {—(r—_;)w—f “; uP(x, t)dxdt + 1]

4J
<ch g grmor”|

J ? -
<cl g Bt

J ’ 1-€
<l mor

Choose now v, 0 <y <1 so that § = (1 — ¢)/v <1, and let p = r”. Taking
logarithms, we see that

logm(r) < ClogJ + Clog- + (1 — ¢)logm(r™).

r=r"

Integrating with respect to the measure dr/r, between 1/2 and 1, we obtain

1 1
d
J logm(r)£<C10gJ+ C+0j logm(r)—r
172 r 1727 r

1

log m(r) d_r
/2 r

sClogJ+C+9j

1

(3.17) immediately follows from this, and our lemma is established.

Remark 3.18. In the case when o(u) = u™, 0 < m < 1, the technique of
proof of Lemma 3.12 allows one to show

(3.19) 4] 1m0y < Cof ([f %) 7=z + 1]

for each g such that g — (1 — m)n/2 > 0. Note that g = 1 is allowed precisely
when m > (n — 2)/n, giving another explanation to the result in [5].
Moreover, at least in the range m > (n — 2)/n, an inequality of the form

4] gy < c[ﬂg*uq + 110

can only hold if ¢ — (1 — m)n/2 >0, as can be seen by considering the
Barenblatt solutions ([3], [1], [12], [5])

U,(x, 1) =t~ Pla + 2my = Yx|2t =2/ 5,

1 2 2
where a > 0, § = — sy y=—o——n, B l=m-1+=Z.
1-m 1—-m n
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Corollary 3.20. Let u be a continuous weak solution of (2.3) in B, X (0, T),
continuous in B4R x [0, T1, with ¢ € ®,. Suppose that T/R* > 1.Then,

(3.21)
sup H,(u(x, 7)) <C {%2" J
x| <R T

|x| <4

u(x, 0)dx + T',(T/R?) - (T/RZ)"’ZI .
R

Proor. Apply Lemma 3.12 to

U(X, t) = M,

where o =R, 3=T, and v =T (8/ a?), and then apply Corollary 3.7 to the
same v.

Note that in the case when (i) = u™, " < m< 1, Theorems 3.20 is
exactly Theorem 2.2 in [12].

We now turn our attention to the existence of solutions in R” X (0, ).

Theorem 3.22. Let p be a locally finite Borel measure on R". Then, for
any ¢ € ®,, there exists a continuous weak solution u to (2.3) in R" x (0, =),
such that

(3.23) lim j u(x, t)nx) dx = I 7(x) dp (x),
o JR" R"
Sfor all ne Cz(R™).

Proor. Our starting point is the following classical result (see [15]): for any
fe Cy(R™, there exists u € C([0, ©); L}(R™) N L®(R" X [0, )), which is a
weak solution of (2.3) in R" x (0, o), and such tht u(x, 0) = f(x). Moreover,
the results in [17] show that, if ¢ verifies (2.1), then u is continuous in
R” X (0, o).

Our next claim is that if R > 1, j B, fdx < M, then the corresponding u are
equicontinuous in compact subsets of B, X (0, ). To establish this, note that
Corollary 3.20 establishes the local uniform boundedness in B, X [R?, +0),
and hence [17] gives the equicontinuity there. If # < R?, choose r*> = ¢ < R?,
and apply the same argument to B, X [r?, + ) and its translates, to obtain
the desired equicontinuity.

Finally, note that if n € C5(R"), suppn C By, IB4R fdx <M, and u is as
above, then

(3.24) |t - sl ax| < €y,
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In fact,
[ e, ) = 701 = [[ [, An ()e(utx, ) dxds,
and so, by (3.2)(i), the left-hand side of (3.24) is bounded by
L’) jﬂan |An ()| dx ds + L‘) jﬂen |An ()|ut(x, s)dxds, O0<p<l.

An application of Hélder’s inequality and Corollary 3.7 establishes (3.24).
Fix now the measure g, and pick f; € C5(R") such that

,}im Wfk(x)n(x) dx = jn(x) dp(x).
We can choose f; so that, in addition

jBRfk(x) dx < MR s

where M, is independent of k. Let u, be the corresponding solutions, con-
structed at the beginning of the proof. By equicontinuity (after possibly pass-
ing to a subsequence, which we still denote {u;}), there exists a continuous
weak solution u of (2.3), such that the u, converge to #, uniformly on compact
subsets of R” X (0, ). (3.24) now establishes (3.23).

Remark 3.25. The results in [5] show that, unless the left-hand inequality
of (3.1) is verified (in the pure power case ¢(u#) = u™), Theorem 3.22 fails
when p is the delta mass at the origin. As our proof shows, this is because of
the lack of an L® — L! «regularity» effect, as Lemma 3.12. This clarifies
Remark 3.18.

Finally, we turn to the uniqueness of the solution constructed in Theorem
3.22. The general strategy is the one developed in [6]. As in [6] and [7], we
start out with a version of the maximum principle. Its proof follows closely
that of Theorem 2.3 in [12].

Lemma 3.26. Let u,v be continuous weak solutions of (2.3) in
S$;=R"x(0,7),

with ¢ € ®,. Assume that

3.27) lim [v(x, 1) —u(x, ] dx=0
tlo Jix| <R

Sor all R >0, where A™ = max {A,0}. Then, v< u in S;.
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Proor. Let w = v — u, and let g denote the characteristic function of the set
where u < v. If u, v and ¢ are smooth, Kato’s inequality ([13]) shows that

Alp(v) — o)+ 2 gAle(v) — e(W)],
where

at
By (3.1), (3.2) and (3.4) we see that
[p(v) — p@)]* < C{([v — ul ") + (v — u] *)P}.

Hence, (still under the assumption that u, v, ¢ are smooth), we have, for
Y eCg(R™, ¥y =0.

)
a7 j YEIW™* (x, £) dx < j Y(x) Ale(v) — ()] ™ dx
< j |AY(X)| [0 (v) — ()] " dx
< CJ‘ |AYCO|([v — u] T ) + CJ‘ |AYX)|([v — ul )P

< cc”w)(j YW (x, 1) dx>“
B
+ CCﬁ(¢)<‘f 1[/(X)W+ (x, 1) dx> .

Integrating this (one-sided) differential inequality in a manner similar to the
proof of Lemma 3.6, using Corollary 2.8 to justify the formal argument
above, and using (3.27), we see that, if C,(¥) < «, Cg(y) < «, there are con-
stants C;, C, such that, if

1
Rn

J‘ [vee, 1) — ulx, )] dx < Cy,
Ix—¢ <R

then
1 1-8
<—n§ [vix, £) — ulx, H1* dx> < C,tR™ 2,
R" Jix-ti<r
while if the above quantity exceeds C;, then,
1 1w
—— J‘ [v(x, ) — u(x, )] dx) < GtR™2,
R™ Jix-t<r

for any R >0, £ R".
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Let now A(x, t) = j(', [e(v) — ()] * dx. It is easy to see that, for each ¢ > 0,
h is a subharmonic function of x. Hence, for £ e R”,

h(, 1) < h(x, t)dx

w,R" LR ®

1 ! +
< o R L LR(E) lo(v) = ()]

c (! + +38
<z (v —u]™) + ([v—ul™)"}
JO JBR(®

C rt ® 8
< o R”"—”q [v—u]*) +R"(1‘B)<j [v—u]+>
R" Jo Br® Bp®

C (f
R™ Jo

Y,

< Rn(l —u){su/(l -u)R —2p/(1—-p) + su/(l - B)R -2u/(1 - B)}

c (f - By — - W — -
+ G j R ﬁ){sﬁ/(l BR-26/0-B) | f/A-mp-26/1 u)}
0

For fixed ¢, this tends to 0 as R — o0, and hence A(x, t) = 0, which establishes
the lemma.

Our general uniqueness result now follows from the approximation pro-
cedure in [6], using Lemma 2.9 and Lemma 3.26.

Theorem 3.28. Let u, v be continuous weak solutions of (2.3) in S;, with
pe®,. Assume that

lim j u(x, H)n(x) dx = lim J v(x, tn(x) dx
tlo tio

Sor all ne CG(R™). Then u=v in S,.

Proor. Let u be the locally finite Borel measure on R”, attached to u by
Theorem 3.11. Pick he C5(R™), 0 < A< 1, and let w(x,t, ) be a solution
in R" x (0, «), with initial trace Ax. By Theorem 3.22, at least one such w
exists. Moreover, Corollary 3.20 shows that any such w belongs to L*(R"” x
[71, 72]), for each 0 < 7, < 7, < + 0. We now want to show that, for any
such w,

(3.29) sup J w(x, t,h)dx < +oo.
rRIl

t>0
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In fact, Corollary 3.7 easily implies that for each # > 0, R > 0,

dx
3.30 wx, t,h)——
(3.30) J‘R/2<|x[<R ( )IXI" 2

) dl‘(x)z + CHY/A-BR2-1/A-B) | /(- mR2 -2/~ p)]
X"~ ’

S J‘
R/2<|x|<2R

and hence

(3.31) j w(x, t,h)—-(g,x_—2< +oc0.
Il >1 |x|

Pick now (x) € C*(R"), ¥(x) >0, ¥(0) =1, ¢ bounded, Ay <0, ¥(x) <
C/|x|" for |x| > 1, |V¢(x)| < C/|x|" ! for |x| > 1, and let Y, (x) = ¥(x/R).
Let 0,(x) be a C5(R") function, 0 <0, <1, 6,,=1 for |x| <N, suppf, C
{|x| <2N}, |Voy| < C/N, |Aby| < C/N?. Then, for 0 <s<t< +o, (with
w(x, t) = w(x, t, h)),

— 00

j w(x, YR (x) dx — j w(x, S)Yr () dx = lim | [w(x, ) — w(x, $)10,, ()Y, (x) dx

= lim j Ln (WX, )AL () ()] dx

N-w

< Tm j j L POV M)A, () ()

N-w Js
+ 2V0,,(X)VY ()] dx dr.

If we now use the pointwise estimates for ¥, VY, Ab,,, V6, the support
properties of the last two functions, (3.2), (3.30), and the boundedness of w
in R" x [s, f], we see that the above lim , , , is non-positive. Hence

[ W, D9 () dx < [ W, s)Ug () dix.
Moreover, (3.30), and our pointwise bounds on ¢ show that
lirr; w(x, S)Y, () dx = J h(X)Y 5 (x) dp ().
s
The last expression is bounded, independently of R, and so
j W(x, () dx < C

and Fatou’s lemma implies (3.29), letting R — . Hence, Lemma 2.9 now
shows there is only one such w(x, ¢, #). We next claim that w(x, ¢, h) < u(x, t).
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Let U,(x, t) be a solution with initial data h(x)u(x, €). Theorem 3.11 and the
above argument show that there exists exactly one such U,, and that

t>0 0<e<T/2

(3.32) sup j Ux,t)dx< C sup jh(x)u(x, e)dx < C,.
rE'l

where the last inequality is a consequence of Corollary 3.7. Moreover, for any
smooth 7, we have that

lim | p(X)A(X)u(x, ) dx = J 7(X)A(x) dp (x).

e—0

Note now that lim, ., , U, (x, t) = w(x, ¢). In fact, (3.32), Corollary 3.20 and the
results in [17] show that {U.(x, ¢)} is equicontinuous on compact subsets of
R” x (0, ). Let {Usj(x, t)} be a subsequence, which converges uniformly on

compact subsets of R” x (0, ©) to w(x, t). Clearly, w(x,t) is a continuous
weak solution of (2.3) in R” X (0, ). We claim that for any » € C5(R"),

11?1 j w(x, t)n(x) dx = jh(x)n(x) dp (x).
o

In fact, the argument leading to (3.24), together with the second inequality in
(3.32) show that

| [ 101U, 1 + € ~ hogutx, Ol d | < 1C,

which proves our claim. But the uniqueness of w(x, ¢, #) then shows that
w(x, £) = w(x, t, h), and our claim follows. The construction of U,(x, ) in [15]
gives that U.,(x, f) € C([0, ); L(R™), so that

lim |U(x, ) — h(x)u(x, €)| dx = 0.
tio JR”?
By the continuity of u(x, ?),

lim | [u(x,t+ € — u(x, e)|dx =0,

tlo JK

for each K C C R”". Hence, by Lemma 3.26, U.(x, t) < u(x, t + ¢), and thus,
w(x, t, h) < u(x, t). Pick now 0 < A; < A, < 1, hje Co(R"), lim; . h;(x) = 1.
By the construction of w(x, ¢, ) given in Theorem 3.11,

W, t,h) < Wix, b, by ).

Moreover, by the first part of the proof, w(x, ¢, hj) Su(x, t). Let wo(x, t) be
a limit of some subsequence of w(x, ¢, hj), which exists and is a continuous
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weak solution, by equicontinuity. w,(x, ¢) has a trace, as {0 by Theorem
3.22. The trace is between A ; dp and dp for each j, and hence it equals dp. Since
We S U,

lim j lu(x, 1) — wo(x, 1) =0
tl0 JIx| <R

for all R > 0. By Lemma 3.26, u(x, t) = w(x, t). Similarly, v(x, t) = wo(x, 1),
and hence u(x, t) = v(x, t).

Theorem 3.33. Let u be a continuous weak solution of (2.3) in S;, with
@€ ®,. Then there exists a unique 4 in S, = R" X (0, ), which is a con-
tinuous weak solution of (2.3) in S, with u = 4 in S;.

Proor. Let p be the trace of u given by Theorem 3.11, and let 7 be the cor-
responding solution in S, constructed in Theorem 3.22. By Theorem 3.28,
u=1#inS,.
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Constructions de Bases
Orthonormées
D’Ondelettes

Yves Meyer
A la mémoire de José-Luis Rubio de Francia

1. Introduction

Bien des bases orthonormées ont été découvertes, puis utilisées par les mathé-
maticiens, les physiciens et les ingénieurs. Ces bases étaient, le plus souvent
construites par 1’un ou I’autre des deux procédés suivants. Soit elles se compo-
saient des fonctions propres d’un opérateur auto-adjoint compact, soit elles
étaient obtenues en appliquant la procédure standard de Gram-Schmidt & une
suite convenable de fonctions. Dans les deux cas, les problémes que 1’on ren-
contre sont les suivants:

(1.1) la base orthonormée u,(x) n’est pas numériquement explicite
(1.2) les coefficients a;, d’une série X a; 1, (x) ne donnent qu’une information
en moyenne et de nature globale sur les propriétés de la somme f(x).

Par exemple, il est impossible d’estimer la norme L?, p # 2, de la somme
J(x) d’une série trigonométrique en ne connaissant que les modules des coeffi-
cients de Fourier de f(x). De méme, les coefficients de Fourier ne fournissent
pas d’information directe et accessible sur des propriétés locales, comme la
dérivabilité en un point donné.

Au début des années 80, les ondelettes sont apparues comme la seule méthode
permettant d’éviter toutes les difficultés que nous venons de décrire. Par
exemple, en traitement du signal, on a cherché & enregistrer numériquement
des phénomenes transitoires, relatifs a des échelles de temps qu’on ne connait
pas a I’avance, ce qui est impossible lorsqu’on se limite 4 des séries ou des inté-
grales de Fourier traditionnelles. Les ondelettes ont une description numéri-

31
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que essentiellement triviale, puisqu’elles sont engendrées & partir d’une fonc-
tion de base w(x), la «mére des ondelettes», par des translations entiéres, sui-
vies de dilatations dyadiques. En revanche, la base orthonormée des ondelet-
tes n’est pas I’ensemble des fonctions propres d’un opérateur différentiel
auto-adjoint. C’est évident car un tel opérateur devrait étre invariant par
translations et dilatations, c’est a dire étre un opérateur a coefficients cons-
tants. Or seules les exponentielles sont les fonctions propres de tels opérateurs.
Tout cela signifie que nous ne disposerons d’aucune «recette bon marché»
pour construire les bases orthonormées d’ondelettes et explique pourquoi elles
ont été découvertes si tardivement.

En fait, le systétme de Haar a été inventé par Alfred Haar en 1909 et il a
fallu attendre 1981 pour que les chainons suivants apparaissent.

Rappelons que le systéme de Haar, dans sa version convenant a L%(R), se
compose des fonctions 2//?h(2/x — k), jeZ, ke Z, ou h(x) est nulle hors de
[0,1), est égale a 1 sur [0,1/2) et & —1 sur [1/2,1).

Nous dirons qu’une fonction w(x), de la variable réelle x, est une ondelette
d’ordre m > 1 si w(x) appartient 4 ’espace de Sobolev H™(RR), si w(x), ainsi
que ses dérivées d’ordre < m, est bornée et a une décroissance rapide a I’infini
et si 272w(2/x — k), je Z, k € Z, est une base orthonormée de L*(R). Ces con-
ditions impliquent que tous les moments de w(x), d’ordre < m soient nuls.
Une ondelette est donc une fonction réguliére, bien localisée et oscillante, c’est
a dire une petite onde.

Dans cet article nous nous proposons d’abord de rendre justice a un travail
de Stromberg, paru en 1981, ou la premiére base orthonormée d’ondelettes,
était construite, puis de comparer les ondelettes de Stromberg a celles que I’on
obtient aujourd’hui par des procédés plus généraux. Nous terminerons en exa-
minant un probléme ouvert: existe-#-il une méthode universelle fournissant
toutes les bases orthonormées d’ondelettes?

2. Les Ondelettes de Stromberg

Nous débutons par la description d’une suite emboitée V;, j € Z, de sous espa-
ces de L*(R). Désignons, tout d’abord, par ¥, le sous espace de L%(R) qui se
compose de toutes les fonctions splines d’ordre m > 1 dont les noeuds appar-
tiennent & Z. En d’autres termes, f(x) appartient a ¥V, si f(x) appartient a I’es-
pace de Sobolev H™ et si la restriction de f(x) a tout intervalle [k, k + 1],
k € Z, est un polynome de degré au plus égal & m. A partir de ¥, on construit
les V;, j € Z, en imposant la condition que f(x) appartient & V; si et seulement
si f(2x) appartient & V;, ;. Alors V; est inclus dans V;, ; et I’on désigne par
W; le complément orthogonal de V; dans V;, ;. Tous les espaces W; se dédui-
sent de W, par la remarque évidente que f(x) appartient a W, si et seulement
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si f(2/x) appartient & W;. Le lemme qui suit nous apprend qu’une fonction
w(x), appartenant a W, ayant une décroissance rapide a I’infini et telle que
la suite w(x — k), k € Z, soit une base ortonormée de W, est automatiquement
une ondelette.

En fait, il suffit de demander que w(x — k), k € Z, soit une suite orthonor-
mée et que w(x) ait une décroissance rapide a 1’infini.

Lemme 1. Sous les hypothéses précédentes, la suite 2*w(2’x — k) jeZ,
k € Z, est automatiquement une base orthonormée de I’espace L>.

En effet L? est la somme orthogonale des W;, jeZ, et, pour chaque j, les
fonctions 2/>w(2/x — k), k € Z, forment une base orthonormée de W;, comme
on le voit par un simple changement d’échelle.

Pour construire w(x), Stromberg emploie la méthode suivante. Il introduit
un espace a mi-chemin entre ¥, et V7, a savoir ’espace V;,, des fonctions
appartenant a V; et dont la restriction a [0, o) coincide avec celle d’une fonc-
tion de V,. En d’autres termes, une fonction de V;,, est une fonction spline,
de carré sommable, dont les noeuds sont les entiers positifs, négatifs ou nuls
et les demi-entiers négatifs. On désigne par T ’opérateur de translation par
1, agissant sur L3(R). Il est immédiat que V;,, est inclus dans T(V;,,) mais il
est moins évident que la codimension de E = V;,, dans F = T(V},,) soit égale
a 1. Pour le voir, on suit Stromberg et [’on considére la forme linéaire L sur
F définie par

L(f) = (d/dx)"f(1/2 + 0) — (d/dx)"f(1/2 - 0).

Le noyau de L est V,, puisque deux polyndmes P(x) et Q(x) de degré < m
qui se raccordent en 1/2 a ’ordre m sont nécessairement identiques. Il en
résulte que la codimension de E dans Fest égale a 1 et qu’il existe une fonction
(unique a la multiplication prés par une constante de module 1) w(x) = w,,(x),
appartenent & F, vérifiant |w|, = 1 et orthogonale & E (au sens du produit
scalaire de ’espace de Hilbert de référence L%(R)). C’est cette fonction w(x)
qui est I’ondelette de Stromberg. Par construction w(x) appartient & H™(RR)
et, plus précisément, les dérivées de w(x) d’ordre < (m — 1) sont continues,
la dérivée m-iéme est une fonction en escalier, mais il est beaucoup moins
évident que w(x) soit & décroissance exponentielle. Nous nous proposons
d’établir cette derniére propriété en démontrant que la construction de w(x)
coincide aves les algorithmes généraux de construction d’ondelettes orthogo-
nales développés par S. Mallat et ’auteur. Nous allons décrire ces algorithmes
et les appliquer au cas qui nous occupe en privilégiant des solutions de «type
causal» au lieu de rechercher, comme nous le faisions jusque 1 les solutions
symétriques. Nous verrons alors apparaitre les ondelettes w,,(x) de Stromberg.
Bien que les particularités géométriques de la construction de Stromberg ne
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soient pas généralisables a4 d’autres cadres que celui des suites emboitées d’es-
paces de fonctions splines, la forme analytique obtenue s’insére donc dans un
contexte d’une plus grande portée.

3. Analyses Multirésolutions et Ondelettes

Une analyse multirésolution de 1’espace de référence H = L*(R) est, par défi-
nition, une suite emboitée V;, j € Z, de sous-espaces fermés de H ayant les pro-
priétés suivantes.

(3.1) f(x) e V; si et seulement si f2x) € V;,;

(3.2) pour tout ke Z, f(x) e V, si et seulement si f(x — k) e V,

(3.3) D'intersection des V; est réduite a {0}

(3.4) la réunion des V; est dense dans H = L?

(3.5) il existe une fonction g(x) dans ¥V, telle que g(x — k), k € Z, soit une base
de Riesz de H.

Une base de Riesz d’un espace de Hilbert H est, par définition, ’image
d’une base orthonormée par un isomorphisme, non nécessairement isométri-
que. En d’autres termes, une base de Riesz, est une suite e;, j€J, ayant les
deux propriétés suivantes '

(3.6) il existe deux constantes C, et C,, strictemente positives, telles que, pour
toute suite (finie) «;, j € J, de coefficients scalaires, on ait

Ci(Zloyl)'* < [Taye;] < Co(Zley?)™
(3.7) les combinaisons linéaires finies Zaje; sont denses dans H.

On dira qu’une analyse multirésolution de L?(R) est m-réguliére si, en outre,
on peut choisir g(x) bornée, a décroissance rapide a ’infini, ainsi que toutes
ses dérivées d’ordre < m.

La premiére opération que I’on effectue sur une analyse multirésolution
m-réguliére est de remplace g(x) par g(x), ayant les mémes propriétés de régu-
larité et de décroissance a ’infini et de sorte que (3.5) devienne la condition
que g(x — k), k€ Z, soit une base orthonormée de V,,. Pour ce faire, on ne
peut employer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt car il n’est
pas compatible avec la structure particuliére des bases que I’on cherche a
construire. On le remplace par un algorithme différent que nous décrivons
maintenant en situation générale. Si e;, j € J, est une base de Riesz d’un espace
de Hilbert H, on considére la matrice de Gram associée qui est, par défini-
tion,

G = (K e wyerxr
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Cette matrice est définie-positive, précisément parce que e;, j € J, est une
base de Riesz de H. On forme alors

-1/2 __
G = (1,0, 0erxs

et Ly, ,e =f; est la base orthonormee cherchée.

En revenant au cas particulier qui nous occupe, ce procédé d’orthonormali-
sation produit une suite de la forme g(x — k), k € Z, lorsqu’on ’applique a
une suite g(x — k). Qui plus est, la transformée de Fourier

Q) = [e™"q(x) dx

de g(x) et celle, notée G(u) de g(x) sont reliées par

o

-1/2
Ou) = G(u)( 2 |Gu + 2k1r)|2>

— o0

ce qui permet le calcul effectif de g(x). En outre, on a
© 172
C < <Z |G + 2k7r)|2> <G

ou C; et C, sont deux constantes positives. On montre sans difficulté que
>° . |G(u + 2kw)|? est indéfiniment dérivable et que g(x) a la méme régularité
et la méme décroissance a I’infini que g(x).

Se pose alors le probléme de ’unicité de la fonction g(x) telle que la suite
g(x — k) soit une base orthonormée de I’espace V. Si s(x) est une autre solution,
les transformées de Fourier de g(x) et de s(x) sont reliées par Q(u) = S(u)w(u)
ou w(u) est une fonction 2w-périodique et unimodulaire. Réciproquement cette
relation fournit toujours une base orthonormée et enfin, si g(x) et s(x) sont
toutes deux bornées et a décroissance rapide a I’infini, la fonction m(u) est
nécessairement C*. La réciproque est vraie, ce qui permet d’expliciter tous les
choix possibles de g(x). La fonction, g(x) est «le pére des ondelettes». Nous
pouvons alors construire la fonction w(x) telle que w(x — k), k € Z, soit une
base orthonormée de W,,. On se sert de I’inclusion ¥, C V; des analyses multi-
résolutions et ’on définit la fonction my(u) par

0Qu) = my(u)Q(u)
et la condition que mgy(u) soit 2w-périodique. Alors my(u) est indéfiniment
dérivable et, pour construire w(x), on procéde comme suit. On forme
my(u) = e” “my(u + )

puis

W) = m;(u/2)Q(u/2)
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et enfin w(x) est la transformée de Fourier inverse de W(u). Dans ces condi-
tions w(x — k), k € Z, est une base orthonormée de W,. Une fois de plus se
pose le probléme de I'unicité. Comme ci-dessus, les seuls autres choix sont
donnés par la possibilité de multiplier W(u) par une fonction indéfiniment
dérivable et 2w-périodique. Les vérifications de ces assertions sont faciles
([5]). Nous venons de décrire la construction générale de toutes les ondelettes.
Il reste & indiquer quels choix particuliers conduisent aux ondelettes de Strom-
berg, ce que nous ferons dans la section suivante.

4. Les Ondelettes de Stromberg

Pour produire les ondelettes de Stromberg, on fixe un entier m > 1 et I’on
considére la suite emboitee V;, j€Z, des espaces de fonctions splines que
nous avons déja décrite dans la Section 2. On commence par désigner par
g(x) = g,,(x) le produit de convolution c*c=* - - -*c (m + 1 termes) ou c(x) est
la fonction caractéristique de [—1, 0]. La transformée de Fourier de g(x) est

G(u) — (eiu _ 1)m+ 1/(iu)m+ 1-
Ensuite, on cherche g(x), portée par ]—o0, 0], telle que g(x — k), ke Z, soit
une base orthonormée de V. A cet effet, on utilise "identité

> |G + 2km)|* = P,,(cos u)
ol P,, est un polynéme de degré m. En outre P, est positif sur [—1, 1] et ’on
a donc, grace a un lemme dii a F. Riesz,
.1 P, (cosu) = ¢, |(1 + z;™)1 + z,€™) - - (1 + z,,™)|?

ou|z;] <1,...,]|z,| < 1etouc, est une constante positive. En fait, un calcul
plus explicite, dii a I. J. Schoenberg, montre que les z; sont des réels positifs
deux a deux distinctis que I’on notera s, < s, _; < --- <s;.

On pose

A, ) =Ve, (1 + s (1 + s5,,e™)
et ’on définit la transformée de Fourier Q(u) de g(x) par
4.2) Ow) = Gu)/Ap(u).

Il est immédiat de vérifier que g(x) est portée par ] — oo, 0] et a les propriétés
annoncées. On suit ensuite la procédure générale du paragraphe précédent ce
qui conduit a
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4.3) W) = e "> mo(u/2 + ) Qu/2)

ol Qu) = my(u)Q(u). Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. La fonction w(x) dont la transformée de Fourier est donnée par
(4.3) est, a la multiplication prés par une constante unimodulaire, I’ondelette
de Stromberg.

La preuve de cet énoncé se rameéne a trois vérifications. Par construction,
w(x — k), k €Z, est une base orthonormée de W,. Nous voulons, en outre,
montrer que w(x) et orthogonale a I’espace X des fonctions de ¥ portées par
] — 0, 0] et enfin vérifier que w(x) appartient a V;,,. La décroissance exponen-
tielle de w(x) sera essentiellement évidente.

Pour faire la premiére vérification, il convient d’utiliser le lemme suivant.

Lemme 2. La suite V2q(2x + k), k € N, est une base orthonormée de X.

I est évident que cette suite est orthonormée et il faut démontrer qu’elle est
compléte. On commence par faire un changement d’échelle évident et se rame-
ner au cas ou V; est remplacé par V et ’on désigne par Y ’espace des fonc-
tions de ¥V, portées par ] — o, 0]. Ensuite, il faut observer que g(x + k), ke N,
est une base de Riesz de Y.

Les transformées de Fourier des. fonctions de Y sont donc de la forme
w(u)G(u) ou

w(w) = ag + a;e™ + - + g + ...
appartient a ’espace de Hardy H>.

Or les transformées de Fourier des séries 2.7 a,q(x + k) sont les produits
ww)G(u)/A,,(u) et la preuve se conclut par la remarque que A4,,(u) est un poly-
ndme en e et que 1/A,,(u) est holomorphe et bornée dans le disque unité.

Revenons a w(x). On a successivement

Q) = ¢ (™ — 1" (i) ™" (L + 5,6 T (1 + 58"

puis
mo(u) = 2771 + ™) (1 + se™)(1 + 5,27) 7
v (1 5,81 + 5,22t
et enfin
m
2-—m—le—iu(1 _ e—iu)m+1 H (1 _Sje—iu)
“.4) my(u) = : :

m
[ra+ 58”2
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11 vient donc
4.5) wx)=a;q2x— 1)+ - +a,qg2x—k)+ - --

ou les g, sont a décroissance exponentielle. Cela entraine évidemment 1’ortho-
gonalité avec X.

La vérification de ’appartenance a 7(V,,,) est un peu plus subtile. Il faut
vérifier que w(x + 1) = u(x) + v(x) ot u €V, et ve X. Par transformée de
Fourier, cela se raméne a

4.6) e“Wu) = (™% — 1" 3iu/2) "™ 1Au/2)
+ (eiu _ l)m + l(iu) -—m- lB(u)

ol A(u) est 2w-périodique et appartient 4 ’espace de Hardy H? et B(u) est éga-
lement 27-périodique et de carré sommable. Aprés simplification, on est ame-
né, on posant

A7) f@) = el — ey T (1 - sie” ™)1 + s;™) 711 + 5672 7!
1

a savoir si
4.8) f@) = g@w) + (1 + ™" 1hu)

ou g(u) est 2w-périodique et appartient a ’espace de Hardy H? et h(u) est aussi
2w-périodique et de carré sommable. On utilise alors le lemme suivant

Lemme 3. Pour une fonction 2n-périodique et de carré sommable f(u), (4.8)
est équivalent a

4.9) r@w) = f)(1 — ™" — fu + o1 + e™)" e H?.

Dans un sens, c’est immédiat. Dans ’autre, on commence par observer que
toute fonction r(u) de H? s’écrit

r@w) = s@)(1 — ™™ + )1 + e™ym !

ou s(u) et ¢(u) appartiennent toutes deux a4 H>. Cette observation est une con-
séquence immédiate du théoréme de Bezout. Mais on a r(u + w) = —r(u) et
il en résulte que #(u) = —s(u + «). Finalement on obtient

[f@) = s@)](1 — e™y"* ' = [f(u + ) — s(u + m)](1 + e™)"*!
= h(Q2u)

ou A(u) a les propriétés annoncées.
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Revenant au cas particulier qui nous occupe, on conclut grice a ’identité
remarquable

4.10) P, (cos2u) = [cos (u/2)]*™*+2P,,(cos u) + [sin (u/2)]*™ * %P,,(—cos u).

L’identité (4.10) découle immédiatement de la définition des polynémes P,,.

5. Le Probléme Général de la Construction des Ondelettes

Nous venons de démontrer que la construction faite par J.O. Stromberg
rentre dans le cadre général des analyses multirésolutions et des formules
explicites qui fournissent alors ’ondelette w(x) a partir de la fonction g(x)
correspondante. Mais nous ne savons pas, a I’heure actuelle, s’il s’agit d’un
fait général. Voici un énoncé plus précis. Soit w(x) une ondelette d’ordre
m > 1. Existe-#-il une analyse multirésolution m-réguliére V;, je€ Z, telle que
w(x — k), k € Z, soit une base orthonormée du complément orthogonal W, de
V, dans V;? Nous ne savons pas répondre a cette question. Dans tous les ex-
emples dont nous disposons, I’ondelette w(x) provient d’une  analyse
multirésolution m-réguliére.
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Introduction

Calderéon-Zygmund operators are generalizations of the singular integral
operators introduced by Calderén and Zygmund in the fifties [CZ]. These
singular integrals are principal value convolutions of the form

Tf@=lm [ K@=»)f()dy=pv.K+f(),

e—~0

where f belongs to some class of test functions. The kernel K is a function
defined in R"\ {0} and has the form:

K(x) = QCx/|x])]x] ™"

where ( is usually assumed to satisfy some «smoothness» property (see [S] or
[GC-RF]) on the unit sphere $” ! as well as the important cancellation property

(o, 06 do = 0.

This cancellation property may be rewritten, at least formally, as 71 = 0; i.e.,
the action of T on the function identically equal to 1 (properly defined) is
identically zero.
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The L? boundedness of these operators can be proved by using Fourier
transform arguments and, from this, the L? boundedness for 1 < p < « is
obtained by what are now considered to be standard real variable techniques.
Although Fourier transform arguments are not applicable, the L? boundedness
results are still true for some more general principal value integrals

Tf() = lim | K(x,»)f(»)dy
en0 dlx=yl>e

that are not convolutions.
The general operators in question can be described as follows. Let 7: D — D’
be a continuous linear operator, where D = D(RR") is the space of Schwartz

test functions and D’ = D'(R") is its dual. Let K denote the distributional
kernel of T. That is, K€ D'(R"” X R") and satisfies:

(To,¥) =LK, ¥y & @)

for all ¢ and ¢ in . We assume that the restriction of K to the set {(x,y) e
R" X R™: x # y} is a continuous function. Hence, if ¢ and ¢ are in D and

supp ¢ Nsupp ¥ = J, then
(Te,¥) = [[ K, »)e)¥) dy dx.
Moreover, we suppose that K satisfies the «size and smoothness» conditions:

.1 K, »)| < Clx—p|™", and
0.2) |K(x,») — K(x',»)| + |[K(y,x) = Ky, x")| S Clx = x'||x —y| ="~ ¢

whenever 2|x — x'| < |x — y|, for some constant C > 0 and some ¢ in (0, 1].

These operators were introduced by Coifman and Meyer in [CM] where
they showed that if 7" is bounded on L? then it is also bounded on L? for
l1<p<oo,

The problem of charaterizing which operators with this type of kernel are
bounded on L? was solved by David and Journé in 1985 with the « 71-Theorem».
They found two necessary and sufficient conditions that 7 must satisfy. The
first of these conditions is that both 71 and T*1 (where T* denotes the formal
transpose of 7') must be in BMO. In fact, David and Journé proved in [DJ]
that the above condition can be reduced to the case 71 = T*1 = 0; thus, a
cancellation property appears again.

The operators studied by Calderén and Zygmund are invariant under the
action of the group of translation and dilations of R” (the «ax + b group»).
However, this is not always the case for this more general class of operators.
It is then necessary and natural to impose some constraints on the behaviour
of T under the action of this group. The second condition in the David and
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Journé result is the so called Weak Boundedness Property (WBP) and it is
intimately related to these constraints. We will describe it in detail in the next
section.

Several authors have obtained versions of the T1-Theorem in other spaces
of functions or distributions (see for example [L], [MM], [M2]). In general,
the results obtained are based on the same kind of conditions mentioned
before. In addition, a higher degree of smoothness on K and a higher degree
of cancellation on 7T (namely that 7" vanishes on polynomials up to certain
order) is usually imposed. In [FHJW] Calderén-Zygmund operators acting on
the Triebel-Lizorkin spaces F;’,"" were studied for ¢ € [0, 1) and 1 < p, g < .
In this paper we extend the study to the general case € R and 0 < p, g < .
Our main results are Theorems 3.1, 3.7 and 3.13.

One of the reasons for studying Calderén-Zygmund operators in the con-
text of Triebel-Lizorkin spaces in that the results obtained can be translated
to some other classical spaces. For example, we recover the result of David
and Journé for L2, and, using interpolation arguments, a criterion for the
boundedness of Calderén-Zygmund operators on the Besov-Lipschitz spaces
B;"". Also, for « > 0 and 1 < p < «, the inhomogeneous Triebel-Lizorkin
space F°? coincides with the Sobolev space Ly and a criterion for this space
can be easily obtained from the homogeneous case (see Corollary 3.33 below).

The main results in this paper were proved independently in [FW] and [T].
They were motivated by problems posed by B. Jawerth and E. Stein. Also,
we would like to thank G. David for some helpful discussions.

We have included some technicals facts that can, essentially, be found
elsewhere in the literature. However, we introduce some different notation
that can be used to simplify the presentation. Hence, we restate some of these
known facts here. The reader is referred to the expository article [FW] and
to [T] for further details.

1. Some Preliminary Definitions

Generalized Calderén-Zygmund operators

Frazier and Jawerth have shown in [FJ1] and [FJ2] that the spaces F;’,"" can
be decomposed in terms of some building blocks called «smooth atoms», and
similarly into some more general building blocks, the «smooth molecules».
Using this, it follows, in the tradition of [CW], [TW] and others, that to prove
that an operator is bounded on these spaces, it is sufficient to prove that it
maps «smooth atoms» into «smooth molecules». This was the strategy used
in [FHJW] and it is also the one that we want to apply here.

We start by recalling the definitions of these atoms and molecules. Fix o € R,
and0< p,g < . LetJ=n/min {1,p,q} and L = max {[J—n — a], [J — #]}
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where, for xe R, x+ = max {0, x}, [x] denotes the standard «greatest integer
function» at x, and x* = x — [x].

Let Q be a dyadic cube of R” with «lower_ left corner» at the point X and
with side length #(Q). A smooth atom for F>? associated to the cube Q, is
a function a, € D satisfying

.1 Suppa, C 30,
(1.2) [¥agmadx=0 if |v|<L,
(1.3) IDYay(x)| <|QI 727 it |y < ads +1,

(where as usual, for a multi-index of non-negative integers ¥ = (Y1, Yas « - - » Yn)s
we let DY = (3"1/9x71)(072/3x32) - - - (3"/dx}m), x¥ = xJx}2- - - X} and |v| =
Yit Yot ).

Let M > Jand 1 > 6 > o*. A smooth (6, M)-molecule is a function m, which
satisfies

(1.4) Ime@)| < C|Q| ™21 + 4Q) ! |x — xp|) MM,

(1.5) jx’mQ(x)dx=0 if |v|<IJ—n-al,

(1.6) [D'my()] < ClQI ™V~ + 4@) " x — xp) ™M for |v] < e,
and, for |y| = [a],

(1.7)  |D"my(x) = D"my(x")| <

Clo| =2 M*dmx — x'° sup (1 + Q) 'z - (x = xp)| M,

lz] = |x—x'|

where Cis an absolute constant. (Our convention is that conditions (1.5), (1.6)
or (1.7) are void if the term bounding |v| is negative.)

The degree of smoothness of the molecules increases with the parameter «;
thus, in order to carry out our project, we will need to consider derivatives
of the image of an atom by the Calderén-Zygmund operators that we want
to study. This, in turn, will cause us to consider operators with sufficiently
smooth kernels.

The usual «|x — y| =" size condition» of the kernels of Calderén-Zygmund
operators, in general, is not satisfied by the kernels of the derivatives of these
operators. In fact, the behaviour of those near the «diagonal» is worse, and,
consequently, we are forced to consider a more general class of operators that
we will now define. Let 7: D — D’ be a continuous linear operator and let K
be its distributional kernel. For m,/e N, and e e (0, 1), we say that T is a
(generalized) Calderén-Zygmund operator of «size m» and «smoothness / + e»
if the restriction of K to @ = {(x,y)eR" X R": x # y} is a function with



THE BOUNDEDNESS OF CALDERON-ZYGMUND OPERATORS ON THE SPACES F,'? 45

continuous partial derivatives in the variables x up to order / which satisfy,
for some constant C > 0:

(1.8) IDIKGx, )| < Clx — y| ="~ M for |v] <!
1.9) |DIK(x,y) — DIK(x",»)| S Clx —y| "™ =¢|x — x'|*

for |v| = land 2|x — x'| < |x — y|(where the subindex 1 stands for derivatives
in the first variable, x). In such a case we will write Te CZO (m, [ + €) or
TeCZO(/ + ¢ if m = 0. If B and v are two multi-indices, we denote by T} .,
the continuous linear operator from O to D’ whose distributional kernel is:

1.10) Ks ., = (y - x)’DIK,

where the derivatives are taken in the distributional sense. It is easy to check that
if TeCZO (m,l+¢), |v| <! and |B| < m, then Ty, e CZO (m — |B| + ||,
[ — |v| + €) and that the restriction of Kj ., to @ is the function:

) K;i,'y(x’y) = (y - X)BD;’K(X,))).

We will write T} if |y| = 0 and DT if |8| = 0.

In contrast with (0.2), our definition of Calderén-Zygmund operators does
not impose any smoothness in the y — variables. Recall that the formal
transpose of T, T*: D — D', is defined by

(1.11) (T*Y,0) =(To,¥), for ¢,Yed,

and, hence, the kernel of T* is given by K*(x, y) = K(y, x). We will require later
that the kernel of 7T be smooth in both x and y; thus, both 7 and T* will be
generalized Calderén-Zygmund operators for appropriate numbers m and /.

The action of generalized Calderon-Zygmund operators on functions of
polynomial growth

Another characteristic of the atoms and molecules for the spaces F7 is that
they have a certain number of vanishing moments (properties (1.2) and (1.5)).
Since we want that the Calderén-Zygmund operators preserve these vanishing
moments, some cancellation property should be imposed on them. As we
mention before, this is usually achieved by requiring that 7" (and 7'*) vanishes
on polynomials. However, since T is originally defined only on D, its action
on polynomials has to be first defined. More generally, assume that 7T e
CZO (m, €). We want to extend T to the space:

O™ = {fe C™(R™): f(x) = O(|x|™) as x = }.

Let [goj}f:l be a sequence of functions in D satisfying the following prop-
erties:
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(1.12) suppe; S Bj, ;= {xeR™ |x| <j+ 1},
(1.13) ¢j(x) =1 for every xe€B;, and
(1.14) lejle < C for some C>0, forevery j.

Let fe O™. By analogy with the definition of the action of convolution
singular integrals on L™ (see [GC-RF, p. 202]), we define Tf by the equality

(1.15) Tf = lim {T(‘ij) - L " .K(O,y)f(y)dyz-
< yI<J

ads

This is justified by the following

Lemma 1.16. Suppose T e CZO (m,¢), fe O™ and {¢;}; is as before. The
limit in (1.15) exists in the weak*- topology of O’ and defines Tf as a distribu-
tion. In particular, if g € Dy where Dy = {peD:[pdx =0}, then

Jjoo

Proor. Let

Fi=Teif = [ . KON dy.
We want to show that

lim (Fj, g) exists for any gedD.

Jjoe

Fix g € D and let j, be large enough so that suppg < Bjo,z. For j > j,, we
can write

Fy=F + T(g = e;)f = [, _ . _ KO,0f()dy.

o= I¥l<ij

Then, since (¢; — ‘Df'o) f and g have disjoint supports, we have

(Fj,8) = <F, 8 + [[KCo D)e; = ¢;) /1()g ) dy dx
— [ . KO f(ewdydx
Jo<I¥l<ij
(1.17) = (Fpe) + | Lo<|y|sjo+1’“"’y’“ ~ ¢, f1(»)g(x) dy dx
— [ ... . KO,»f(»ex)dydx
Jo<Iyl=jo+1
], 1 <, KO0 D) = KO DI (D)0 dy d

[J, 2 <01 KOO D@1 f ()20 dy dix,

where all integrals are absolutely convergent.
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Now, the first three terms in (1.17) do not depend on j, and, using (1.8),
they are easily seen to be bounded by P(g) where P is some continuous
seminorm in $(R") which may depend on the support of g.

By (1.9) and the dominated convergence theorem, the fourth term tends to

I, 1y [KGD) = KOS Dg) dydx s = e,

and it is bounded by C|g|,, where C is a constant depending on f, the support
of g and the constant in (1.8) and (1.9).
Finally, the fifth term is bounded by

ly[™
¢ e |80 dydx
suppg Ji—jg/2< Iyl <i+1+iy2 |

J+1+j,/2
J—Jo/2
Observe that if fe D, the above definition of 7f and the original action of

T on f differ by a constant. Hence, 7f should be viewed as a distribution on D,
It is easy to see that definition of 7f does not depend on the choice of the

sequence (<pj};.°= , and that, for m = 0, it is equivalent to the one given in [DJ].
If Te CZO (m, €) and g € D,, we can use Lemma 1.16 to extend the action

of T*g to O™ by
(T*g,f) = lim (T*g, ¢,f ) = lim ( Ty, f, 8> = (Tf, ),
Vind

ind

< Clg|ilog -0 as j—o. O

which is consistent with (1.11).
Note also that for w e supp g and

yeG = {zeR": dist (z, supp g) > 2diam (supp g)},
| [ Ko g x| = | [1Kex, ) ~ Kow, o) dx
(1.18) < Clx=wlly —w """ | gladx
suppg
< Cldiam (supp 8)1" * ¢| gl |y — w| 7" 7™ ¢,

where we used that g has integral zero. But, if suppf< G, the function
§i6)) IK (x, ¥)g(x) dx is an integrable function of y, since f € O™, and, therefore,

(T*g,f) = lim j K(x, y)p;f(»)g(x) dy dx

J7®

= lim j e f(¥) K(x, y)g(x) dx dy

J o suppg

= [ [ K, 9)g(x) dxay.
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Hence, we see that «far away» from the support of g, the distribution 7*g
agrees with the continuous function fK(x, »)g(x) dx.

We have used the «size» of T to define its action on O™. A similar argument
can be given which uses the «smoothness» of 7. More precisely, let

D, = [¢ eD: jxw(x) dx=0 v|v|< 1}

and let D; be the dual space of D, with respect to the topology inherited from
®. Then we have

Lemma 1.19. Let Te CZO (I + ¢€), f€ O and let {0 };.":1 be as before. Then
the limit

DYK(0,
Tf=lim{T<pjf— > j .¥f(y)dyx7}
lv[=1J1i<lyl<j v:

Jjoew
exists in the weak*-topology of ®;_,. In particular, if g€ D,, then

Jj—o o

The proof of the lemma is similar to that of Lemma 1.16 and we leave it
for the reader. Again, to avoid ambiguities, 7f should be regarded as an el-
ement of ;.

If T: D — D’ is linear and continuous, then it is easy to check that

(1.20) (D"T)e = D"(Ty)

in the sense of distributions. Namely, let 7e CZO (/ + ¢) and fe 0. If ge D,
then DYg e ,_; for |y| =/ and hence we may consider

(DV(Tf), gy = (- )" Tf, D"g)

= (=" lim {(Tw,-f,D@ - Hl " _DYK(O,y)f(y)dy);—:DYg(X)dx}
<lyl<j .

Jjoeo

= lim [(Dyijf,g> - ﬂl ol ,DYK(O,y)f(y)dyg(X)dx}’
<l|yl<j

Jjoeo

as an easy integration by parts shows. However, since Te CZO (I + ¢), D"Te
CZO(/, ¢) and, from the last expression and Lemma 1.19, we have

(DUTf), &) =<(D"T)f, 8

which is consistent with (1.20). As in the remarks following Lemma 1.16, we
may define the action of T*g on O’ for ge D, and verify that
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Also, as in (1.18), this time using that g e D,, we have for we supp g and y
«far away» from supp g

= ,HK(x,y) - 2 —— (x — W)”}g(x)dx

[vl=1

(1.21) HK(x, »)e) dx

!
< j Clx = wi'* |y = w| ="~ '=| g dx
suppg

< Cldiam (supp 2)1" "' * | gl |y — w| 7" 717,

and, therefore, as before, away from the support of g, the distribution 7*g
agrees with the continuous fuction fK(x, )egx)dx.

We want to point out that if g e D,, more general sequences than {goj};?:l
can be used to compute { 7f, g). In fact, let Wj};:l C D satisfy the condition
(extending (1.13))

(1.13)" for each compact set B C R" there exists N > 0 such that ¢;(x) = 1 for
all xe B and j > N,

as well as
1.14y ¥jle <C forall j.
Then it is easy to show, using (1.16) (see [T]) that, as in (1.16),

J— o
Moreover, the following result due to Y. Meyer holds ([M2], c¢f. also [FW]).

Lemma 1.22. Let Te CZO (! + €) and let f€ O'. For ¢ € D let ¢'(x) = o(x/1),
t>0. Then for all ge D,

lim (To'f, g) = p(0){Tf, g).

t—

The Weak Boundedness Property

In [DJ] the following concept of Weak Bondedness Property was introduced.
For ne®d, zeR" and ¢ > 0, let

nz”(X)=n<x;z>'

A linear and continuous operator 7: D — D’ is said to satisfy the Weak
Boundedness Property if for every bounded subset ® of D there exists a positive




50 M. Frazier, R. TorRRES AND G. WEISS

constant C = C(®) such that for all ¢,y €®, all zeR" and ¢ > 0,
(1.23) (T, y=h| < Cr™.

If K is the kernel of T, then (1.23) may be rewritten as
(1.24) KK, ¥*' @ p*')| < Cr™.

Moreover, since the linear span of D(R") ® D(R") is dense in D (R” x R"),
it follows that the above is equivalent to the condition

KK, f=hHl < crh,

for every function f in a bounded subset & of D(R" x R"), all of whose
elements
have support in, say, a cube centered on the diagonal (where, f%'(x, y) is of
course f((x — 2)/¢, (¥ — 2)/1)).

If we denote by T%' the operator from D to D’ whose kernel, K%', is
defined by

1
<Kz’t1f> = t—”<stz’t>’

then the Weak Boudedness Property says that for all fe ®
KK=% Y] < C.

That is, the family of operators {7} zeRn, >0 18 IN some sense uniformly
bounded. These are the constraints imposed on the behavior of 7 under the
action of the «ax + b group» that we mentioned in the introduction.

In order to include in our discussion operators of «size m» we now extend
the definition of the Weak Bondedness Property in the following way.

A linear and continuous operator 7: D — D’ is said to satisfy a Weak
Boundedness Property of order m if for every bounded subset & of D(R” x R")
whose elements have supports in a fixed cube centered on the diagonal, there
exists a positive constant C = C(®) such that for all fe B, allze R", and ¢ > 0,

(1.25) KK, f>5| < cemmm,

In such a case we will write Te WBP (m) or, simply, 7€ WBP if m = 0.
We conclude this section with some remarks that are not hard to check. The
reader is referred to [T] for the details.

(a) Using translation, the set ® may be replaced by more general ones
whose elements have all their derivatives uniformly bounded and are
supported in cubes centered on the diagonal with fixed side length (but
not with fixed center).
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(b) If, in addition, the kernel of T satifies the size condition
K, )| < Clx—y|~"™™ for (x,»)€Q,

then the cubes mentioned in (¢) do not need to be centered on the
diagonal.

(c) If Te WBP (m), then T,z , € WBP (m — |8| + |y|) for all |3| < m and
for all |y| > 0 (compare with Lemma 2.9 in [FW]).

2. L*-Estimates and Pointwise Definitions

In this section we collect some technical lemmas that will be used later. Some
of the results that we are going to present are already known for the case
m = 0and /=0, 1. However, even in these cases, the proofs that we give here
are somewhat different from the ones found in the references that we shall
give.

The following two lemmas are generalizations of what is sometimes known
as «Meyer’s lemmay. For m = 0, Y. Meyer obtained these results in [M1]; see
also [MM].

Lemma 2.1. Let Te WBP (m), and assume that its kernel satisfies
K| < Clx=y|7"7"

Sor (x,) in Q. If fe D(R" x R"™) and DD f(x,x) = 0 for all |8| + |¥| < m,
then

K1) = [, Koo fex,y)dxdy,

where the integral on the right is absolutely convergent.

Proor. Let ¢ € D(R") be such that supp¢ S B,(0) and ¢ =1 on B,(0).
Then, for e > 0 we may write

o oo (el

Since K is locally integrable on , the first term on the right hand side of

(2.2) is
UK(x,y)<1 - ¢<x;y>>f(x,y) dxdy,
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and, by the Lebesgue dominated convergence theorem, tends to

| Kx, 2)f0x, ) dxy

as e > 0. Hence, we must show that the second term tends to zero.
Choose a function ¢ € DH(R") with supp ¢ S B,(0) and so that

3 wx— k) = 1.

kezZn

Then, for 1 >2e>0

f(x,y)sa<x—‘—y> - f(x, y)so<-’~‘—'—y> > ¢<1 - k>-
€ € kezn \ €

Let r > 0 be such that |x| < r for (x, y) e suppf. Then

e, y)qa(-f‘;—y) = f(x, y)«p(—x—;- ¥—> > ¢<ﬁ - k>,

|k| <R €

where

If we let

Fk,e(x!y) = 6'1'"’f(ex+ k,ey + k)¢(x—y)¢<x+ % — k>,

then the family {Fy .:keZ" and 1 > e> 0} is one of the sets described in
remark (a) at the end of Section 1, and since 7 € WBP (m), there exists a cons-

tant C such that
KK, Fgol < o

for all keZ", 1 >2e¢>0, zeR" and ¢t > 0. We have used the hypothesis
D®DJ f(x, x) = 0 to obtain the appropriate cancellation of the powers of e. In

particular,
KK, Fgey| < Ce"™™,
and, hence,
X — X — X
'<K,f(x,y)¢<———y>> <3 <1<,f(x, y)¢< 7 >¢<— —k
€ |k| <R € €

et 3 KK FES
|kl <R

S Ce! TR ™50 as e—0. O
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The next result gives a crucial L*-estimate, showing that T behaves well on
smooth bump functions.

Lemma 2.3. Let Te CZO (m, e N WBP (m) and assume that Tzl = 0 for all
|8] < m. Then T maps D(R") into L*. Moreover, there exists a constant C,
depending only on T, such that for any we R", t > 0 and ¢ € D with supp ¢
c B,(w) we have

2.4 ITelo<C 3 t"="|DY%]..

lvl=s1+m

Proor. We will proceed by induction on m. Assume first m = 0. Let o € D,
supp ¢ S B,(w).

(a) For x ¢ B,,(w),
Te() = [, . K )e(»)dy,

and, hence,

2.5) Te@| < [, , Clx=¥""l¢lody < Cle]a.

(b) Let xe D, x(x) =1 on B,(0) and x(x) = 0 for x ¢ B¢(0), and write
e() = [e(¥) — )IX" () + ()X '(¥) = f1(x, ) + fo(x, )).
Then, for ¢ € D satisfying supp y S B;,(w), we have

{Te, ¥)| = KK, ¥ ® @]
< KK Y00 £106 9 | + [KK, 00 £, (6, ¥)) |
=TI+ 1I

By Lemma 2.1,

(2.6) I= U K(x, )¥(x) f1(x, y) dx dy

<j j Clx—y|=" 3 ID%lulx — yldy [y dx
B;, (W) JBg, (W) |

V=1

gCtHZ1 Dol ¥ 1
V=

In order to estimate /7, it is sufficient to estimate

KK, ¢ ® x| = KTx™", .
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Assume, first, that [ y(x)dx = 0. Then, since 7(1) = 0, we have
0=(TLy) =<KTX"" ) +LT*Y, (1 = X"
and, hence
Q.7 KTX™' 93| = KT*y, (1 = x™")|
= | [[ K6 = x40 dey |

1 =x"0) [, . [Ke&Y) - Kw, ) dx|dy

<
= B3, W) ‘ Bg, (W)

<C tlw = y| 7" Y| dy dx

J'By w) J“le w)

< Ct¢ noe
<CtPh |, oI d

< Cl¥]a-

Now consider a general ¢ €D, suppy S B;,(w) and jz/z(x) dx =b. Fix
7 €D, suppy S B;(0), n > 0and [ n(x)dx = 1. Then y — bt~ """ has support
in B;,(w) and has integral zero. Hence, using (2.7) and that 7€ WBP (0)
(28) |<wa,t, ¢>| < |<wa,t, 1,/ _ bt—nnw,t>| + |b|t_n|(TXw’t, nw,t>|
SClY = bt~ ™™ [y + [¥lt"KTX™ 9™ 5|
< Cly|, + Clyl 7"
<

Clvl,.
From (2.6) and (2.8) we see that
Q9 [{Te, ¥3| < Ct’ |§]1 IDYelel¥l: + Clelel¥l:
o=

<C 3 tMDY%||¥l:-
lvl=1
Thus, (2.5) and (2.9) show that Ty extends as an element of (L'(R™)* = L™
with a norm bounded by the right hand side of (2.4). This ends the proof for
m=0.

Assume that the result is true whenever Te CZO (m — 1,e) NWBP (m — 1)
and Tl = 0 for all || < m — 1, and suppose T € CZO (m, ) N WBP (m) and
T31 =0 for all |8] < m. Fix ¢ € D, satisfying supp ¢ < B,(w).

(a) For x ¢ B,,(w)

(2.10) Te@| < [,  Clx=2""""|¢ladr < Cr™ "o,

which is an estimate of the right order.
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(b)' Let x be as in (b) and write

D"p(x)
2 !

[yl=m

() = [w(y) - - X)V]xw’ ‘)

D’Y
Z(x) - x)’} X" ()

+ [so(x)x‘”’ ‘Mm+ >

1<l|y|=m
=f1(X,y) +f2(x’y) +f3(x’y)'
Then for Y € D, supp ¢ S B;, (W),

3
[KTe, ¥)| < Zl <K, $(0) £i6, »)>| = T + II + III.

As in (b), by Lemma 2.1

211y I= l“ K(x, y)¥(x) f1(x, ) dx dy

sf j Cle—y|™"™ 5 1D%lulx = ¥™* 1 dy |y()] d
B3, (W) JBg, (W) ¥l

lvl=m+1

<Ct 3] 1 DYl ¥]1-

[yl=m+
The same argument, this time using that 7’e WBP (m), yields
2.12) I<Ct™ "ol ¥l

Finally, to estimate III we can apply the induction hypothesis to the
operators T, for 1 < |v| < m to obtain

1
(2.13) KK YL < 2 |<D’¢T~,XW”,¢>|W

I<s|ylsm

<C 2 D%l 2 g=mr MRl DA |yl

1=<|y|=m 0<[Bl=sm-|y|+1

<C 3 [D%le 2 7 MDY,
1s|yl=m 0<|Bl=m-|vy|+1

<C X " MIDY| Y],
1<s|yl=m

Hence, (2.10), (2.11), (2.12) and (2.13) give (2.4). O

Corollary 2.14. Let Te CZO (I + ¢) N WBP and suppose that T(y") = 0 for
all |v| <Il. Then T maps ® into L. Moreover, there exists a constant C
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depending only on T such that, if ¢ € D and supp ¢ < B,(w), then
@.15  [D'Tel.<C X t""M|D%]|, forevery |v|<L

lvl<lyl+1

Proor. Since Te CZO (I + ¢€) N WBP we have
D'TeCZO(|v],1- || + € N"WBP (|]) € CZO (|7], NWBP (7)),

since |v| < /. Hence in order to apply Lemma 2.3 we only need to check that
Tg,,1 = 0 for every |B] < |v].
Choose y € D, and let {gaj};.":l be a sequence as in Lemma 1.16. Then,

(2.16) (Tp,1,¥> = im (T 05, ¥)
Jj—o o

= lim ((y - ’DIK, ¥ ® ¢;)

Jjoreo

= (=D"'1im <K, DYI(y — )P x)]e;(3)>

J7®

=(-D"Mlm 3] C(K, (¥ —0° D))

Jjoo O=spv=<vy
O0=B+v—v
where the inequalities under the above sum refer to each component of
the multi-indexes. We claim that each term in the sum is zero. In fact,
(K,(y - x)5+"'7D”¢(x)q>j(y)) can be written as a sum of terms of the form
Cﬂ(K,y“x‘“”‘“"“D"w(x)qoj(y» with B+ v —~v—pu>0. Since YyeD,, it
follows that D"y € :DM and, hence, the function x?*?~7~#D"} has at least
vanishing moments of all orders not exceeding |u|. Then by Lemma 1.19,
we have
lim (K, y*xP** 77D (X)¢;(»)) = lim (Tp;p*, xP+> "7~ #D"y)

Jj—o o Jj—o
= (Ty*, xP*"=7"*D"y) = 0,

since [u| <[B] + 2] = [¥[ < |v[. O

Let Te CZO (m,e) NWBP (m) and assume Tzl = 0 for |3| < m. We have
proved that for every ¢ € D, To is an L”-function. We will now show, that
To(x) can be well defined at every point. In fact, we will show that Ty agrees
almost everywhere with a continuous function.

Let £ > 0, we R” and suppose £ € D satisfies £ = 1 on B,,(w) and £&x) =0
for x ¢ B,,(w). Letn = 1 — £. Asin the proof of Lemma 2.3, we have that for
all Y € D, with supp ¢ < B,(w),
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thus,
(TE ¥ = = [[[K(, ») = KOw, Dm0 dy dx
= [[ K, ») = Kx, 2)n(9) dy ¥(x) dix.
Since bqth T¢ and

[ IKOw,5) = Kx, p)In(») dy

are bounded functions on B,(w) and they agree, as distributions, on D, (B;(w)),
we must have that for a.e. x in B,(w),

(2.17) TEX) = Cy,o + [ [K(,7) = K(x, D)In(») d,

where C, , is some constant which may depend on w and ¢ but not on x € B,(w).

Since the right hand side of (2.17) is a continuous function, we can take it
as the pointwise definition of 7¢ on B,(w). Note also that if m > 1 then the
«faster decay of K(x,y) at infinity» allows us to compute T£(x) as

2.18) TEx) = Cy,,. ~ [ K, n(») dy.
In any case, if x, x’ € B,(w), then
(2.19) Ti(x) — Téx) = j [K(x',») — K(x, »)]n(y) dy.

We now want to define Tp(x) for any ¢ € D. Assume again 7 € CZO (m, ¢)
NWBP (m) and Tzl =0 for |8| < m. Let ¢ € D and let Y € D(B,(w)). For £
and 7 as before,

(To,¥) =K, ¥y ® o)

<K ¢(x)[¢(y)— > D <x>( i ]z(y)>

|yl sm

(64 )

<K Yx) 2 DY) E(y)> + (K, ¥(X)e(V)n(¥)>

|yl <m

=J K(x,y>[¢(y)— > an(x)( 2l }ayw(x)dydx

[vl=m

+ 2 < >+j K@x, n)e(y)n(»)¥(x) dy dx

lvl=m

(the first integral representation follows from Lemma 2.1 and the second one
is true because supp ne Nsupp ¥ = J). Hence, for a.e. x € B,(w),
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87

(2.20) To(x) = jK(x.y)[so(y) > Do) ——— — 1) }E(y) dy

l¥lsm

7 }(X)

+ jK(x, Ve(ym(y)dy.

Again, since the right hand side of (2.20) is continuous we can take it as the
pointwise definition of Te on B,(w). The continuity also guarantees that this
definition is independent of B,(w) and £.

It will be convenient for later applications to have a formula for the dif-
ference between the values of Ty (as well as D"Typ) at two different points.
This is obtained in the next lemma. Once again, for / = 0 the result is due to
Y. Meyer and for / =1 to M. Meyer. The proof follows from a careful use
of the previous pointwise definitions and it is left to the reader. The details
can be found in [T]. See also [FW] for an alternative formula.

3 (o

[vl<m

Lemma 2.21. Assume Te CZO (Il + e NWBP and T(x") = 0 for all |v| <1
Let x # x' be two points of R", t = |x — x'|, £€ D, £ =1 on B,,(x'), &x) =
for x ¢ By, (x") and let =1 — £. Then for all o€ D and for all |v| <!

D"Te(x) — D"To(x")

DB
=jD?K<x,y){¢(y)— 5 Dle® x)ﬁ]smdy

lBl=lvl B!

B r
—jDYK(x',y)[so(y)— y, Do)

— ynB d
o2 B (v X)}E(y)y

DPo(x’
+ J[DYK(x, y) - DYK(x’,y)][so(y) - 2 ﬂ(y - X’)"Jn(y) dy

=iyl B!

D**7o(x)
v!

+ [D%(x) - 2 (x - x')”] T, . £(),

6= B! vl < il - 18]

where all integrals are absolutely convergent.

3. Boundedness criteria

The following three theorems extend the results of [FHIW].
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Theorem 3.1. Let o <0and0< p,q < . Assume that T: D — D’ satisfies

(3.2) Te WBP,

(3.3) TeCZO(5) where 1>6>0,

(3.4) T*eCZO([J —n—al +p) where 1>p>(J— a)*,
(3.5 T1=0, and

(3.6) T*(x")=0 for |v|<[J-n-a],

then T extends to a bounded operator on F;"q.

Theorem 3.7. Let o > 0andmin {p, q} > 1. Assume that T: D — D’ satisfies

(3.8) TeWBP,

(3.9 TeCZO([a] +6) where 1>6> a*,
(3.10) T*e CZO (p) where 1>p>0,
3.11) T(y")=0 forall |v|<Icl, and
(3.12) T*1=0 if a=0

then T extends to a bounded operator on F3'9.

Theorem 3.13. Let o > 0 and min {p, g} < 1. Assume that T: D — D' satisfies

(3.14) Te WBP,

(3.15) TeCZO([a] +6) where 1>6>a* if J—n—a<0 and
1>6>max {a*,J*} if J—-n—a=0,

(3.16) T*e CZO([J — nl + p) where 1>p>J*,

B.17) T(") =0 forall |y| o],

(3.18) T*xM =0 foral |yv|<J-n-a] if J-n—az=20,

(3.19) |DEDIK(x, ) ~ DIDIK(x, 2)| < Cly — 2’| — y| =@+ 1Fl*Ii+2
SJor2|y —z| < |x—y|if|v| <min {[J] — n,[a]} and |8 + 7| = [J] — n,
and

(3.20) |DEDIK(x,y) — D3DIK(z, )| < Clx — zf°|x — y| =+ 181+ M +5
Sor2lx —z| < |x =yl if |v| =[] and |B] = (J]1 —n— [a]), ,

then T extends to a bounded operator on Ff,"".
As we mentioned in Section 1 we will prove these theorems by showing that

smooth atoms are mapped by T into smooth molecules. Actually, we will show
that if @ € D is a smooth atom associated with Q,, the unit cube with lower
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left corner at the origin, then 7 is a smooth molecule associated with Q,.
Moreover, we will see that 7a satisfies conditions (1.4) to (1.7) with a constant
C depending only on the dimension n, the constants appearing in Lemma 2.3
and Corollary 2.14, and the constants associated to T"and T* by the hypotheses
of the theorems and the definitions of generalized Calderén-Zygmund operators
and WBP. It is not hard to check that all these constants, as well as the
hypotheses of the theorems, remain unchanged if we replace T by any of
the operators T%‘. Now using a simple translation and dilation argument,
together with the particular form of conditions (1.4) to (1.7), one can easily
conclude that 7" maps a smooth atom associated with an arbitrary cube Q to
a smooth molecule associated with Q and with the same constant C obtained

for Q,.

PROOF OF THEOREM 3.1. Lete=p—(J—a)* and M=J + . Let ae D be
a smooth atom for F>? associated with Q,. We will show that Tz is a smooth
M-molecule. Observe that since o < 0 we only need to check that conditions
(1.4) and (1.5) hold (this is also the reason why we use the term «smooth
M-molecule» and not «smooth (8, M)-molecule»).

Assume first |x| > 4Vn. Then, since a(x) has L-vanishing moments (where
L=[/—-—n-¢]) and |a|, <1, we have

| Ta(x)| = l I K(x, y)a(y) dy}
30,

B
_ j [K(x, »- 2 D?K(x,O)y—,}a(y)dy’
30, 6l sL B!
yﬁ
sj K&y - 3 D§K(x,0)—-‘dy
30, Bl=L B!
B

Y [DEK(x, 2(0) — DEK(x, 0)] %
l6l=L B!

dy

S \[
30,

where the point z(y) € Q,. But, then, 2|z(y)| <4Vn < |x| and since T*e
CZO (L + p), we obtain from the last inequality that

|z

X7 LT Iy[Fdy < Clx| ="~ 177 = Clx| ~M*,

(3.21) |Ta()| < J C
SQO
because n+L+p=n+[J-n—al+(J-a)*+te=J—a+e=M-—aq,
where the constant C depends only on 7 and the dimension #. Clearly (3.21)
gives (1.4) for Q, and |x| > 4Vn.
Now let |x| < 4Vn. We can use (3.2), (3.3) and (3.5) to apply Lemma 2.3
and obtain
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(3.22) |Ta()| < C(lalo + 2Vn |Val) < C

where the constant C, by (1.3), is independent of a(x). Hence, (3.22) gives
(1.4) for |x| < 4Vn.
Since (1.4) holds, x"Ta is integrable for |v| < L; hence, by (3.4) and (3.6),

0= (T*x",a) = (Ta,x") = j Ta(x)x” dx,
which is condition (1.5). [

PROOF OF THEOREM 3.7. Lete =min {6 —a*,p}andlet M=J+e=n+e.
We will show that if a is a smooth atom associated with Q,, then Ta is smooth
(6, M')-molecule also associated with Q,.

We use the same arguments of the previous proof, and, when |x| > 4vVn we
use (3.10), in order to obtain

| Taw)] = | [, K(x,») ~ K(x, 0)la) dy
0
P —n-p
< CLQO |¥1°1x| dy
<Clx|™"7*
<Clx| ™™
<CU + |x)~™
which is (1.4).
As in the previous proof, if |x| < 4Vn (3.8), (3.9), (3.11) and Lemma 2.3
yield
|Ta(x)| < C < CA + |x|)~™.

Condition (1.5) needs to be checked only if o = 0. But in that case 7*1 =0
and so

0=(T*l,a) =<(Ta,1) = jTa(x)dx.

We turn now to condition (1.6). If || = 0, (1.6) is just (1.4). Thus, we may
assume o > || > 0. Again there are two different cases. If |x| > 4Vn we have
the immediate estimate

|D"Ta(x)| < L |DIK(x, y)| |a].dy

<Clx|_" vl
<C| |—n s
<C+ |x))™™,
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while if |x| < 4Vn, we may use (3.8), (3.9) and (3.11) to apply, this time,
Corollary 2.14 and obtain

|ID'Ta(x)| < C Y, @Vn)#I-M|DB| < C<CU + |x])~¥,

1Bl =y +1

where the constant C is, again by (1.3), independent of a(x).
We now show that T satisfies condition (1.7). Let |v| = [e] and let x and
x' be two different points of R”. If [x — x’| > 1 then, by (1.6), for |v| = [a],
|D"Ta(x) — D"Ta(x')| < |D"Ta(x)| + | D" Ta(x")|
SCUA+ )™+ 1+ [xD~™)
SCle =X/ + |x) ™™+ (1 + |x'~M),

which certainly gives (1.7) for this case.
Assume now |x — x’| < 1. We consider the following different positibilies:

(@ If |x|, |x'| >6Vn, then for y€3Q,, |x —y| >4Vn>2|x - x'|, and,
also, |x — y| = |x| — |¥| = |x|/2; thus,

|DYTa(x) — D*Ta(x")| = |LQ DK(x, y)a(y)dy — LQ DK(x', y)a(y) dy
< LQ |D'K(x, y) - D'K(x", )| | a| . dy

N

Clx — x'|®|x —y| - ll-8g
Jag, Gl = xlx = 1 y

N

C]x_x:'alxl—n—[a]—b
< Clx = x'|°A + |x|) ™.

(b) If |x| = 6Vn and |x’| < 6 Vn we still have that x’ is «far» from Q,, that
is |x’| = |x| = |x — x’| > 6Vn — 1 > 5Vn and the situation can be handled as
in (@). The same is true, of course, if |x’| > 6Vn and |x| < 6 Vn.

(c) The last case to be considered is when |x|, |x’| < 6 Va. In this case we
use the representation formula of Lemma 2.21. In fact, fix £ € D satisfying
supp £ € B,(0) and £ =1 on B,(0), and let

£) = s(y = >

where ¢ = |x — x’|. Then since Te€ CZO ([a] + ) NWBP and T"(x") = 0, for
|7] < [, we have for |v| = [a]

|DYTa(x) — D"Ta(x")|

<

B
jDzK(x, y){a(y) -y P

o B! (y—x)"]é""‘(y)dyl
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) DPa(x") g |
+ IDE’K(x ,y){a(y) - 2 ——0- x)B}E "(y)dy'
Blsteq B!
+ j [DIK(x,y) — DIK(x', )]
DPa(x’ ,
[a(y) -y BED x')‘*}[l — )] dy’
IB/<la B!
1 DB*’a(x’ ,
+ —')D’sa(x) - 3 —#(x—x’)” | T5,, ')
I8'<le1 B! Ms<ia-18 ¥}
=I+1II+ 1T+ 1V.
We have
[ e DPa(x
I<cC =y~ ey - X #(y—x)ﬁ |£]dy
JIx' =yl <4lx-x’| 18] =[] B!
SC ix_y‘—n—-[a] E "Dﬁauwly_xl[ahldy
JIx' =yl <4|x-x'| Bl =[a] +1
SC |x__y|—n+1dy
JIx =yl <alx—x|
<Clx—x'
< Clx - x'|%,

since |x — x'| < 1, where the constant C depends on £ but not on a(x) since
|DPa|, < 1forall |8] < [a] + 1. The term I7 can be estimated in the same way.
By (3.9),

mgcj e — x'P|x — y| 7m0

[ =y|>2|x-x'|

DPa(x’
ay) - > o)

(v - x| dy
Bi=td B!

<C|x—x'|"U X' —y| "5 S | Dlally— x| dy
lx' —yl<2 Bl =[]l +1

e[y S Dy x4 a]
I ~yi=2 18] = [a]

scix_xllaij' Ix/_yl—n+l—6dy+J‘ lx:_yl—n—ady}
lx -yl<2

|x" —yl=2

<Clx - x')°.
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Finally applying Lemma 2.3 to the operators 7 . we obtain

B+v ’
N Z iﬂpﬁa(x)_ Z w

(x - x')”‘
I8/'<le1 B! M<ial-lg P!

C Z (Zl‘)l‘Ll —[al + 8] ||D“£x”t|| w}

lul=lal-18]+1

<C 2 2 | D’af,|x — x|~ I+
1Bl =lcd |v| =lc]l—-[B1+1

¢l = [ed + (Bl — k] HDuEuw
lel =[ed - 18] +1

<C 3 |x—x|ld-t+1 -+ 18

18l < [e]
<Clx—x'|
< Clx - x'|°.

We have shown that |[D"Ta(x) — D"Ta(x")| < |x — x'|°, which implies (1.7)
for |x — x’| <1 and |x|, |x’| < 6Vn. This concludes the proof of Theorem
3.7. O

PRrOOF OF THEOREM 3.13. Lete = min {6 — a*,p — J*}ifJ— n— a <0and
e =min {6 — max {a*,J*},p—J*}if J—-n—a>0,let M=J+ ¢ and let
a(x) be a smooth atom for F;"" associated to Q, . For these choices of M, the
same arguments used in the proof of Theorem 3.1 imply that 7@ satisfies condi-
tions (1.4) and (1.5) for a smooth (6, M)-molecule associated with Q,, and so
they will not be repeated here. In order to prove that 7a also satisfies conditions
(1.6) and (1.7) we will use the mixed derivatives hypotheses (3.19) and (3.20).

Let |x| > 4Vn. Assume, first, that 0 < |y| < min {[J] — n, [«]}. Then by
(3.19)

r 8
(3.23) [D"Ta(x)| < DIK(x,y) — 2 DSDIK(x, O)y—, la].dy

Jie, 18] < UT=n~ |l B!
' yﬁ

< |DEDIK(x, 2(¥)) — D3DIK(x, 0)| | 7| dy
J30 181 = 1= n— |l B!

< [ C|z(y)|p|x| —n—(J1-n~-|y])- v -p|y|lll —n—|vy| dy
J3g,

< C|x| -[J1-»

CIXI—J—(p—J*)

<Clx|~7=¢ = Clx| M.
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While if [J]-n+1< |’Y| < [a],
(3-24) [D*Ta()| < [, IDIKC )| lalody
0

Clx=y|-n- Mg
LQO x =yl y

Clxl-"-lvl
C|x|—n—([.]]—n+1)

Clx| =¥

N

N NN

The inequalities (3.23) and (3.24) imply (1.6) for |x| > 4Vn. On the other
hand, if |x| < 4Vn, we use (3.14), (3.15) and (3.17) in order to apply, as in
the previous theorems, Corollary 2.14 to obtain

|D"Ta(x)| < C

which again gives (1.6) for |x| < 4Vn.

We now want to check condition (1.7) for |v| = [a]. Going back to the
proof of Theorem 3.7, we see that the only case that needs a different argu-
ment is when |x — x| <1 and |x|, |x’| > 6Vn. We consider three different
possibilities:

(@ If J—n—a<0, then

|D"Ta(x) — D"Ta(x")| < ID”K(X y) - DIK(", y)| |a].dy

Jio
<Clx x'|®|x| -0
< Clx — x|
since
n+fa]+é=n+a—-a*+é2n+at+e=2J+e=M.
by If J-n—a>=0and [J] — n - [a] =0, then again
|DTa(x) - D"Ta(x")| < |, o, IPIK(.y) = DIK(x', )| |al=dy
< Clx — x'|®|x| ~n-led-8
< Clx = x| =
because, in this case, e = min {6 — max {a*,J*},p — J*} and, thus,

n+fe]+6=UJ]+6=J-J*+62J+ (6 —max{a*,J*})>2J+e=M.

(o) If J-n—a>0and k=[J] — n— [a] >0, then, using the vanishing
moments of a(x), the integral form of the remainder and (3.20), we get
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|DTa(x) — D" Ta(x")|

<

ﬁ
f [D?K(x,y) - >, DSDYK(x,0)=— ]a(y) dy
30, I6] <k B!

B
—j {D"K(x y)— >, DSDIK(x', 0)—,}a(y)dy‘
30 l6i <k 8
S J 1 (1 _ s)k—l
30, Jo (kK — 1!

1
CJ j|x—x’|'5|x—sy|""|""""’|y|"dsdy
30, Jo

6
S IDEDIK(x,sy) — DEDYK(x', sy)] 2

6] = k B! ddy

N

< Clx_x/|6|x|—n—|7|—k-—6
< Clx - x'|°|x| ™™

since
n+ly|+k+é=n+[]+J]-n—-[a]+6=J]1+6=J+6—-J*=M.

In all of the above three cases we obtain (1.7) because |x — x'| <1 and
|x|, |x’| > 6Vn. This ends the proof of Theorem 3.13. [J

We want to make some remarks regarding the above theorems, duality and
interpolation for the case 1 < p,q < . In this case, (Ff,"")* = F,; *4" for
any o€ R, where p’ =p/(p— 1) and q¢' = q/(qg — 1). Thus, for « > 0 and
1< p,q < oo, Theorem 3.7 can be obtained from Theorem 3.1 under the
add1t10nal assumption 7*1 = 0 (which we know is actually unnecessary).
In fact, in such a case, T* is, by Theorem 3.1, bounded on F ~ % and, hence,
T is bounded on F"‘ *9, This, together with an 1nterpolat10n argument, gives
an alternative proof of the L? boundedness result of David and Journé [DJ]
for the case T1 = T*1 = 0. As was already observed in [FHIW], the result of
David and Journé can also be obtained from Theorem 3.7 since L? = FY 2.
Thus, Theorem 3.7 can also be used to prove directly the boundedness of
Calder6n-Zygmund operators on L? = F%2, for 1 < p < w, and H! = F2,
avoiding the usual duahty and mterpolatlon argument (see, for example, [CM])

For a >0, F = LZ, where LZ is the homogeneous (L) Sobolev or Beppo
Levi space of orther «. In [MM)] a criterion for the boundedness of generalized
Calderén-Zygmund operators on L;‘ for 0 < o < 2 is obtained, without the
assumption (3.10) of our Theorem 3.7 i.e. without smoothness in the variable
). The reason for our assumption is that we are proving a little more about
T, namely that it maps smooth atoms into smooth molecules. We also recover
and extend (again under the additional smoothness in y), the result of P. Le-
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marié [L], for Besov-Lipschitz spaces. In fact, for « > 0 and min {p, g} > 1,
we can use the real interpolation result:

R qd — (BP0 B%1:P1
BP (Bpo ’Bpl )O,q’

where a = (1 — 0)ag + 0y and 1/p = (1 — 6)(1/p,y) + 6(1/p,) With 0 < 6 < 1,
and the fact that B;’,"" = F;'”, to get from Theorem 3.7 a criterion for these
spaces.

Theorem 3.13 can be used, in particular, to obtain a boundedness criterion
for real Hardy spaces, since F$'2 = H” for p < 1. The statement of this theorem
is clearly more technical than the previous two due to the presence of the mixed
derivative conditions. However, if T is a convolution singular integral operator,
and, thus K(x, y) = K(x — »), then the hypotheses of Theorem 3.13 are much
easier to state. In fact, T is (essentially) its own transpose, and fora =0, g = 2
and 0 < p < 1 the hypotheses of the theorem are reduced to:

T e WBP,
ID"K(x)| < Clx| ="~ for |v| < I[n(1/p - 1),
|DK(x) — D'K(x")| < C|x — x'||x] ="~ =< for |v|=[n(1/p - D],

2lx — x'| < |x| and 1 > ¢ > (n/p)*, and
T(y")=0 for |v|<[n(1/p - 1)

Moreover, the last of these conditions is really superfluous since it is guaranteed
by the translation invariance of T, as the reader may check (cf. [T]). Thus
we recover the classical result about the boundedness of singular integrals on
HP-spaces (see [FS, p. 191)]).

Conditions (3.11) and (3.17) in the above theorems are to some extent
necessary as the following theorem shows.
Theorem 3.25. Suppose that a« >0, 0 < p,q < o, and

TeCZO ([a] + e NWBP

has the norm boundedness property

(3.26) ” Ty || F;.q < C" S"uﬁz,q
Sfor all pe DNF 9. Then,

(3.27) T(x")=0 whenever |v|<oa-— %

Let us delay the proof of this theorem for a moment and make some com-
ments and describe some of its consequences.
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The norm boundedness property of the statement of this theorem does not,
a priori, allow us to extend 7'to a continuous operator on F » 7 for the follow-
ing reason. F;’? can be regarded as a space of tempered distributions modulo
polynomials of degree less than or equal to [a — n/p] (see [FJ2]). Hence,
it does not make sense to regard 7 as defined on Ff,"q, unless 7(y") =0
for |v| < [« — n/p]. Nevertheless, it does make sense to consider (3.26) for
veED HF;"’. Except for the gap in the case where o — n/p is integer,
Theorem 3.25 shows that the norm property can not hold unless 7" annihilates
polynomials of appropriate degree, so that 7, in fact, can be extended to a
bounded operator on F;’,"".

Moreover, there is in general, a gap between this theorem and conditions
(3.11) or (3.17). However, if p = « and o > 0 is not an integer, we obtain
from Theorems 3.7 and 3.25 the following

Corollary 3.28. Let >0, o ¢Z and 1 < g < . Assume that T: D - D’
satisfies

T e WBP,
TeCZO ([a] + ) 1>6>a*,
T* e CZO (p) 1>p>0.

Then T extends to a bounded operator on 13“;‘:,"’ if and only if T(»") = 0 for
all |v] < [a].

If, in addition, g = «© we have F ®° = A% the (homogeneous) Lipschitz
space of order «, and, in this particular case, a careful look at the proof of
Theorem 3.7 shows that, if we do not require that 7 is to map smooth atoms
into smooth molecules, we can get rid of the smoothness in the y variable and
still obtain the boundedness on A®. Thus, we recover the result of Y. Meyer
for the boundednes of generalized Calderon-Zygmund opertors on Lipschitz
spaces [M2].

The gap between conditions (3.11) and (3.27) disappears if we consider con-
ditions yielding boundedness for all o > 0. In fact, fix p and g with 1 < p,
g < . From Theorems 3.7 and 3.25 we immediately obtain

Corollary 3.29. Let T:D — D' be a linear and continuous operator with
kernel K whose restriction to Q is a C*-function of x. If, in addition, we
have

(3.30) T e WBP,

(3.31) IDIK(x, »)| < C,|x —y|"" " forall v,
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and
(3.32) |K(x,y) — K(x,2)| < Cly — z[|lx —y| 7"~ ¢

JSor some € >0 whenever 2|y — z| < |x — y|, then T extends to a bounded
operator on F’? for all o > 0 if and only if T(P) = 0 for all polynomials P.

Observe that in this case we also have that T is bounded if and only if T
maps smooth atoms into smooth molecules for all o > 0.

For the inhomogeneous spaces F;*? (defined in [Tr], [FJ2]) we have the
following

Corollary 3.33. Suppose 1 < p, g< oo. Let T: D — D’ be a linear and con-
tinuous operator satisfying (3.31) and (3.32). Suppose, also, that T is bounded
on L? and that T(P) = 0 for all polynomials P. Then T extends to a bounded
operator on F9 for all o > 0.

This result follows from Theorem 3.7 (boundedness in L? implies WBP)
and the standard fact that for « > 0 and 0 < p, ¢ < «, we have

[ lpaa= [ flpwa+ [ f]p for fe8'.

Recall that for > 0 and 1 < p < e, F'? = L, the (L”) Sobolev space of
order «. Thus, the above corollary gives, in particular, conditions for 7 to be
simultaneously bounded on all Sobolev spaces for a fixed p.

Proor oF THEOREM 3.25. Let 0 <« and 0 <min {p,q} < . We may
assume a > n/p, otherwise (3.27) is void. We will need to use the following
standard facts about Triebel-Lizorkin spaces

Fact 1 (see, for example, [FJ2] or [FW]). Let y € D, for some [ 2 [a — n/p].
Then there exists a constant C, > 0 such that for all fe Fj’9,

KLDISCulf g
Fact 2 (see [Tr, p. 239]). Let fe DNF, then | f*] para < Ct@P %] £ peca-
P V4

Let |v] =< a — n/p. We have to show that Ty” = 0 in ;. Now, although
Ty" is initially only defined on D;, using the Hahn-Banach theorem we can
extend it to a distribution S in D’ (two such extensions will, of course, differ
by a polynomial of degree less than or equal to /). Let 8 be a multi-index such
that || > [a — n/p]. Then, d?y e Dyg -1 E D for all Y €D and we have

(D*S, ¥y = (-1)IFIKS, DYy = (= 1)(Ty", DPy).
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Choose ¢ € D such that ¢(0) # 0 and y"¢(y) € D,, where as before, L =
[J—n—-qa]. ltis easy to check that, up to a multipl‘icative constant, y"p is a
smooth atom for F'?, and, therefore, Yo € DNF; 7. Since

TeCZO([a] + €) € CZO (e — n/p] + ¢),

we have, from Lemma 1.22 and the two facts stated at the beginning of this
proof, that

|0(0)<D?S, ¥>| = |0 T(y™), D*y)|
= lim K T(y"¢"), DY)

= lim "M [ T1(»"¢)'], DPy)|

t— o

< lim Cut" I IO 0) 1l .0

< Gy, rlim M7 .o

< Cy, rlim M * 7P =2 70| 1o,
tow °

=0

since |v| < o« — n/p. Thus, since ¢(0) # 0, we see that DPS =0 in D’ for all
|8] > [o — n/p]. But this implies that S coincides with a polynomial of degree at
most [ — n/p] on D, and, a fortiori, Ty” coincides on D, with a polynomial
of degree at most [a — n/p].

Put P = T(y"). We claim that the weak boundedness property implies that
the degree of P(x) is at most /. Since a polynomial of degree at most / acts
as the zero linear fuctional on ®,, this will imply that 7(»") = 0 in D;.

Suppose that

Px)= > ¢x’'= >, ¢x"+ 2, ¢x’'=Q0x + R(X),

|v| =d |»| <d v =d

where d>/and 2] |c,| #0.
vl =d
Let y €D, be such that [Y(x)R(x)dx #0, and let r>0 be such that

supp ¥ < B,(0). Let x € D satisfy x =1 on B,,(0) and |X|, = 1. Forall#>1,

(P, Y'Y =T, ¥"
= (TXY), ¥y + (TI(1 — xHY'], ¥
= (TXY"), ¥ + (T*y, (1 — xX")y™)
=I+1I
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By the WBP,

17 < t|7’|T(xy7)', ¥H| < C\b,xt"“,

and, from (1.21) we have that

| = KT*¢', (1 = x|

= | [[ Ko w0~ Xonydedy |

l'Yl t
< jly|>2r12|y| IK(X'J’)‘P (X)dx'dy
< C(rt)"+1+f"¢,"wj‘|y|>2n|y| —n-l-exlgy
<C¢t"+1,

On the other hand,

(P,¥") = [ PO/ () dx
= 1" [ Ptx)y () dx
= 1" [ QUux)(x) dx + 1" [ REx)(x) dx
= 3 et Jx”xﬁ(x) dx + tn+de(x)¢(x) dx,

lv| <d

and, since j Y(X)R(x)dx # 0 and d > [, if we let ¢ tend to infinity, we obtain
a contradiction. Therefore, the degree of the polynomial P(x) is at most /. This
completes the proof of the theorem. [

References

[CZ] Calder6n A. and Zygmund, A. On the Existence of Certain Singular
Integrals, Acta Math., 88(1952), 85-139.

[CM] Coifman, R. and Meyer, Y. Au Deld des Operateurs Pseudo-Différentiels,
Astérisque, 57(1982).

[CW] Coifman, R. and Weiss, G. Extensions of Hardy Spaces and Their Use
in Analysis, Bull. Amer. Math. Soc., 83(1977), 569-645.

[DJ] David, G. and Journé, J.-L. A Boundedness Criterion for Generalized
Calderén-Zygmund operators, Ann. of Math., 120(1984), 371-397.

[FS] Fefferman, C. and Stein, E. H?” Spaces of Several Variables, Acta Math.,
129(1972), 137-193.

[FHJW] Frazier, M., Han, Y. S., Jawerth, B. and Weiss, G. The T'1 Theorem for

Triebel-Lizorkin Spaces, to appear in Proceedings of the Harmonic Analy-
sis. El Escorial, June 1987; to be published by Springer Verlag (Mathemati-
cal Notes series).



72 M. FrRAZIER, R. TORRES AND G. WEISS

[FI1]
[FJ2]
[FW]

[GC-RF]

[L]

[MM]
Mi]

(M2]

[S]
[TW]

[T]
[Tr]

Frazier, M. and Jawerth, B. The ¢-Transform and Applications to Distri-
bution Spaces, Lecture Notes in Math. 1302(1988), 223-246.

Frazier, M. and Jawerth, B. A Discrete Transform and Decomposition of
Distribution Spaces, preprint.

Frazier, M. and Weiss, G. Calderén-Zygmund Operators on Triebel-
Lizorkin Spaces, MSRI, Berkeley, 02221-88 (1988).

Garcia-Cuerva, J. and Rubio de Francia, J.L. Weighted Norm Inequali-
ties and related Topics, North Holland Mathematics Studies, Amsterdam,
198s.

Lemarié, P. Continuité sur les Espaces de Besov des Operateurs Définis
par des Integrales Singuliérs, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 35(1985),
175-187.

Meyer, M. Continuité Besov de Certains Opérateurs Integraux Singuliéres,
These de 3e Cycle, Orsay 1985.

Meyer, Y. Les Nouveaux Opérateurs de Calderdon-Zygmund, Astérisque,
131(1985), 237-254.

Meyer, Y. Continuité sur les Espaces de Hélder et the Sobolev des Opéra-
teurs Définis par des Intégrales Singulieres, Recent progress in Fourier
Analysis, 1. Peral and J. L. Rubio de Francia ed., North Holland, (1985),
145-172.

Stein, E. Singular Integrais and Differentiability Properties of Functions,
Princeton Univ. Press (1970).

Taibleson, M. and Weiss, G. The Molecular Characterization of Certain
Hardy Spaces, Astérisque, 77(1980), 67-149.

Torres, R. Washington University, Ph. D. thesis.

Triebel, H. Theory of Function Spaces, Monographs in Mathematics,
Birkhaus, 1983.

M. Frazier*, R. Torres and G. Weiss**
University of New Mexico
Alburquerque, NM 87131

and Washington University in St. Louis

St. Louis, MO 63130

* Supported in part by NSF Postdoctoral Fellowship DMS 8705935.
** Supported in part by NSF Grant MCS 8200884.



REVISTA MATEMATICA IBEROAMERICANA
Vor. 4, N° 1, 1988

Morceaux de Graphes
Lipschitziens et
Intégrales Singulicres
sur une Surface

Guy David

Introduction

Soit K un noyau, défini sur R¥\ {0}, C*, impair et homogéne de degré —d
pour un entier d < N (on pense par exemple au cas ol K est le noyau de
Cauchy quand N=2 et d =1, ou le potentiel de double-couche quand
d = N — 1). On peut se demander pour quels objets d-dimensionels £ C RV
la formule

Tf() = v.p. [ K(x = »)()) do (9),

ol o est la mesure de surface d-dimensionelle sur £, définit un opérateur bor-
né sur LX(Z, do).

Un exemple important est donné par le théoréme de Coifman, McIntosh et
Meyer [CMM], qui dit que T est borné sur L? lorsque K(z) = 1/z est le noyau
de Cauchy et £ C C est le graphe d’une fonction lipschitzienne. Plus générale-
ment, lorsque d = 1, on connait les courbes rectifiables pour lesquelles 7 est
borné sur L? pour tout K comme ci-dessus: ce sont les courbes «réguliéres»
d’Ahlfors (voir [D1]).

Quand d > 1, il parait exclu pour le moment de trouver des conditions géo-
métriques simples qui soient nécessaires et suffisantes pour que 7 soit borné.
On connait toutefois quelques conditions suffisantes:

73
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—Lorsque T est le graphe d’une fonction lipschitzienne F: R — RV~ ¢, la
continuité de T est une conséquence assez facile du théoréme de Coifman,
Mclntosh et Meyer.

—Dans [S1], S. Semmes définit une classe d’hypersurfaces, qu’il appelle
«corde-arc avec petite constante», et qui sont une généralisation a plu-
sieurs dimensions des coubes corde-arc (avec une petite constante) au sens
suivant. Ce sont les surfaces sur lesquelles la généralisation naturelle (en
termes d’algeébres de Clifford) du noyau de Cauchy définit un opérateur
continu sur L? et presque anti-autoadjoint. Semmes caractérise ces surfa-
ces, notamment par le fait que le vecteur unitaire normal & X est dans
BMO (X) avec une petite norme. Pour ces surfaces, on prouve la conti-
nuité de T assez aisément a partir de leur caractérisation géométrique.

—On peut généraliser la notion de courbe réguliére, et obtenir des «surfaces
réguliéres», qui sont définies a partir d’'un paramétrage lipschitzien, et
pour lesquelles T est encore borné. (Voir la définition 1 au paragraphe
B-II, ou [D2]). Un graphe lipschitzien, I’image de R par une application
bi-lipschitzienne de R? dans R sont des exemples de surfaces réguliéres.
La technique utilisée pour prouver la continuité de 7 dans ce cas est de
trouver une décomposition de chaque surface réguliére du type suivant.
On prouve P’existence, pour toute boule B de rayon R centrée en un point
de T, d’un sous-ensemble E C £, de surface > R pour un 6 > 0, et qui
soit contenu dans une surface X’ appartenant a une classe un peu plus res-
treinte de surfaces. Les méthodes classiques de variable réelle permettent
alors de se ramener au cas ou X fait partie de cette classe plus restreinte
de surfaces. Aprés un nombre fini d’applications de ce stratagéme, on est
réduit au cas ou L est un graphe lipschitzien.

—Dans [S2], Semmes prouve la continuité de 7, lorsque I’hypersurface X
vérifie certaines conditions géométriques relativement générales (voir la
définition 2 du paragraphe B-IV), pour la plupart des noyaux K. L’idée
de la démonstration est, cette fois, d’appliquer un critére de continuité
d’un opérateur d’intégrale singuliére (le «Théoréeme 7(b)») a I’espace de
nature homogeéne X.

Nous nous proposons de reprendre 1’approche de [D2], et de prouver un ré-
sultat qui permette, dans certains cas, de trouver une décomposition de £ du
type suivant. On veut trouver, pour chaque x € ¥ et chaque rayon R > 0, un
ensemble E C £ NB(x, R), de surface > §R¥, et qui soit contenu dans I’image
d’un graphe lipschitzien par une isométrie de RY. On demande que 6, ainsi
que la constante de Lipschitz du graphe, ne dépende pas de x ni de R. L’exis-
tence d’une telle décomposition entraine la continuité de 7" sur X par des tech-
niques classiques de variable réelle.

Déterminer pour quels T de telles décompositions existent ressemble beau-
coup a un probléme de rectifiabilité de £ (si X est «totalement rectifiable»,
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on sait que X peut &tre recouvert par un nombre dénombrable de surfaces
de classe C!, et donc I’une d’entre elle aura une intersection de mesure posi-
tive avec ¥ N B(x, R)). La propriété que nous demandons est plus forte, et son
caractére quantitatif, ainsi que son invariance par I’effet des dilatations, li-
mite toutefois 1’utilisation de certaines techniques de la théorie de la mesure
géométrique. L’objet de cet article est de donner une construction un peu
systématique qui permette, dans certains cas, d’obtenir la décomposition sou-
haitée de X.

Pour illuster le lien entre les motivations de cet article et la théorie de la rec-
tifiabilité, signalons une question a laquelle on aimerait pouvoir répondre (on
en est sans doute encore loin): si T C R? est tel que, pour tout xe I et tout
r>0,

Cy Irg IZNBx,R)| < Cyr
et aussi
[ o ITeENBE R)|dB > C5 '

(ol |mg(X N B(x, R))| est la mesure de la projection orthogonale de £ N B(x, R)
sur une droite de pente 6), est-ce que £ a une décomposition comme plus
haut?

On montrera que, dans certaines circonstances, si I est une surface de di-
mension d dans R™ contenue dans la boule unité, et si z: £ — R est une appli-
cation lipschitzienne telle que |z(X)| = & > 0, alors on peut trouver un ensem-
ble EC Y de mesure >6>0 et tel que la restriction de z & E soit bi-
lipschitzienne. (C’est le Théoréme 1, dont la démonstration par un argument
de temps d’arrét occupe toute la partie A.)

Dans le cas ot £ = R?, on obtient le résultat suivant: si z est une application
lipschitzienne du cube unité I, C R? dans R, et si |z(J,)| > 6 > 0, alors on
peut trouver un ensemble E C I, tel que |E| > 6 > 0 et tel que la restriction
de z & E soit bi-lipschitzienne (c’est le Théoréme 2, qui est prouvé au para-
graphe B-I). Signalons qu’il existe maintenant une démonstration nettement
plus courte, due a P. Jones, de ce résultat (et méme d’un résultat un peu mei-
lleur). Voir P’article de P. Jones dans ce numéro.

On montre ensuite que ’on peut appliquer I’un des théorémes précédents
pour trouver une décomposition (comme plus haut) des surfaces réguliéres
(paragraphe B-II), des hypersurfaces de Semmes, ou méme de surfaces de di-
mension d < N — 1 satisfaisant a une condition semblable a celle de Semmes
(paragraphes B-III et B-IV). L’idée est de prendre pour fonction z la projec-
tion orthogonale sur un d-plan judicieusement choisi, ’ensemble E sur lequel
z est bi-lipschitzienne est alors contenu dans I’image par une transformation
orthogonale d’un graphe lipschitzien. Pour les surfaces réguliéres et les hyper-
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surfaces de Semmes, ’existence de la décomposition est nouvelle, mais la con-
tinuité de 7 était connue. Signalons, dans le cas des surfaces de Semmes,
Pexistence d’une démonstration plus courte, et aussi un peu plus performante,
due a D. Jerison et a ’auteur.

Celui-ci a le plaisir de remercier R. Coifman, P. Jones, M. Reimann, et
S. Semmes pour de nombreuses discussions qui I’ont aidé. Il est honoré de
pouvoir s’associer a I’excellente initiative de la «Revista» de dédier un numéro
spécial a José-Luis Rubio de Francia, dont nous regrettons tous la disparition.

A. I’ARGUMENT DE TEMPS D’ARRET

1. Enoncé du Théoréme

On se donne un espace £, muni d’une distance que ’on notera dist (et pour
laquelle X est, disons, localement compact), et d’une mesure de Radon positi-
ve g. On se donne aussi un entier d > 1, que I’on considérera comme la dimen-
sion de T (on pense surtout a deux cas particuliers: celui de R?, muni de la
mesure de Lebesgue, et celui d’une surface d-dimensionelle £ C RY, munie de
la mesure de surface). On suppose que

(1) si B est une boule de rayon r dans X, o(B) < Cord, et
() si xeX et r>0, alors a(B(x,7)) > C; 'r.

Afin de pouvoir aisément procéder & un argument de temps d’arrét, suppo-
sons que I’on dispose d’un analogue des décompositions de R" en cubes dya-
diques. Plus précisément, faisons I’hypothése suivante:

(Q) 1l existe une suite ¢; de réels > 0, tendant vers 0 et, pour chaque e dans
la suite des ¢; et pour chaque entier z > 0, une partition Q(n) de £ en en-
sembles R, R € Q(n), avec les propriétés suivantes (ou ’on a fixé ¢):

(3) sin>n'etsiReQ(n), R’ e Q(n’) sont tels que RNR’' # &, alors R C R’;

(4) pour tout n >0 et tout R € Q(n), le diamétre de R est < Cye™;

(5) pour tout n >0 et tout R € Q(n), o(R) = Cy ‘e,

6) sinz=0et ReQ(n),

o({xeXZ,dist (x, dR) < Ce"*1}) < 7e™,
ou, pour tout C, 7 tend vers 0 quand e tend vers 0.

Lorsque £ = R? et o est la mesure de Lebesgue, nous choisirons bien enten-
du les cubes e~ -adiques, ol € est I’inverse d’un entier; dans le cas ou I est
contenu dans R™, nous construirons les Q(#) au paragraphe B-III. Nous ne
travaillerons en général qu’avec une seule valeur de € & la fois (nous aurons
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seulement besoin de savoir que 7 est aussi petit que I’on veut), et nous appelle-
rons les éléments de Q(n) des «n-cubesy».

On se donne encore une fonction z: £ — R?, que I’on supposera C,-lipschit-
zienne. On supposera en outre que

(7) |2(A)| < Cyo(A) pour tout ensemble Borélien A C L.

(On vérifiera plus tard que, au moins dans le cas ou ¢ est une mesure de Radon
sur RY et T est son support, (7) est en fait une conséquence des hypothéses
précédentes; pour le moment, considérons (7) comme une hypothése supplé-
mentaire.)

Finalement, donnons-nous un 0-cube 7, € Q(0) et supposons que, pour un
6> 0, on ait

® |2(Zo)| = d0(Lo)-

On souhaite trouver un ensemble E C I, avec o(E) > 6 > 0, et tel que z
soit bi-lipschitzienne. Notre hypothése principale, qui nous permettra de nous
ramener au cas ou & est plus grand, est la suivante.

(9) On peut, pour toute constante C; = 0, trouver des constantes C, et n > 0
telles que, si xe X, neN, et T est ’'union des n-cubes qui rencontrent
B(x, Cye™), et si |z(T)| = 6a(T)/2, alors I’'une des deux choses suivantes se
produit:

—2z(T) contient la boule de centre z(x) et de rayon C,e";
—on peut trouver un n-cube R C T, tel que

l2®)] = (1 + 2ma(R)|2(T)|o(T) ™.

(Dans ce qui préceéde, on impose que les constantes n et C, puissent étre choi-
sies indépendantes de e assez petit.)

Théoréme 1. Soient L, g, z (une fonction Cy-lipschitzienne) et I, (un 0-cube)
tels que (1), (2), (Q), (7), (8) et (9) soient satisfaits. Alors, on peut trouver un
fermé E C I, tel que o(E) >0 et tel que |z(x) — z(»)| > M~ dist (x, y) pour
X,y dans E. Les constantes 0 > 0 et M ne dépendent que de C,, 6, C, et n (ot
C, ne dépend que de C,).

La démonstration du théoréme occupera le reste de la partie A.

2. Description du Temps D’Arrét

La démonstration repose sur I’énoncé suivant, qui nous permettra de nous ra-
mener, par une itération, au cas ou 6 est trés grand.
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Lemme 1. Soient Z, 0, z et I, comme dans le théoréme. On peut trouver une
constante ny > 0 telle que, si e est assez petit et si I’on a de plus, pour un
My >0 et unfy,>0,

(10) pour tout n e N et tout n-cube Q tel que |z(Q)| = (1 + 1,)60(Q), on peut
trouver un fermé E(Q) C Q tel que o(E(Q)) = 0,e™ et pour lequel
|z(x) — z(¥)| = My ' dist (x, y) pour x et y dans E(Q),

alors on peut trouver un fermé E C I, tel que o(E) = 0 et tel que
|2(0) — 2(»)| = M~ dist (x, y)

pour x, y dans E.

Avant de commencer la construction de ’ensemble £ du lemme, signalons
que nous utiliserons systématiquement la lettre C pour désigner des constantes
qui dépendent de maniere simple des constantes géométriques C,, 6, C, et 7.
Plus précisément, les constantes seront choisies dans ’ordre suivant: C;, puis
Cy, Cyy 1, Cs, 1y, M3, 1o, enfin o et les constantes M et 0 (tout cela vaudra
des que € < ¢y, ou ¢, sera choisi en fonction de 7).

Nous noterons d(A) = |z(A4)|/a(A), pour tout A C X tel que a(A) # 0.

Nous allons définir une suite d’ensembles Egy=[, D E;D---DE; D+,
ou chaque E, . ; est obtenu a partir de E, en lui retirant une union finie de
n-cubes (nous noterons cette union Q). L’élimination des Q, se fera en plu-
sieurs générations; a la n-iéme génération, les Q, seront composés de n-cubes.

Supposons que nous ayons fini la (z — 1)-iéme génération d’éliminations,
et décrivons la n-iéme génération. A la fin de la génération (n — 1), on aura
construit des ensembles E(n — 1) et G(n — 1), ou E(n — 1) est le dernier E, de
la génération n — 1 (a propos, nous appellerons k(n — 1) P’entier tel que
E(n —1) = Eg,- 1)), €t G(n — 1) est une partie de E(n — 1). Pour n =1, on
pose E(0) = E,, k(0) = 0, et G(0) = J. Dans tous les cas, ’ensemble G(n — 1)
sera une union de m-cubes R (ou m < n) tels que

(D d(R) = (1 + mo)d,

(12) dist(R, E(n — 1)\R) = C;e™ et dist (z(R), z[E(n — 1)\ R]) = €™, ou la va-
leur de la constante C; sera décidée plus tard.

Considérons I’ensemble E(n — 1)\ G(n — 1) (qui est une union de (n — 1)-
cubes) comme une union de n-cubes. La n-iéme génération d’élimination se
passe en plusieurs étapes, que nous allons maintenant décrire.

Etape A. On considére les n-cubes R de E(n — 1)\ G(n — 1) qui vérifient

(13) d(R) = (1 + 710)0.
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On se donne un ensemble maximal de tels cubes R;, 1 <j<m, tels que
dist (z(R)), z2(R))) > €" et dist (R;, R;) > C3¢" pour i #j. On élimine tous les
n-cubes O, encore dans E,\G(n — 1) tels que dist (2(Qx), 2(R)) < €" ou
dist (Qk, Rj) < C3¢” pour I'un des R;.

L’ensemble G(n) sera la réunion de G(n — 1) et de ’union des n-cubes R
vérifiant (13) qui n’ont pas été éliminés lors de I’étape 4. On ne touchera
plus & ces cubes au cours de la construction. Notons que, si Q, C E(n — 1)
est éliminé lors de cette étape, alors il restera un n-cube Q de G(n) tel que
dist (z(Q), 2(Qy)) < C'e" (ou C’ ne dépend que de C, et C;).

Etape B. On considére, pour x € &, I’ensemble T(x) formé de ’union des
n-cubes qui rencontrent B(x, C,e"). On élimine une famille maximale de
T; = T(x;) deux a deux disjoints, entierement contenus dans E,\G(n — 1) a la
fin de I’étape A, et tels que

14 AT) < (1 —n/2)s.

Etape C. On élimine maintenant tous les n-cubes Q; encore dans E;\ G(n — 1)
et tels que (Qy) < (1 — 7)é.

Etape D. On retire, aussi longtemps qu’on peut, un n-cube Q; C E,\G(n — 1)
tel que ’on puisse trouver un n-cube S, encore dans E;, différent de Qy, et
pour lequel

(15) 12(Q) N2(S)| = 1160(Qp)-

Etape E. On élimine, aussi longtemps qu’on peut, un n-cube Q,, tel que ’on
puisse trouver un autre n-cube R C Ej, tel que dist (R, Q) = C;e”, mais
dist [z(R), 2(Q)] < €".

Notons qu’a la fin de cette étape, il ne reste plus de n-cubes R et S dans
E\G(n — 1), tels que dist (Q, R) > C;€¢" mais dist [2(Q), z(R)] < €".

Nous venons de finir la n-ieme génération de notre construction. On note
k(n) le dernier des indices k, et E(n) = Ey,, . L’ensemble G(n) a été défini a
la fin de 1’étape B; tout a été fait pour qu’il satisfasse encore aux conditions
(11) et (12). Notons aussi que I’on n’a pas touché a G(n — 1), de sorte que ’on
a bien G(n) D G(n — 1).

On décide de continuer indéfiniment le processus que nous venons de décri-
re, sauf si 'un des événements suivants se produit:

@ o(G() 2 o

(i) 3(Ey) > (1 + 2n0)5;
(iii) o(Ep) < 0(Ey)/2 ou 3(Ey) < (1 — 1)6.
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Nous verrons plus tard ce qu’il convient de faire lorsque (i) ou (ii) se pro-
duit. Nous allons d’abord prouver que (iii) n’arrive jamais en premier.

3. La Condition (iii) ne se produit pas

On se place dans le cas ou aucun des temps d’arrét ne s’est encore produit.
En particulier, on suppose que

(16) (I = 12)6 < A(ER) < (1 + 210)5,

et, compte tenu de (4) et & condition que e soit assez petit,

a7 0(Eg)/3 < 0(Ey 1 1) < o(Ey),

ce qui donne

(18) C~ 16 < (E)o(E, . 1) < Cé.

On va essayer d’évaluer jointement d(E)) et o(Ey) en prouvant que le pre-
mier augmente un peu chaque fois que I’on diminue le second. On veut donc,
pour chaque k, évaluer la quantité u(k) = d(Ej, )d(E;) "' en fonction de
a(Qp) = a(Ey) — 0(Ey . 1)- On sera amené a distinguer plusieurs cas; le lemme
suivant résume les estimations que nous utiliserons.

Lemme 2. Dans tous les cas, on a

(19) pk) = 1 = Ca(Qp).
Lorsque Q, a disparu lors d’une des étapes B ou C,

(20) pk) 2 1+ C'q0(Qp)-
Lorsque Qy a disparu lors de !’étape D,

@1) k) =1+ C ' 0(Qp).
Finalement, si Qy a disparu lors de I’étape E,

22) uk) = 1 — Cnyo(Qy).

Commengcons.par prouver (19). On utilise ’estimation brutale suivante:

(23) |2(Er + )| = [2(EQ)] — 2(Qk)]
= (E)a(Ey) — Coo(Qy)
= 0(Ey)a(Ey 4 1) — Coo(Or)
2 [0(EQ)o(Ey 4 )11 — Co(Qy)]

grace a (18), ce qui donne (19).
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Supposons maintenant que Q; ait été oté a 1’étape B. On a

2@ < (1 = 1/2)60(Qx)

grice a (14), de sorte que

|2(Ek D] = 12| — 12(Q%)]

NEQ(E) — (1 — 1/2)60(Qy)

NEQ(Ey + 1) + o(QII(E) — (1 — 1/2)5]
IEQDI(Ei . 1) + a(QI(1 = n2)8 — (1 — 1/2)d]

\

VvV VvV WV

(a cause de (16))

2 0(E)0(Ey 1) + 0(Q)(0/2) — 7,18
> A(E)o(Ey . DIl + C™'a(Qp)(n/2) — 1,1/2]

(grace a (18))
2 HE)o(Er, D1 + C™ 'na(Qp)]

si 7, est assez petit.

On en déduit (20) lorsque Qy a été oté a I’étape B. Si Q, a disparu au cours
de ’étape C, on utilise I'inégalité |z(Q;)| < (1 — 1)d o(Q,) au lieu de (14), et
on obtient (20) de la méme maniére.

Passons a I’inégalité (21). Donnons-nous un Q; qui a été retiré a I’étape D,
et écrivons

|2(E 1 )] = |Z(EQ| — 12(Q0)| + [2(E 4 1) N 2(Qi)]
> 0(E)o(Ey) — |2(Q0)| + 11060(Qp)-

Notons que 3(Qy) < (1 + n)d, car sinon Qy serait dans G(n) ou aurait dis-
paru lors de I’étape A. Par conséquent,

|2(Ex + 1) = 0(E)a(Ey) + a(Qi)[n16 — (1 + n0)d]

AE)(Ey . 1) + a(QI(1 — 13)6 + 116 — (1 + no)d]
E)o(Ey 1) + 1160(Qr)/3

si 1, et o sont assez petits par rapport & 7;. On en déduit (21) en divisant par
A(E)o(E . 1) et en utilisant (18).

Pour montrer (22), utilisons le fait que, si Q, a disparu a I’étape E, on a
encore

2
2

|2(Q)] < (1 + 70)00(Qy).

11 vient
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12(Ex 4 DI = |2(ED)| — [2(Q0)]
= 0(ERo(Ey) — [2(Q4)]
= 0(E)a(Ey) — (1 + 19)00(Qy)
2 0(E)o(Ey . 1) — o(Q)(nz + 10)s

d’ou I’on déduit aisément (22) si ny < 7,. Nous avons prouvé le Lemme 2.

Lorsque, au cours d’une des étapes A ou E, on retire un grand nombre de
n-cubes Q; (disons, pour k <j < k + L) tels que les z(Q)) soient contenus dans
une méme boule de rayon < Ce”, on utilisera ’estimation qui suit de préféren-
ce a celle du Lemme 2:

2B D] = 2| - C'e™
> 0(E)0(Ey , 1) + 0EDI0(EL) — 0(Ey, )] — C'e™
2 a(Ek)a(Ek+L) + (6/2)[0(Ek) _ O_(Ek+L)]

si les Q; sont assez nombreux pour que
@4) [0(E) — 0(Ey . )] > 10C'87 1™,
Dans ce cas, on divise par 0(E)o(Ey . 1); si ’on a de plus
25) [0(E) — o(Ey , )] < 0(Eg)/10,
on peut appliquer I’équivalent de (18), et il vient
(26) whpk + 1)k + L =121+ C '[0(Qe) + - -+ + 0(Qp - D]

Notons que (25) n’est en fait jamais une restriction: il suffit, s’il y a trop
de cubes Q;, de faire plusierurs paquets, pour lesquels on aura (25), et auquels
on appliquera (26) séparément. D’autre part, quitte 3 modifier ’ordre dans
lequel on retire les Q;, on peut s’arranger pour que I’on puisse regrouper cer-
tains des Q; en paquets de la forme B, = {Q;: k(s) <J < k(s) + L(s)] tels que
(24) et (25) soient vrais, tout cela de maniére a ce que I’on ait la propriété sui-
vante:

(27) pour chaque boule B C R? de rayon €”, la mesure totale pour ¢ des en-
sembles Q; qui ont été otés a ’étape A ou E, tels que z(Q;) rencontre B,
et qui ne font partie d’aucun d’un des paquets B,, est inférieur & C,e™
(ou C, dépend de C, et de 6).

Nous supposerons dans la suite que ’on a fait un tel choix de ’ordre des
Q;, et des B;.

Nous utiliserons la convention suivante. Lorsque Q, est dans ’un des pa-
quets B, nous dirons que k € O. Sinon, nous noterons k € A (resp. BC, D, E)
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le fait que Qy, a disparu a I’étape A (resp. B ou C, D, E). Lorsqu’on peut ap-
pliquer I’une des inégalités (20), (21), ou (26), nous nous estimerons satisfaits
parce que, dans ce cas, la diminution de o(E}) est clairement liée a une aug-
mentation de d(E;). Lorsque k € A ou k € E, nous allons essayer d’associer a
k un événement plus favorable.

Si Qy est une victime de I’étape A qui ne fait pas partie d’un des blocs B;,
on note T(k) = Q, ou Q est ’'un des cubes de G(n)\ G(n — 1) qui ont été selec-
tionnés lors de I’étape A4, et qui est tel que dist (z(Q), 2(Qx)) < C'e" (ou C’ est
assez grand par rapport a C, et & Cy: voir la remarque qui suit la définition
de I’étape A).

Le cas ou k € E est un peu plus compliqué. Donnons-nous un tel k et soit
T ’union des n-cubes qui rencontrent B(x, C,¢") (ou x est un point de Q, pris
au hasard). Nous allons distinguer cing cas.

(i) T n’est pas contenu dans E(n — 1). Il se peut que ce soit parce que Qy, est
a distance < Ce” du bord de /,,. Dans ce cas, on notera 7(k) = . Sinon,
Oy est a distance < Ce" d’un des cubes R; qui ont été otés lors d’une géné-
ration précédente; alors on pose T(k) = R;.

(ii) T est contenu dans E(n — 1), mais une partie de 7" a disparu lors de I’éta-
pe A. Dans ce cas, on note 7(k) = Q;, ou Q; est un n-cube de G(n) qui
a été selectionné a I’étape A, et tel que dist (2(Q)), 2(Qx)) < C"€" (ou C”
dépend de C,, C, et Cj).

(iii) T était encore contenu dans E,, 4 la fin de I’étape A, et (T) < (1 — n/2)é.
Alors, T'n’a pas disparu non plus au cours de I’étape B (sinon Qj, ne serait
plus la). On peut donc trouver un paquet 7; de cubes qui a été éliminé lors
de la phase B, et qui est a distance < CC,¢" de Q. On prend T(k) = T;.

(iv) T était encore contenu dans E,, 4 la fin de I’étape 4, a(T) = (1 — 1/2)5,
et z(T) ne contient pas la boule centrée en z(x) et de rayon C;€e"/10. Dans
ce cas, on peut appliquer (9), et trouver un n-cube R C T, tel que

|z(R)| = (1 + 2n)a(R)I(T) = (1 + ng)da(R).

Comme R n’a pas disparu a ’étape A puisque 7 était encore intact a la
fin de cette étape, R est dans G(n). Ce cas est impossible, car si R était
dans G(n), on aurait éliminé tous ses voisins lors de I’étape A.

(v) Ilreste le cas ou T était encore contenu dans E,, a la fin de I’étape A4, ou
a(T) = (1 — n/2)8, et z(T) contient la boule centrée en z(v) et de rayon
C,€"/10. Soit S un des n-cubes encore contenu dans Ej tels que

dist (O, S) = Cse" et dist (2(Qy), 2(S)) < €™

On choisit maintenant C; assez grand par rapport a C, pour que la der-
niére inégalité implique que z(S) est contenu dans z(7). Comme il y a
moins de C n-cubes dans T, on peut trouver un cube Q dans T tel que
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12(S)Nz(Q)| = C~'60(S) > 1,60(S) si 1, est assez petit. Comme S est en-
core 13, c’est que Q a disparu avant la fin de I’étape D (donc au cours de
I’une des étapes B, C, ou D). On prend T(k) = Q.

Nous avons maintenant défini 7(k) dans tous les cas qui nous intéressent,
mais nous ne sommes pas encore siirs que 7(k) corresponde vraiment a un
événement plus favorable. Définissons donc un autre ensemble U(k). Si
T(k) = &, si T(k) est ’'un des cubes de G(n), ou si T(k) est ’'un des cubes
pour lesquels on peut appliquer ’une des inégalités favorables (20), (21),
ou (26), on garde U(k) = T(k). Sinon, k€ E et I’on est dans le cas (i); on
peut donc définir U(k) de maniére récursive (génération par génération) par
Uk) = U(j), ou T(k) = Q;.

Lemme 3. Si R est un n-cube, ou (Jj, notons A(R) l’union des Q, tels que
U(k) = R; notons aussi B(R) I’union des Q. de A(R) qui ne sont pas de la mé-
-me génération que R (dans le cas de (JJ, prenons B(R) = A(R)). Alors

(28) a(B(R)) < 10(R),

ou 7 est aussi petit qu’on veut pourvu que e soit assez petit, et
(29) 0(A(R)) < Co(R).

Enfin, o(A(D)) < 7.

Pour prouver le lemme, commengons par estimer o(4(R)\ B(R)). Si R est ’'un
des n-cubes de G(n), tous les Q, de la méme génération que R tels que
T(k) = R sont tels que dist (z(Qy), z(R)) < C'e"; grace a (27), leur mesure tota-
le pour ¢ est inférieure & CC,e™ < Ca(R) (a cause de (5)). Si R est ’'un des
Qj qui ont disparu a la génération n, tous les Q, de la méme génération tels
que T(k) = R sont a distance < Ce” de R, et par conséquent leur mesure totale
pour o est <Ca(R) a cause de (1).

Il nous faut encore traiter les Q, des générations précédentes. Si 7(k) est
I’un des cubes S que nous venons de traiter, alors Q, est contenu dans I’ensem-
ble des points qui sont & distance <Ce"*' du bord de S. L’hypothése (Q) nous
dit que la mesure pour ¢ de cet ensemble est <7e™, oul 7 est aussi petit que
I’on veut pourvu que e soit assez petit. La mesure totale de ’union des Qy tels
que T'(k) soit contenu dans ’un des S est donc <C7o(R). La méme chose vaut
pour les @, de la méme génération que I’un des Q, et tels que T(m) C Q, (on
applique notre premiére majoration a chaque Q,). On traite pareillement les
cubes des générations suivantes dont ’une des images par 7 tombe dans R.
On obtient ainsi (28) (avec la constante C7); (29) s’ensuit aussitét. La derniére
inégalité se montre comme (28). On en déduit le lemme 3.
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Nous allons bient6t pouvoir estimer P = ITu(k), ou le produit porte sur
k < k, pour un k, tel qu’aucun des temps d’arrét ne s’est encore produit. On
éCl‘it P = HIH2H3H4H5, 0]:[

I, = H[u(k). I u(j)]' 1,

I |w0 TT w0

keBC JjeU-1@Qp keD jeU=1(@Q,
M= I [ T w0 I, = w(i),
ke0 jeU—l(Qk) _ ReG(n) jeU-1(Qp
IIs = H w(Jj).
jeU~- (D)

Bien entendu, on ne fait porter les produits que sur j et k inférieurs a k.
Notons qu’aucun des termes du produit n’a été oublié: certains ont seulement
été regroupés avec d’autres pour faciliter le calcul qui va suivre. Nous allons
maintenant minorer chacun des IT; séparément.

En ce qui concerne IT, , notons F(k), pour k € BC, ’ensemble des j € U™ 1(Qy)
tels que Q; ait disparu a I’étape E. Pour ces Q;, on utilisera (22). Si k € BC
et si j n’est pas dans F(k), alors Q; est d’une génération différente de celle de
k. On notera H(k) I’ensemble des j € U~ '(Q,) qui ne sont pas dans F(k) (on
leur appliquera (19)). Compte tenu de (20) et du Lemme 3,

I, > T [1+ C 'a(@] II [1-Cnpa(@)] II [1 - Co(Q)]
JEF(k) JEH(K)

keBC

> I 1+ C™'a(QIL — C'nya(QIIL — C'70(Qy)]

keBC

> JI [1+70(QW)/C"]
keBcC
a condition que 7, et 7 soient assez petits par rapport a 1.

Le méme calcul donne IT, > II [1 + C ™ '5,0(Qy)], ot le produit porte sur
keD, et II; > TI[1 + C~'a(Q,)], avec un produit qui porte sur k€ O (la
seule différence est que I’on applique (21) au lieu de (20) dans le premier cas;
dans le second cas, on regroupe les termes en paquets correspondant aux By,
et on applique (26).

Lorsque R € G(n) et U(j) = R, on minore u(j) en utilisant (19). ii vient, en
utilisant (29), IT, = II [1 — Co(R)], ou le produit porte sur tous les cubes de
G(n). Puisque le temps d’arrét (i) ne s’est pas encore produit, la somme des
a(R) est inférieure a o; en choisisant « assez petit, on obtient IT, > (1 — 1,/10).

Pour minorer I, on utilise & nouveau (19) et le Lemme 3. Il vient I >
1 —Cr>=( - 9,/10) si € est assez petit.

Nous sommes enfin en mesure de prouver que le temps d’arrét (iii) ne se
produit pas en premier. Tout d’abord, notons que P =TT u(k) = (1 — 1,/2),
et par conséquent que (iii) ne peut se produire que si o(Eko) < 0(Ep)/2, ce qui
entraine 2, o(Q,) = d(E,)/2. Si c’était le cas, on aurait encore, en utilisant le



86 Guy Davip

Lemme 3 et si « est assez petit, 23’ 6(Qy) = d(E,)/C, ol la somme ne porte que
sur les k < k, tels que k€ BC, ke D ou k € O. Comme nous venons de voir
que P> (1 —1n,/2) II [1 + n,0(Qx)/C], ou le produit porte justement sur
ke (BCUDU O); on en déduit que P > 1 + 39,, si 7, et 5, sont assez petits
par rapport a 5, . Dans ce cas, (ii) s’est produit en premier. Nous avons enfin
montré que (iii) ne se produit pas.

4. Fin de la Preuve du Théoréme

Finissons d’abord la démonstration du Lemme 1. Si le temps d’arrét (i) se pro-
duit en premier, choisissons £ = U E(R), ou [’union porte sur tous les cubes
R composant G(n), et E(R) est donné par I’hypotheése (10). Comme o(G(n)) = «,
il vient
aE)= D, > o™ > 0,Co ' = 6.
m=<n ReGm)\G(m—1)

11 ne reste plus qu’a vérifier que la restriction de z a E est M-bi-lipschitzienne.
Nous ferons cette vérification un peu plus loin.

Supposons maintenant que le temps d’arrét (ii) se produise au cours de la
n-iéme génération. Soient ¥ I’union des n-cubes de E,\G(n — 1) tels que
9(Q) = (1 + 19)8, W 'union des cubes de G(n — 1), et X I’union des autres cu-
bes de E,\G(n — 1). On a

(1 + 270)d0(Ey) < 0(ER)o(Ey)
= 1Z(Ek)|
< |z(0)] + |z2(W)] + |2(X))
< [z(V)] + Ca(W) + (1 + 19)00(X)
< [z(V)] + Ca(W) + (1 + 10)d0(Ey),

d’ot on déduit que n460(Ey) < |2(V)| + Ca(W). Or o(Ep) = o(Ey)/2, et
o(W) < a. Dong, si a est assez petit, |z(V)| = 1060(E,)/3. On en déduit entre
autres que o(V) > «, et par conséquent, le temps d’arrét (ii) s’est produit au
cours de I’étape A (sinon, (i) se serait produit en premier). On décide de finir
I’étape A de la n-ieme génération.

Nous avons vu lors de la définition de I’étape A que pour tout n-cube R
dans ¥V, on peut trouver un n-cube Q, qui reste selectionné a I’issu de I’étape
A, et tel que dist (z(Q), z(R)) < C’e". Donnons-nous une constante C” > C’.
Comme |z(V)| = no60(E,)/3 = 1/C, ’ensemble z(V') ne peut pas étre entiére-
ment recouvert par moins de C~ }(C”e™) ~? boules de rayon C"€", ce qui impli-
que, par un facile argument de recouvrement, que si C” est assez grand, on
peut trouver presque autant de n-cubes de ¥ dont les images soient a distance
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mutuelle > 2C’e". 11 reste donc au moins C~}(C”e™)~¢ n-cubes dans G(n) a
la fin de I’étape A. Alors, si « est assez petit, 6(G(n)) > «. On finit la construc-
tion comme quand (i) s’est produit en premier.

Finalement, dans le cas ou aucun des temps d’arréts ne se produit, nous
pouvons nous permettre de jeter les G(n), et de garder E = N[E(n)\ G(n)].
L’inégalité o(E) > o(E,)/3 est due & ce que ni (i) ni (iii) ne se sont pro-
duits.

Il nous reste encore a vérifier que, dans les trois cas, la restriction de z a
E est bi-lipschitzienne. Lors des étapes 4 et E de notre processus d’élimina-
tion, nous nous sommes assurés que si les n-cubes Q et R sont encore dans
E, ala fin de la n-iétme génération, et sont tels que dist (Q, R) > C;¢", alors
on a dist (z(Q), z(R)) = €". Donnons-nous deux points x # y dans E. Soit m le
plus petit entier tel que |x — y| > 2C;€™. Dans le cas ol aucun temps d’arrét
ne se produit, x et y sont dans deux m-cubes lors de la génération m (parce
qu’ils ne sont pas dans G(m — 1)), et comme la distance entre ces cubes est
> Cye™, il vient |z(x) — z()| = €™ = ce” !|x — y|. Ce raisonnement reste vala-
ble dans les deux autres cas, a condition que le temps d’arrét ne se soit pas
encore produit avant la génération m, et que x et y soient dans des cubes de
E(m) différents. Si aucun des temps d’arrét ne s’est produit avant la généra-
tion m et si x et y sont dans un méme cube R de E(m), alors ce cube est un
des cubes de G(m — 1) et I’inégalité |z(x) — z(¥)| > My *|x — y| vient de la dé-
finition de E(R). Il ne reste plus que le cas ou I’un des temps d’arrét s’est pro-
duit avant la génération m (disons, a la génération n < m). Dans ce cas, x et
¥y sont tous les deux dans des cubes de G(n), et I’on peut supposer grace a I’ar-
gument qui précéde que ces cubes sont différents. Comme |x — y| < 2C;e™ 2,
ces cubes sont tous les deux des (m — 1)-cubes (donc en fait, n =m — 1), et
I’on s’est assuré lors de I’étape A que leurs images étaient distantes d’au moins
€™~ !. Dans ce cas aussi, donc, |z(x) — z(¥)| > ce™!|x — y|. Ainsi, la restric-
tion de z & E est M-bi-lipschitzienne pour un certain M, et nous avons fini de
démontrer le Lemme 1.

Nous voulons maintenant déduire le Théoréme 1 du Lemme 1. Notons
d’abord que, par simple changement d’échelle, le théoréme est encore valable
pour tout m-cube [, (méme si m # 0) dés qu’il est vrai pour tout 0-cube /.
Ainsi, le Lemme permet de réduire la démonstration du théoréme au cas ou
|z(Lp)| = (1 + n¢)8. Une nouvelle application du Lemme 1, avec une nouvelle
valeur 6; = (1 + 7¢)6 de 8, permet de se réduire au cas ou |z(Jp)| = (1 + 0)%0.
Aprés un nombre N < CLog (Cyé~1)/Log (1 + 7o) d’applications du Lemme
1, nous pouvons nous contenter de prouver le théoréme lorsque |z(/,)| > 2C3.
(Tout cela est valable a condition que e soit assez petit pour que ’on puisse
appliquer le Lemme 1 chaque fois.) Or le théoréme est trivial lorsque |z(Zp)|
> 2C3, parce que ’hypothése n’en est jamais satisfaite (2 cause de (1), (4) et
(7)). Nous avons donc entiérement prouvé le Théoréme 1.
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B. Applications

1. Le cas de R?

Dans le cas ou X est RY et ¢ la mesure de Lebesgue, la situation est un peu
plus simple que dans le cas général. Les conditions (1), (2), (7) et (Q) sont tri-
vialement satisfaites pour toute fonction lipschitzienne z (on prend pour n-
cubes les cubes e~ !-adiques, ol € est ’inverse d’un entier assez grand). Nous
allons aussi prouver que (9) est toujours vrai, ce qui donnera le résultat sui-
vant.

Théoréme 2. Soit I, le cube unité de R°. Soit z: I, = R® une fonction lipschit-
zienne. On suppose que |z(I,)| = 6 pour un 6 > 0. Alors on peut trouver un
ensemble compact E C 1), tel que |E| > 0 et, pour tous x, y dans E,

|2x) =z =M~ |x - y].

Les constantes § > 0 et M ne dépendent que de 6 et de la constante de Lipschitz
de z.

Pour prouver le théoréme, on peut bien siir se ramener au cas ou z est
1-lipschitzienne. Nous ferons appel au Théoréme 1, avec pour o la mesure de
Lebesgue. Les hypotheses (1), (2), (Q) et (7) sont satisfaites, (8) est I’hypothése
du Théoreme 2, de sorte qu’il ne nous reste plus qu’a vérifier que (9) est tou-
jours vrai. Nous utiliserons le lemme qui suit.

Lemme 4. Pour tout 6 > 0, il existe > 0 et v > 0 tels que I’on ait le résultat
suivant. Soit Q un cube de R? et z: Q — R? une fonction 1-Lipschitzienne.
Supposons que 3(Q) = |z(Q)|/|Q| = 6. Alors I’'une des affirmations suivantes
est vraie:

(30) z(Q) contient une boule de centre z(v) et de rayon 1r (ou v est le centre
de Q et r en est le coté);

(31) on peut trouver un cube R de coté = tr tel que d(R) = (1 + 7v) 3(Q).

Supposons pour le moment que nous ayions prouvé le Lemme 4, et mon-
trons la propriété (9). Donnons-nous un 7z > 0, un point x € R?, une constante
C,, et soit T I’union des n-cubes qui rencontrent B(x, C,e"). Supposons
qu’aucune des deux conclusions de (9) ne soit vraie. Nous voulons montrer
que si C, est assez grand par rapport & C,, et si 5 est assez petit, alors on a
une contradiction.
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D’abord, on peut supposer par changement d’échelle que » = 0. On peut
aussi supposer que C; est aussi grand que I’on veut. Soit S un cube, centré en
un point v € Z? tel que |v — x| < d, et de cbté 2[d ™ 'C,] (en notant [+] la partie
entiere). Il est clair que z(S) ne contient pas la boule centrée en z(v) et de rayon
C; + d. D’autre part, puisque 7T ne vérifie pas la seconde conclusion et S est
une union de O-cubes,

12($)] < (1 + 29)[S]A(T),
et aussi
lZ(T\ )| < (A + 2)|(T\S)[o(T),
d’ou

(T)| - |(T\S)|
[T| (1 + 2p)[(T\S)[1&(T)
> (1 - Cn)|S|3(D).

12(S)] >
>

Par conséquent, d(S) > 6/3 et, si R est un 0-cube contenu dans S, alors
A(R) < (1 +2m3(T) < (1 + 29)(1 — Cy) ~13(S).

Soit maintenant R un cube quelconque contenu dans S, mais dont le c6té
est > N (ou N sera décidé dans un instant). On obtient, en approchant R par
une union de O-cubes contenus dans R,

lz®)| < (1 + 201 = Cp)~'3(S)|R| + CIR|“~ PP < (1 + Cn)d(S)|R|

si ’on choisit N > 5~ !, par exemple. En résumé, si r est le coté de S, tous les
cubes de coté > [CC; 'n~']r contenus dans S sont tels que

Z(B)| < (1 + C)[R]A(S),

et d’autre part z(S) ne contient pas la boule de centre z(v) et de rayon [CC; C; 1.
On obtient une contradiction avec le Lemme 4 (appliqué avec 6/3, avec ’hy-
pothése un peu plus faible que z est Cy-lipschitzienne, et aprés changement
d’échelle) dés que Cy < v et que C, est assez grand pour que [CC; 'y~
+ [CC,C;5 ! < 7. Donc (9) est bien une conséquence du Lemme 4.

Pour finir de prouver le Théoréme 2, il ne nous reste plus qu’a établir le
Lemme 4. On peut voir ce lemme comme une estimation de distortion, que
nous allons prouver par contradiction et par compacité. L’idée est, grossiere-
ment, que si le lemme n’est pas vrai, alors on peut trouver une application
lipschitzienne z, telle que |z(4)| = 8|A| pour tout 4 (car (31) est faux), mais
qui n’est pas un homéomorphisme (car (30) n’a pas lieu).
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Par translation et changement d’échelle, on peut ramener la preuve du lem-
me au cas ou Q est le cube unité I,. On peut aussi supposer que () = & (si-
non, on peut toujours considérer z*(x) = [a(Ip) ~ 8] %2(x)).

Supposons que I’on ait une suite z, de fonctions 1-lipschitziennes, définies
sur le cube unité 1, telles que |z,(Iy)| = 6, telles que la boule de centre z,(v)
(si v est le centre de I) et de rayon 1/n ne soit pas contenue dans z,(Jp), et
telles que, pour tout cube R C I de c6té > 1/n, on ait |z,(R)| < (1 + 1/n)s.
On veut arriver a une contradiction. Quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer que la suite z, converge uniformément vers une fonction z (qui est
donc, elle aussi, 1-lipschitzienne).

Lemme 5. Si R C I, est un cube (compact), limsup |z,(R)| < |z(R)|.

DEMONSTRATION. Pour tout € > 0, on peut trouver un ouvert U contenant
Z(R), et tel que |U| < |z(R)| + e. Comme dist (z(R), U°) > 0, z,,(R) est contenu
dans U pour n assez grand, et on en déduit le lemme.

Lemme 6. Si R est un cube dyadigue contenu dans I, |z(R)| = 6|R|.

DfMONSTRATION. Compte tenu du Lemme 5, il suffit de montrer que, pour
tout € >0, |z,(R)| = 8|R| — e pour n assez grand. Ecrivons /, = UR;, ou
I’union porte sur tous les cubes dyadiques de la méme taille que R et, disons,
ou R =R,. Alors,

8 = |z,(Ip)] < 2112, (R)| < |z, (R)| + ;}(1 + 1/m3|Ry],
J
donc |z,(R)| = 6|R| — 1/n, d’ol1 on déduit le lemme.

Notons que, comme la fonction z est lipschitzienne, elle est différentiable
presque-partout (voir [ST], p. 242).

Lemme 7. Soit x, un point de différentiabilité de z, et Jz(x,) le déterminant
Jacobien de z en x,. Alors |Jz(x)| = 6.

DEMONSTRATION. Si X, est un point de différentiabilité de z, le rapport
|z(R)| / |R| a une limite supérieure < |Jz(xp)| lorsque le cube R tend vers x,.
En particulier, a cause du Lemme 6, |Jz(x,)| = 6. Supposons que I’inégalité
soit stricte. Donnons-nous ¢ > 0, et un cube dyadique R C I, contenant x, et
assez petit pour que, sur R, |z(x) — z(xp) — M(x — x,)| < €|x — x| (o0t M est
P’application linéaire tangente a z). Soit B I’image du cube (1 — Ce)R par I’ap-
plication x — z(x,) + M(x — x,); pour tout point Z € B, considérons ’applica-
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tion ¢ — (z(¢) — Z)|z(t) — Z| ", du bord AR de R dans la sphére unité. Si C
est assez grand et e assez petit,

12(8) — Z| > |2(xo) + M(t — Xo) — Z| — |2(2) — 2(x0) — M(t — x)| >0

pour tout ¢ € dR, de sorte que cette application est bien définie, et de degré
=+1 (par continuité du degré, et parce que le résultat est vrai lorsqu’on rempla-
ce z() par z(xp) + M(t — x;)). Comme dist (B, z2(0R) > 0, I’application

1= 2 (1) — Z)|z,(0) — Z| 71

est encore définie et de degré +1 pour n assez grand et pour tout Z € B. On
en déduit que Z est dans z,(R), car sinon I’application

t— (Z,,(t) - Z)izn(t) - ZI -1

pourrait étre contractée en une constante (en utilisant une contraction de
Z,(R)), ce qui est impossible. Comme |Jz(x,)| > 8, on peut choisir e assez petit
pour que |B| > 8|R|, et ensuite n assez grand pour que

|z,(R)| < (1 + 1/n)é|R| < |B|.

Ceci contredit le fait que B C z,(R); on en déduit le lemme.
Lemme 8. Ou bien Jz(x) = 6 p.p., ou bien Jz(x) = —é p.p.

Supposons qu’en un point X, de I’intérieur de I, z soit différentiable et Jz(x,)
= §; on veut montrer que Jz garde ce signe. Soit Q un petit cube centré en x;;
si Q est assez petit, I’application F, de dQ dans la sphére unité, définie par

F(t) = (2(2) — 2(%0))|2(?) — 2(xo)| ~ ",
est de degré 1. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 9. Si x, est un point différentiabilité de z intérieur a I et si y # x,,
alors z(y) # z2(x,).

Nous prouverons ce lemme un peu plus tard; pour le moment, finissons la
démonstration du Lemme 8. Le Lemme 9 nous assure que z(f) — z(x,) ne s’an-
nule pas pour ¢ # x;. On peut par conséquent déformer la sphére topologique
00 en n’importe quelle sphere S C I, ayant X, dans son intérieur, et ’applica-
tion G, de S dans la sphére unité, telle que

G(t) = [2(?) — 2(x)]|2(?) — z(xp)| "' pour €S,

est encore de degré 1.
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Si y, est un autre point intérieur ou z est différentiable et si I’on peut trouver
un chemin qui joigne z(x,) & z(¥,) sans rencontrer z(S), alors le degré de ’ap-
plication H définie sur S par

H(t) = @(1) — 2(30)|2() — 2(¥p)| ™!

est encore 1. En appliquant le début de notre argument a y, au lieu de x;, on
voit que Jz(y,) = 6.

Supposons maintenant que 1’on puisse trouver un autre point intérieur x’,
tel que Jz(x') = —6. Par connexité, le signe de Jz(x), restreint aux points de
différentiabilité de z, ne peut pas étre localement constant sur I’intérieur de
1, et donc on peut trouver un point 7" qui soit dans ’adhérence a la fois de
I’ensemble U des points de différentiabilité x tels que Jz(x) = é et de I’ensem-
ble V des points de différentiabilité y tels que Jz(y) = —é. Donnons-nous
e> 0, et soient xe UNB(T,¢) et ye VN B(T, ¢). Pour tout rayon r compris
entre e et dist (7, dl,), 'image par z du segment qui joint x & y rencontre I’ima-
ge z(S(T, r)) de la sphére centrée en T et de rayon r, car sinon on pourrait ap-
pliquer la remarque précédente et on aurait Jz(x) = Jz(»). Prenons des valeurs
de r espacées de e (on peut en trouver (Ce) " !, ou C ne dépend que de T'); pour
chacune, on peut trouver un point #, de S(7, r) tel que z(z,) soit dans B(z(T), €).
Par conséquent, on peut trouver (Ce) ~* cubes dyadiques disjoints Q, de c6té
> C™ e tels que z(Q,) soit contenu dans B(z(T), 2¢). Si n est assez grand, on
a encore

2(Q) C BG(T),3¢) et 'Z[UQ,] < (66,

alors que

-1d-1,
=2C e

U,

si e est assez petit, alors
{Ue]|<ea|ue

On peut conclure comme au Lemme 6: si

K=1,\UQ,,

on a

5 < ‘z(UQ,) + |2(K)| < (5/2)|UQ, +(1+1/mIK| <8

si n est assez grand. Finalement, le point 7 n’existait pas, et le Jacobien garde
un signe constant.

Pour finir la démonstration du Lemme 8, il ne nous reste plus qu’a prouver
le Lemme 9. Donnons-nous donc X, et y comme dans ce lemme. Choisissons
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un cube Q centré en x,, de diamétre < |x — y|/2, et sur lequel on ait
|2(x) — z(xp) — M(x — Xp)| < €]x — x|

(ou M est I’application linéaire tangente). Si e est assez petit et si le point Z
est assez pres de z(x,), alors ’application ¢ - (z(t) — Z)|z(¢) — Z| ', du bord
dQ de Q dans la sphere unité, est de degré +1. La méme chose vaut pour z,
si n est assez grand, et donc, par la méme argument que lors de la preuve du
Lemme 7, Z est dans z,(Q). On en déduit que, si Q' est un cube assez petit
contenant y, alors z,(Q’) C z,(Q) pour n assez grand. La méme chose est en-
core vraie si I’on remplace g par un cube dyadique plus grand qui ne rencontre
pas Q’, et Q' par un cube dyadique plus petit. On a encore une contradiction
parce que

8 = |z,(Tp)| < 21|22 (R))]

(ou la somme porte sur tous les cubes dyadiques R; de la méme taille que Q’,
sauf justement Q’), d’ou on déduit que

6<2(1+1/mB|R;| <6
si n est assez grand.

Les Lemmes 8 et 9 sont enfin prouvés, et nous sommes maintenant en mesu-
re de conclure. Comme z est ACL (et méme lipschitzienne), et que sa dérivée
est bornée et a presque-partout un Jacobien égal & 6 (ou —4, auquel cas on
peut toujours changer le signe d’une coordonnée), z est quasiréguliére, et par
conséquent est ouverte (voir [R], ou [MRV]).

Vérifions que z est un homéomorphisme sur I’intérieur de I, c’est a dire
que z(x) # z(y) pour x # y. Si ¢a n’était pas le cas, on pourrait trouver une
boule B contenant y, mais a distance positive de x, telle que z(B) contienne
un voisinage de z(x). En particulier, z(B) contiendrait z(x,;), ou X, est un point
de différentiabilité de z et n’est pas dans B. Le Lemme 9 nous assure que cela
n’est pas possible. Donc, z est un homéomorphisme (et méme quasicon-
forme).

Montrons pour finir que cela contredit notre supposition que la boule de
centre z,(v) (ou v est le centre de I;) et de rayon 1/n n’est pas contenue dans
z,(Iy). L’application

F(?) = (1) - 2)|2(t) - 2)| ™",

définie sur le bord de I, est de degré +1; soit € > 0 tel que |z(f) — z(v)| > € pour
tout ¢. Si n est assez grand pour que |z,(¢) — z(¢)| < ¢/4 et si u € B(z(v), €/2),
I’application définie par
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G() = (z4(t) — 1) |z, (1) — | ™!

est encore de degré 1, d’oul ’on conclut que u est dans I’image de z, ce qui
est une contradiction si n est assez grand).

Nous avons donc fini de prouver le Lemme 4 et, par conséquent, le Théo-
réeme 2.

Remarque. Le Théoréme 2 peut étre généralisé de la maniére suivante.
Donnons-nous un poids w € A, (R?) dans la classe de Muckenhoupt. Pour x, y
dans R?, soit

D(x,y) = (6lB(x + /2, =y = ([,

() dx] vd,

Théoréme 2 Bis. Soit z: I, = R? une fonction telle que
12() — z(»)| < CD(x, y)

(autrement dit, telle que |Vf(x)| < Cw(x)'?), et telle que |z(Iy)| > dw(l,). Alors
on peut trouver un ensemble compact E C I, tel que o(E) > 6w(l,), et tel que

|z(x) — z2(»)| = M~ 'D(x,y)

pour x,y dans E. Les constantes 0 et M ne dépendent que de C, 6, et de w.

Nous nous contenterons d’esquisser la démonstration de ce résultat. On
veut appliquer le Théoréme 1 4 R, muni de la mesure wdx, et de D(x, y) (le
fait que D ne soit pas une distance n’est pas génant). On choisit cette fois pour
n-cubes des cubes dyadiques Q, pas nécessairement de rayon €”, mais tels que
w(Q) = €™. Les propriétés (1), (2) et (7) sont des conséquences faciles du fait
que w € A, et le méme argument que dans le cas ou w = 1, combiné avec les
propriétes élémentaires de A, montre qu’on peut se contenter de prouver
I’analogue suivant du Lemme 4.

Lemme 4 Bis. On peut trouver > 0 et v > 0 (qui ne dépendent que de w et de
8) tels que, si Q est un cube, z: Q — R? est une fonction telle que |z(x) — z()|
< D(x,y) pour x,y dans Q, et si 3(Q) = |2(Q)|/w(Q) = 6, I'une des affirma-
tions suivantes est vraie:

—z(Q) contient une boule de centre z(v) et de rayon 1(Q)"? (out v est le
centre de Q);

—on peut trouver un cube R de coté > 1r (ou r est le coté de Q) tel que
d(R) = (1 + 7Ma(Q).

On peut reprendre la preuve du Lemme 4, pratiquement sans modification.
On commence par remarquer que, si les poids w,, sont uniformément dans A,
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et si w,(I;) = 1 pour tout n, alors on peut extraire une sous-suite des w, qui
converge faiblement vers un poids w € A,,. Si z, est une suite de fonctions telle
que |z,() — z,(»)| < D, (x,y) pour tout n, alors on peut extraire une sous-
suite, convergeant uniformément vers une fonction z, qui vérifie encore
|z(x) — z(»)| < D(x,y), et qui est donc différentiable presque-partout (voir
[ST], p. 242). On peut utiliser les mémes arguments de degré pour montrer que
Jz(xy) = bw(x,) presque partout (ou bien Jz(xy) = —6w(xp) p-p.). On en déduit
pareillement que z est un homéomorphisme, ce qui donne la contradiction
souhaitée, le Lemme 4 Bis et le Théoréme 2 Bis.

2. Surfaces Réguliéres

Nous nous proposons d’appliquer le Théoréme 2 pour trouver des morceaux
de graphes lipschitziens dans toute «surface réguliére». Rappelons ce que nous
entendons par surface réguliere.

Définition 1. Soient N > d > 1 des entiers. On appellera «paramétrage régu-
lier» une application z: R? - R™ telle que, pour une constante Cy > 0, 7 est
Cy-lipschitzienne, et

(32) pour tout R > 0 et toute boule B C R de rayon R,
| {x e R% z(x) e B}| < CR".

L’image de R? par z sera appelée une «surface réguliere».

Proposition 1.  Soit z: R? — RN un «paramétrage régulier». Alors il existe des
constantes M et § > 0 telles que, si Q C R? est un cube, on puisse trouver un
sous-ensemble compact E C Q tel que |E| > 0|Q|, une transformation ortho-
gonale U sur RY, et une fonction M-lipschitzienne F: R? — RN~ 7 telles que
Z(E) soit contenu dans I’image par U du graphe de F, et que la restriction de
z a E soit M-bi-lipschitzienne.

Avant de démontrer la proposition, rappelons comment on peut utiliser un
tel résultat (appelons cela une décomposition de z(R?) en graphes lipschit-
ziens). Donnons-nous un noyau K(z), défini sur R\ {0}, impair, homogeéne
de degré —d, et indéfiniment dérivable. Alors, si z est réguliére, on peut défi-
nir un opérateur borné sur L2(R% par

(33) Tf(®) = v.p. [ K&X) - 2(0).S () d.

La démonstration de la continuité de 7 donnée dans [D2] utilise des décom-
positions semblables a celle de la Proposition 1, mais ’image de z n’y est pas
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directement décomposée en graphes lipschitziens, mais en des classes successi-
ves de surfaces, dont chaque élément se décompose dans la classe suivante, la
derniere classe étant celle des graphes lipschitziens. La Proposition 4 de [D2]
dit justement que si z(R?) admet une décomposition dans une classe de «surfa-
ces régulieres» z*(R?) (avec une constante C, qui ne dépend pas de z*), la con-
tinuité de I’opérateur 7" défini par (33) découle de la continuité, uniforme en
z*, des opérateurs T* associés aux z*. On se rameéne ainsi, en plusieurs étapes,
au cas des graphes lipschitziens, pour lesquels la continuité de T est une consé-
quence assez facile du théoréme de Coifman, McIntosh, et Meyer ([CMM])
sur la continuité de ’intégrale de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir par
exemple [D2], Lemme 16).

La Proposition 1, en conjonction avec la Proposition 4 de [D2] et [CMM],
donne une démonstration plus directe de la continuité de T lorsque z est un
«paramétrage régulier». D’un autre c6té, cette nouvelle preuve de la continui-
té de T a I’inconvénient d’utiliser (par deux fois) un argument de compacité.
Nous n’insistons pas plus.

Pour prouver la proposition, considérons la fonction Z = p o z, ou p est la
projection orthogonale de R" sur un sous-espace de dimension d de la forme
(xeRY,x; =x, =---=x_ =0},001<i<ip<--<iy_,<Nestun
choix de N — d coordonnées sur RY. Le lemme suivant va nous permettre
d’appliquer le Théoréme 2 a Z.

Lemme 10. Si z est un paramétrage régulier et Q C R? est un cube, on peut
trouver N — d coordonnées 1 < iy < - - < iy_, < N telles que | p(z(Q))| = 6|0,
ou 6 ne dépend que de C,.

Supposons que nous ayions prouvé ce lemme. Le Théoréme 2 nous donne un
ensemble E C Q tel que |E| > 6|Q|, et tel que la restriction de Z & E soit bi-
lipschitzienne. Cela signifie exactement que le paramétrage de z(E) par sa pro-
jection est bi-lipschitziennement équivalent au paramétrage par z, et aussi que
Z(E) est (aprés changement de I’ordre des coordonnées sur RY) contenu dans
un graphe lipschitzien. :

Pour prouver le lemme, on utilisera encore un argument de compacité. Sup-
posons que ’on puisse trouver C, tel que & n’existe pas. Cela veut dire que
I’on peut trouver une suite de paramétrages z,,, réguliers avec la constante C,,
et de cubes Q,, tels que pour tout choix de iy, ..., iy _,, on ait |p(z,(Q,))|

<1 /n. Par changement d’échelle, on se raméne au cas ou Q, est, pour tout
n, le cube unité. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
z, converge, uniformément sur le cube unité, vers une fonction z. Il est clair
- que z est encore un «paramétrage régulier». Montrons que, si x, est un point
de différentiabilité de z, la dérivée de z en x, est de rang d. Sinon, pour e assez
petit, tout point de I’image de B(x,, €) serait a distance < #(¢)e d’une boule de
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dimension < d — 1 et de rayon < Ce, ou #(¢) tend vers 0 avec e. On pourrait
alors recouvrir z(B(x,, €)) par moins de Ct(e) =@~ boules de rayon Ct(e)e et,
comme z est réguliere, la mesure de I’image réciproque par z de chacune de
ces boules serait < C[t(e)e]®. La contradiction vient de ce que B(x,, €) devrait
étre contenue dans la réunion de ces images réciproques, dont la masse totale
est pourtant inférieure 4 Ct(e)e?. Donc, la dérivée de z en x, est de rang d, et
I’on peut trouver des coordonnées ij,...,Iy_, telless que la dérivée de
Z = p oz en X, soit bijective. Le méme argument de degré que dans la dé-
monstration du Lemme 7 montre que, pour z assez grand, p © z,(Q) contient
un voisinage fixe de p o z(x,). Ceci est contradictoire avec notre supposition
que |p © z,(Q)| < 1/n. Nous avons fini de prouver le Lemme 10 et, du méme
coup, la Proposition 1.

Remarque. On peut appliquer le Théoréme 2 Bis, et la démonstration qui
précéde, pour prouver directement la continuité de I’opérateur d’intégrale sin-
guliere défini par le noyau K sur une «surface w-réguliere».

Nous appellerons «surface w-réguliére» I’image de R? par une application
22 R? > RY, telle qu’il existe un poids w € A, (R?) pour lequel

|z2(x) — z(»)| < CoD(x,)

pour x,y € R%, ou
D(x,y) = {w[B((x + »)/2, |x — YD1}/,

et pour lequel w[z™'(B(w,R))] < CoRd pour tout weRY et tout R > 0.
Comme précédemment, on dira que z est un «paramétrage w-régulier».

On vérifie aisément que la classe des paramétrages w-réguliers est stable par
passage a la limite, de sorte que ’argument de compacité ¢i-dessus montre aussi
que, si O C R? est un cube et z est un paramétrage w-régulier, on peut trouver
N —d coordonnées 1 <i; < ---<i,_, <N telles que, si p est la projection
orthogonale sur le d-plan deflm par x; =---=x,_ =0, alors [p(z(Q))|

> 6w(Q). On peut appliquer le Theoreme 2 Bis au cube Q et a I’application
Z = p o z; on obtient la variante suivante de la Proposition 1.

Proposition 1 Bis. Si z: R? = RY est un paramétrage w-régulier, il existe des
constantes M et § > 0 telles que, si Q C RY est un cube, on peut trouver un
sous-ensemble compact E C Q tel que »(E) = 0w(Q), une transformation
orthogonale U sur R™, et une fonction M-lipschitzienne F: R? — RN~ 9 tels que
z(E) soit contenu dans I’image par U du graphe de F, et que la restriction a
E de o(Q)~?z(x) soit M-bilipschitzienne.

En fait, le Théoréme 2 Bis donne un compact E’' C Q tel que w(E") = 0'w(Q)
et tel que |Z(x) — Z(y)| = D(x, y)/M’ pour x, y dans E’. On utilise alors le fait
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que, comme w € A, si F = {x € Q: il existe y € Q tel que D(x, y) > M (Q)*?
ou D(x,y) <\ 'w(Q)?}, alors w(F)/w(Q) est aussi petit que I’on veut
pourvu que A soit assez grand. On choisit E = E' N F°.

La Proposition 1 Bis, en conjonction avec la Proposition 4 de [D2], donne
une nouvelle démonstration de la continuité sur L(R?, w dx) de ’opérateur T
défini par

/() = v.p. [ K@) — 20D S )e(y) dy.

Nous n’entrons pas dans les détails (on pourra en trouver certains dans [D2]).

3. Le cas d’une surface dans R": Construction des n-cubes

Nous nous proposons d’appliquer le Théoréme 1 dans le cas ou X est contenu
dans R™. La situation est alors un peu plus simple que dans le cas général, et
nous allons montrer que dans ce cas, les hypothéses (Q) et (7) sont vérifiées
automatiquement.

Lemme 11. Donnons-nous un entier N > d. Soit ¢ une mesure de Radon
positive sur RN (muni de la distance euclidienne), et soit £ son support. Si ¢
satisfait a (1) et (2), alors les hypothéses (Q) et (7) sont verifiées ( peut-étre avec
une constante C, différente).

Commengons par vérifier (7). Soit A C ¥ un Borélien. Donnons-nous un
ouvert O de RY contenant A, et tel que ¢(O) < 20(A4). Pour chaque point x
de A, donnons-nous une boule ouverte B(x) contenue dans O et centrée en Xx.
Le Théoréme de Besicovitch (voir par exemple [G], p. 2) nous permet de trou-
ver un sous-recouvrement de A par les B; = B(x;), i €I, tel que 2}, X, (¥) < C
pour tout y. Alors, en notant R(B;) le rayon de B;, '

2(4)| < Zl) lzB)l < C Zl] RB)' <C Z,: a(B))
<cC j %%, () do(3)
< Co(0) < Co(A),
ce qui prouve (7).
Montrons maintenant que (Q) est vraie. Prenons pour e I’inverse d’un

entier. Nous allons commencer par construire une premiere approximation
des O-cubes, en modifiant légérement les cubes de c6té 1 & sommets entiers.
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Nous remplacerons les hyperplans {x; = k}, ou 1 <i<< N et keZ, par des
hypersurfaces S; , qui seront définies & I’aide de fonctions f; , par

N, i
Sik={xeR":x =ﬁ,k(x’)]’
ou I’on utilise la notation
X = Xy s X Xig 1 e e - X0

Montrons que, si C’ et 7 sont donnés & I’avance et si e est assez petit, on
peut choisir f; , telle que

G |Vfiklo <7, | fi 6l ) — k| <7/10 et
(35) pour tout cube T de c6té 2, o({xe T:dist (x, S; ;) < 2C'e}) < 7/2N.

On va chercher f; , sous la forme

ﬂ’k=k+é1+---+g8N—1,
ou les fonctions g,,, 1 < m < 8" ~!, sont définies de la maniére qui suit. On
se donne des représentants a,, ..., agv-1 de Z¥~ /827N, et une fonction
o(x"), de classe C?, telle que |¢|. < 1, telle que p(x’) = 1 sur J (ou J est le
cube de centre 0 et de coté 4), et o(x’) = 0 hors de 2J. Pour 1 < m <8V 1,
la fonction g, sera de la forme

ij,mﬁo(xi _j - am):
J

ou la somme porte sur j € 87" "', et les \, , seront tels que
(36) N, m| < CT ™,

pour une constante C; que I’on choisira plus tard. Supposons que nous ayons
déja construit gy, ..., g,-;. Montrons que ’on peut choisir A; ,, tel que, si
T,,.; est ’ensemble des x € R" tels que x’ est dans le cube de coté 4 centré en
Jj+ a,, alors

(B7) o({xe T, ;:|x; — k — g, (x* - — g, (H < 3CT ™Iy L /2N,
Grace a la définition de ¢, les ensembles

{xETm,j:Ixi_k_gl(Xi)—"-—gm(xi)l 3C1 m-—1 m+1}

qui correspondent & des valeurs de \; ,, qui différent de plus de 7C; ™ m=lpm+l

sont disjoints et, & cause de (l), on ne peut pas en trouver plus de
CCy(1/2N )~ ! qui ne vérifient pas I’inégalité souhaitée; on en déduit que, si

Cr™r~ ™z 7CT ™ 1™+ 1CCy(r/2N) ™!
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(c’est-a dire si C; = CC,), on peut choisir \; ,, tel que (36) et (37) soient vrais.
Faisons, pour tout m, un tel choix des Nim

Vérifions que la fonction f; , que nous venons de définir satisfait a (34) et
(35). On déduit de (36) que |g,,(x")| < C7 ™7™, ce qui donne (34) si C, est assez
grand. De plus, on déduit de (37) que, pour tout m et tout J,

o({xe T, ;: |x; — fi e &) < CT "~ 17™*1}) < 7/2N,

ce qui donne (35) si € est assez petit.
Pour tout n > 0, on peut faire la méme construction a I’échelle €”. On trou-
ve, pour 1 <i< N et keZ, une fonction f, ; , telle que

(38) VS ikl <7, | S, 1,6 (x") — ke®| < 1€"/10 e,
si S, « est définie par I’équation x; = f, ; 1 (x1),
(39) pour tout cube T de coté 2¢™,

o({x e T:dist (x, S, ;) < 2C'e"}) < 7€"/2N.

On peut maintenant définir, pour n € N, une famille Q, (n) d’ensembles res-
semblant & des cubes de taille €”: ce sera la famille des ensembles

R= Rn,k(l),...,k(N)
N. i i .
= {(xe€R™: fui kiy*") <X < fa,ikay+1x") pour 1 i< N},

ou (k(1),...,k(N))eZ". On déduit de (38) que
(40) si R € Q,(n), on peut trouver un cube 7T de coté €” tel que
(1-7/2TCRcC(+ 7/2)T.

Regroupons les éléments de Q, (n) en paquets. Chaque paquet S sera la réu-
nion de moins de C éléments de Q,(n), choisis de maniére a ce que le diamétre
de S soit < Ce". Appellons Q,(n) I’ensemble des S. Grace a (2), si C est assez
grand par rapport a C,, on peut choisir les paquets S de facon que

41) o(S) = C'e" pour tout Se Qy(n),

et que les SNX, Se Qy(n), forment une partition de £. Faisons un tel choix
de Qy(n).

Donnons-nous maintenant une application ¢, de I’ensemble des Q,(n + 1)
dans I’ensemble des Qy(n) telle que, si Qe Qy(n + 1), ¢(Q) soit I'un des
R e Qy(n) tels que RN Q # J. Pour chaque n et chaque R € Qy(n), on définit
une suite d’ensembles R, par R, = R, et R,, = UQ, ou ’'union porte sur tous
les Q € Qy(n + m) tels que ¢™(Q) = R. 1l est clair que la distance de Hauss-
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dorff entre R,, et R, . ; est inférieure & Ce™*"*!, donc la suite des adhérences
(R,,) converge (pour la topologie de Haussdorff) vers un compact que nous
noterons A(R), et dont la distance de Haussdorff a R est inférieure a Ce"*!.
Les A(R), lorsque R parcourt Q,(n), sont presque notre partition Q(n); nous
devons encore les modifier un peu pour qu’ils forment une partition de X.
Nous savons déja que leur union contient X tout entier: si x € X, x est pour
tout m dans ’un des R,,, ol R parcourt un ensemble fini; alors x est encore
dans A(R), ou R est tel que x € R,, pour une infinité de m.

Pour retirer certains points des A(R) de maniére cohérente, donnons-nous
un ordre (que nous noterons <) sur chaque Q,(n), de telle sorte que si Q et
Q' sont dans un Q,(n + 1) et si p(Q) < ¢(Q"), alors Q < Q'. On pose, pour
R € Qy(n),

42) B(RR) = ARR)N { U A(R)}“

R’eQ(m),R'<R
(notons que I’union en question est localement finie). Montrons que la famille
QO(n) = {B(R)YNX: R e Qy(n)} convient.

Pour chaque n, Q(n) est une partition de X. D’autre part, si S e Q,(n) et
m 2 1, alors A(S) = UA(Q), ou I'union porte sur les Q € Q,(n + m) tels que
©™(Q) = S. Montrons maintenant que, si R € Qy(n + m), alors B(R) C B(¢"(R)):
il est certainement contenu dans A(¢™(R)) a cause de la remarque précédente
et, s’il recontrait A(R’) pour un R’ € Q,(n) tel que R’ < ¢™(R), alors il rencon-
trerait aussi A(R") pour un R"” € Qy(n + m) tel que ¢™(R") = R’; dans ce cas,
grice a la maniere dont on a choisi I’ordre <, on aurait R” < R, ¢t B(R) ne
pourrait pas rencontrer A(R") (contradiction). On en déduit (3) parce que,
puisque B(R) C B(¢™(R)), il ne rencontre aucun autre B(Q), ou Q # ¢™(R) est
dans Qy(n).

Si S e Qy(n), S est une union d’objets R € Q,(n), et pour chague R on peut
trouver un 7 comme dans (40), alors A(S) est la réunion d’un nombre < C
d’ensembles R’ tels que (1 — 7)T C R’ C (1 + 7)T pour des (vrais) cubes 7, car
la distance de Haussdorff de S & A(S) est inférieure & Ce"*!. De plus, si T
est associé a I’'un des morceaux R de S et si S’ # S € Q,(n), alors A(S’) ne ren-
contre pas (1 — 7)7, de sorte que B(S) est aussi une union d’ensembles R"” tels
que (1 = T CR"” C (1 + 7)T. On en déduit aussitdt (4). De plus, la frontiére
de B(S) est a distance < Ce"*! de celle de S, et par conséquent B(S) vérifie
(5) et (6). On a fini de prouver le Lemme 11.

Remarque. Notre derniére manipulation, destinée a transformer les A(S) en
une partition, n’est pas vraiment nécessaire: on vérifierait aisément que la
frontiére de A(S) est de o-mesure nulle.

Pour conclure ce paragraphe, résumons dans un lemme les résultats précé-
dents.
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Lemme 12. Soient ¢ une mesure de Radon positive sur RY (muni de la dis-
tance euclidienne), T son support, et z: £ — R? une fonction lipschitzienne. Si
(1), 2) et (9) sont satisfaites, et si I est un O-cube tel que |z(Ip)| = éa(1,), alors
on peut trouver E C 1, tel que o(E) = 0 et tel que la restriction de z a E soit
bi-lipschitzienne.

4. Intégrales Singuliéres. Surfaces de S. Semmes
Donnons-nous une fonction K, définie et C* sur R™\ {0}, impaire et homo-

géne de degré —d. Etant donnée une mesure de Radon positive o sur RY, on
définit un opérateur maximal par

43) TXf(z) = sup

€e>0

L o Kz — wf(w)do(w)| -

On cherche a savoir quand cet opérateur est borné sur L%(R", do). Nous
avons déja vu un exemple au Paragraphe II: on peut montrer que la continuité
de I’opérateur défini par (33) lorsque z est un «paramétrage régulier» entraine
la continuité de T¥, ou o est I’image de la mesure de Lebesgue sur R? par z
(autrement dit, o est la mesure telle que

[ SO do W) = [, fz)) dx

pour tout fe C.(R™)). (Voir [D2] pour plus de détails.) Un autre exemple est
did a S. Semmes [S2]. Nous nous proposons de redémontrer, en utilisant le
Théoréme 1, le résultat de Semmes.

Définition 2. Soit £ C R?* ! un ensemble de dimension d, muni d’une mesu-
re de Radon positive o supportée par £. Nous dirons que X est dans SS(d)
si (1) et (2) sont satisfaites, et si de plus

(44) Pour tout point xe X et tout R > 0, on peut trouver deux points x, et
X, , contenus dans des composantes connexes différentes de R°**\ L, et
tels que |x; — x| < R et dist (x;, L) > C; 'R pour i = 1,2.

Notons au passage que nous n’avons gardé la condition (2) que par commo-
dité: en fait, (2) est une conséquence facile de (44). La définition que nous ve-
nons de donner est trés 1égérement plus générale que celle utilisée dans [S2],
ou ’auteur devait, pour des raisons techniques, ajouter I’hypothése qualitati-
ve que X est une surface orientée. Ici, nous ne supposons rien sur le nombre
de composantes connexes du complémentaire de £, ou méme sur le nombre de
composantes de £. Modulo cette différence qualitative, Semmes a prouvé
que, si L € SS(d), opérateur T* est borné sur L*(Z, do) pour la plupart des
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noyaux K (et en particulier lorsque K est le potentiel de double-couche, ou le
noyau de Cauchy-Clifford). La preuve donnée par Semmes utilise le «Théore-
me 7(b)», appliqué en prenant pour b le vecteur unitaire normal 4 X. La dé-
monstration que nous allons donner maintenant est basée sur le critére sui-
vant, qui utilise les techniques de variable réelle classiques dans 1’étude des
opérateurs de Calderén-Zygmund (par exemple, I’usage de fonctions maxima-
les et d’inégalités aux bons \).

Lemme 13. Soit o une mesure de Radon sur RY qui vérifie (1) et (2). Suppo-
sons qu’il existe M > 0 et v > 0 tels que, pour toute boule B C R" centrée en
un point du support X de o, on puisse trouver une fonction M-lipschitzienne
F:R?—> RN~9 et un compact EC T, tel que o(E) = Yo(B), et qui soit contenu
dans I'image du graphe de F par une transformation orthogonale de R™.
Alors, I’opérateur maximal T?* est borné sur IP(RY, do) pour 1 < p < .

Pour prouver le lemme, on utilise la Proposition 4 Bis de [D2], qui dit que
T# est borné sur L? dés que o satisfait 4 (1) et (2), et que de plus, il existe une
constante ¥ > 0 telle que

(45) pour toute boule B centrée en un point du support de o, on peut trouver
une mesure u, vérifiant (1) et (2) (avec une constante qui ne dépend pas
de B), telle que, pour tout 1 < p < o, I’opérateur maximal T:‘ soit
borné sur LP(R", dy) uniformément en B, et un compact E C T tel que
o(E) = va(B) et tel que Xz0 < p.

Nous allons appliquer ce résultat en prenant pour u la mesure de surface
d-dimensionelle sur I’image, par I’isométrie linéaire donné par I’hypothése du
lemme, du graphe de F. Le fait que, dans ce cas, I’opérateur T ,’f est borné sur
LP(RY, dy) est une conséquence facile du Théoréme de Coifman, McIntosh et
Meyer sur la continuité de ’opérateur défini par le noyau de Cauchy sur un
graphe lipschitzien [CMM] (voir par exemple [D2], Lemme 16). Il ne reste
donc plus, pour prouver le lemme, qu’a montrer que si E est le compact men-
tionné dans I’hypothése, on a X0 < Cp (pour un C qui ne dépend pas de B).

Soit donc A C E, et soit B;, i € I un recouvrement de A par des boules dont
les rayons respectifs r; sont tels que Zir? < Cu(A). (L’existence d’un tel re-
couvrement n’est rien de plus que la définition de la mesure de surface sur le
graphe de Z.) On déduit de (1) que, pour tout i, o(B;) < Cr?; par conséquent,
d(A) < Cu(A), et on en déduit le lemme.

Proposition 2. Soient ¥ € SS(d), xe L, et r > 0. Alors on peut trouver une
fonction M-lipschitzienne F: R® — R et un compact E C LN B(x, R) tel que
a(E) = vo(B(x, r)) et tel que E soit contenu dans I’image, par une transforma-
tion orthogonale de R®*!, du graphe de F. Les constantes M et v ne dépen-
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dent que de la constante C, de (1), (2) et (44). Par conséquent, [’opérateur T*
défini par (43) est borné sur LP(R?*1, do) pour 1 < p < co.

La deuxiéme partie de la proposition découle effectivement de la premiére
et du Lemme 13. Pour trouver E et F, nous allons appliquer le Lemme 12,
avec pour fonction z la projection orthogonale de X sur un hyperplan V de
R?*!, Nous pouvons, par translation de I et changement d’échelle, supposer
que x=0 et r =2C, (ou C, est comme dans (4)). Choisissons pour ¥V un
hyperplan perpendiculaire & la droite qui joint les points x; et x, de (44), ou
Ponaprisx =0et R =1 (voir la figure 1). Si x, = z(x;), ou 7 est la projection
orthogonale sur V, alors z(X N B(0, 2)) contient la boule B(z(x,), Cy )N V car
chaque segment de droite qui joint B(x;, Cy ') & B(x,, Cy ') rencontre I.
Comme il n’y a qu’un nombre < C de 0-cubes qui rencontrent B(0, 2), on peut
trouver un O-cube I, tel que |z2(XNI,NB(0,2))| > C~'. Notons que I, est
contenu dans B(x,r) = B(0,2C,), de sorte que si I’on trouve un compact
EC XNI,tel que o(E) = 6 > 0 et qui soit contenu dans I’image par une iso-
métrie d’un graphe M-lipschitzien, nous aurons fini de prouver la Proposi-
tion 2.

Lemme 14. La propriété (9) est vérifiée lorsque X € SS(d) et z est la projec-
tion orthogonale sur un hyperplan de R®*1.

Avant de prouver ce lemme, vérifions qu’il entraine la Proposition 2. Puisque
(9) est vérifiée et |z(ZN1y)| = C !, on peut appliquer le Lemme 12 & I,; on

Figure 1.
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trouve un compact £ C X N1 tel que o(E) = 6, et tel que la restriction de la
projection z & E soit bi-lipschitzienne. Il est clair que cela implique que E est
contenu dans 1’image par une isométrie d’un graphe lipschitzien. On en déduit
la proposition.

Pour prouver le Lemme 14, donnons-nous xe I, n € N, et soit 7'’union des
n-cubes qui rencontrent B(x, C,¢™). Supposons pour simplifier que x = 0, que
n = 0, et que z est la projection sur I’hyperplan «horizontal» {x;, ; = 0}. Suppo-
sons aussi que d(T") = |z(T)|a(T) ™! > §/2, et que la seconde conclusion de (9)
ne soit pas satisfaite, c’est-a-dire que d(R) < (1 + 29)a(T’) pour tout 0-cube R
contenu dans 7. Enfin, quitte & augmenter C;, supposons que C; > 1.

Lemme 15. Si C, est grand et 1 assez petit, on peut trouver un point x; sur
le segment vertical joignant 0a (0,0, . .., C,/4) tel que la boule B, = B(x,, C,)
ne rencontre pas .

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors, on pourrait trouver au moins
(10C)) ~'C, boules disjointes D;, de rayon C;, centrées en des points de
L NB(0, C,/3), et telles que la projection z(D;) soit contenue dans B(0, 2C,).
Soit A la réunion des O-cubes qui rencontrent une de ces boules. On a
a(A) = (CC,)~'C,, alors que z(4) C B(0, 3C,). Si C, est assez grand, on en
déduit que [z(A)| < 6a(A4)/10, et par conséquent que

|Z(T\A4)| = [=(T)] - |z(A)|
= d(T)a(T) — 6a(A)/10
= d(T)o(T\ A) + 3(T)a(A) — 6a(A)/10
= 0(T)a(T\ A) + 460(A)/10
> (1 + 29)a(T)o(T\ A)

si 1 est assez petit pour que 486(CC,)~ 'C, > 2093(T)o(T). On obtient la con-
tradiction désirée en remarquant que 7\ A est composé de O-cubes R tels que
|z(R)[ < (1 + 29)a(R)(T).

Donc le Lemme 15 est vrai; on prouverait de la méme maniére que ’on peut
trouver un point x, sur le segment vertical joignant 0 a (0,0, ..., —C,/4) tel
que la boule B, = B(x,, C;) ne rencontre pas X.

Supposons que x; et x, soient dans deux composantes connexes différentes
de RY* 1\ L. Alors tout segment vertical joignant B; 4 B, recontre I, et la pro-
jection XN T) contient B(0, C;). Dans ce cas, donc, la conclusion de (9) est
vérifiée.

Si x, et x, sont dans la méme composante, utilisons (44). Il existe un point
x; € B(0, 10 C)) tel que dist (x5, £) > (10C,) ~'C; et qui n’est pas dans la méme
composante que X, et x, (voir la figure 2). Pour tout x dans B(x;, 20Cy) ~'C)),
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Figure 2.

les segment verticaux qui joignent x a B, et & B, rencontrent tous les deux X.
Soit x, un point de £ qui se trouve sur le segment vertical qui joint x; a
B, et soit R le 0-cube contenant x,. Quitte & agrandir C;, on peut suppo-
ser que C; est assez grand par rapport & C, pour que R soit contenu dans
B(x,, 100~ 1C)). Alors, z(R) est contenu dans z(T'\ R) (si y € R, le segment ver-
tical joignant y & B, rencontre £ N T en un point qui est en dessous de la boule
B(x;,207'C)), et qui ne peut donc pas étre dans R). Par conséquent,

|z(T\R)| = |z(T)| > (1 + 29)d(T)a(T\ R)

si n est assez petit, ce qui contredit le fait que I’on a supposé que tous les
0-cubes composant 7 sont tels que

l2(R)| < (1 + 20)o(R)I(T).

Ceci fini de prouver le Lemme 14, et, du méme coup, la Proposition 2.

Nous nous proposons pour finir de généraliser la Proposition 2 & des surfa-
ces de dimension d dans RN (avec N>d + 1).
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Définition 3. Nous dirons que I’ensemble = C R, muni de la mesure de Ra-
don positive o, est dans SS(d, N) si (1) et (2) sont vérifiés, et si de plus

(46) pour tout x, € T et tout r > 0, on peut trouver un sous-espace affine W
de dimension N — d et une sphére S de dimension N — d — 1 contenue
dans W, telle que S C B(xy,r), dist(S,LZ) > C; 'r, et telle que S et T
soient enlacés (au sens défini ci-dessous).

Nous dirons que S et L sont enlacés si I’on ne peut trouver aucune homoto-
pie F,(x), définie et continue pour (t,x) €[0, 1] x RY, et telle que

—F,(x) = x pour t =0, ainsi que pour x hors de B(x,, 10r),
—F, (x) € B(xy, 10r)° pour tout xe X, et
—F,(x) e S° pour tout xeX et tout 0 <t < 1.

Remarques. La définition de la notion d’enlacement que nous avons choisie
n’est pas la plus naturelle: il aurait été plus agréable de dire que S et £ sont
enlacés si I’on ne peut pas déformer S en un point sans rencontrer X (au lieu
de dire que I’on ne peut pas déformer X sans rencontrer S). Il est trés probable
que le résultat que nous avons en vue soit vrai avec cette définition plus natu-
relle de SS(d, N), mais ’auteur ne sait pas le démontrer. '

Le fait que S est une sphére n’est pas important; on peut se contenter de
n’importe quel ensemble S contenu dans W N B(x,, r), a condition que la di-
mension de S soit < N — d (la démonstration que nous allons donner convien-
dra encore dans ce cas). Enfin, nous avons encore demandé explicitement que
(2) soit satisfaite, mais (2) est en fait une conséquence facile de (46).

Proposition 3. Soit £ € SS(d, N). Alors, il existe v > 0 et M > 0 tels que, si
X, €L et r > 0, on puisse trouver une fonction M-lipschitzienne F: R » RN ¢
et un ensemble compact E C £ N B(x,, r) tel que o(E) = vo(B(x,r)) et tel que
E soit contenu dans I’image du graphe de F par une transformation orthogo-
nale de R™. Par conséquent, ’opérateur T?* défini par (43) est borné sur
LP(RY, do) pour 1 < p < .

Le début de la démonstration de cette Proposition est calqué sur la preuve
de la proposition 2. Comme lorsque N = d + 1, on veut appliquer le Théore-
me 1, et on prendra pour z la projection orthogonale sur un plan ¥ de dimen-
sion d.

Six,eX et r>0, soient WetSle (N— d)plan et la sphére donnés par
(46). Soit x; un point de S, et soit ¥ le d-plan orthogonal 4 W passant par X,
(voir la figure 3). Supposons un instant que z(B(x,, 3r)) ne contienne pas la
boule de V centrée en x; et de rayon (2C,) ~ 'r, et soit x, un point de cette boule
tel que 2~ '({x,}) ne rencontre pas £ N B(x,, 3r). Appelons D le disque de di-
mension N — d, paralléle & W, centré en x,, et de rayon 2r. Alors, D ne ren-
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Figure 3. (d =1, N=3).

contre pas X, et si £ est 'union de D et de tous les segments [x, 2(x)] , ou x
est un point de S et A(x) est sa projection orthogonale sur le (N — d)-plan
passant par x, et parallele & W, alors E ne rencontre pas X, parce que S est
a distance > C; 'r de L. Comme chaque A(x) est dans D, on peut aisément
trouver une homotopie qui fixe E et qui transforme le complémentaire d’un
voisinage de E en B(x,, 10r)° sans rencontrer E, ce qui contredit la définition
de S. Ainsi, z(B(x,, 3r)) contient une boule de rayon (2C,) ~'r, de sorte que
|z(B(xo, 3r))| = r/C.

Le méme argument que lorsque N = d + 1 nous permet maintenant d’affir-
mer que la Proposition 3 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 16. La propriété (9) est vérifiée lorsque ¥ € SS(d, N), et z est la pro-
Jection orthogonale sur un sous-espace V de dimension d.

Pour prouver ce lemme, donnons-nous une constante C;, un point x€ Z,
un entier n > 0, et soit 7 ’ensemble des n-cubes qui rencontrent B(x, C,€e").
Supposons que |z(T)| = 60(T)/2 et aussi que, pour tout n-cube R C T, d(R) <
(1 + 29)a(T'); on veut en déduire que z(7') contient la boule centrée en z(x) et
de rayon C;e” (a condition que C, soit assez grand et u assez petit).

On peut supposer que x = 0, n = 0, et que z est la projection sur le d-plan
«horizontal»

V= [xefRN;xd+1=...=xN=()]'
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Soit
W= {xeRV:ix, = .- =x,=0)

le (N — d)-plan orthogonal.

Si z(B(0, C,)) contient ¥'N B(0, C,), nous avons prouvé (9). On peut donc
supposer qu’il existe un point x, € VN B(0, C,), tel que z~ '({X,}) ne rencontre
pas £ N B(0, C,). Le reste de la démonstration consistera a trouver une contra-
diction avec (46); trés grossiérement, 1’idée est que si d(R) < (1 + 29)d(T) pour
tout O0-cube R, on ne peut jamais avoir deux 0-cubes R et R’ dont les projec-
tions coincident, ce qui nous aidera a trouver une contraction de £ qui ne ren-
contre pas une sphére S donnée a ’avance. Commencons par quelques nota-
tions: Q, sera le cube centré en 0 et de coté (4N)~'C, (de sorte que 2Q, est
contenu dans B(0, C,)), V, sera la projection z(Q,), et W, = h(Q,), ou I’on no-
te 4 la projection sur W. Quitte a changer un peu C,, on peut supposer que
les sommets de Q, sont dans C,Z". Recouvrons V, par les cubes compacts
contenus dans ¥, de c6té C;, et dont les sommets sont dans C,Z”" (nous note-
rons ces cubes A;, i € I). Enfin, nous noterons dorénavant (x, y), avec xe V'
et y e W, le point courant de R".

Lemme 17. [/ existe une constante C (qui ne dépend que de C,, 6 et C,) telle
que, pour tout i € I, le nombre des cubes Q C W, dont les sommets sont dans
C,ZN =9 et qui sont tels que A; x Q rencontre T, est < C.

En effet, si n est ce nombre, on peut trouver 2~ “n boules disjointes, de ra-
yon 107 'Cy, centrées en des points de £ N Q,, et dont la projection sur ¥ est
contenue dans le cube 2A4;. Si n était trop grand, on pourrait conclure comme
dans la démonstration du Lemme 15. Nous noterons J(i) I’ensemble des cubes
Q du Lemme 17. '

Lemme 18. Pour tout iel, on peut trouver un point x;, dans l’intérieur
de A;, tel que si Q et Q' sont deux cubes de J(i) et si Z(ENA; X Q) et
Z(ENA; X Q') contiennent x;, alors Q et Q' sont adjacents.

En effet, si Q et Q' ne sont pas adjacents, ils sont a distance > C,; ’'un de
I’autre; dans ce cas, si C; est assez grand, tout 0-cube R qui rencontre A; X Q
est disjoint de tout 0-cube R’ qui rencontre 4; X Q’. Donnons-nous un « > 0.
Si |z2(R)Nz(R")| > a, alors |2(T)| < 2 |z(R))| — « (ol la somme porte sur tous
les O-cubes R; C T), donc

12(T)| < (1 + 29)(T)o(T) — o < HT)o(T) = |«(T)]
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si n est assez petit. Par conséquent, |z(R)Nz(R")| < a, et comme A; X Q et
A; X Q' ne rencontrent qu’un nombre < C de O-cubes, on obtient

|Z(ENA; x QNz(ENA; X Q)| < Ca.

Compte tenu du Lemme 17, ’ensemble des points x € A4; tels qu’il existe deux
cubes non adjacents Q et Q' dans J(i) pour lesquels

xez(ENA; x Q)NzZ(ENA; X Q")

a une mesure < Ca < C? (en choisissant o assez petit), ce qui prouve le
Lemme 18.

Nous allons faire subir & £ une premiére homotopie, qui déplacera les
points parallélement & V, afin d’agrandir les trous dont le Lemme 18 révéle
Pexistence.

Lemme 19. On peut trouver une homotopie F,(x, y), définie et continue sur
[0,1] X R¥ x RN~ et telle que

47) F,(x,y) = (x,») dés que t = 0 ou que (x,y) est hors de 2Q,;

(48) |F,(x,y) — (x,¥)| < 2NC, pour tout t et tout (x,y);

(49) h(F,(x,y)) = y pour tout t et tout (x,Y);

(50) Notons X, I’image de ¥ par F,. Pour tout i € I, on peut trouver un cube
B(i) C W,, de coté 4AC,, tel que si (x,y)eXL NQy, Si x€A;, et si
y € B(i), alors x e dA;. De plus, il existe un iy € I tel que A iy C B0, CC))
et tel que si (x,y)eX,NQ, avec xeA,-O, alors x e aA,-O.

Pour construire F,, donnons nous pour chaque / un point X; comme au
Lemme 18, et choisissons un cube B de c6té C, tel que £ N A; X Q ne rencon-
tre pas z~ '({x;}) dés que Q € J(i) n’est pas contenu dans 3B. On peut cons-
truire une homotopie F; ., définie sur [0, 1] X A; X W, qui est I’identité sur
[0,1] X 0A4; X W, qui ne change pas la coordonnée y, et qui transforme le
complémentaire dans A; X (W,\4B) d’un voisinage cylindrique de {x;} X
(Wy\4B) en 0A; X (Wy\4B). On choisit le voisinage cylindrique de fagon a
ce qu’il ne rencontre pas X; alors, en mettant bout-a-bout les homotopies F; ,,
on obtient une fonction F qui vérifie (47), (48), (49), et la premiere moitié de
(50). La seconde moitié de (50) est encore plus facile a obtenir: on choisit i,
tel que A i contienne un point x, € B(0, C,) tel que z~ ({x,}) ne rencontre pas
X NB(0, C,) (on a supposé plus haut qu’un tel point existe), et on déforme
34; ) x W de maniére a transformer le complémentaire d’un voisinage tubu-
laire de {x,} X Wen d(34 ,~o) X W. On obtient, en recollant cette homotopie
aux F; , construites plus haut, la fonction F, cherchée.
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Nous allons maintenant déformer la surface £, , en déplacant les points pa-
rallelement a W, pour obtenir une nouvelle surface X, telle que, pour tout
xeVy, 2Nz~ ({x}) soit composé d’au plus C points.

Lemme 20. On peut trouver une fonction G.(x,y), définie et continue sur
[0,1] x RY x RN~4, et telle que

 (50) G,(x,y) = (x,¥) quand t = 0 ou quand (x, y) est hors de 2Q,;

(51) |G,(x,») — (x,»)| < C pour tout t et tout (x, y);

(52) z(G,(x,y)) = x pour tout t et tout (x,Y);

(53) si I, est I’image de T, par G,, alors, pour tout xe V,, £,Nz" ({x}) a
au plus C éléments.

Pour chaque i€l et chaque cube Qe J(i), notons o le centre de Q, et
soit P(Q) I’ensemble des points (x, y) € RY tels que dist (x, 4;) < 1, et tels
que y est dans le cube de centre Co et de coté (1 — dist (x, A;))C;. Notons P
I’union, pour i e I et Q € J(i), des P(Q); pour chaque x € 2V, soit P(x) I’en-
semble des points y € W, tels que (x, y) € P. On définit une semi-distance D
sur W par

D(y,y) =inf { [ 170Xy epen i},

ou la borne inférieure est prise sur I’ensemble des chemins v de classe C* tels
que v(0) = y et v(1) = y'. Grace a la forme particuliére des P(Q), la distance
D est une fonction lipschitzienne de x. On définit maintenant la fonction G,
par z(G,(x,»)) = x et

(54) WG/, ) = Aoy + EhgCqs

ol la somme porte sur les cubes Q tels que x € z2(P(Q)), et ou A, et les )\Q sont
donnés par les formules suivantes:

(55) No=Mlyy et )\Q=M'1yg, ou
(56) po =1 — tsupy ([1 — dist (x, A)] , fID(3, )
(ou i est I’indice tel que Q € P(i)),

(57 o = t1 — dist (x, A)], fID(, cp)l,

ou f est une fonction C* décroissante, telle que f(0) = 1 et f(x) = 0 pour tout
uzl,etou

Vérifions que G, est bien la fonction annoncée dans le lemme. Les coeffi-
cients p, et p, ne sont jamais simultanément nuls, et donc G, est une fonction
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continue (en particulier de x). D’autre part, si £ = 0 ou si (x, ¥) n’est pas dans
2Q,, tous les ko sont nuls et gy = 1, donc G,(x, y) = (x,y). L’inégalité (51) dé-
coule de ce que tous les cubes Q tels que po # 0 sont a distance (euclidienne)
< Cde y, de sorte que h(G,(x, y)) est une moyenne de points situés & distance
< Cde y.

Il ne reste plus qu’a vérifier (53). Fixons iel et xe 4;. A cause de notre
définition de D, le coefficient u, est nul lorsque # = 1 et y est dans I’un des
cubes Q' € J(i); de plus, les ko SONt constants sur chaque composante connexe
de P(x), de sorte que 4(G,(x, y)) ne prend qu’un nombre < C de valeurs lors-
que y décrit I’'union des Q' (qui contient £ Nz~ !({x}) par définition de J(i),
et £, Nz~ '({x}) car on a choisi I’homotopie F, de facon a ce que z[F,(x, »)]
soit dans A; quand x € A;). On en déduit le Lemme 20.

Appelons L = X, NQyNz~ I(Ui aA,i). Compte tenu de (53), L est un ensem-
ble de dimension < d — 1 (et il nous sera facile de modifier une homotopie
de maniére & lui faire éviter un ensemble donné S de dimension N — d — 1).
Par ailleurs, grace a (51) et au Lemme 19, L' = (£, N Q,) \ L est contenu dans
P’union des A; x CB(i), i # iy, qui rencontrent T, (ou i, et B({) sont comme
au Lemme 19).

Pour obtenir notre contradiction, donnons-nous une sphére S de dimension
N —d — 1, contenue dans Q,/2, dont la distance & £ est > C~'C,, et qui est
entrelacée avec L au sens de la Définition 3. Notons que, si C, est assez grand,
I’image de X par les homotopies successives que nous avons construites ne ren-
contre pas S.

Lemme 21. On peut trouver une homotopie H,, telle que H,(x,y) = (x,))
pour t =0 et pour (x,y) hors de 2Q,, telle que H,(L UL') soit contenu dans
0Q,, telle que H(LUL"YNS = (J pour tout t.

Rangeons les cubes A; en deux catégories: nous dirons que A; est plein si
z(X, N[A; X CB(i)]) contient au moins un point de I’intérieur de A;; sinon,
nous dirons que A; est vide. Notons que, grice & la seconde partie de (50),
on est siir qu’au moins un des cubes intérieurs de V|, est vide. Soit 4; un
cube plein dont 'un des voisins (appelons-le 4;) est vide. Alors, on peut
trouver une homotopie de RY qui contracte [4;U A ;\ V1 x CB(i) (ou Vestun
petit voisinage tubulaire du point x;) en une partie de d[4; U A4;] X CB(i), sans
rien changer hors de (4;U A4;) X 2CB(i). Nous venons de trouver une homoto-
pie a I’issu de la laquelle le cube A; est devenu vide. On peut répéter cette opé-
ration aussi longtemps que nécessaire, et obtenir une homotopie qui transfor-
me L' en un ensemble L"” dont la projection est contenue dans I’union des dA4;.
On peut encore appliquer la technique du Lemme 20 pour obtenir, apres nou-
velle homotopie (que nous appellerons M, (x, y)), un ensemble L® qui est de
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dimension < d — 1. Notons que chacune des homotopies que nous venons
de composer n’est différente de I’identité que dans des boules de rayon C
contenant un point de X,, et, méme dans ces boules, difféere de I’identité
par moins de C. Si C, est assez grand, I’image de L U L’ par M, ne rencontre
pas S.

Appliquons une derniére homotopie N,, que ’on choisit de classe C’, et
qui contracte le complémentaire dans Q, d’une petite boule de I’intérieur de
Qy ne rencontrant pas M;(LUL'), en une partie de dQ,. Si I’on mettait M,
et N, bout-a-bout, on obtiendrait une homotopie qui convient presque pour
le Lemme 21, sauf que la trajectoire de M, (L U L’) par N, pourrait rencontrer
S. Cette difficulté est aisément circonvenue, car comme S est de dimension
< N —d et la trajectoire par N, de M;(LUL’') est de dimension <d, on
peut trouver une petite perturbation de N, telle que N,[M,(L UL’')] ne ren-
contre jamais S. Si nous composons les homotopies des Lemmes 19, 20 et 21,
nous obtenons une homotopie qui contredit la définition de S (en fait, il
faudrait encore modifier un peu notre construction pour obtenir une homo-
topie qui soit I’identité hors de B(0, 5|Q,|*™), au lieu de 2Q,; nous omet-
trons ce détail facile). Nous avons enfin prouvé le Lemme 16 et la Propo-
sition 3.

Signalons pour finir que la figure 4 représente un exemple de surface
qui a une grande projection sur le plan horizontal, mais qui ne contient pas
de gros morceaux de graphe lipschitzien. On pourrait aussi prendre le pro-
duit d’un ensemble de Cantor de dimension 1 (I’exemple de Garnett-Ivanov)
par un segment. L’exemple X de la figure ne satisfait pas, bien entendu,
la condition 9 (la projection de X sur le plan horizontal préserve la mesure a
une constante prés, mais est loin d’étre un homéomorphisme). Par ailleurs,
la démonstration de P. Jones du Théoréme de Garnett s’applique aussi a Z:
le noyau de Cauchy-Clifford ne définit pas un opérateur borné sur L*(X)
(voir [J]).

Figure 4. Un contre-exemple.
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Lipschitz and
bi-Lipschitz Functions

Peter W. Jones

Let Q, =[0,1]" be the unit cube in R" and let f: Q,— R™, m > n, have
Lipschitz norm bounded by one,

@ flyy = sup LOION

x,y€Q, lx — y|
xX#y

Then classical results (see e.g. Federer [2] or Stein [5]) assert that

_ (9
br= <a—>

is defined almost everywhere on Q,, and f may be recovered from Df via
integration along line segments parallel to the axes. We also recall two classical
qualitative results. Let JC(«) denote » dimensional Hausdorff measure and let
h denote n dimensional Hausdorff content,

o

h(E) = inf 3 c,r}

Jj=1

where the infimum is taken over all coverings of E by balls B(x;, r;) with no
restrictions on the radii 7;. Then A(E) < 3C(E) and if E C R", h(E) = I(E).
Sard’s theorem asserts that JC({ f(x): Rank (Df(x)) <n})=0. A slightly
stronger result is that one can decompose

QO = GU UIKJ
j=

115
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where JC(f(G)) = 0 and fis bi-Lipschitz on each K}, i.e. there are constants
¢; such that

) —fD Z¢lx—y, xyek;.

A qualitative version of the last result was first given by Guy David in [1].

Theorem (Guy David [1]). Suppose f:Q,— R" satisfies |f|;,=1 and
JC(f(Qyp)) = €> 0. Then there is 6 = 6(¢) >0 and K C Q, such that 3C(K),
JC(f(K)) = 6 and

lfx) —f| =8lx—y|, x,yek.

David’s result was used to prove boundedness properties for singular integrals
on certain surfaces § C R™. If § = f(IR") where f'is Lipschitz and satisfies some
other criterion, the above theorem can be used to show that for all x, € 8 and
all r>0, SN {xeR™: |x — x5| < r} contains a subset K = K(x,, r) such that
JC(K) = cr™ and such that singular integrals are known to be bounded operators
on L*(K). Real variales methods are then used to show that singular integrals
are bounded on L2(8). In this note we present a generalization and strengthening
of David’s theorem. Our proof is also shorter than David’s.

Theorem. Suppose f: Qo — R™ satisfies | f|,;, =1. Then for each 6>0
there is M(8) < o« and there are closed sets K, ...,K,, C Q,, M < M(5),

such that
M
(o )<

5 .
lf(X)—f(y)|>3|x—y|, x,yeK;, 1<j<M.

and such that

By using truncation methods, the theorem can be seen to have L? analogues.

Corollary. Suppose f= (f1, ..., m): Qo= R™ is such that each f; is in the
Sobolev space W'"* ¢ (one derivative in L"* ) with | fi| y1.n+. <1, 1 <j < m.
Then the conclusions of the theorem hold with M = M(, 6).

ProOF. Fix N < o and build Fsuch that |F|; < Nand JC({x: F(x) # f(x)})
< cN~®*9_ Then use the theorem plus the fact that for any G C Q,, IC(f(G))
S CJC(G)(E/")/(I + e/n)‘ D
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The proof of the theorem is given in section 2. The main tool is a
Littlewood-Paley inequality. The theorem can be used to obtain a different
approach to Guy David’s results on singular integrals; this will appear else-
where.

It is with great sorrow that I dedicate this paper to the memory of my good
friend José-Luis Rubio de Francia.

2. Proof of the Theorem

Let F(x) be a real valued function on R” and let F(x, y) denote its Poisson (har-
monic) extension to R%*! = {(x,y): xeR",y > 0}. Also let

VF(X,_Y) = (Fxl(x’y)’ . st”(x!y)sFy(x’y))

denote the gradient of F. Then if Q C R” is any cube with sidelength £(Q), and
if R(Q) = Q x (0, £(Q)], VF satisfies the well-known BMO type estimate

@2.1) IVF 2y dxdy < CI(Q)|F |2 pm -
R (R™)

See Fefferman-Stein [3] or Garnett’s book [4] page 240 for the proof.

We denote by D the collection of all dyadic cubes in R”, i.e. the collection
of all cubes Q of form IT7_, [¢;27, (¢; + 1)2~¥] where 4; and & lie in Z. For
such a cube Q we denote by £(Q) = 2~ the sidelength of Q. From now on,
all cubes will be dyadic. We also let

7Q) = 0% Bf@, e(Q)]

denote the top half of R(Q). If Q, Q' e D, we say that Q and Q' are semi-
adjacent if £(Q) = £(Q"), ON Q' = I, and there is Q" € D with Q") = £(Q),
such that QNQ" # &, Q"N Q" # J. Then .

(2.2) For each Q € D there are exactly 5" — 3" semi-adjacent cubes Q'.

Let f'satisfy the hypotheses of the theorem; by Whitney’s extension theorem
(see [2] or [S]) we may assume fis defined on all of R” and | f | Lip < 1 there.

Writef= (fl’ e ,fm) and Df: <£C‘fl_

of;
f 4L
° 0x;

> - Let F; ; be the harmonic extension
k

to R%*! and let

V07| = (5 1VFl”) .
Jsk
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Our next lemma says that if Q and Q' are semi-adjacent, A(f(Q)) is large but
f(Q) and f(Q’) are not well separated, then |VDf| must be large somewhere

in T(Q).

Lemma 2.1. Suppose Q and Q' are semi-adjacent and h( f(Q)) = 63C(Q). If
there are x € Q, x' € Q' such that

1769~ 1) < b= 1,

then

-UT(Q) |VDf |2y dxdy = c(6)3C(Q),

where c(6) > 0 is a constant depending only on 6.

Proor. Since the hypotheses and conclusions are dilation invariant, it is suf-
ficient to treat the case where Q = Q, is the unit cube. Suppose that the lemma
is false, so that there is a sequence of functions f; satisfying the hypotheses
of the lemma but such that

2 -J
‘”T(Qo) |VDSf| y‘dxdy <274
By Arzela-Ascoli we may assume the f; converge uniformly to f on compacta.

Then |f|, <1, and since A(f(Qo)) = liminfA(f;(Qo)), f satisfies the
hypotheses of the lemma. On the other hand,

e |VDf Py dxdy =0,

so by the uniqueness principle for harmonic functions Df is constant a.e. on
R", and consequently f is linear on R".
However, there is x’ € Q' such that

1709~ Gl < 3 b = x|

for some x € Q,. This is not possible for a linear map satisfying A(f(Q,)) = 6
and | f],<1. O

Let

G, = {Q €D:QC 0y, HF(Q) < %:«2(9)}
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and let
Gl = U Q
QeG,
so that
0
2.3) (G <

The set G, is a «garbage» set to be thrown out. Let § denote the collection of
all unordered pairs of semi-adjacent cubes Q, Q’ such that both Q, Q' ¢ G,,
and such that Q, Q' satisfy the hypotheses of Lemma 2.1. We enumerate the

collection & by {(Q1, 03), (@3, 03), (03, @3), . .. } where #(Q%) > Q%" 7). Let
¢(6) be the constant of Lemma 2.1, and let

© 2
Gz = {x: Z Z XQJ(X) = Clﬁ_lc(ﬁ)_I} ’
j=1k=1 ~k
where C, is a constant to be fixed later.

Lemma 2.2. JC(G,) < §/2.

Proor. By Chebychev’s inequality,

© 2
3(Gy) < C '5c®) 3 33 3QD
j= =

© 2
<ciy 3 “T(Q{)IVDflzydxdy

ji=1k=1

=Crs jj |VDf|? Z,EXT(QQ(x’y)y dxdy
Js

< Cy'8C(n) H |VDf|*y dxdy
R(Qy

< Gy sC)C.

The penultimate inequality follows from remark (2.2), while the final inequality
results from Lemma 2.1. The proof is concluded by choosing C; > 2C(n)C. O

Setting G = G, UG,, it follows from (2.3) and Lemma 2.2 that A(f(G)) < 6.
We now divide Q,\ G into M disjoint compact a K, so that f is bi-Lipschitz
on each K,,. To do this we define inductively indices «;. To each x will corres-
pond «;(x) and we will define



120 PETER W. JONES

K, = {erO\G: lim o;(x) = a} :

J o

Each a;(x) will be a finite string of zeros and ones, a;(x) = {€](x), ..., e;(0)},
where ¢ =0 or 1.

At stage zero we define oy (x) = {0} for all x € Q,. At stage one, let Q} and
Q3 be the first pair of cubes in . Define

a;(x) = (0,0} on Q

a;(x) = (0,1} on Q;

a;(x) = {0} on Q,\(Q1U Q).
We suppose by induction that «, g, ..., _; have been defined and that
oy is constant on each Qe D with £(Q) < H(Q*~ ") = «(Q%~1). Let Q¥ and
Q% be the k™ pair of cubes in &, and suppose oy _,(X) = (¢, ..., €} on QF,
ap_1(X) = {€}, ..., €} on OF.

Case 1. s=t. Define

()= {€,...,6,0}) on QF
Olk(X)={Ell,...,E;,l} on QIZC
ap(X) = ag_1(x) on Q,\(QYUQ%).

Case 2. s>t. Define ¢,,,=2—2"*% and

o (X) = o 1(x) on Q()\lec

o) = {€},...,€l€0,,) on Q%.
Case 3. s < t. Reverse the roles of Q% and Q% and apply Case 2.

The procedure guarantees that o;x) distinguishes between points in Q¥ and
Q’z‘ whenever /> k. More precisely, if />k, Q; C Q’l‘ , O, C Q'Z‘, o(x) =
{er, ..., 6,) On Q, ay(x) = {€},...,€,} on Q,, then u,v >k + 1 and there
is j < k + 1 such that

@4 s

Let C, be the constant in the definition of G,, and for a = {e;,..., €]}
define p(cr) = s to be the «length» of a. Then by the definition of G, and the
oz_,-’s,

p(ey () <1+ C;57e(®) ™!
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for all xe Q,\ G,. If xe Q, \ G we see therefore that a(x) = lim a;(x) is well
defined and 7

p(a()) <1+ Cd ().

For s<1+ C;67'c(8)"! and o = {e,...,¢} a string of zeros and ones,
define

K,={xeQy\G:alx) = a}.

Then there are at most M(6) sets K,, so we need only check that f is bi-
Lipschitz on each K. To this end, suppose x,y € K,,, but

/() — f)| < % lx = yl.

Then xeQ, ye Q' where Q and Q' are semi-adjacent. Since x,y ¢ G,
h(f(Q), h(f(Q")) = £(Q). Therefore the pair (Q, Q') must show up in F as a
pair (Q%, 0%). By (2.4), o;(x) # oy(¥) whenever ! > k, so a(x) # a(y). This
contradiction completes the proof of the theorem. []
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Hardy-Sobolev Spaces
in the Unit Ball of C”

Patrick Ahern and Joaquim Bruna
Dedicated to the memory of Professor José Luis Rubio de Francia

Abstract

In this paper we deal with several characterizations of the Hardy-Sobolev
spaces in the unit ball of C", that is, spaces of holomorphic functions in the
ball whose derivatives up to a certain order belong to the classical Hardy
spaces. Some of our characterizations are in terms of maximal functions, area
functions or Littlewood-Paley functions involving only complex-tangential
derivatives. A special case of our results is a characterization of H? itself
involving only complex-tangential derivatives.

1. Introduction. Statement of Results

Let B" denote the unit ball of C". For a holomorphic function f on B" with
homogeneous expansion f(z) = >, f;(z), the radial fractional derivative of
order s > 0 is defined

Rf() =21k + 1)’ (@)

k

123
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(so for s=1, Rf(z) = f(z) + Nf(z), where N = sz(a/azj) is the normal
field). The Hardy-Sobolev space H? is defined )

H? = [f: sup j RGro)|Pdo(6) = | 715, < +°°}-

Here S denotes the boundary of B” and do its normalized Lebesgue measure.
It is a well-known general principle that holomorphic functions in B"
behave twice as well in the complex-tangential directions. Our first goal is to
make precise how this principle applies to the Hardy-Sobolev spaces HZ. To
state our results we need to introduce some definitions. A vector field

n a _
T= (2)—> . *(B"
j;l a;(z) 7z, a;e C(B")

is called complex-tangential if
n
j;l a;(2)z; = 0.

If T is a complex-tangential vector field and f is holomorphic then Tf is
generally no longer holomorphic. For this reason it is more natural to deal
with real-variable characterizations of H? itself. These are in terms of the
following quantities, defined for a smooth function f:

(a) The radial maximal function
fr) =sup {|frm)]:0<r<1}, neSs.
(b) The admissible maximal function

SEm) =sup {|f@)|:ze D, ()}.

Here D, (1) denotes the admissible approach region
n = o 2
D,(g) = {ze B™|1 — Z{| <7(1 —1z|9 ¢

with a > 1.
(¢) The admissible area function
A = ([, IRF@PA - |2 =" dm @]

(d) The Littlewood-Paley g-function

(N = [ [, IRArn)*(1 = rdr}”.
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It will be convenient to introduce the notations, for fe R* and v >0
Ao S = (], CIRF@PA - 2" dm @]

gy f(n) = U; IR (r)|*(1 - ,-)27—1dr}1/2

(so that A, = A} , and g = g}).

If ¢(f) denotes any of the functions in (a)-(d), then fe H” if and only if
o(f) e LP(S), (see [8]). It then follows by standard techniques (see [7, pp.
214-216] and Lemma 3.6 below) that the area function

Afx.,_sf(n) = UD o |R’f(z)|2(1 - lz|)2t—2s—n—ldm (z)]vz

with any ¢ > s, characterizes H%, i.e., fe H? if and only if A, ,_;fe L?(S).
In a similar way, the g-function

g fln) = ”; |Rtf(’?7)|2(1 _ r)Z’_zs_ldr}Vz

characterizes H? if ¢ > s.
Our first result states that if # > s, if &k is a positive integer with k < 2¢ and
T,,..., T, are complex-tangential vector fields, then fe H? implies

M UD P |T;- - ToR'"™**f@)?A = |z))* >~ "~ 'dm (z)]meL”(S)

@ U; |T,- - TR ™ f(rm)P(0 — )~ 2! dr] 2 e 17(S).

Also, if fe H? and k < 2s, the radial and admissible maximal functions of
T,- - T,R*~*2f are in L?(S). That is, one can formally replace each R** by
one complex-tangential vector field and still get a function in L?(S).

In case of the area function, this result again follows by the standard tech-
niques in [7, pp. 214-216] and [6, Th. 12], but for the g-function and the two
maximal functions it depends on some special properties of complex-tangential
derivatives. We comment briefly on these. Each complex-tangential vector
field is a linear combination of the T}

d ad
T,=Z%—— -
% Bzi

y azJ

s dj=1,...,n,  i#j.

&

If fis holomorphic, then T,.j fis no longer holomorphic, but on every complex
line is annihilated by 8. In the same way, if the T}, . . ., T} are chosen among
the T; (which we may assume without loss of generality), then T - - T, fis
annihilated by 3% * ! on every complex line. We show that such functions share
many properties of holomorphic functions, such as mean-value inequalities,
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Cauchy inequalities for derivatives etc., which are on the basis for the transi-
tion from the area function to the others.

Our second result states that the above property gives in fact a characterization
of H?. Namely, with k fixed, if (1) or (2) holds for all possible choices of T --- T}
among the 7}, then fe H?. In the same way, if (T - - - T,R*~*/*f)* € L” for
all Ty - - - Ty, (k fixed, k < 25), then fe H?. Choosing k such that £ > 2s and
t = k/2 we thus obtain characterizations of H? in terms of area functions or
g-functions involving only complex-tangential derivatives. For instance, as a
particular case we obtain that fe H” if and only if for all Tij

{Jo| Tl m)? dr} " e L2(S).

Also, when s = k/2, fe H? if and only if (T} --- T, f)* fe LP(S). We point
out that these characteri_zations do not involve the T‘u The same result but
allowing as well T;; and T,; would be much easier to prove because the normal
derivative appears as the Lie bracket of T;; and T;;’s.

We want to point out a basic difference that occurs, as in the real variable
theory of Hardy spaces, between the area functions and the others. Indeed,
for the area functions there are pointwise estimates, in the sense that the
integral appearing in (1) and the A, ,_, are pointwise equivalent, (up to
replacement of the aperture «), but there are no such estimates for the others,
e.g. it is not possible to bound (Tfj )T by (Rf)* or (Rf)*, pointwise.

For example, with n = 2, let f(z, w) = w?log (1 — z) then Rf is bounded in
B? but T*fis not (here T = Z(3/dw) — w(3/9z)). For this reason it is easier to
deal with the area functions.

We also obtain analogous results for the Bergman-Sobolev spaces

B? = {f holomorphic: fm IR*f(2)|”(1 — |z])"dm (z) < +oo},

p>0, v> —1.Namely, one can replace R¥? by k complex-tangential vec-
tor fields to define these spaces. The paper [1] deals with one aspect of this.

This paper is organized as follows. In the second section we collect all prop-
erties that will be needed of functions annihilated by some power of  on every
complex line. In the third section we prove our results for the case of area
functions and in the fourth section we deal with the g-functions and maximal
functions. The fifth section is more technical and deals with the following
question, in case s = k/2: if R¥/> € HP then it has a distribution boundary
value which belongs to the space H?%, of [4]. Is this also true for T; - - - T} f?
We show in Section 5 that this is the case, in spite of the fact that T, - - - T f
is not holomorphic. Finally in section 6 we prove our result on Bergman-
Sobolev spaces.

In the remaining of this section we introduce some more notations. First,
as it is easily checked, the operators T,; commute with the ordinary Laplacian
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A, so that the functions T - - - T f are harmonic. It will be then convenient
to consider R? as defined in the class of harmonic functions. If u is harmonic
and u = 2}, P, is its expansion in spherical harmonics, then we define as well
Ru =2, (k+ 1)°Py.

The operator I* of fractional integration is defined

s 1 1 1 s—1
I'f(z) =W . (log7> f(t2) dt.

Then
I’'P, =(k+ 1) °P,

if P, is homogeneous of degree k. Thus 7° is the inverse of R®. This simple
expression of the inverse of R’ is the technical reason for which we use R in-
stead of N. When s = 1 we will write simply 7. It is easily checked that 7 com-
mutes with the T}; and the Tj;.

We will consider differential operators X appearing as composition

Xf=X1"'ka

where each X, is R, a T,ora T’u For such an operator its weight is defined
to be Z'l‘ w(X}), the weight of R being 1 and 1/2 the weight of each T,.j and
Tij. The functions Xf are most easily estimated in terms of d*f(X,, . .., X}).
This is the function whose value at z € B” is

akf

vy - - - vy @

with v, = X;(2). It is easi}y checked by induction that Xf can be written as a
linear combination of d’f(Y1,..., Y) with j < &, and

Jj k

; w(Y) < 21: w(X),
so that when proving estimates on Xf involving its weight we will instead
estimate d*f(X 1» - - - » Xx), Which is simpler because the XJ are «frozen» at z.

One final remark is in order. As said before some of our results depend on

the special properties that the T; f have for an holomorphic f in the ball and
thus do not generalize to other domains. It is probably the case that our results
hold for more general domains, but this would require other methods, as
maybe the «freezing coefficient» technique. The technical difficulty involved
would be similar as the one encountered when trying to generalize the
Fefferman-Stein paper on real H” spaces to a general smooth domain.
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2. On Functions Annihilated by Powers of 3

If fis holomorphic.in B” and T3, . .., T} are complex-tangential vector fields
then of course F=T;--: T f is no longer holomorphic. Indeed if we fix
Zo € B", £, €C" then the function u(\) = F(z, + A\{,) need not be harmonic
not even subharmonic. Nevertheless we will see that the function # does
satisfy some mean value inequalities that we can exploit to obtain «non-
isotropic» mean value estimates for the function F. It is clear that u does
satisfy the differential equation (3%/dN*Yu = 0.

Definition. Let U < C be an open set; by H,(U) we mean the set of func-
tions u defined on U so that (3% /oN)u(\) = 0 in U. By HE(U) we mean those
u in H,(U) so that

[, lul?dm = Ju]} < oo.

It is easily proved, by induction on k, that if u € H,(U) and A\, € C, then
u has a unique expression

k-1

uN = 3, (R = R),0)

i=o

where f; is holomorphic in U.

Lemma 2.1. Given non-negative integers I, m there is a constant C = C(l, m)
such that if ue Hy(D(\y, r)), then

al+m

90
ananm M)

c
€ u(\)| dm (N).
T |, OO dm )

Proor. By a translation and dilation it is enough to prove this when \; = 0
and r = 1. Moreover we may assume that u € H, (D(0, R)) for some R > 1. For
a given /, m we will find a polynomial p = p, ,, so that

I+m

NG u(0) = J;M - u(Np(N) dm (N).

The result will follow with
C=sup, ., PO

As observed above we have

k-1

uN = 2 M0,

Jj=0
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with fJ holomorphic. Clearly we may assume that m < k — 1. Then

l+m

a)\l a)\m u(o) = m’f(l)(o).

We try

k-1
PO =N"N' 3 o, N,

y=

where the numbers ¢, are to be determined.

jm u(Np(\) dm (\) = Z o | MNP o (0 dm (V).
<1

J,v=0

Each fj has a power series expansion
LN = 3 fen
If we insert this above we obtain, after using polar coordinates,

k-1 1 . 27 . i R . do
Z avj rl+_1+m+l+2vj ex(m—_;—l)ozfi(n)rnemoz_dr
0 ™

J,v=0 0

k-1 1
= Z avj;(j"‘l—m)j rl+1+m+1+2v+_1+[_mdr
. 0

J,v=0

k-1 (k-1 o -
'; {PZO m}f}u + 11— m).

So, we wish to choose the numbers {«,} so that

2m!l! when j=m,
1+_]+V+1 0 J#Em.

Z
For a fixed / > 0, the finite Hilbert matrix
H)=(—+"
(JV) <1+_]+V+l>],,0
is always invertible so this is possible. The proof of the lemma is complete. [
As a simple consequence of the lemma we get a boundary growth estimate.

Corollary 2.2. There is a constant C = C(l, m) so that if ue H(U) and
N € U then
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al+mu
I (M)

N oN™

< SEFIFT luly
where § = dist (\y, 0U).
Proor. Just apply the lemma to a disc of radius 6 about \,. [

Next we prove an analogue of a well-known theorem of Hardy and Little-
wood. In fact with the above lemma and its corollary we can use their proof.
We include the details for completeness.

Lemma 2.3. Suppose 0 < p < oo; then there is a constant C, such that if
u € H,(D(\y, r)) then

C
W00l < [ a0yl amov.

Proor. The case p =1 is just the lemma with /= m = 0. The case p > 1
follows from the case p = 1 by Holder’s inequality. For the case 0 < p < 1 we
may assume that

Ao =0, r=1 and ueH,(D(@,R)), R>1.
Also assume that
p —

iy <1 P dm ) =1

and |u(0)| > 1. Similarly to [3] we let
my(r) = [, _, 1)) dm )
and my(r) = supmglu()\)l. Since 0<p<1,
my(r)= [ _ 4| dm )
p 1-p
< [y <, 1O =2 dm (0

< my,~P(rym5(r)
<myP(r).
Now if we apply Corollary 2.2 with /=m =0 to D(0,r) with r <1 we
obtain

my(r) ,
(r — p)

Mmye(p) < C O<p<r<l.
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So we have

mL=2(r)

My (p) < C(r——p)z’

O<p<r<l.

We take p = r* with o > 1 to be determined, take logarithms and integrate

1 d 1
J‘ log m..(r) - <log C + 2 J IOg;a @
172 r 172 r—r* r

1
+(d-p) j log m(r) 2L
172 r

Letting ¢ = r® in the left hand side and rearranging we get

1 ! 1 ! 1 d
{——(l—p)]j logmw(r)drs—logC+2J‘ log- - a7,
o 172 2 172 r—r*r

Now choose « so close to 1 that the coefficient on the left hand side is
positive. Then we get

logm.(1/2) <4 logm.()dr<C=C,. O

Next we see that there is a version of Lemma 2.1 valid for all p.

Lemma 2.4. If m,l are non-negative integers and 0 < p < o are given then
there is a constant C such that if ue H}L(D(\,,r)) then

al+m p C
————u(\ € u(N|Pdm(N).
’ a)\[a)\m ( 0) r2+p([+m) JD(XO,r)| ( )l ( )
l+m
Proor. Let Du denote ———,-u and » = [+ m. By Lemma 2.1, (the case
p = 1) we have 9N N
C
Du(N\)| € —z2355 u(N)| dm (N).
| ( O)I (r/2)2+ jD()\o,r/Z)i ( )i ( )

For each A € D(\,, r/2) we have by Lemma 2.3

C
(r/2y?
c

<— |u(w)|? dm (w).
r~ JD(,n

luM[? < j‘ lu(w)|” dm (w)
DO\ 1/2)



132 PATRICK AHERN AND JOAQUIM BRUNA

If we insert this into the above estimate for Du(\,) we have

r

C » 1/p
=7z—/p':7<LO\OJ)|u(7\)| dmO\)) ,

which completes the proof of the lemma. [

C 1 P
|Du(ho)| < 7T J <—2“ J‘ |u(w)|” dm (W)> dm (N
D(ng,7/2) DA, 1)

We want to point out that what the above arguments actually show is the
following: Suppose u is defined in a domain U and there is a constant C such
that whenever D(\,, r) € U we have

C
le(No)| < 7z J |u(N)| dm (N).
D(Ng, 1)

0

Then for each p,0 < p < «, there is a constant C, such that
P CF p
lu)|” < =5 [u)|? dm (N)
r° Jpeg.n

whenever D(\, r) € U.

We let H,(B") be the class of C* functions in B” that are annihilated by
9% on every complex line. More precisely we say that u € H,(B") if for every
ze€ B” and every 0 # ¢ € C" we have

k
—d—u(z +A)=0.

dN*
Let u be a C® function in B". Take ze B", and ¢ e C". Then we may
calculate that

k
—d:k— [u@z + AN =o= 2 DPu(z)¢".
dx 8l=k
From this we deduce that a C* function u lies in H,(B") if and only if D®u = 0
in B" for all multi-indexes 8 with || = k. If follows that if u € H;(B") then
DPD"u e H,(B™) for any @ and 7.

In the next lemma, for ze€ B” and 6 > 0 the polydisc P(z, 6) is defined as
follows. If z = r¢, pick ¢,..., &, so that {{, ¢5,..., ¢,} is an orthonormal
basis for C". Then

Pt = o=t on St <oy <0 = 20n).
i=2
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Lemma 2.5. Suppose 0 < p < o, 1< k and a differential operator X of
weight m are given. Then there is a constant C such that

C
6n+1+mp j Iu(w)lpdm(w)
P(z,)

| Xu(z)|” <
Sfor all ue H,(B"), as long as P(z,6) C B".

Proor. For convenience we assume z = (r,0,...,0). By the discussion in
the introduction it is enough to obtain the above estimate with Xu replaced by

aN
0z%197% - - - 37k 37'n u(. 0)
where
j=1(kj+ lj) =N
and

l n
k1+11+5j§2(kj+lj)<m.

Recalling that if u € H;(B") then the same is true of any partial derivative of
u we may apply Lemma 2.4 successively, one variable at a time, to obtain the
desired result. [

3. Characterizations of H% in Terms of Area Functions

The main purpose of this section is to obtain characterizations of H? in terms of
area functions, some of them involving only complex-tangential derivatives.
Our starting point for this and next section is the following account of different
characterizations of H? itself, already mentioned in the introduction.

Theorem 3.1 ([8]). The following are equivalent, (with an aperture a fixed):

(@) feH".

(b) A, (f)eL”(S).
© g(f)eL”(S).
d) fieL”(S).

(@) fa eL”(S).

The Theorem is well-known. The equivalence of (a), (d) and (e) is Koranyi’s
result. The conditions (b) and (c) are also known (see [8]), though a detailed
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proof seems to be lacking in the literature. A proof can be obtained by adapt-
ing the methods of Fefferman and Stein. This requires as in [3] the use of a
version of Green’s theorem for regions that appear as unions of admissible
aproach regions, particularly in the equivalence of (b) and (d). We point out
that for the particular case of the ball an easy proof can be obtained as
follows. That (b) implies (c) is a consequence of a pointwise estimate (see
Lemma 4.3 below), (c) implies (@) can be obtained by slice integration of the
same result in dimension 1 and (@) = (b) can be proved using the atomic
decomposition of Garnett and Latter ([4]).

To state our result we need to introduce some more notations. For an operator
X as in the introduction

Xf=X1"'ka

and vy > 0 we define the area function

AL S ={[, IX@PA - |2 mdm @],

We will consider in particular operators T = T; - - - T, where the Ty, ..., Ty
are chosen among the T,.j (not the T,.j’s). We denote by {T;}, 6 € Cy, the col-
lection of such operators and define the k-th complex-tangential gradient as

V,;f = Z | 7511
seCp
In this section we will prove

Theorem 3.2. Let fe H? and let X be a differential operator as above of
weight m > s. Then AX _ fe LP(S) for any a.

o, m—S

Theorem 3.3. If! > 0and k € Z are such that | + k/2 > s, then f€ H? if and
only if

{[o o [VFRI@PA = 2721 "dm @)} € L7(S).

We will need a version of Hardy’s inequality for which we have not found
a reference so we include it here.

Lemma34. Ifa,B>0,1<p< x thereisa constant C so that forall f 20
we have,

j;(l - r)“-l(j; r— 08 1@) dt)Pdr < cj;(l — P 1+BPE()P .
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Proor. We give a sketch. After changing variables the left hand side of the
above becomes

1 o1/ (1 - ; /
.[Or 1<jr(t r)ﬂ lf(l t) t)p &
Letting ¢ = rs, this becomes

jlra-l([l/’rﬁ(s - 1D — rs) ds)"dr. ’

0 1

If we now use the continuous form of Minkowski’s inequality and change
variables again we have that the above is at most

© (1)1 p pl
[ l("x—mi-/,{,—arx] L ( = =T PBE(YP .

The integral occurring in the first factor is convergent since o, 3> 0. [

In the next geometric lemma, for an approach region D, (n) and 0 < r < 1,
S, (r,n) denotes the region

Sa(rsm) = {zeDa(n):%(l -r)<1-|z)*<2(1 - rz)} :

Lemma 3.5. For each «,8, 1 < a <p, there is an e = e(c, §) such that if
ne€S and z =r¢ eD,(q) then the polydisc P(z, e(1 — r?)) (as defined before
Lemma 2.5) is contained in Sg(r, 1).

Proor. Take
n
W= +NS+ 2N PR 8), 8= e(l - r’);
Jj=2
then
W2 =1+ X2+ SN2+ NP+ 2N+ (- DB + (1 + 2)5.
j=2

Also
W22 (r= [N)?>=r2 = 27|\ + N2 2 r? = 2|\ = r? - 26.
So

A-r)—m+28<1—|w2<U-r*+28
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so we have
1 2 2 2
E(l-r)<1—|W| <2(1-r9
for sufficiently small e. Next we calculate

J=
<SA-r)+s+ 251/2|<§',,11>|
=%(1 )+ 6+ 2 828, — o)
i=2

s%(l ~ %) + 8 + né'?|y — r¢|

g%(l — ) 46+ ndVAVZ |1 — r(E, )|
o 172
7(1—r2)+<s+n\F<—(1—r)> 812

= <% +e+ na1/251/2>(1 - .

Also from the first part of the proof

Ba-mwpzln-e+oa0-r

and so
1= Gnmyl < 2= wp)
for all we P(z, e(1 — r?)) for e sufficiently small. [
Lemma 3.6. Fix1<a<pB,q>=1,120,v>0andlet X be an operator of

weight m. Then there is a constant C such that for all fe H,(B") and all n€ S
we have

3) JDQ(") |I’Xf(z)|2(1 - lzl)Zv—n—ldm @

C o F@IA = 12D 17" dm ).
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PROOF. As already mentioned, the proof follows the same lines as in [7, pp.
214-216]. Combining Lemma 2.5 with Lemma 3.5 we see that if r{ € D, ()
then

4

172
) IXfro)l < {_——TmZ_m j | fW)|?> dm (W)} =J,.
1-n Sg(rm)
Assume /> 0. In this case,
II'Xf(re) < %j (r=t'"',dt, r>o.
0

Having obtained a bound for I'Xf(r¢) which just depends on r, we integrate in
polar coordinates in D,(y), using the fact that for fixed r,

offeS:rteDy(m)) <c(l—-r).
This gives that the left hand side of (3) is bounded by
1 2y—1( (T -1 2
clia-n> (jo(r — 1) J,dt) dr
and, using Lemma 3.4, by
) o j;(l — Pty
Inserting the definition of J, we obtain the bound
1 2@+l-m-1)-n 2
[ja-n jsﬁm | f(w)|? dm (w) dr.

If we Sg(r, 1), then 1 — |w| is comparable to 1 — r hence the above integral
is dominated by

JDB(W) A = 2> == f(@)]* dm ().

For / = 0 we use the same argument to pass directly from (4) to (5). O

Proor oF THEOREM 3.2. If X is as in Theorem 3.2, we apply Lemma 3.6 to
R'*finstead of f,/ = 1 + sand v = m — s to obtain (recall that I’ commutes
with the T})

AT o S @) S AR T () = cAgRS ) ().

By Theorem 3.1, Az(R%f) € L?(S) and so part (@) is proved. [

Proor oF THEOREM 3.3. Now, taking in Lemma 3.6 as X powers of R it is
easily checked by symmetry the following
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Corollary 3.7. For teR and v > 0, recall the notation

A;ﬂf(n) = UD[,@) IR'f@)|*1 — |z))> " 'dm (z)]l/z_

(where R'=1"" if t<0). Then if, t,leR and v,r>0 are such that
| —t=r-— ", the area functions Af,,,7 fand AL [ are pointwise equivalent, up
to replacement of the apertures.

Now, by Theorem 3.1, fe H? is equivalent to 4, (R*f) = A’ w1 (f) being in
LP(S). By Corollary 3.7, it follows that fe H? if and only if Afx SeL”(S),
for each a and /, 7, 7> 0, with / — 7 = 5, which proves Theorem 3.3 in case
k=0. To finish the proof of Theorem 3.3 we must show that in this
characterization we can replace R¥2 by T, - - - T}, This will be a consequence of

Theorem 3.8. Fix v > 0 and let E be the space of all functions such that

{J.Da(n) f@PA - |2~ dm @)} e L7(S)

Sor all a. Let k be any positive integer. Then, if fe H,(B") for some q, f
belongs to E if and only V&I**feE.

Note that we just need this lemma for an holomorphic f, but one is lead
to the above statement by the non-analyticity of the T, - - - T,.J*/*f.

Choosing X = T, - - - T, and I' = I*/? in Lemma 3.6, we obtain that fe E
implies T, - - - T, I**f € E. For the reverse implication, we need in turn several
Lemmas. In the first one, H(p, q) denotes the space of harmonic polynomials
of bidegree (p, q).

Lemma3.9. X T,T,= -2p(g + n— 1)Id on H(p, q), the sum being extended
over all pairs (i,j) 1 <i,j<n.

Proor. It is convenient for the proof nof to exclude the case i = j, even
though T; = 0. With this in mind we calculate that

, 82 , 2 0% 3’
T’x T = IZ,I azjazj + |zj| aziazi - ZiZj azi az/ B Zizj Biiazj
3 AP PR

i 6z,- zj sz y a aZ

Now if we add on al/l i and j we have

2

a n ] n )
2|Z|2A 2 Z Zi Jg—a—_—znigzi_az+2i§zia—zi.
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Now if we apply this to a function in H(p, q) the part involving A is zero so
we need only check the action of the rest of the terms on an element of
H(p, g). Now each element of H(p, q) is a linear combination of terms of the
form z°z® where |8| = p, | 8] = g. Applying the terms not involving A to z°z°
yields

{—2 _ _il @B —2n — 1) 21 a,}z“z" = —2(|a| |8] + 2(n — D|a])z°Z?
i,j= i=

= -2p(g+n- 1)z O

In the statement of next Lemma, if T; = T;- - - T, we define Ty = Ty - - - T;.

Lemma 3.10.

_ D! @+k+n-2)
Tk = Z T:Ts = (—Z)k

8eC, (p—k! (@+n-2) on H(p,q).

Proor. We do induction on k. The case k = 1 is just Lemma 3.9.
Take u € H(p, q), then

reu=_ 2 T2 T,T,Tsu.

8eCp _ i,j
Now Tsue H(p—k+1,q+ k—1) and so
2T, T;Tsu= -2(p—k+1)g+k+n—1)Tsu,
ij

by Lemma 3.9. We see that
nu=-2p—-k+1)g+k+n—1r_qu
D! @+k+n-2)
p—(k-D)I (@+n-2)
D! (g+k+n-2)
(p - k) (@g+n-2)

=(-2)¢"1(-2) (p—k+1)g+ku

= (-2
as promised. [J
Lemma 3.11. For f holomorphic in B" we have

k
2 IPTT,1Y% = 3 d Pf
8eC, Jj=0

for some constants d, . . . ,d, depending only on k, d, # 0.
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Proor. Take an holomorphic monomial z* € H(p, 0), p = |a| > k. Then

D! k+n-2) D! N

- (-2 ° "% -

Now p!/(p — k)! is a polynomial of degree k in p whose coefficients depend
only on k. If we express this polynomial as a function of p + 1 we obtain

7z® = (-2)*

k
2% = Cr(p+ 1)z + Co_1(p+ D129+ - + Cpz% = ( > chf>z“.
Jj=0
This shows that
k .
wf= 2 ¢;Rf, e #0
j=0

for an holomorphic function f. We now just apply 7* to both sides, using
again the fact that the I¥ commute with the 7;. O

Lemma 3.12. Let
k .
P(x) = 2} ¢;x’
ji=1
be a polynomial and denote
k .
PU)f= 2}1 c,If.
Jj=
Then there are c, ry depending on a and P, c, ry, < 1 such that for f holomor-
Dphic
201 _ 2y-n-1
o, @ = Iz ="~ dm @)
<cf, N +POS@PA - 2" dm @)
o 1)
+ csup {| f(2)]*: |z] < 7o)

Proor. Notethat { f:f+ P(I)f= 0} is a finite dimensional subspace, hence
all norms are equivalent on it and thus it really does not matter what norm
is considered in the last term. We will prove that

© |, o, @PA = """ tdm@ <[, If@PA - [2) " dm @).

This implies by iteration that associated to P there is a constant M such that

L,ﬂm POS@IPA - 2" ldm@ <M [, /@A - [z "dm @)
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Hence

I, F@ = 12"~ dm @)
<el, o [+ POS@PA = |2 " dm @)
-+ Mcsup (| f@)|* |z] < 7o)

+ M(1 - rp) jD o | f@1(1 - |z)* """ 1dm (2).

and the lemma will follow choosing r, such that M(1 — ry) < 1.

Note that (6) is similar to (3) but the aperture of the admissible approach
region is not changed in (6). To prove it, we use polar coordinates in D (n)
and

\LF(rd)? < —i— L | F@)|? dt

to bound the left hand side of (6) by

[Ja-prr=ien=2ar( do) [l |fus) .

r,m

Here A(r,n) = {{ €S:r{ € D,(n)}. Now we use Fubini’s theorem: denoting

10 =], —|fe)do)

and using that I(¢, r) < I(¢, t) for t < r (because A(r, ) C A(Z, 1)), we obtain
the bound

1 2y-n-1 r _ ! _ n\2v-n

Q) . fo(l - """ ldr L)I(t, f)dt = cjol(t, (1 - >~ "dt.
On the other hand by the same argument, the right hand side equals

1 2y—ng2n-1

cj (1 — 2~ "2~ 11t 1) dt.

0
Thus the part of (7) corresponding to the integral for ¢ far from 0 is right. The
other part, for ¢ <, is harmless: we bound it by sup {|f(z)|*: |z| < €}, that
is in turn bounded by the right-hand side of (6), choosing € so that D, (5) con-

tains the ball |z] <2e. O

As a consequence of the above, we note that if

9
N=Xz2
;zf 3z,

J
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is the true radial derivative, then, since Nf = Rf — f = Rf — IRF, we see

INF@)*(1 = 2> """ 'dm(z) < CID o IRf@)|*(1 = |z))* ™"~ 'dm (2)

Sef, o N@P = [~ dm @)

+ sup {|f@)|: |z| <ro}.

j D,

(The first inequality is elementary and the second is a particular case of Lem-
ma 3.12.) Thus, it does not matter to use R or Nin the definitions of the area
functions.

END oF Proor oF THEOREM 3.8 (AND THEOREM 3.3). We have to show that
if T,I**f e E for all 6 € C; then fe E. Applying Lemma 3.6 to T,I*/%f (this
is why we need Lemma 3.6 for functions more general than holomorphic)
X = T;, | = k/2, we obtain

[T, @ - )" dm @)
k yk/2 2 dy—n—1
< CJDQ(T,) lvTI f@|( - |Z|) v dm (2).

IDO, )

Adding on 6 € Cy, using Lemma 3.11 and then Lemma 3.12 the proof of
Theorem 3.8 is finished. [J

4. Characterizations of H? in Terms of Littlewood-Paley
Functions and Maximal Functions

In this section we will obtain criteria for fe H? is terms of g-functions and
maximal functions, some of them just depending on complex-tangential
derivatives.

For an operator X and v > 0 we consider the g-function

1 -
g fn) = [ [ |XfenlPa - ryr="dr}*”.
In this section we will prove results corresponding to Theorems 3.2 and 3.3.
Theorem 4.1. If fe H? and X has weight m > s, then g _ . fe L”(S).

Theorem 4.2. The following are equivalent:
(@) feH?.
) U.; |V§-le(r17)|2(1 _ r)21+k+25"1dr]1/zeLp(S), for some I, k, I + k/2

> s ( and hence for all).
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(©) (VEI*?R*f)* e LP(S), k < 2s.
(d) (VEI*2R*fy* € LP(S), k < 2s.
© [ IVEI°Rf(rm)dom) <C, 0<r<l.

The proof of Theorem 4.1 (and part (@) = (b) of Theorem 4.2) is a conse-
quence of the next Lemma and Theorem 3.2.

Lemma 4.3. Let fe H,(B") for some q, let v > 0, and let  be an aperture.
Then

[1fenPa-rtar<e| @A - |2 dm ).
0 D,
Proor. We combine Lemma 2.5 (with p = 2) with Lemma 3.5 to obtain

| < ‘ n+TJ |f@|*dm () = c(1 —r)~""1J,.

(1 - r) Sa(r,‘n)
Recall that
1
Sa(r,m) = {ZEDa(n): FA-r)<1-|z*<20- rZ)} :
Hence
j; | frm) 21 = r)"* " dr < cj;(l — )" ,ar.

and Fubini’s theorem finishes the proof. [

That (c) implies (d) follows from the next Lemma applied to each T;1*2R°f,
6eCy.

Lemma 4.4. Let ue H,(B") for some q. Then |u}|,<clu*|,.

Proor. The proof is very much alike the corresponding real variable result
in [3], and depends on the Hardy-Littlewood result, Lemma 2.5. For z € D (1)
let P, be a polydisc as in Lemma 3.5, with any 8 > «. By Lemma 2.5,

u@|?* < et =) =" [ uw)|?’ dm (w).

If we use now polar coordinates, w = r¢, and bound |u(w)| by u*({) we
obtain

u@|P? <ct =n7" [ w1 drdo (3).

{rcep}
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If K(9, r) denotes the Koranyi ball K(y,r) = {{ € S: |1 — £3| < r}, the pro-
jection of P, on S is contained in K(n, c(1 — r)), because z € D(n), for some
constant c¢. Hence

u@)|”* < el = r)~ |u* ()72 do (§).

J’K(rl,v(l -n)
Since a(K(n, c(1 — r))) = (1 — r)", this shows that

[u(@)|P"* < cMI(u ) *]().

i.e. W*)?’? < cM[(u™*)P?], where M denotes the Hardy-Littlewood maximal
operator (defined with Koranyi balls). The fact that M is bounded in L? then
finishes the proof. [

For the remaining implications we need to recall some facts from the real
variable theory of Hardy spaces, which we state as follows for the reader’s
convenience.

Lemma 4.5. Let u be harmonic in B" and for L€ R, v > 0 recall the notation
1 -
ghutm = { | IRuGrn)1 - ™" dr}"”.

Then, if ,me R, v,r >0 and m — 7 = { — v, the conditions g'u € L(S) and
g"u e LP(S) are equivalent. In case £ = v, they are equivalent to u* € L?(S).

Proor. The proof depends on a result like Corollary 3.7 for the area func-
tions in the real variable theory

Seoutn) = { [ IRU@PA - o) dm @}, >0,

a

Here I' ,(n) is the cone of aperture o and vertex 5. Namely, for v,r > 0 and
m—-r={-—1, Sfx, ,and S, are pointwise equivalent up to replacement of the
apertures. This is proved as in [7, pp. 214-216] (the proof of Lemma 3.6 was
precisely an adaptation of this).

Now, there is a pointwise estimate

yU(n) < CoSq, (1)

proved as in Lemma 4.3. On the other hand, the same argument as in [3, Cor.
3 p. 171], but usig the Hilbert space L*(0,1) with the measure (1 — r)?dr,
shows that if g*u € L”(S) then %'}, ;u € LP(S), which proves the first part of
the Lemma. (We remark that in this case there are no pointwise estimates
among the g.)
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In case £ = v, one can assume { = v = 1 and then we have the situation of
the real Hardy spaces described in [3]. [

PROOF OF (b) = (c). According to Lemma 4.5, condition (b) is equivalent to
(recall that T - - - T, R’ are harmonic)

1
([, IRVER )1 ~ N dr} e L2(S)
with2g—-1=1+2s—-20—k,ie. g=1+s—{— k/2. Writing
RIVER*=RI'"9V5R*= RVLI*?R®

(note that ¢ — 1 < 0 and recall that I* commutes with the T;) and applying
last part of Lemma 4.5 we conclude that (¢) holds.
For the implication (d) = (a) we need

Lemma 4.6. Let u be an harmonic function in the ball and assume that
u* e L?(S). Then, if B < a, and

Agu(n) = UDB(n) |Ru(z)|2(1 — |ZI)]"’dm (Z)}l/z
then Agu € L7(S).

Proor. This is proved exactly as in the first part of [3, Thm. 8], but replac-
ing the regions appearing as unions of cones by regions which are unions of
admissible approach ones, and using Green’s theorem (also as in [7]). [

We notice that the lemma has somewhat an unnatural statement, because
the notion of harmonicity, a real variable one, is mixed with complex variable
notions such as the one of admissible approach region. It simply says that
among harmonic functions, maximal functions control area functions. The
converse would not be true for a general harmonic function. The lemma is
most easily understood when p = 2. In this case it does no matter which kind
of area function, the non-tangential Su or the admissible Au is used, because
as it is easily checked their L?>-norms are comparable to the L>-norm of u if
u is harmonic, and their finiteness is thus equivalent to the non-tangential
maximal function being in L. So it is clear that u* e L? is a strictly stronger
condition.

PRrOOF OF (d) = (a). By the lemma just proved, from (d) we conclude that

{J'D ()lel}Ik/ZR&:f(Z)lZ(l _ lzl)l——ndm (z)}l/Z
g\
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belongs to LP(S). For 8 € Cy, RT;I*/?R* = T,R'**~ %2 and thus we get that
the condition in Theorem 3.3 holds with £=1 + s — k/2, and hence fe H%.

It remains to prove the equivalence of (c) and (e). Obviously (c) implies (e). We
prove the converse for kK = 1 showing that if g is holomorphic and T;;&(ry),
0 < r < 1 have bounded L”? norms, then their supremum is in L”, once again
as if T,g were holomorphic. If 1 < p this is clear because leg is harmonic and
for p <1 it is shown as follows. We may assume that g is holomorphic in
a neighbourhood of the closed ball. Let A(n) = sup [[Tijg(rn)l:o <r<1j.
Then

ag
on;

27 . 27 ag . . D
j |h(e™n)|? db < I sup ﬁiﬁ(ew”?) — ;= (e"rn)| db.
0 j

0 r

By the one variable result for H? applied to the function in the last integral,
which is holomorphic in re’®, this is less than some constant times the same
integral but without the supremum and with » = 1. Now the result follows
integrating in n on the sphere. The proof for k¥ > 1 is similar. [

We also point out here that if s = k/2 where k is an integer then we have
proved

sup L IV £ro)|P do () < € j RE2£(6)|? do?).

This will be used in Section 6.

5. The Boundary Distribution of Complex Tangential
Derivatives

One consequence of the results of the previous sections is the following: if k£
is a positive integer and if f is holomorphic in B" with R*%fe HP(B") then
T;f, 6 € C, has admissible maximal function in L?(S). For 0 < p < 1 we may
inquire more closely about the boundary behaviour of T;f, 6€C,. If
0 < p < 1, since Ty fis harmonic it follows that T f has a boundary distribu-
tion which lies in the real Hardy space, Re H?(S) and hence has an atomic
decomposition as a sum of Re H” atoms. We have seen however that the func-
‘tions T, f share many properties with holomorphic functions (non-isotropic
mean value inequalities for example). We see here that the boundary distribu-
tion of T;f also has a «holomorphic nature» by showing that it also lies in
the non-isotropic Hardy space H%, of Garnett and Latter [4]. We do this by
showing that the mapping K = T;I*? which leads from R*?fto T, f can be
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realized as a non-isotropic singular integral operator. Then we apply the
method of Coifman and Weiss [2] to show that it maps the non-isotropic Har-
dy space H”%, to itself. Then we just have to check that the boundary distribu-
tion of the harmonic function T} fis the same as the distribution KR*/2f deter-
mined by the singular integral theory.

We will prove the following

Theorem 5.1.  There is a singular integral operator K which maps H”, to H?,
Sor all 0 < p such that if f € H?(B"), then Kf = T;I*"*f in the followmg sense
we regard f as an element of H”, and apply K to obtain a distribution Kf in
HP? ; on the other hand the harmonic function T;1**f also has a boundary
distribution; these distributions are the same.

Proor. First we show that V’}I k/2 can be realized as a singular integral. To
see this let T}, . .., T, be complex-tangential operators and take F e H'(B").
If we use the definition of the operator 7¥/? and the Cauchy integral formula
for F we see that

1\#-1
I*?F j F ~ 1-Hz, ¢ " .
TF)X0) = 17y | FO) | (logy) (1 -z mdrdo
If we now apply T; - - - T, and differentiate under the integral sign we find that

(KF)@) = [ FKR, ) do (),

where

1 ;—-1
Kz, ) =CY1(z,8) - Yz, §) L <10g%> (A -z, &))" "tk ar.

Here C is a constant and each of the factors ¢, ..., ¢y is of the form
Z§1 = % §y for some / # k. In particular we have ¥,(¢, {) = 0. Now it is not
hard to see that the integral factor in the expression for K(z, {) behaves essen-
tially like (1 — ¢z, £)) ™"~ %2. However, rather than getting an asymptotic
development of this integral and keeping track of the error terms it seems
easier to deal with it directly.

We state now some elementary lemmas.

Lemma 5.2. There are constants C, A such that if |1 — {{, {oY| < 6 and
|1 — <&y, 00| = C8, then for 0 <r< 1, we have

() |1 =<réy, 63 29, and
() 1/A11 = <ren, O <= Crdys $od| S AL = ey, O
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Lemma 5.3. Suppose a, 3> 0 and 8 < o. Then there is C such that for all
N < 1 we have

1 1 B-1
j(log?> 11— e\ ~2dt < C|1 — A|F<.

0

Lemma 5.4. If ¢, ¢o€S and z€ B" then
€z, & — £od| 2|1 = (&, £ |V2H1 = <&, Ed 1Y% + |1 = (2, £00] M%)

Lemma 5.5. If z, we B", then

|z — w| < V2|1 - <z, w)|"2

At first we will assume that n/(n + %) <p < 1.
In order to apply the results of Coifman and Weiss we need to show that:
G f~ j K(z, £)f() do (%) is bounded on L*(S), and
(i) There is a constant C such that if |1 — ({, {o)| < dand |1 — ({4, &) | = Co
then

1= <5 el
Il _ (g-l’ §-0>|n+1/2

[K(§1, ) — K(§1, S0 < C

Actually, our strategy will be to let K,(¢, ) = K(r¢, ) and show that K,
satisfies (i) and (ii) with bounds that are independent of r and then take a
limit.

First we discuss (i). Fix 0 < r < 1. Note that the kernel K,(y, {) is holomor-
phic in ¢ and hence we have, for fe L?, K, f = K,F, where F is the orthogonal
projection of f onto H*(B). From the previous discussion we know that
(K, F)n) = (T, - - - T I*?F)(ry). Or, K,F = (T, - - - T, J*/*F),. It follows from
the results of Section 3 that | (T - - - T, I**F)* | 125, < C|F| 2 < C| f 12,
and in particular j |K,F(n)|*da(n) < C| f]| 12, Where the constant C is indepen-
dent of r and of f.

We now show that (ii) holds for K, with constants independent of r. We
write

k
K(z,§) = ¥z, )Lz, §) where Y(z,$)=C H1 ¥z, %)
j=

and L(z, ¢) is the integral. We have

Kr(?ly gﬂ) —Kr(ilv g.o) = [1//("?1, g‘) - llb(rg-l’ IO)]L(’.;I’ g-)
+ Y(rey, SOlL(ry, ) — L(ry, $o)l
=1+ 1I.
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Note that

! 1\z"!
|L(l'§'1,§')|SCJ\O (10g7> |1_tr(§-l,§->l—n—kdt

SO =rs, 017"
SO =S, 8777

[NEINTEN

because of the assumptions in (ii) concerning ¢{, ¢, ¢; and Lemmas 5.2 and
5.3.
Next note that

I‘p(rfp $) — ey, fo)l
k-1

) k
C > [ 40800 TT 68, Sl (80 ) = Y (51, £0)]

[=0 | j=

N

SO = ey, O = Creg, e |* D211 = K8y eod M2
S CI1 = {8y, Sod %7 P721 = (8, bod| V2

It follows that

1= e
1= 50 S 172

7| <cC

Now we turn to II. Note that

|L(r§‘1’ g-) '_L(r?h g‘O)I

1 1 k/2 -1
0 t

Now, [(1 =N~*0 — (1 = N\) " ®*8| < C|]\ — No|M where M is the max-
imum of |1 — z| ~@***D where z lies on the line segment joining \ to A\y. A
point on the segment joining rt{{;, $o) to re{ ¢y, ¢ is of the form re(¢y, &)
where |1 — ({’, {o)| < 6. It follows from Lemma 5.2 that |1 — re{z, §')| is
essentially equal to |1 — red§y, §o)|. It follows that

1 1

- — | dt.
(L= rE, O (= rtE, Ed)

IL(rfl,f)_L("fl, §'0)|

k

1 1 -1
< C\<§1’ g‘ - §—0>‘ jo <10g7>2 |1 - )‘t(g_l, g_0>l——(n+k+1)dt

1 =<5 802

|1 - r ¢y, §-0>|n+k/2+1/2 '
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We also have |Y(r¢y, &o)| < C|1 — r{¢y, $o)|¥% and hence

ClL = (5, 8
|1 _ ({1, §0>|n+1/2

VIR

as required.

Now we may proceed to apply the method of Coifman and Weiss [2] and
the atomic decomposition of Garnett and Latter [4]. We refer to these papers
for the relevant definitions. Since

> n 2
? n+1_2+1
2 n

we may find ¢,0 < e < 1/n so that p > 2/(2 + €). Now if we let

2-p

Y= 2 +e-2

then it follows from the above estimates for K, that

{j |K,a(§)|2da(§)}{j |K,a(£)[1 = (&, §od|"0+9 da(f)}’ <C

whenever g is a p-atom centered at {,. Here the constant C is independent
of both r and a. Now by a straightforward modification of the proof of
Theorem C on page 594 of [2] we see that | K,a| He, < C, where C is indepen-
dent of r and a.

If follows that we may define K,(f) = 2\ K,a;, whenever f = >\, a, € H?,
and we have ”Krf"Hg, < C"f“Hg,- Now if f= 2 M are H? and r,s < 1 we
have

|Kf = Kof 15 < 20 INPIK 0 — Ko |5y, + C 25 NP
a k<N at k>N

Now for an atom a
uKra - Ksa” g{gt S "Kra - Ksa" 1 0

as r,s = 1. So we see that for each fe HY,, Kf =1lim__ K, f exists in H?,.
Now suppose fe HP(B"), and let u be the harmonic function

u=T, - T JI"*f

defined in B". We know that u* e L” from Section 2. Hence the functions #,,
where u,(¢) = u(r¢) have a distribution limit U as r — 1. We will identify U
with the distribution Kf. First note that if fis holomorphic in a neighborhood
of B™ then
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Kf=T,--- T I¥*f=U on 8.

Also if fe H”(B") then f, = fin H%, and so Kf, = Kfin H? , and hence in the
sense of distributions. But Kf, = u, and this shows that

U=Kf

as desired.

We will only say a few words about the case p < n/(n + %). In this case the
definition of H” atoms involves some cancellation. In this case the estimate
(ii) above must be replaced by an estimate of the type

1 -8, 80)|”
|l - <771 §_0>|n+a

|K,(T], g') - P(’fl, KO)‘ g C

where a is some positive number depending on p and P(y, {,) is a certain non-
isotropic Taylor polynomial expansion of K, about {,.

6. Bergman-Sobolev Spaces

In this section we give an application of the results and techniques of the
previous sections to the Bergman-Sobolev spaces B‘s’w defined in the introduc-
tion. In some ways these spaces are much easier to deal with than the spaces
H?®(B"). The reason is that this family of spaces (Bf, M) is stable under differen-
tiation, a property not shared by the Hardy-Sobolev spaces. More precisely,
we have Bf, = B"H as long as sp — v =tp — B, (and v, 3 > —1, of course).
This is immediate in the case of the unit ball B” since the case n = 1 is a well-
know theorem of Hardy and Littlewood and the general case follows by slice
integration.

The fact that each radial derivative controls two tangential derivatives in the
context of the spaces B" has been proved in [1], even for general domains.
In the theorem below we show how this follows immediately from the results
of Sections 3-4. We also show that the converse holds. This does not seem to
follow directly from the statements of our earlier results but it is a simple con-
sequence of the techniques developed in the previous sections.

Theorem 6.1. Suppose that k/2 < s, k is an integer; then fe B‘;”y if and
only if

[ VAR K21 @[2(1 ~ [zl dm @) < .
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Proor. We may assume that k/2 = s. One direction follows from the ine-
quality, (see Section 4)

[1v5760)17 do (2) < C [ IR*2F(r0)|7 do (2),

upon multiplying by (1 — r)” and integrating on r. For the other direction, by
the remarks above it suffices to prove that

[IRY @170 = |2l **2 dm @) < [ [V5/@)I7(1 - |2)) dm ).

It was proved in Lemma 3.11 that

k
.Z;)dek—Jf= Z T6T5f'
Jj=

seCy
Fix 6 € C, then from Lemma 2.5 we have

_ C
Pe = - 4
| T Ts f(r)|” < Ay LW(I . | Ts f(2)|” dm (z)

where e is chosen as in Lemma 3.5 so that P(r¢, e(1 — r%) C S, (r, ¢) for some
a > 1. So we have

T, T,/ 17 < CA =" =922 [T, fRPX(S, 2) dm (2)

where X is the characteristic, function of S,(r, {). Now we integrate this in-
equality over S and use Fubini’s theorem to obtain

(LT e1P do 6) < €A = ™" 122 [T, @) [ x5, 2) do () dm (2).

Now [x({,2)do($) =0 unless zeL, = {z:(1 —r)/2<1-|z] <2(1~-1)}
and in any case jxda < C(1 - r)" so we obtain

[ LT do () < €A = D™ 47 [ | T, /@) dm (2).

Now we multiply this inequality by (1 — r)Y**?/2 integrate on r and use
Fubini’s theorem once more. If we now add on é € C; we obtain

| | 2 d;R"f(z) |”(1 — |22 dm (2) < C [ |V5/@)| (1 - |z])" dm ().

To replace the function in the integral on the left hand side by R¥f above we
note that for j > 0 we have

[ IR =I7@)|2(1 ~ |2y **7"2 dm @) < C [ IR*/(@)|7(1 = |2|)"* /7 dm (2)

and proceed as in the proof of Lemma 3.12. [
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Interpolation of Banach
Spaces, Differential
Geometry and
Differential Equations

Stephen Semmes

In recent years the study of interpolation of Banach spaces has seen some
unexpected interactions with other fields. Some of these interactions ori-
ginated from work of Coifman, Cwickel, Rochberg, Sagher, and Weiss
[CRSW] on the extension of the complex method of Calderén to infinite
families of Banach spaces. This extension is important because some relation-
ships with the rest of mathematics are too trivial in the classical two-space case
to be seen. Examples of this include the extremal problems studied by Szego
and the theorem of Masni and Weiner on factorization of matrix-valued func-
tions. Both of these can be viewed as special cases of the interpolation method
of [CRSW].

Since then, R. Rochberg has initiated the study of interpolation from
the viewpoint of curvature on vector bundles. In particular, he characterized
the interpolation families in [CRSW] in terms of a vanishing curvature condi-
tion.

Also, Z. Slodkowski [S1] has shown the interpolation families of [CRSW]
to be examples of analytic multifunctions, and he applied [CRSW] to prob-
lems concerning polynomial hulls in C".

In this paper I shall discuss some more interactions of interpolation theory
with the rest of mathematics, beginning with some joint work with Coifman
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[CS]. Our basic idea was to look for the methods of interpolation that had
interesting PDE’s arising as examples. The Hilbert space case of the interpola-
tion method of [CRSW], for example, gives solutions for the Dirichlet prob-
lem on the disk for the equation

0.1) Q" 1aQ) =0,

where Q(z) is a positive-definite matrix-valued function.

In the course of our work we found that it is very natural to view interpola-
tion theory as the study of the geometry of the space (V) of all norms on
a vector space V. It later became clear how to make some of these formal
analogies precise and thereby make sense of differential geometry on (V).
This has led to some new methods of intepolation, which are defined and
analyzed via differential equations.

(Let me emphasize that the reader is not assumed to have any expertise
in differential geometry. The situations in this paper in which differential
geometry is discussed are quite concrete, and the relevant facts are reviewed.)

These topics are discused in more detail in the sections below. At the end
I shall indicate other ways that interpolation theory relates to PDE, in par-
ticular to equations of Monge-Ampére type. I would like to conclude this
introductory section with some philosophical comments.

One of the main conceptual points I wish to make in this paper is that
there are many ways of looking at interpolation of Banach spaces. In par-
ticular, we should not tie ourselves too tightly to interpolation estimates for
operators.

An example of a natural problem in the open-minded theory of interpola-
tion of Banach spaces is the following. Suppose we are given two convex
bodies B; and B, in R". What is an optimal way of connecting B; to B, by
a curve of convex bodies in R"? What should «optimal» mean?

In the case of norming bodies —i.e., convex bodies that are symmetric
about the origin— we could use an interpolation method to give us a curve
of norms, and hence a curve of bodies. Are there natural notions of optimality
in this context?

We can also ignore classical interpolation theory altogether in our search
for natural notions of optimality. We could approach this physically: what
happens when we try to deform B, into B, in a way that minimizes the work
done, or the total strain, or something like that? We can think of slowly
squeezing one body in a maximally efficient way until we get the other body.

There are undoubtedly many natural ways to make sense of «optimal»
here.

We must be more adventurous in the theory of interpolation of Banach
spaces.
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1. Interpolation Via Perron Processes

This section is devoted to the interpolation method in C? defined in [CS].

Z. Slodkowski [S2, 3] has also considered the problem of extending the
complex method of interpolation to several complex variables. His point of
view is quite different than ours, and comes from his earlier work on analytic
multifunctions. He works in more generality than we do, but in the case we
work in, our definition is equivalent to his.

Let V be a complex vector space. We require that V be finite-dimensional
to avoid technicalities, but of course we want estimates that do not depend
on the dimension. Let D be a domain in C¥. Suppose we are given some norms
| | on Vforeach { € dD. We want to extend | |, to a norm-valued function
| |.in D that satisfies nice properties. For example, we may want this exten-
sion to satisfy interpolation estimates for operators.

By an interpolation method we mean, roughly speaking, some method of
assigning to | |, an extension | |,. We would like to find interpolation
methods that are related to interesting PDE’s.

This motivation provides one of the basic ideas of our approach. If we want
to have a PDE floating around, then we want our interpolation method to be
«local». In particular, the reiteration theorem should hold: if we start with
| | on aD, apply the interpolation method to get | |, on D, restrict | |,
to the boundary of a subdomain D, of D, and then repeat the interpolation
method on D, again, we should get | |, back again.

This localness does not work out if we extend the ideas of Calder6n and
[CRSW] naively to the higher-dimensional case; their approach relies too
heavily on miracles of one complex variable in the unit disk. There are prob-
lems already for multiply-connected domains in the plane.

To get the desired localness feature we must therefore take a different
tack.

Let N,(+) be a norm function defined in some region in C?. By a «norm
function» we mean a function that takes values in the set of all norms on V.
We say that NV, is subharmonic if N,(f(z)) is a subharmonic function of z for
all holomorphic V-valued functions f. (It suffices to consider only affine
holomorphic functions.) This property played an important role in [CRSW].
It is clearly local.

We define our interpolation method using a Perron process based on this
notion of subharmonicity. Let | |., { €dD, be a given family of norms on
aD. Set

(1.1) @ = {N;: N, is a subharmonic norm function defined on D such that

limsup N,(v) < |v|, forall {edD,ve V}-
z=¢
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We define | |, in D by

(1.2) [v], = sup N,(v).
NZEQ

There are two main issues to address for this interpolation procedure: does
it have nice abstract properties, and what are the examples? I discuss first
some of the abstract properties.

If D is regular for the Dirichlet problem for the usual Laplacian, then it is
regular for the construction above, in the sense that if | |, is continuous on
aD, then | |, is continuous on D, and coincides with | |, on dD. (A norm
function N, is called continuous if N,(v) is continuous in z for each ve V.)
One fact used in the proof of this is that if 4(z) is subharmonic on D and if
P(v) is some norm on V, then N, = e"@P is a subharmonic norm function on
D. This allows us to build barriers for the above Perron process.

If T, is a family of linear operators on V, T, defined and continuous on D
and holomorphic in z on D, then log | T;| . , is subharmonic in z, where | |, .
denotes the operator norm with respect to | |,. Let me indicate the proof of
a special case of this: if | 7|, <1 when ¢ €dD, then |T,|,.<1 on D.
Indeed, under these hypotheses, if N, € @, then N,(T,(-)) also lies in @. The
desired conclusions now follow easily from the definitions.

One can prove the reiteration theorem for the above interpolation method
by a straightforward chasing of definitions. Thus, if we call a norm function
| |;harmonic on D if it can be recovered from its boundary values as in (1.1)
and (1.2), then any norm function that is harmonic on D is also harmonic on
all subdomains of D. Moreover, being harmonic is a local property: | |, is
harmonic on D if for each z € D there is a neighborhood U of z on which | |,
is harmonic. There is in fact a reasonable notion of a superharmonic norm
function. This notion is local, and a norm function is harmonic if and only
if it is both subharmonic and superharmonic.

Let us consider some examples. If D is the unit disk, then this interpolation
construction agrees with the one in [CRSW]. If D < C% but ¥V = C, so that
[v]; = a(9)|v| for some positive function a({), then |v|, = a(z)|v|, with
log a(z) harmonic. (Although this example is rather trivial, it is a good test
case. If we tried to extend the method of [CRSW] directly to several variables,
we would have problems computing even this case.)

Suppose now that we take ¥ = C" and we let | | be the #”®’ norm on V, where
p:3dD — [1, =] is given. Then | |, is the ##® norm, with 1/p harmonic in D.

For our last example we assume that each | |, is a Hilbert space norm. Let
us identify ¥ with C" and let {, ) denote the standard inner product there.
Thus | | is given by [v|? = (w({)v, v) for some positive matrix-valued func-
tion w(¢) on dD. Then |v|2= (Q(z)v, v), where Q(z) is a positive matrix-
valued function that satisfies Q| ap = w, & is smooth in D, and
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d
(1.3) > 5j(9"16j9) =0 on D.
Jj=1

This, of course, generalizes (0.1).

Equation (1.3) arises in complex differential geometry and Yang-Mills
theory. In particular, when d = 2, this is essentially a reformulation of the
anti-self-dual Yang-Mills equation.

Thus our interpolation procedure gives a Perron process for (1.3), as well
as reasonable notions of sub- and supersolutions for it. This is remarkable
because these things usually do not make sense for systems. This also gives
a precise sense in which the potential theory for (1.3) is controlled by the
potential theory for the Laplacian.

Solving the Dirichlet problem for (1.3) with smooth solutions is a serious
issue. We can rewrite (1.3) as

d
AR~ 3 (0,M07'0,2) =0.
Jj=1

Thus there are lower-order terms that are quadratic in the gradient. This is the
critical case: if the growth were less than quadratic, then there are general
methods for dealing with regularity issues, while on the other hand, there are
well-known simple examples of second-order elliptic systems, with the leading
term given by the Laplacian an lower-order terms that are quadratic in the
gradient, for which regularity fails.

It turns out that one can solve the Dirichlet problem for (1.3) with, say, con-
tinuous boundary data and get smooth solutions in D. What saves us are very
strong maximum principles for (1.3) that come from the Perron process. One
can solve (1.3) using the continuity method, and the natural function spaces
to work with involve quadratic Carleson measure conditions on V{, exactly
like the usual conditions on Vu when u is a harmonic function that is bounded
or has BMO boundary values.

This is another manifestation of how the potential theory for (1.3) is con-
trolled by the potential theory for the Laplacian: the natural notions of
Carleson measures are the same in both places. Carleson measures seem to be
a natural tool for treating other second-order elliptic systems with quadratic
terms in the gradient as well.

Let me emphasize that although (1.3) is defined for matrix-valued func-
tions, to define the Perron process for (1.3) we had to fatten up the target
space and work with norm-valued functions. This is unavoidable; the problem
is that the maximum of two Hilbert space norms is no longer a Hilbert space
norm, but just a norm.

The fact that our interpolation procedure leads to a Perron process for (1.3)
is interesting by itself, quite apart from its other features. This is a good example
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of comments I made in the introduction, about how we should view interpola-
tion theory broadly, without retricting ourselves unduly to interpolation
estimates for operators or other standard viewpoints.

Much of what we have done in this section can be recast very naturally in
terms of curvature on holomorphic vector bundles, following Rochberg [R].
I shall not discuss this. Instead, I shall discuss a different way of bringing
geometry into the picture, which is described in [CS].

2. Geometry of the Space of all Banach Spaces

Let 9%(V') denote the space of all norms on V. The idea is to view (V') as some
sort of infinite dimensional manifold, and to recast interpolation theory into
the study of the geometry of N(V).

We would like to think of (V) as being like a Riemannian manifold,
although it is not at all clear how to put a natural Riemannian structure on
(V). However, interpolation theory gives (V) some geometric structure so
that it behaves in many ways like a Riemannian manifold.

For example, given any two points | |, and |+ | in %(V"), we can use the Cal-
derén method to join them by a curve in R(V): we set |=|g=1[]*]o> | *]1ls>
0 < 60 < 1. We call such a curve a Calderdn curve, and we decide to view the
Calderén curves as being the geodesics of J(V).

There is a natural sense in which these geodesics minimize length. Given two
norms N and M on V, define

o eus MO
o M) = log 530 N

v#E0
and
d(M, N) = max (6(M, N), (N, M)).

This defines a metric on 9¥(V'), a variant of the Banach-Mazur distance. Given
a curve N, in N(V), 0 <t < 1, we define its length to be

Sup Z d(thv th+ 1)’

where the supremum is taken over all partitions {¢;} of [0, 1].

It can be shown that if N, is a Calderdn curve, then its length is equal to
d(Ny, N;). (This is not hard, using (2.1) below.) Unlike the situation for a
Riemannian manifold, however, the converse is not true: it is easy to cook up
a curve of norms M,, 0 < ¢ < 1, that is not a Calderdn curve but whose length
is d(M,, M,).
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Calderdén curves also have the following nice property. If N, and M, are
both Calderén curves, then

2.1) d(N,, M)) is a convex function of ¢.

In the Riemannian case, where d(-, ) is replaced by the geodesic distance,
(2.1) means that the manifold has nonpositive sectional curvature.

Not only is (2.1) natural geometrically, but it is also natural from the point
of view of interpolation. For example, it is also true that 6(V,, M,) is convex,
and this contains the interpolation of operators theorem for Calderdn curves.
For let T be a linear operator, and assume a priori that 7 is invertible. If N,
is a Calderén curve, then so is M,(+) = N,(T(+)), and the convexity of
8(N,, M) is exactly the same as the convexity of the log of the operator norm
of T relative to N,.

Let me give another example of how interpolation theory can be recast into
the study of the geometry of 9%(¥). In Section 18 of [CS] a new proof of
Wolff’s 4-space reiteration theorem is given (due to R. Rochberg and the
authors) that uses only (2.1), the fact that any two points of 9%(¥") can be joined
by a Calderén curve, and elementary geometry. This argument does require
substantial a priori assumptions —dim V' < oo is enough— but in cases of con-
crete function spaces this can usually be taken care of by suitable approxima-
tion arguments. (Yves Meyer’s wavelet basis can be particularly useful in this
regard.)

[The proof of Wolff’s theorem given in [CS] gives strong evidence that
there should be a version for quasibanach spaces, but nothing rigorous has
been obtained for the Calderén method.]

These ideas from [CS] on viewing interpolation theory as the study of the
geometry of (V') make sense independently of the Perron process business,
but there is a relationship between the two.

There is an important generalization of geodesics in Riemannian manifolds,
namely, harmonic mappings. A mapping from a domain in R” into a Riemann-
ian manifold is called harmonic if it is a critical point for the energy norm, which
is just the L%-norm of its first derivatives. When » = 1, harmonic mappings
are geodesics. In general harmonic maps are solutions of a nonlinear second-
order system whose leading term is given by the Laplacian and whose lower-
order terms are quadratic in the gradient.

Consider the following example. Let X, denote the set of all £ X k positive-
definite matrices over C. There is a natural Riemannian metric on X} that is
invariant under the action @ » T*QT, T e GL(k, C). (In fact, X} is a negatively
curved symmetric space.)

If Q(x) is defined on some region R < R? and takes values in X, then Q is
harmonic if and only if
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d
2.2) > aj(n—lajn) =0.
j=1

This equation is of course very similar to (1.3). Matrix-valued functions on
R < R? can be identified with matrix functions on D = R x iR? < C¥ that are
independent of the imaginary variables. Solutions of (2.2) correspond exactly
to solutions of (1.3) which are independent of the imaginary variables.

This suggests that we define harmonic maps into (V') as follows. If N, is
a norm function defined on R S R?, we say that N, is a harmonic map into
RN(V) if the corresponding norm function on D = R X iR¢ C C¢ is harmonic
in the sense of our Perron process.

If we identify X with the subset of (C*) consisting of all Hilbert space
norms, then we see that these two notions of harmonic maps of R < R? into
X, —the Riemannian and interpolation definitions— coincide. In particular,
the geodesics of X are just the Calderdn curves that lie in X . This cor-
responds to d =1 and R = (0, 1).

There is a version of (2.1) for harmonic mappings. If N, and M, are two
harmonic maps of R € R? into 9, then

2.3) d(N,, M,) is subharmonic in x.

The obvious analogue of (2.3) for Riemannian manifolds is true when the
manifold has nonpositive sectional curvature and other conditions hold, e.g.,
if the manifold is complete and simply-connected. For example, X, has these
properties for each k. Thus harmonic maps into X} satisfy (2.3) when d(e, *)
is the Riemannian distance or when d(e, ) is the distance on (V).

Norm functions defined in a domain in C? that are harmonic in the sense
of Section 1 also satisfy (2.3). Harmonic norm functions in the sense of Sec-
tion 1 have a lot in common with harmonic maps into %(¥), and in particular,
solutions of (1.3) have a lot in common with harmonic maps into Xj.

When I mentioned in Section 1 the importance of certain strong forms of
the maximum principle for (1.3) for obtaining smooth solutions of the
Dirichlet problem, what I had in mind was (2.3). The methods used in [CS]
for treating the Dirichlet problem for (1.3) can also be used for harmonic
maps into Riemannian manifolds which are, say, complete, simply connected,
and have nonpositive sectional curvature. (These hypotheses can be weakened
to those used in [H].) The analogue of (2.3) again plays an important role.

Incidentally, I have restricted myself in this section to harmonic maps defined
on some domain in R? —rather than on a general Riemannian manifold with
boundary— only for convenience.

In this section I have outlined a number of formal analogies between Rieman-
nian geometry and the geometry of (V) that comes from interpolation. In
the next section I describe a way of making these formal analogies precise.
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3. Differential Geometry on the Space of all Banach Spaces

There is a way to endow a manifold with geometric structure similar to that
of a Riemannian manifold, but without having a Riemannian metric. This is
done by specifying a connection on that manifold. The precise definition of
a connection can be rather confusing, so instead to giving the definition I shall
try to motivate and explain it in a more limited way that suits our context.

To do this we first look more closely at how the notion of a geodesic is
determined by a Riemannian metric. Let us work in local coordinates, that is,
we identify a piece of a given Riemannian manifold with an open subset U
of R”, with the Riemannian metric given by some matrix-valued function (g;)
on U. A curve v(¢) in U is a geodesic relative to g if

Ye(®) + L TEO@)1:@)1;() = 0,
L,J

where the dots denote derivatives in ¢. The functions FZ(x) can be expressed
explicitely in terms of g and its first derivatives, but the specific formula is not
relevant for the present purpose.

On a Riemannian manifold there is a globally-defined object called the
Levi-Cevita connection, which in local coordinates is given in terms of the
l"f;’s above. This object encodes a great deal of the geometry of the Riemann-
ian manifold without actually giving the metric. As in (3.1), the class of
geodesics on the manifold is determined by the connection, and t his is true
for harmonic maps into the manifold as well. The Riemann curvature tensor
is also given in terms of the connection, without recourse to the metric.

We can also consider connections on a manifold that do not come from a
Riemannian metric. A connection can be determined by specifying I"f.‘j’s in
local coordinates in a coherent way. By choosing a connection we endow the
manifold with a lot of the same geometric structure as in the Riemannian case
—geodesics, harmonic maps into the manifold, and curvature— without ac-
tually having a metric.

It turns out that there is a natural choice of connection on 9(V’), whose
geodesics are the Calderdn curves, and such that harmonic maps from a domain
in R” into N(V') are the same as the harmonic maps defined in Section 2. This
allows us to ask new questions about the geometry of %(V), e.g., what is its
curvature?

The task of defining this connection is simplified by the existence of a
natural choice of global coordinates on (V’), so that choosing a connection
reduces to choosing I‘fj in that one coordinate system. Before describing how
this choice is made, let me reformulate slightly the I"f;.’s in a way that is more
convenient in infinite dimensions. Given a point Xx, Fg.(x) defines a bilinear
operator I',: R” X R” = R”" given by ¢ = I',(a, b),
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Cp = E:I‘ffj(x)a,.bj, a,b,ceR".
i

Thus in local-coordinates a connection is determined by a function I' that
takes values in bilinear operators.

To see how to choose our connection on 9(V), we must first find a differen-
tial equation for Calderdn curves; then we choose the connection so that the
Calderdn curves are geodesics.

It is a beautiful fact due to Rochberg [R] that there is a PDE that
characterizes Calderén curves. Let N,, 0 <t < 1, be a Calderén curve of
norms on ¥ = C%, and set F(¢, v) = N,(v)*. Then N, is a Calderén curve if and
only if

3.2) F— Y F*F Fg = 0.
Jjk
Here F;, Fz, and Fj; denote the various complex derivatives of F in v e C?,

e.g.

aZ
F=- )
" 30,00,

and F* denotes the inverse of Fj,;, so that
;FfEF,; = 5.

The dots denote derivatives in #.

To be honest, Calderén curves may not satisfy (3.2) in the usual sense,
because F may not be smooth enough, or F;z may not be invertible. There are
reasonable senses in which Calderdn curves are generalized solutions of (3.2).
I shall not discuss this here. The main point is that (3.2) tells us how to choose
a connection on (V).

Let us first set some preliminaries. Let CZ(V) denote the Banach space of
real-valued functions on ¥ that are C? except at the origin and also complex
homogeneous of degree 2, i.e., h(av) = |a|*h(v) for any « € C, he C5(V). Let
9N (V) denote the open subset of C3(V) of positive functions that are strictly
convex. (For some purposes —such as making sense of (3.2)— strict plurisub-
harmonicity would suffice.) For the discussion below we work with 3%,(V)
instead of N(V) so that everything is well defined.

We view R,(V) S C3(V) as playing the same role as U < R” did before.
In this context I' is now a function on %,(¥’) that takes values in bilinear
operators defined on C3 x C3: Given Fe R,(V) and A, B e C3(V), we define

(3.3) T'.(A,B) = -Re%}Fﬂ?A ;B
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This defines our connection on 9,(¥). By definition, the geodesics for I" are
precisely the solutions of (3.2), i.e., Calderdn curves.

Notice that I'(A4, B) is symmetric in A and B. This property is natural and
useful, and it is one of the defining properties of the Levi-Cevita connection
on a Riemannian manifold. (In technical jargon, this symmetry means that
the connection is torsion-free.) Notice also that the definition of I' is forced
on us once we decide that it should be symmetric and that its geodesics should
be Calderén curves.

As I promised, the class of harmonic maps of a domain in R” into N, (V)
defined by I' corresponds exactly to the definition given in Section 2.

Now that we have found the connection on 9,(¥’) that corresponds to inter-
polation theory, let us consider its properties from the point of view of
elementary differential geometry.

Let us start with a very simple question. What can we say about the initial-
value problem for geodesics on %, (V)? Given F, € %t (V), Ay € C5(V), when
can we find a solution F(¢, v), 0 < t < ?, of (3.2) such that F = F, and F= Ay
at t =07

If F, and A, are real-analytic except at v = 0, then we can solve the initial
value problem for short time using the Cauchy-Kowalevsky theorem. I don’t
think one can do much better. I can prove the following: Given F, € #,(V),
if we can solve the initial value problem whenever A,(v) is a quadratic form,
and with reasonable bounds, then F must be in the Gevrey class of order 2,
i.e., Fis C* (except at v = 0), and its n™ derivative grows in n no worse that
C"(n!)%.

Let us now address a more interesting issue: what can we say about the cur-
vature? The curvature associated to I' can be expressed in terms of I" and its
first derivatives exactly as in the Riemannian case. I will not give the formula
for it, but it can be found in most texts on differential geometry.

Let me describe three examples of how we can learn something from look-
ing at the curvature.

The curvature of I' is rather a mess. One reason is that the complex con-
jugations and the «Re» make the algebra more complicated. This suggests
that we first consider a model situation without these problems.

Let W = R?, and let (W) denote the set of all norms on W. Let C3(W) and

o(W) be as before, but with real homogeneity replacing complex homogeneity.
Define T' for No(W) by
(3.4) T(A,B) = - ECFJ’"A iBr,

Js
FeNy(W), A,BeC3(W).

Thus T is exactly like T', except that we have removed all vestiges of the com-
plex numbers.
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The curvature of T' is much simpler that that of I': it vanishes identically.
General nonsense says that there is a change of variables under which T
transforms to 0. (The way I" transforms under a change of variables is a little
complicated.) A good guess and some calculation show that the desired
change of variables is given by 6(|«|) = | < | *, i.e., the map that takes a norm
to its dual norm. (We view |+|* as a norm on W, via the standard pairing
on W=R"%)

More calculation allows one to show that I' is preserved by this same change
of variables. This contains in particular the duality theorem for the Calderon
method. Still more calculation of the same type allows one to prove a duality
theorem for the interpolation method described in Section 1. This result was
obtained first by Slodkowski [S2, part I], and in fact he proved a much more
general theorem.

A better real-variable model for I' on Ng(W) is I'', defined by

1 .
(3.5 I‘I’E(A,B)=—E»EF"‘AJ.B,€, FeNo(W), A,BeCi(W).

The same calculations that show that I is trivialized by & also give that I'’
is invariant under 6. In particular, the class of geodesics associated to I'’ is
invariant under 6, just like for the Calderén method.

Let me briefly describe a computation that arises when computing how I,
I, and I'’ transform under & and which is interesting in its own right. To com-
pute these transformations, we must first compute the differential of é.
Because we are working in a somewhat unusual situation, let me spell out
what I mean by this. Fix Fe R,(W). Given 4 € C3(W), define

O(F + tA) — 6(F)

(3.10) dég(A) = lim
t—0 t

i.e., the directional derivative of é at F in the direction of A.
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