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VARIEDADES DE SEIFERT QUE SON RECUBRIDORES CICLICOS
RAMIFICADOS DE DOS HOJAS

Por Josg M. MoNTESINOS

§0. Introduccién
Representaremos por NV al recubridor efclico de dos hojas ramificado sobre un

-~ enlace (“link”) N de S°. Un enlace representado (N, w) seré un par formado por un

enlace N y una representacién transitiva w de w (S°-N) en el grupo de permu-
taciones de los n indices 1, - - - , n. Llamaremos M (¥, «) al recubridor, ramificado

~ sobre N , asociado de modo tinico a la representacién « (ver [2] y [3]). Llamaremos

F, a una superficie orientable de género g.
R. H. Fox ha demostrado en [2] que no existe ningtin enlace N de S’ tal que N

sea S' X 8' X S'. En [4] ha sido generalizado este resultado a las variedades

8' X F,con g > 1. Las variedades 8' X F, son ejemplos de variedades fibradas
de Seifert orientables.

En la presente nota estudiaremos el siguiente problema: “dada una variedad
de Seifert orientable M, determinar si M es homeomorfa a N para algiin enlace
N de 8® y en caso afirmativo, describir N”’. En §§2 y 3 resolveremos este problema
para las variedades de Seifert con base (“Zerlegungsfliche”) S* o una superficie
no orientable, viendo que todas ellas son recubridores ciclicos de dos hojas rami-
ficados sobre S°. Si la base de M es F, con g > 0, resolveremos el problema
médulo una cuestién, acerca de involuciones en variedades de Seifert, que enun-
ciaremos en 5.12.

En §6 probaremos que toda variedad de Seifert con base F, y ¢ > 0, es un
recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre una esfera con g asas.

En §6 determinaremos ciertos nudos representados no separables (ver [2]

y [4]).

En §7 indicaremos e6mo pueden generalizarse algunos de estos resultados a
las “Graphenmannigfaltigkeiten” de Waldhausen.

§1. Modificaciones en un enlace

1.1. Sea la bola B de Fig. 1, y L la unién de los dos arcos disjuntos 4,4; y
AzA,. B admite un recubrimiento ciclico de dos hojas p: B — B ramificado sobre
L. B es un toro macizo en el que p'Q = @ es un meridiano y p 'H = H es una
longitud. Si fijamos una orientacién en 8B, queda determinada una orientacién
en 3B; orientemos entonces § y H de modo que el niimero de corte de A con
QendB sea 1.

Sea, por ejemplo, el nudo N y el nudo trivial T':
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@ @

T se obtiene de N mediante la modificacién

XX

= L(3, 1) se obtiene entonces de T = §° sustituyendo el toro macizo B’
medla.nte el B. En general, si N es un nudo cuyo ntimero de Wendt es n, N se
obtiene de S* vaciando n toros macizos (posiblemente anudados v enlazados) y
volviéndolos a pegar de otro modo (representacién de Lickorish). J. H. Conway
ha dado en [1] una descripcién precisa de eémo hay que modificar L en el interior
de B, con el fin de que el recubridor ciclico de dos hojas de B, ramificado sobre
los arcos modificados, sea un toro macizo cuyo meridiano sea homélogo a of +

RECUBRIDORES CICLICOS RAMIFICADOS

Fia. 2

Fre. 1




4 J. M. MONTESINOS

BH, siendo a y B dos enteros primos entre si. Vamos a ver esta descripcién de
Conway a continuacién.

1.2. El toro 8B es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre los puntos
Ay, Az, A3 y A; de dB. El recubridor ¢ = p|9dB viene determinado por una
involucién que en Fig. 2 es un simetria respecto al eje E.

Definimos un homeomorfismo ¢ de B en si mismo, como la composicién de
una rotacién, de 4ngulo 7/2, en torno del eje B’ que transforma 4; en Aq, y
una simetria respecto al pls.no ecuatorial (ver Fig. 2). Existe entonces un auto-
homeomorfismo # de B tal que #g = g, ¥ entonces las curvas #Q y i son ho-
mélogas a H y § respectivamente.

Definimos un homeomorfismo v de 8B en sf mismo del siguiente modo. Toma-
mos un disco D en 8B disjunto de A, y Az ¥ que contiene en su interior a As y A
(ver Fig. 2). v | D es el resultado de girar, manteniendo dD fijo, en el sentido que
se indica en Fig. 2, con el fin de permutar 4; con Ay ;v es la identidad fuera de D.
Existe entonces un autohomeomorfismo & de a8 tal que vg = ¢b y la curva 98,
que se proyecta sobre vH, es homéloga a § + H. Definimos v y 5 de modo
anélogo a v y 9, pero verificando el giro, en el interior de D, en el otro sentido.
Asi la curva 9 °H, que se proyecta sobre v 'H, es homéloga a —Q + H.

1.3. Sean ahora a y 8 dos enteros primos entre sf; si «/8 es la fraccién con-
tinuada n + é b i ;—15 n } L7 definimos el autohomeq;norﬁsmu fle, B)
de 9B como la composicién fa, B) = v"t™- - - *tv’tv’t. Entonces el autohomeo-
morfismo f(a, B) = 0@ - 10110’ de B es tal que f(a, 8)q = ¢f (&, B).

Si consideramos ahora la curva M = f(«, A)Q en @B, entonces se ve facil-
mente que f(a, 8)@ es una curva simple de 63, que se proyecta sobre M, y
que es homdéloga a of + pH.

Podemos extender a B los homeomorfismos ¢, v, v y por tanto f(e, ) admite
una extensién a B que seguiremos llamando de la misma manera. El recubridor
ciclico de dos hojas de B, ramificado sobre f (e, 8)L, es entonces un toro macizo
cuyo meridiano es una curva, f (e, 8)@, que es homéloga a af + BH sobre dB.

A efectos de notacién representaremos la eurva modificada (e, §)L mediante

As Aq
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14. Vamos aha.lla.r por ejemplo, f(7, 3)L. Como 7/3 = 2 + 1/3, tenemos que
/@7, 3) = v"t’t. Entonces tenemos (cfr. [1, pag. 330]):

A As Ay
A Ay
A, :
L v L
.41 A L
t
_—

A A3
) vttt L HIDL

§2. Variedades de Seifert con base S?

2.1. Representemos ahora la variedad fibrada de Seifert (000]0) = 8* X §°
como un cilindro macizo fibrado en el que hay que llevar a cabo las identifica-
ciones que se indican en Fig. 3 ([7, pag. 178]). Podemos suponer que S* estd
3umerg1do en 8' X & La simetrfa respecto al eje E define una involucién en
s x 8 cuyo espacio 6rbita es S°, siendo la imagen de las curvas dobles E y F,
Ja.scurva.sE y F' de Fig. 4 (ver pag. 8).

2.2. Desde ahora fijaremos en S° una orientacién y consideraremos en los
recubridores ciclicos de dos hojas ramificados sobre S°, la orientacién inducida.
La bola B de Fig. 4 se eleva al toro macizo fibrado B de S* X §°, que puede verse
en Fig. 3 y asignamos a @B la orientacién inducida por ~(S* — B). H es una
fibra de B y @ es un meridiano de B. Ademés § = 9B N 8. Modificar L = B N
(E' UF") por f(a, B)L en B, equivale a sustituir B por un toro macizo cuyo
meridiano es homélogo a aQ + BH en 9B.

La fibracién (Oo0|b) se obtiene, por tanto, al introducir la modificacién
f(1, b)L en B. Tenemos pues:
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TrorEMA. (000]b; (1, B1); +++ ; (ar, B;)) es el recubridor ciclico de dos hojas
ramificado sobre el siguiente enlace de S°:

- §3. Variedades de Seifert con base no orientable

3.1. Representemos la variedad fibrada de Seifert M = (0n2|0) como un
cilindro macizo, en el que hay que llevar a cabo las identificaciones que se indican
en Fig. 5. Podemos suponer que la superficie no orientable de género 2 estd
sumergida en M como indica Fig. 5. La simetrfa respecto a E define una invo-
lucién en M cuyo espacio 6rbita es S°, siendo la imagen de las curvas dobles E, F,
G y K, el enlace de S° representado en Fig. 6.

Como la bola B de Fig. 6 se eleva a un toro macizo fibrado B de M, tenemos
de igual modo que en §2:

TrorREMA. (Onk|b; (ay, B1); -+ ; (ar, Br)) es el recubridor ciclico de dos hojas
ramificado sobre el enlace de S’ siguiente:
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a) 8 es homeomorfo a (000 | b; (a1, B1); (a2, B:)) si y solo si bayar + oy +
Byay = =1 (cfr. [7, pag. 206]) y por tanto S° es homeomorfo a I para L :

En vista de los resultados de F. Waldhausen [9], L es el nudo trivial.

3.2 Ejemplos:
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b) El §'-fibrado sobre S°, correspondiente a b = 3, es el recubridor ciclico de
dos hojas ramificado sobre el nudo N siguiente

Por tanto M es una variedad homeomorfa a (000| —1; (2,1); (2, 1);
es claro que IV es la lente L (3, 1). Del mismo modo, el S'-fibrado correspondiente : (ba + 8, @)) (cfr. [8, 10.1.3]).

ab= 3 esN para N': d) El 8'-fibrado sobre la Botella de Klein que admite uns seccién es la variedad
(0n2|0). Esta variedad es L siendo L:

Q (
! equivalente a (
y es claro que N es (3, 1) con la orientacién opuesta. Como la variedad L (3, 1) Q r -JJ

es asimétrica, se deduce el conocido hecho de que el nudo “trébol” no es anfi-
queiral.

Cuestion. Si N es un nudo y la variedad N es simétrica, des N anfiqueiral?.
Asi (On2|0) es homeomorfa a (00| —2; (2, 1); (2, 1); (2, 1); (2, 1)) (efr.
8, 10.1.9]).

e) Sea el enlace representado sobre el grupo de Klein (N, «) (cfr. [2] y [5])

¢) M = (Onl|b; (a, B)) es N para el enlace N siguiente:

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M(N, o)
i g ¢
: I N
N s
? BT 4
SB

M (N, ) es un recubridor cfclico de dos hojas ramificado sobre ¢t N”, siendo ¢

FpRvRlsmite al el recubrimiento efelico de dos hojas ramificado sobre el nudo trivial T.

A A e e
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(02)(43

Y
(o \(23) L J\\)

(Ny)

Como ¢ N’ es, mediante una fecil construccién, el nudo p define un recubridor

N

de dos hojas (no ramificado) de M(N, w) sobre N = (Onl | 0; (3, 1)), siendo
M(N, o) = (000]0; 3, 1); (3, 1)) (cfr. [7, 199]).

§4. Transformaciones periddicas en un toro macizo fibrado

4.1. Sea V un toro macizo fibrado (cfr. [7, pag. 150]) y llameimos M a un meri-
diano, H a una fibra y Q a una transversal (“Querkreis’). Supongamos que Q y H
tienen una orientacién fija y que M ~ af + BH en dV, siendo & y 8 enteros
primos entre si con a > 0y 8 > 0. Una longitud (“Breitenkreis”) de V es una
curva simple B situada sobre dV y tal que B ~ —p@ + o¢H en dV, siendo p y o
enteros que cumplen ao + Bp = 1; ¢ (resp. p) estd determinado univocamente
por a ¥ # a menos ‘de miltiplos de 8 (resp. ). Se tiene entonces que:

Q ~aoM — BB
H ~ pM + aB;endV.

Podemos representar ¥V en E?® como un cilindro macizo de altura unidad, con
su eje E situado sobre el eje 0Z, y cuyo disco superior D se identifica con el in-
ferior mediante traslacién de eje £ (ver Fig. 7). M es dD y B es la curva que se
proyecta sobre el punto de coordenadas (1, 0, 0); supongamos que M y B tienen
las orientaciones fijadas en la Fig. 7.

Vamos a estudiar autohomeomorfismos de V de perfodo n 2 2, que conservan
las fibras y que tUnicamente dejan invariante la fibra central E.

4.2, Supongamos que el autohomeomorfismo T, de perfodo n deja fijos los
puntos de E. Entonces 7', es equivalente a una rotacién, de dngulo 2m/n, en
torno al eje £. Para que F sea la tnica fibra invariante es preciso que a # 0(n).

El espacio 6rbita de V mediante T, es un toro macizo fibrado V'; M se trans-
forma en un meridiano M’ de V' y B, en una longitud B’. La imagen H' de la
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fibra H cumple

Hw(a’)pM-i"( )B ;en av’,

y entonces, el eje E' de V' es una fibra de multiplicidad —— . Nétese que si 8 =

( a,m)
0(n), entonces Q corta a M en exactamente 8 puntos y por lo tanto @ es invarian-
te por T,. La imagen Q de Q es entonces una transversal de H' y se tiene
para ella que:

Q'~ oM — (8/n)B’;endV .
Por lo tanto M’ ~ aQ’ + (8/n)H'; en dV'.

4.3. Sea el autohomeomorfismo T,* que induce en E una transformacién de
perfodo n sin puntos fijos ¥ es equivalente al resultado de trasladar los puntos
de V, paralelamente al eje E, a una distancia de 1/n, aplicando a continuacién
una rotacién, de 4ngulo 27w#/n, en torno del eje E. Estudiemos primeramente la
transformacién T, que consiste en una traslacin, a distancia 1/7, de eje E.
Llamaremos a T’ una traslacién de eje B.

Para que E sea la tnica fibra invariante por T, es preciso que p # 0(n). El
espacio érbita de V es entonces un toro macizo ﬁbrado V'; M se transforma en
un meridiano M’ y B, en una longitud B’ de V'. La imagen H de la fibra H
cumple

H~_ P M aB’; en dV/,
oM G eEie

y entonces el eje E' de' V' es una fibra excepcional de multiplicidad

( o)

Nétese que si o =0(n), entonces @ corta a B en exactamente o puntos y por
lo tanto Q es invariante por T'. La imagen @ de Q es entonces una transversal
de H' y se tiene para ella que:

Q' ~ (e/n)M' — BB';endV’.

Por lo tanto M’ ~ naQ’ + H ;en 8V'.

Debemos estudiar ahora las restantes transformaciones de perfodo n, T,', que
. inducen en E la transformacién de perfodo n sin puntos fijos. La transformacién
" T, que es el resultado de una traslacién de eje B y un giro, de 4ngulo 27i/n, en
torno del eje E, puede interpretarse como una traslacién de eje B;, siendo B;
una longitud de V homéloga a B + iM. Asi pues, fijados o y p tales que as +
Bp = 1, podemos considerar las n transformaciones T,' definidas como tras-
laciones de eje B;, siendo Bi~ — (p — i2)Q + (¢ + i8)H,con0 < i < n — 1,
endV.

Siempre que p — ta # 0(n), la traslacién T',* deja invariante exclusivamente
la fibra E. Encaso de que n y @ no sean primos entre s, si ¢ y p cumplen
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ac + Bp = 1 se tiene que p # 0(n) porque ga % 1(n); en este caso las n tras-
laciones T,' dejan invariante exclusivamente la fibra E. Si n y & son primos
entre sf, existe ¢ tal que te = 1(n) y si @0 + Bp = 1 entonces a(c + ptB) +
B(p — pta) = 1y finalmente p — pta = 0(n); en este caso, no todos los T’
dejan invariante exclusivamente a la fibra E.

4.4. En el caso de que § y n sean primos entre sf, alguna de las trasformaciones
T.! es tal que trasforma la transversal Q en una transversal Q@ de H' y es

M ~ naQ + BH';en dV'.

Para ello, basta ver que existen p # 0(n) yo = 0(n) talesque ac + fp = 1. En
efecto, como 8 ¥y m son primos entre si, existe £ tal que {8 = 1(n); dados ahora
o’y p’ tales que as’ + Bp’ = 1, tenemosque o = ¢’ — (@'t)8=0(n)yp = p +
¢'ta: cumplen ao + Bp = 1y es, por tanto, Bp ='1(n) y finalmente p # 0(n).

§6. Variedades de Seifert con base una superficie orientable de género >1

5.1. Sea M una variedad fibrada de Seifert orientable, distinta de ' X S* X '
y cuya base es F,con g > 1. M es entonces de la forma (Oog | b; (a1, B1); -+ ;
(o, B:)) y p:M — F, es la proyeccién asociada a la fibracién.

Supongamos que M es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre un
enlace L de §°; queda definida entonces en M una involucién u cuyo espacio
6rbita es S°, siendo @: M — S la aplicaci6n 6rbita. Si suponemos ademis que u
conserva las fibras de M, entonces « induce en F, una involucién v cuyo espacio
6rbita llamamos G, siendo #: F, — @ la aplicacién érbita.

5.2. Hy (M) es un grupo abeliano presentado por los generadores A;, B; para

1<1<g Q,, - ,Q., H sometidos a las relaciones siguientes:
Q+q+ - +@=0
&+ bH =0
0!1@1 + JSIH =0
al). + BH =0
Como para 0 < 7 < 7es px(Q:) = 0y pu(H) = 0, los px(4:), px(B;) con
1 £ 7 £ g, componen una base de H; (F,). Segtin [2] uxd; = — 4., y por tanto

vs (pxdi) = px(usd;) = —psd;; andlogamente es v (p«B:) = —pxB;. Por lo
tanto la matriz de vy es —E. Entonces [4] » es un autohomeomorfismo de F, que
preserva la orientacién.

5.3. Como u deja fijos los puntos de un enlace N de M, las fibras que contienen
puntos de N son invariantes por u y por tanto v tiene puntos fijos. Supongamos
que C es una curva invariante por »; entonces existe un disco D que corta a C y
que es invariante por ». Es claro que v | D es una simetria respecto al eje C 1 D.
Esto significa que v invierte la orientacién de F,. Por tanto v tiene exclusiva-
mente puntos fijos.
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5.4, Sea H una fibra invariante por . Si % invirtiera la orientacién de H,
entonces habria en H puntos fijos y V cortaria a H. Pero entonces pasaria por
p(H) una curva invariante por » y esto no puede suceder. Asi que % no in-
vierte la orientacién de H y por tanto, o bien % | H es la identidad, o es la aplica-
cién antipodal carente de puntos fijos. Esto implica que las componentes de N
son fibras de M y que M induce en S’ una fibracién con fibra §' y proyeccién
¢:8* — G tal que el diagrama siguiente conmuta:

M-2.g

o s

F—256

5.5. Veremos ahora que la fibracién, asi inducida en S°, es una fibracién de
Seifert. Sea H una fibra de M invariante por u; entonces H es el eje de un toro
macizo fibrado V invariante por w. Llamemos D al disco p (V). La involucién
u| V induce en D la involucién » | D que deja fijo el punto p (H). Por tantov | D
es la simetria respecto al punto p (H ).

Podemos distinguir ahora dos casos, segiin que « | H sea la identidad o la
aplicacién antipodal.

Caso a. u | H es la identidad. Un razonamiento sencillo prueba entonces que
v | D solo puede venir inducido por una involucién en V como la definida en
4.2. Por lo tanto, si H es una fibra excepcional, su multiplicidad debe de ser
impar y entonces @ (H) es una fibra excepcional en S° de la misma multiplici-
dad; si H es una fibra general, % (H) es también una fibra general en S°. En
ambos casos % (H ) es una componente de L.

Caso b. u | H es la aplicacion antipodal. En este caso v | D solo puede venir
inducido por una involucién de V como la definida en 4.3. Por lo tanto, si H es
ung, fibra-excepeional de multiplicidad e, % (H ) es una fibra excepcional en S? de
multiplicidad 2e; si H es una fibra general, @ (H ) es una fibra excepcional de
multiplicidad 2. Ndétese que % (H ) no es una componente de L.

Deducimos pues que L consta de fibras de S° ninguna de las cuales es una fibra
excepcional de multiplicidad par.

5.6. El hecho de que la fibracién inducida por M en S’ sea de Seifert implica
que G es homeomorfo a S* y que F, es un recubridor de dos hojas ramificado
sobre puntos de S°. Esto significa que la involucién » es la simetria, respecto al
eje E en Fig. 8.

El nimero de puntos dobles de » es por lo tanto 29 + 2. Esto implica que u deja
2¢g + 2 fibras invariantes y que L tiene a lo sumo 2g + 2 componentes. Como en
una, fibracién de Seifert de S° solo puede haber una fibra excepcional de mul-
tiplicidad par, deducimos que L tiene, o bien 2g 4 2 componentes, o bien 2g + 1
pero, en este caso, la fibracién de S° tiene una fibra excepcional de multi-
plicidad par.
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Fig. 8

5.7. Reciprocamente, fijemos en S* una fibracién de Seifert (0 0 0] b; (a1, 81);

3 (er, B:)), en donde 0 < » £ 2; esta fibracién define una proyececién
¢:8° — §’. Tomemos un enlace L en S° constituido por m > 0 fibras, ninguna
de las cuales es una fibra excepeional de multiplicidad par. Supongamos también
que, si 7 es impar, existe en S° una (tnica ) fibra excepcional de multiplicidad par.
Vamos a describir a continuacién el recubridor ciclico de dos hojas ramificado
sobre L, comprobando que es una variedad fibrada de Seifert con base orientable
de género (m — 2)/2simespar,y (m — 1)/2sim es impar.

5.8. Sea, para ello, la variedad fibrada de Seifert (000|0) = S' X S en la
que suponemos sumergido S* como a X S, siendo @ un punto de S, Orientamos
§' % 8y §* de un modo determinado y vaciamos de S* X S*7 4 1 toros macizos
fibrados disjuntos Vo, Vi, ---, V., dando ahora al toro dV; = T;la orienta-
cién inducida. La adherencia de 8* — (Vo U -+ - U V,) es una superficie esférica
G con v + 1 agujeros y S” induce en G una orientacién. Si llamamos Q; a la
curva T; M G con la orientacién inducida por G, podemos considerar en T una
fibra H, orientada de modo que el ntimero de corte de H; con @; (en este orden)
sea +1 en T:. Ahora podemos determinar en Tj una curva simple M, que es
homéloga a @ + bH, ; de la misma manera, en T'; fijamos una curva simple M ;
que es homéloga a «:Q; + B:H;, paral < 7 < 7.

5.9 Obtenemos la variedad fibrada (000 | b; (ea, B1); -+ ; (@, B:)) al pegar
el borde de un toro macizo W; con T, de modo que M; sea un meridiano de
W . Entonces W; admite una tinica fibracién de Seifert compatible con la fibra-
cién de T'; . Es claro que el eje E; del toro macizo W; es una fibra excepcional de
multiplicidad «;, siendo 1 < 7 £ r. Podemos suponer ademds que si alguna
componente de L corta a algin W;, es porque dicha componente es E; .

La proyeccién de L sobre S* estd compuesta de los puntos Ry, -+ -, Bn . Si
m es par, llamaremos R a By U.-- U R, ; si m es impar, llamaremos E a
R, U ... UR, UP, en donde P es la proyeccién sobre S° de la tinica fibra ex-
cepcional existente en S° cuya multiplicidad es par. Unimos los puntos de R a
pares mediante una familia A4 de arcos disjuntos situados sobre 8* y podemos
suponer que si ¢(Z;) no pertenece a B entonces 4 no corta a g (W;).

Si perforamos en S° aquellos W; tales que g(E;) pertenecea Rparal <7 <,
obtenemos una variedad fibrada de Seifert con borde, M *, cuya base es la super-
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ficie esférica con s < 2 agujeros. Vamos a determinar el recubridor ciclico de
dos hojas ramificado sobre el enlace L N M* de M*. Para construirlo, podemos
usar el corte fibrado M* N ¢ (A) (ver [3, seccién 2]) y esto revela que el re-
cubridor M * es una vanedad fibrada de Seifert con base orientable de género g
(en dondeg = (m — 2)/2simesparyg = (m — 1)/2 si m es impar) con §
agujeros.

La superficie esférica perforada G se eleva a una superficie orientable de
género g perforada (. Si ¢ (E;) no pertenece a R, W se eleva a dos toros macizos
Wy W¢. Sobre dW; = T/ estén las cuwasQ.,IT’yM que cubren 2 Q:,
H:y M, respectivamente, y sobre W, = T/ estén las curvas @, B y M.
que cubren a Q;, H: y M; respectivamente. Nétese que G N T/ = Q. y que
GN T = Q. Tenemos las siguientes relaciones:

MQNQO +bﬂo,enTu
Mu "“‘-“Qu ‘}’bHD;enPD
M NQ.Q + B: i:enT
M ~ o + BH ;en T .

Si q(E;) pertenece a R, T; se eleva a un tinico toro T, que puede construirse
utilizando el corte ¢ (4) N T;. Al hacerlo asf, H; se eleva a una fibra H; y
Q: se eleva a una transversal @; = G N T;. Si a; es impar M; se eleva a una
curva M ; homéloga a a;Q; + 28:;:en T, . Si a; es par, M se eleva a dos curvas,
una cualquiera de las cuales, M., es homéloga a («:i/2)@: + ﬁ,H en T'; (veren
Fig. 9 el ejemplo M ~ 5Q + 3H).

Pegamos ahora un toro macizo W a M*, identificando W, con T';, de modo
que M; sea un meridiano de W;. Entonces W; admite una vnica fibracién de
Seifert compatible con la fibracién de T';. Como T'; recubre a T, hay definida
en T': una involucién que conserva las fibras, cuyo espacio érbita es T; y que
transforma la transversal §; en la transversal Q: y la fibra H; en la fibra H, .
Vamos a ver que esta involucién puede ser extendida a una involucién de W;
que conserva las fibras y cuyo espacio érbita es W; .

Si E; es una fibra excepcional de multiplicidad impar, entonces como

&

L
r

M

>

=

H

\
\
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Wi ~ a:Qi + 28:H., la involucién definida en 4.2 transforma la transversal
(J; en una transversal, sea @;, y transforma la fibra H; en una fibra, sea H; , y
M ; se aplica entonces en ;Q: + B:H:~ M; ; entonces el eje de W es una fibra
vxeepcional de multiplicidad «; . Si E; es la fibra excepcional de multiplicidad
«; par, entonees, como §; es impar, siempre hay una involucién de W que trans-
forma la transversal Q; en una transversal, sea Q; , y la fibra H; en una fibra, sea
Il;, y entonces M; se aplica en a;Q; + B8:H; ~ M; (ver 4.4); en este caso no
liay en W; ningiin punto singular. El eje de W, es una fibra excepcional de mul-
tiplicidad a:/2 si a; > 2 y una fibra general en el caso de ser a; = 2.
Estas observaciones hacen ver que la variedad asi construida es L.

5.10. Para clasificar la variedad asi obtenida, consideremos la superficie
orientable de género g perforada G que esta incluida en H*, Los meridianos
My y My” de Wy y W," respectivamente cumplen

My ~ @) + bHy ; en aW,
ﬁo” i~ Qg” + bﬁo”; en an”
siendo Qo' = G N Wy y @” = G N W¢'. Tomemos un arco C sobre & con ori-
gen en @y y fin en §y”. Sea D un entorno regular de C en G. Podemos modi-
licar G en ¢ 'gD de modo que después de la modificacién G N W, =
Qs yGNW," = Qg cumplan:
Qs ~ Q) — bHA o s en W,
Qfﬂ Lo Qo” B bﬁo”; en aﬁ'fn”
(ver [8, pag. 332, 2u 6)}).
Entonces N
My ~ Q0 + bAY ~ Q4 + 2bAy; en aW,'
ﬂoﬂ' iy QCI” + bH“'ufr s Qﬁ”} en a'ﬁ'/nﬂ'
{ver Fig. 10).

En el caso de que F; sea una fibra excepcional de multiplicidad 2a; y L tenga
un nimero impar de componentes tenemos:

M;~ aQ: + B:H;; en dW;

Siahora B; > «:, entonces B: = a; + B, con B > 0. Modificamos @ como antes
pero tomando un arco Elescle Q¢ a Q. ; asf conseguimos que después de la modi-
ficacién la curva G N W; = @." es homéloga a Q; + H; . Asf:

M~ a.‘Qe* — ol + ;B.-H{ ~ a:‘Qi* + B/H;en oW,.
PPero debemos de incrementar b en uno.

81 E; es una fibra excepcional de multiplicidad impar que es una componen te
de L, tenemos:

_ﬂ?,“"“-" Q{Q‘-i | 25.—H.~;en6W,—.
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Si 28: > «;, entonces 28; = a; + ;. Procedemos ahora como en el caso an-

terior. -
Estas observaciones bastan para clasificar L.

5.11. Podemos ahora enumerar todas las variedades de Seifert M con base F,,
¢ > 1, que son homeomorfas a L para algin enlace L de S y tales que la involu-
cién que el recubrimiento define en M, es is6topa a una involucién que mantiene
las fibras de M.

a) Si L estd formado por 2g + 2 fibras de la fibracién (0o0|1) (resp.
(000 | —1)) de S°, entonces L es (Oog | 2) (resp. (Oog | —2)).

b) Si L est4 formado por 2¢ + 1 fibras generales de la fibracién (000 |0;
(2a, 1)) de S°, entonces L es (Oog |0; (@, 1))sia > 1,y (Oog|1)sia = 1.

Del mismo modo, si L estd formado de 29 + 1 fibras generales de S° =
(000) —1; (2a, 2& — 1)), entonces L es (Oog| —2; (@, 2 — 1)). Como
9% — 1 =a+4 (e~ 1), Les (Oog| —1; (@, — 1))sia> 1y (Oog | —1) si
a = 1.

¢) Si L estd formado de 2g + 2 fibras generales de la fibracién (000 |0;
(a, 1)) (resp. (000| —1; (¢, @ — 1))) de S, entonces L es (0og | 0; (e, 1);
(e, 1)) (resp. (Oog| —2; (@, @ — 1); (&, @ — 1))).

d) Si L est4 formado de 2¢ + 1 fibras generales y una fibra excepcional de la
fibracién (000 |0; (@, 1)) (zesp. (000 | —1; (@, @ — 1))) de &, siendo « impar,
Les (Oog|0; (a,2)) (resp. (Oog | —2; (@, 20 — 2)) = (Oog | —1; (&, @ — 2))).
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e) Si L estd formado de 2g + 2 fibras generales de la fibracién S* = (000 | b;
(a1, B1); (o2, B:)), entonces L es (Oog | 2b; (au, Br); (en, B1); ez, Ba); (a2, B2)).

f) Si L esta formado de 29 + 1 fibras generales y la fibra excepcional de mul-
tiplicidad a1, siendo e impar, de la fibracién (000 |b; (a1, B1); (a2, 8)) de S,
entonces L es (Oog | 2b; (au, 281); (e, B2); (o2, B2)).

g) 8i L estd formado de 29 + 1 fibras generales de la fibracién (000 |b;
(&1 3 ﬂl); (20'-2 » ﬁﬂ)) ] SS, entonces z es (009 [ 2b; (ai ] ﬂ‘l); (alg ﬁl); {aﬂ) ﬂz))-

h) Si L estd formado de 2g fibras generales y la fibra excepcional de multi-
plicidad oy de (0001 b; (en, B1); (20, B2)) = S°, entonces L es (Oog | 2b; (e,
261); (az, B:)).

i) Si L estd formado de 2¢ fibras generales y las dos fibras excepcionales de la
fibracién (000 |b; (en, B1); (o2, B2)) = S°, siendo oy y &, impares, entonces L
(009 l 2'5; (ﬂl 3 251)} (aﬂ 3 2162))-

5.12. Sea M una variedad de Seifert orientable con base F; , g 2 1, y distinta de
8 x §' X S Supongamos que M es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado
sobre un enlace L de S* y sea u la involucién en M correspondiente. Wald-
hausen ha demostrado en [8, Satz 10.1] que existe un autohomeomorfismo @ de
M que cumple:

a) 1 es is6topo a w.
b) % conserva las fibras de M.
Es claro que @ es is6topo a la identidad.

Cuestién. ;Existe % cumpliendo a), b) y tal que @ es la identidad?

Si la respuesta a esta cuestién es afirmativa, las variedades enumeradas en
5.11. son las tnicas variedades fibradas de Seifert con base F;, ¢ 2 1, que son
un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre un enlace de S°.

5.13. Ejemplos, (ver [7, 160]).

a) Sobre el toro, situado en R’, de Fig. 11 tomamos cuatro curvas disjuntas,
cada una de ellas homéloga a m + k; obtenemos asf un enlace Ly L es (Ool | 2).

b) Sobre el toro, situado en R, de Fig. 12 tomamos tres curvas disjuntas, cada
una de ellas hom6loga a m -+ 2h; obtenemos asi un enlace L siendo L = (0ol [ 1).

¢) Sea la fibracién S° = (000|b; (a1, B1); (a2, B2)), & ¥ 3 impares; dos
fibras excepcionales dan lugar a un enlace formado de dos nudos triviales en-
lazados simplemente. Esto implica que la variedad (000|2b; (an, 281);
(a2, 28:)) es P'.

d) Sea la variedad M = (000|0; (2,1); (4, 1)) y el nudo N formado por
una fibra general de M. Entonces las variedades M = (000 |0; (2, 1); (2, 1);
(2,1))y M" = (000|1; (4,1); (4, 1)) que son topolégicamente distintas, son
recubridores ciclicos de dos hojas ramificados sobre N, (basta aplicar los métodos
de 5.9).
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Si y es un meridiano de N, Hi(M — N) tiene la presentacién {z, ¥ | 6z +
4y = 0}, v existen entonces dos posibles reprasentat’:iones”de H,(M — N) sobre
Z, que transforman y en el elemento no trivial; M" y M~ corresponden a estas
dos representaciones.

5.14. Sea la variedad M = (Oog|b) con ¢ > 0. Si suponemos que M es un
recubridor cfclico de dos hojas ramificado sobre S°, existe una involucién u de
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M tal que los automorfismos inducidos por u, w1 Hy (M ) — Hi (M) y ua: Hy (M) —
1, (M ), tienen matriz —E (ver [2]). Como hemos indicado en 5.12., u es isétopo
4 un autohomeomorfismo % de M que conserva las fibras (exceptuado el caso
g =1,b=0,esdecir M = § X § X 8"). 7 induce entonces un autohomeo-
morfismo v en la base F, de M. Tenemos (sucesién de Thom-Gysin):

Ho(F,) —= H(M) 2 H(F,) — 0

| | u
Ho(F,) —— H(M) ~2 H(F,) — 0

El nticleo de p«, que es isomorfo a Z/(b), estd generado por la fibra H y
transforma un generador de Hy(F,;) = Z en H. Como la matriz de #; es —E,
csto significa que, 51 b = 41, +2, v, tiene matriz —E lo cual no puede suceder.

Como 8" X 8" X S" no es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre
S° (ver [2]), podemos concluir que (Oog |b) cong > 0y b # =1, &2, no es un
recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre S°.

Nétese que (Oog|=2=1) v (Oog| £2) son recubridores ciclicos de dos hojas
ramificados sobre S°, (ver 5.11.).

Estos resultados pueden utilizarse para obtener un enlace representado (N, )
no separable, tal que » es una representacién de 7 (S — N ) sobre el grupo de
permutaciones de tres fndices. Los ejemplos conocidos hasta ahora eran enlaces
representados sobre el grupo de permutaciones de cuatro indices.

Para ello, consideremos un enlace N* formado de cuatro fibras generales de la
fibracién (0o0|1) = S°. Como un doble toro es un recubridor ciclico de tres
hojas ramificado sobre cuatro puntos de §°, la construceién de 5.9. permite
presentar a (0o2|3) como un recubridor (ciclico) de tres hojas ramificado
sobre N'. Esto significa que (002 3) es el recubridor asociado & una represen-
tacién w’ de 7 (S* — N’) en el grupo de permutaciones de tres indices. Aplicando
las alteraciones definidas en [3] y [6] a (NV', '), obtenemos un enlace N y una
representacién » de 7 (S8 — N) sobre el grupo de permutaciones detres indices
que asigna a cada meridiano de NV, una trasposicién. Como M (N, ) = (02| 3)
no es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre S, se deduce que (N, )
no es separable (ver [3]).

§6. Recubridores ramificados sobre la esfera con asas

6.1. Representemos ahora la variedad fibrada de Seifert (001 [0) = S' X §' X
S' como un cilindro macizo fibrado, en el que hay que llevar a cabo las identifica-
ciones que se indican en Fig. 13. La simetria respecto al eje E define una involu-
cién cuyo espacio 6rbita es ' X &%, siendo la imagen de las curvas dobles ¢, E,
Fy G, las curvas ¢, E', F' y @ de Fig. 14. La simetrfa respecto al eje H define
una involucién en S' X §* que transforma ¢ en G’ y E’ en F'. El espacio 6rbita
de esta involucién es S°; la imagen de G’ y E" es G” y E” respectivamente y la ima-
gen delas curvas dobles H y K es H' y K’ respectivamente (ver Fig. 15).
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Por tanto [5] (00l |0) es M (N, w) para (N, ») el enlace representado de Fig.
15. La bola B de Fig. 15 se eleva a dos toros macizos fibrados de (Ool | 0). Nétese
también que M (N, w) — S se factoriza asi M (N, w) — (0n2|0) — S, siendo
M (N, w)— (0On2]|0) un recubridor doble (no ramificado) (ver § 3 v [5]).

En enlace representado de Fig. 15 puede llevarse, mediante las modificaciones
definidas en [3], al enlace representado de [2, Fig. 1].

Resumimos estos resultados en el siguiente

TreorREMA. La variedad (Oog | 2b; (a1, B1); (e, B1); ==+ ; (ar, B); (ar, Br))
es homeomorfa a M (N, w) siendo (N, w) (como se representa en la Fig. 16).
Ademds M (N, w) es un recubridor doble (no ramificado) sobre (On g + 1|b;
(cr, B1); ==+ 5 (ar, Br)).

RECUBRIDORES CICLICOS RAMIFICADOS
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(0)(13) —

(e \(23)

Fic. 16

(01)(23)

@))43)
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/

Fig. 17

6.2. Ejemplos.
a) Sea (000|b; (a1, B1); (o2, B2)) una fibracién de S°, entonces en el enlace

representado (N, ») de Fig. 16, la componente N " es trivial (ver 3.2, €] errslplc'f a)).
Podemos factorizar M (N, ) — & ast: M(N, 0) = N’ = § — &', siendo
M (N, w) — § €l recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre el enlace
T_l(N s N’)' Por tanto {Oo-q I 255 (a'lr Blj; (ala ﬁl); (aﬂs ﬁz)} (Ctg ’ ,32)) es un
recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre un enlace de §* (comparar

5.11,e)).
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Por ejemplo, si (N, ») es el enlace representado de Fig. 17, entonces M (N, o)
es (0ol | 2). En este caso, puede construirse facilmente el enlace 7' (N — N') de
N’ = §°, y se comprueba que es el representado en Fig. 18.

El enlace de Fig. 18 ha sido hallado en 5.13, a) de otra manera

b) Consideremos el enlace representado (N, ) de Fig. 16, y supongamos
que r > 3. Siempre que la cuestién propuesta en 5.12 tenga respuesta afirmativa,
M (N, ») no es un recubridor efclico de dos hojas ramificado sobre un enlace de
S%; por tanto, al aplicar a (N, w) las alteraciones definidas en [3], obtenemos un
enlace representado no separable (ver [2], [3] v [4]).

6.3. Sea ahora la variedad (0o2]|0) representada como un cilindro maecizo
fibrado, en el que hay que llevar a cabo las identificaciones que se indican en
Fig. 19. La simetria respecto al eje E define una involueién cuyo espacio 6rbita
es (8" X 8%) % (8 X §*) (Fig. 20). La bola B de Fig. 20 se eleva a un toro
macizo fibrado en (002 | 0); tenemos pues:

TrorEMmaA. Una variedad (Oog|b; (eu, B1); -+ ; (ar, Br)) es un recubridor
ciclico de dos hojas ramificado sobre un enlace de una esfera con g asas.

§7. Las variedades de Waldhausen

7.1. En esta seccién indicaremos el modo por el que, parte de los resultados
obtenidos, pueden generalizarse a las variedades de Waldhausen (“Graphen-
mannigfaltigkeit”) definidas y estudiadas en [8].

7.2. Este ndmero es una continuacién de 1.1. Definimos g(«, B) como v"tv™ - - -
'’ v §(a, B) como 3" - - - i, Es claro que § (e, B)H es homébloga a of) + SH
en 8B.

Para fijar las ideas, supongamos que B es labola deFig. 21 y L la curva repre-
sentada en su interior. Es claro que (§3.) L es (Onl|2) perforado de un toro
macizo fibrado, cuya fibra es H.

Podemos extender a B el homeomorfismo ¢(a, 8). Entonces el recubridor
cielico de dos hojas ramificado sobre la curva ¢(e, ) L de B es (Onl|2) per-
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forado de un toro macizo fibrado cuya fibra es homéloga a §j (e, 8)H ~ o + BH
en dB.

Si, por ejemplo, « = 7, 8 = 3, entonces g(7, 3) = v'&° y tenemos:

3L

| l%
[

{3l vit’l = 309k
7.3. Sea la variedad M representada por el grafo
_ £2,03) (-102)
@ > > @
32 (73

Vamos a construir un enlace N de S° tal que N = M. Sea el enlace N de Fig. 22.
Sabemos (§3.) que N’ es (0n2|3; (3, 2)) ¥ que la bola B se eleva a un toro
macizo B fibrado con fibra H. Damos a 8B la orientacién inducida por 8* — B.

Modificar los arcos Au‘l_g , 4344, en el interior de B, por ¢(7, 3)L definido en
7.2, equivale a sustituir B por (Onl|2) perforado de un toro macizo fibrado
cuya fibra es homéloga a 7Q + 3H en 4B.

Con estas observaciones, es ficil probar el siguiente

TrorEMA. Sea M una variedad de Waldhausen cuyo grafo A (M) es un drbol
valorado de modo que, st @ un vértice p; del grafo le corresponde el triple (g;, 5, s;),
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es g; £ 0y r; = 0; enfonces M es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado
sobre un enlace L de S’

Nétese que el enlace L, cuya existencia asegura el Teorema, es fcilmente
calculable.

\_ : ) E ]
Fia. 19

7.4.81 A (M) no es un drbol, entonces M es un recubridor ciclico de dos hojas
ramificado sobre un enlace de una esfera con asas y lo mismo sucede si en el
grafo A (M) existe un vértice u; para el que g; > 0. Es fécil convencerse de ello
mediante el siguiente ejemplo.

Sea el grafo 4 (M) de Fig. 23, en el que existe un ciclo que llamaremos Z, y
sean los enlaces N y N” de Fig. 24. Entonces N' = (0o1|1; (3,1)) y N" =
(001 2; (3, 1)). Para construir un enlace L, tal que I = M, deberemos vaciar
las bolas By , Bz, B’ y By de Fig. 24 y pegar luego, de un determinado modo, 9B
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‘con 8B’ y 8B, con 8B,. Nétese que, una vez pegados dB; con 8By, pueden
identificarse 8B, con 8B, de dos modos distintos que dan lugar a dos enlaces
de S' X & esencialmente distintos;las variedades recubridoras correspondien-
tes son las dos variedades distintas, determinadas por las dos posibles valora-
ciones del ciclo Z, cone = +1 6 cone = —1 (ver [8,9.2.8.])

7.5. Un 8"-fibrado sobre una superficie F, , es un recubridor cfclico de dos hojas
ramificado sobre una esfera con g asas (§6.). No es dificil ver que una variedad

Fia. 24
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de Waldhausen M, sin borde, es un recubridor cfclico de dos hojas ramificado
sobre un enlace de una variedad formada del siguiente modo. A cada vértice
valorado con (g;, 0, s;) le corresponde una esfera con g; asas si g; > 0, o una
esfera sig; <0;luego es preciso hacer una suma conexa de estas piezas, tomando
después tantas asas como ciclos independientes tiene A (M ).

Tenemos por tanto el

Teorema. Toda variedad de Waldhausen sin borde es un recubridor ciclico de
dos hojas ramificado sobre una esfera con g asas, en donde g se obtiene al sumar los
ciclos independientes de A (M) y los g; > 0 asociados a los vértices del grafo A (M).
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