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Si consideramos un conjunto algebraico real V & R*, dado por un ideal
T(V) € R [X], contrariamente a lo que sucede en el caso complejo el anillo
RIXT/T(V) no es suficientemente bueno para el estudio de determinadas.
propiedades de V. Asi, por ejemplo, dicho anillo puede ser un dominio de
integridad y sin embargo V puede no ser conexo (en la topologia usual
de R"); o la localizacién del citado aniilo en un determinado punto de V
puede ser no regular a pesar de poseer V en un entorno de dicho punto (con
la topologia de R") unas ecuaciones algebraicas locales que lo hacen homeo-
morfo a una variedad lineal. Ninguno de estos casos pueden ocurrir consi-
derando conjuntos algebraicos complejos.

Surge ast la idea de sustituir ¢l anillo de polinomios R [X] por otro amllo
de propiedades algebraicas buenas y que contenga mdis funciones que R [X 7.
Se trata del anillo N de funciones de Nash globales: esto es, del anillo de
funciones analiticas definidas en todo R* y que localmente dependen algebrai-
camente sobre el cuerpo de funciones racionales. Recientemente dicho anillo
ha sido estudiado, entre otros por Risler [1], Mostowski [2] y Efroym-
som [3], 4], poniendo de manifiesto su manejabilidad algebraica. Sumer-
gimos asi el estudio de tos conjuntos algebraicos reales en la geometria de
los conjuntos nashicos (i. e. definidos como solucién de un ntimero de ecuacio-
nes dadas por funciones de Nash). Lojasiewicz [5] pone de manifiesto que
tanto los conjuntos nashicos como los algebraicos reales no son sino con-
juntos semialgebraicos de acuerdo con la siguiente

DerFmNicton.—Un conjunto W & R? es semialgehraico si existe en polmo~
mios {g:;}, {fi;}, 1 €1, j €J en ntmero finito tales que :

W= U"’IGT""I&,(”;"O fi; (2 =0, 16?}

Pet
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En particular diremos (c. f. Abellanas [6]) que un conjunto es prealgebrai-
co si en la definicidn anterior W puede definirse con desigualdades no
-estrictas, esto es

W= fivert |k, ) >0: j€i) k, €R[XL
J I

(A §

Estos conjuntos prealgebraicos son particularmente cémodos de manejar y
muchas de sus caracteristicas geométricas pueden ser recogidas algebraica-
mente {(c. f. Abellanas [6] y Recio {7]). Puesto que el cierre de un conjunto
_semialgebraico es también semialgebraico y un nlUmero de propiedades
(p. ej. la dimensién) se conserva por la clausura, la importancia de los con-
juntos prealgebraicos se pone de manifiesto con la siguiente proposicién
~cuya demostracidén constituye el § 2 de nuestro trabajo.

Prorosicion.—Todo conjunto semialgebraico cerrado es prealgebraico.

En su demostracion juega un papel esencial la siguiente variacién sobre un
lema de separacion debido a Efroymsom [4]: '

LLEMA.—Sea D € R" un abierto semialgebraico de la forma

D={a€RMJ (#)>0 ., fg (&) >0),

-donde f, € B [X]; sean C, y C, subconjuntos semialgebraicos cerrados y
disjuntos de D. Existen polinomios {g,} €1, j€ ] en namero finito
-tales que

S=|JtreDlg; >0 jeltaC

igf

En el estudio de la relacién entre los ideales de las funciones de Nash
globales y del anillo de polinomios aparece como instrumento natural la
localizacién, Esta se ve dificultada por el hecho —indicado al principio—
de no recoger fielmente el caso algebraico el comportamiento local de un
-conjunto algebraico. El olvido de este fenémeno conduce a demostracionés
poco precisas como la del lema 2.11 del articulo de Risler [1] donde afirma
que para un conjunto algebraico V, localmente la multiplicidad como con-
‘junto algebraico coincide con la multiplicidad como conjunto analitico. Para
obviar esta dificultad surge la idea de utilizar otro anillo local que se aproxi-
me mas al conjunto algebraico alrededor del punto de estudio y cuya cons-
“truccién se realiza a semejanza de los anillos locales de los gérmenes anali-
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ticos. Como se pone de manifiesto en el desarrollo de este trabajo, resulta
conveniente generalizar este recurso a los conjuntos semialgebraicos de
acuerdo con la siguiente ’

DEFINICION.—Sea W S R* un conjunto semialgebraico, p € R Defina-
mos el ideal local de W en p. ‘

[(W,) ={j€ R(X]| U,
entorno de p en la topologia usual de R” tal que
flr)=0, YeeWNnU,}.

Si R [X], es el anillo localizado de R [X] respecto al ideal maximal del
punto p, denotamos por | (Wy) = I (W,) R [X],. o

El anillo local R [X],/] (W) refleja ahora tan felmente como es posi-
ble las propiedades locales de W en p. Redefinimos las nociones de punto
multiple, de multiplicidad, de regularidad, de dimensién, etc., en términos
de este anille, y a ellas nos referiremos en lo sucesivo. El parrafo § 3 de
nuestro trabajo estd dedicado a recoger las propiedades globales de los con-
juntos de puntos regulares, miltiples, etc., de acuerdo con estas nuevas
definiciones,

Usando la equivalencia entre conjuntos semialgebraicos cerrados y pre-
algebraicos y el estudio realizada para estos en Recio {7} probamos:

Prorosicron.—Sea V & R" semialgebraico. Entonces el conjunto de pun-
tos regulares de V es denso en V. Lo

Prorosicion.—Sea V © R" semialgebraico de dimensién d. Entonces el
minimo conjunto algebraico que lo contiene es de dimensién d. ,

Usando estas proposiciones en un proceso de induccién respecto a la
dimensién de un conjunto semialgebraico probamos la siguiente condicién
de f'nitud:

Prorosicion.—Sea V € R» semialgebraico. La familia {T (Vn)'}n”,n es
una familia finita de ideales. _

Sean 1,, ..., I,, los distintos ideales asi obtenidos para cierto V; y escri-
bamos para cada i = 1, ..., m,

Vo={p€RIT(V,) =11}
Se tiene

PROPOSICION.—V 7 = 1, ..., m, V, es un conjunto semialgebraico.
En general, aun siendo V algebraico, los conjuntos V; no son algebraicos
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sino semialgebraicos. De ahi la necesidad de reulizar este estudio en el marco
de la geometria semialgebraica. Para V cerrado, los {V.} i =1, ..., m for-
man una particiéon de V, y para V arbitrario una particién de su cierre V.
Como consecuencia de estas proposiciones demostramos para V algebraico
la siguiente

Proyosicion.—-Sea V, el conjunto de los puntos de V de mulhplmdad
mayor o igual a u (con » € N). Entonces V, es semialgebraico.

R

Y en general para V semialgebraico tenemos

Prorostcron.—El conjunto de los puntos regulares de dimension d de V,
con 0 < d<dim V es semialgebraico. '

Las proposiciones demostradas en el § 3 ponen de manifiesto las modi-
ficaciones que nuestras definiciones introducen respecto de las proposiciones
correspondientes con las definiciones clasicas, tanto en el marco de la geo-
metria algebraica (donde aparecen ahora los conjuntos semialgebraicos) como
en el de la geometria analitica (consiguiendo ecuaciones globales). El parra-
fo § 4 continta en la misma direccion en torno a la nocidon de coherencia. .

DerFinicidn.—Dado un conjunto algebraico V, y un punto p € V, deci-
mos que V es coherente en p (en sentido algebraico) si existe un entorno:
de p en V y unos polinomios que generan el ideal J (V) para cada p’ en
dicho entorno.

Usando la descomposicion de V podemos demostrar

Prorosicion.—Sea V un conjunto algebraico. Entonces el conjunto de
los puntos coherentes de V es semialgebraico.

Usualmente la definicion de coherencia en un punto para un conjunto
algebraico se realiza considerando este como conjunto analitico. Con esta
definicién analitica era conocido que el conjunto de puntos de no-coherencia
no era analitico (c. f. Acquitaspace-Broglia-Tognoli [8]) y que su dimensién
era menor que dim V-2 (c. f. Fensch [9]); Galbiati {10} demuestra que dicho
conjunto es semianalitico. En todos estos casos la consideracién de la cohe;_'
rencia analitica no permite obtener ecuaciones globales, como hacemos nos-
otros, si bien la totalidad de los ejemplos manejados corresponde a conjuns
tos algebraicos. Por medio de un viejo ejemplo de Cartan [117] ponemos de

manifiesto que ambas nociones de coherencia no coinciden sobre un con-
junto algebraico: mas atn, demostramos

Prorosicion.—Sea V, germen de un conjunto algebraico real. $1 V, es
analiticamente coherente es algebraicamente coberente.

Es asi posible enunciar el resultado de Fensch referido a nuestra defm:—
cioén de coherencia.
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MADRID.
1. Dado un conijunto algebraico real v g'Rn de ideal I(V)<§l
< R Lz], y un punto p € V . sustituimos en las definiciones clé-

sicas de regularidad y multiplicidad de p, el anillo local

R[x] por  R[X] donde J(V_) = I(V_)R[X]
- 3(v.) P PR

/ L
Y ronr[x],
con I(Vj) = {f ¢ R[X] {3 Up entorno de p ¢€en la topologia usual

I EAS )
de Rn, f(x) = 0, Vx e Upn“V}. Asimismo establecemos una de
finicidn (algebraica) de coherencia de V en P, diciendo que p

-

es coherente si existe un cierto entorno con la topologia uéualJ UP
y un nimero finito de polinomios que generan el ideal J(V_,) pa-
ra cada p' € Up. El objetivo de este trabajo es el de realizar
el estudio de los conjuntos de puntos regulares, (respectivamente
de mﬁltiplicidad superior a un niimero dado, coherentes) poniendo
de manifiesto que se trata de conjuntos semialgebraicos. En cada
caso la técnica de la demostracidn consiste en descomponer el con
junto algebraico dado en subconjuntos .formados por aquellos puntos
p donde el ideal I(Vp) es fijo; dichos subconjuntos son semial
gebraicos y existe sblo un nfimero finito de ellos. Para facilitar
el estudio de los conjuntos semialgebraicos se establece -apoyado

en un lema de Efroymsom- que todo conjunto semialgebraico cerrado

puede escribirse utilizando unicamente desigualdades no estrictas.

La idea que subyace en todo el trabajo es la de estudiavr

los conjuntos algebraicos reales de la manera més afinada posible,



poniendo de manifie;to aquellas propiedades en cuya formulacidn
los métodos clédsicos resultan demasiado laxos al no introducir la
topologia de R® y los métodos analiticos olvidan las caracteris
ticas de finitud y globalidad de los conjutos algebraicos: esto

es, aquellas propiedades que pueden formularse en términos de to-

pologia de R y polinomios.

§2. . Establecemos en este padrrafo un resultado de caracter téc-
nico sobre los conjuntos semialgebraicos que enunciamos asi: "To
do conjunto semialgebraico cerrado es definible utilizando sblo
desigualdades no estrictas" (compdrese con Mostowski [1] lema

6).

2.1. Definicidn.

w € R es un conjunto semialgebraico si existen polinomios

{gij}, {fij},f ieIr, jed en nimero finito tales que

w:U{xe'Rnlg..(xwo, £,.(x) = 0, 7 € J}
iel 1) 13

n

Diremos que wC R es prealgebraico si existen polinomios

{n..}, ie I,'éTen ntmero finito, tales que
iy J q
w = U {xGRn!hi.(x)ZO, i e J}
iet 1
De manera andloga definiriamos conjuntos semialgebraicos.y
prealgebraicos sobre un subconjunto U< R,

n . R .
un abierto semialgebraico de la forma

Sea D C R
D = {x e R" | £,(x) >o,...,f"s(x) >0},

para ciertos polinomios fi""’fs' Sean C1 y C2 dos subcon



juntos semialgebraicos disjuntos y cerrados de D.

2.2. Lema.
Existen polinomios {gij}’ ieI, 4 € J, en nimero finito

tales que

S = _k) {x e D] g,.(x) >0, jedJl2 Cy y
ier +J B B

Demostracidn.

Se trata de una aplicacidn inmediata del Lema de Separacidn
de Efroymson [2]. En efecto, en dicho Lema se construye -en nues

: a . . s n a .
tras hipbétesis- una particién de R = en un nfimero finito de con

juntos semialgebraicos comnexos tal que

c, = U 7., ..vc2=UT

1 ) i . i
ier, jer, _
donde Ti’ Tj son miembros de la particidn que posee la propie
dad de que es posible subdividir Ti’ Tj en unidn de conjuntos

semialgebraicos tales que

Vier,, Ti'=U T Vi e 1,, R O
6L, ] ses, &

existen unos polinomios I . verificando
1 >k

3 p., 1 <m<k,

3’ m

Tr"i(\"szcbm\‘/'lel,i, Vs e s

£p (T]) >0 -y xp (T3) <0,

donde se entiende que en ambas expresiones simultaneamente es

+pm o P,
Ahora, dado i @ Ii’ 1€ Li consideremos el conjunto
Mi,l tal que, dado J € IQ, s € Sj’ exista h € Mi,l vy



i1

un polinomio th

con

i,1

i,1, 1 ]
t 27Ty 200 y t, 27 (T ) <0,

Sea

,S=U {xenltl’l(x)>o,, heM, .}
. h — i1l
iel
1
1€L,
1

es fidcil comprobar que en efecto

s ¢ ¥ sf\c, = ¢. c.q.d.
- 1 2
2.3. Lema.
Sea G, abierto semialgebraico de R® de la forma

G, = {x e R" | g, (x)>0,....,8 () >0}
1 r

para ciertos polinomios gqsve-28p,: Sea

72, = {x € G, | g(x) = 0} ~
para un cierto polinomio g. Entonces para cada abierto foRn
semialgebraico, tal que G 2_20, se tiene que existe

st = U '{xeeo\fi.(x)>o, jedl,

iel! ' ] -

con {fij}’ i e1', 3 €4J', conjunto finito de polinomios, ve
rificando G 258" 2 Z,.

Demostracidn.

Se trata de una versidn semialgebraica no acotada de un
lema de Lojasiewicz [3]. sSea c(6) el complementario de G
en R" y consideremos a los efectos de aplicar el lema 2.2.
los conjuntos C(G) M G, ¥ Zo: Son dos subconjuntos de Gg,

semialgebraicos cerrados ¥y disjuntos. Existird por tanto in cier

to

e i C e -
T = B K



s = Wixeo,|g,.(x) >0 ied}
. 17 -—
iel

tal que

s Dc(e) NG, y S NZ, = ¢

Sea gt = c(8)M G,. Entonces S' es de la forma pedida en es

te lema y ademis
G, C(8) € 6 C(Go) s

luego

G,NC(8) €6 y  GencC(s) ® Z,. c.q.d.

2.4, Proposicidn.

.

Sea S un conjunto semialgebraico abilerto (respectivamen
te, cerrado) en D. Entonces existen polinomios ‘{fij} , ieT1I,

i € J, en ntmero finito tales que .

s = \,) {x e D] f,.(x)>0, 3¢ J1}
iel +d

(respectivamente S = L,) {x ¢ D| fij(x) >0, J€ J1)
iel

Demostracidn.

Supongamos que S €S abierto, definido por ciertos poli-
nomios

g = LJ}'{X e D | t,.(x)>0, h..(x) =0 5 e H}
ieL +) ]

Tenemos, para cada i € L, utilizando la notacidn del lema ante

rior,

]
1

o = {x e n| tij(x)> 0o, i e H} y  Zo =

i

"{x € Gy | 2 hij(x) = 0} , @ = §. Entonces G D Z,.
J



Asi existen polinomios m " tales que
E]

soH, = U {xee, |n (x)>0, qeaq}2az,
- 1 pGP P?q -

Luego S = L,) Hi’ de donde se sigue la proposicidn.
iel
La correspondiente demostracidn para S cerrado se obtie

ne pasando al complementario. c.q.d.

§3.

3.1. Definicidn.

e} . , . .
Sea V O R un conjunto semialgebraico. Diremos que

p eV es regular de dimensidén d si existen fl""’f po

n-d
linomios con diferenciales independientes en p tales que el ger

men de V en p, V_, tiene como ecuaciones locales

3.2, Nota.
De. acuerdo con esta definicidn todos los puntos de la cur

va plana de ecuacidn global

x?% 4 y2 - x% =0
son regulares;, el origen es regular de dimensibn 0, pues x = 0,
y = 0 son ecuaciones locales de dicha curva en el origens; los

restantes puntos son regulares de dimensidn uno pues en ellos
x° + y2 - x° =0 es una ecuacidn local. . R

Asimismo, de acuerdo con esta definicidn, los puntos de
la superficie-

x2 - zy2 = 0

en el eje 2z negativo (menos el origen) son regulares de dimen
L4 . N " .
sidn uno, pues su ecuaciones locales son % = 0, y = 0. ©Sin em
. R U
bargo el origen en la curva plana

y3 + 2x2y - x* =0



no es regular, aunque si existe una funcidén analitica £, con di
ferencial no nula en dicho punto, tal que f =0 es una ecua-
cidn local de dicha curva. Dicha funcidn analitica puede tomarse
algebraica sobre el anillo de polinomios; es decir, podemos tomar

f como funcidn de Nash definida en un entorno del origen.

gi sustituimos en la definicidn 3.1. los polinomios por fun
ciones de Nash definidas en un entorno del punto a considerar ob-
tenemos la definicidn de punto regular en el sentido de Nash, o
brevemente, N-regular. Dado un conjunto V semialgebraico,Loja
siewicz (£3], §21-n°13, prop. 2) prueba la densidad y semialge
bricidad de los puntos N-regulares de V, identificando V con
el correspondiente subconjunto del espacio proyectivo y tratando

este como variedad de Nash.

3.3. Proposicidn.

Sea V 2 Rr" un conjunto semialgebraico. Entonces el con-
junto de puntos regulares de V en denso (con la topologia usual

de Rn) en V.

Demostracidn.

Sea Nd el conjunto de los puntos N-regulares de V de
dimensién d. Probaremos que si p € Ny, en cada entorno de p
en V existen puntos regulares de dimensidén d, con lo que -te
niendo en cuenta las consideraciones precedentes- obtenemos la

proposicidn. Tomemos un entorno Up de p tal que

v, v = {f, = 0,....,f 4 = 0}
con fl""’fn—d funciones de Nash definidas en Up y con dife
renciales independientes en p. Entonces UP/\ V es un conjun-
to semialgebraico cerrado en UP, y prealgebraico por tanto
(§2. def. 2-1). Para estos conjuntos es fdcil probar la densidad
de los puntos regulares de dimensidn d (c.f. [HJ). c.qg.d.

3.4, Proposcidn.

Sea V un conjunto semialgebraico de dimensidén d. Enton
ces el minimo conjunto algebraico que lo contiene es de dimensidn
d.



Demostracidn.

Sea V el cierre topoldgico de V; se trata de un conjun
to semialgebraico cerrado y de dimensidn d. Por otra parte coin
ciden los minimos conjuntos algebraicos que contienen a V y a

V, respectivamente. La proposicidn se reduce al caso prealgebrai

co en el que ya ha sido demostrada [{]. c.q.d.
Dado un conjunto semialgebraico V 2 Rn, consideremos la
familia de ideales asociados a V, '{I(VP)}Peﬂgl donde para

p € RP, definimos el ideal del anillo de polinomios I(VP) 2

o} Ei[xi.... Xn] = ﬂ{fil como en §1.
Se' verifica

3.5. Proposicidn.

Dado V semialgebraico, y su cierre V, coinciden las fa

milias de ideales asociados.
AT TS T R 4

Demostracidn.

Sea p € Rﬁ, Up un entorno de 'p y f un polinomio
nulo sobre Vf\Up; asi f se anula sobre el cierre de V(\Up
y por tanto sobre VY\UP .(Bourbaki, Gen Top. Ch, I, §1.6 Prop. 5).
Asi f e I(Vp) implica f e I(Vb). El reciproco es trivial.

- c.q.d.

3.6, Proposicidn.

Sea vV € R conjunto semialgebraico. Entonces la fami-

lia de ideales asociados es finita.

Demostracidn.

Por induccidn en la dimensidn de V, siendo trivial el ca
so dim V = 0, Supongamos cierta la proposicidn para dimensidn
d-1 y sea V de dimensidén d. Sea Regd \ el conjunto de pun

tos regulares de V de dimensidn d, vy Regd V su cierre topo



ldgico. Este @ltimo conjunto es semialgebraico -en efecto, se tra
ta de la clausura de los puntos N-regulares de dimensidn d de
V, que forma un conjunto semialgebraico [BJ. Veamos que la fami

lia de ideales

{I(Vp)}Pg W

es finita.

Congideremos el conjunte 8 = V - (Regd'Vriv), semialge
braico abierto en V, de dimensidn estrictamente menor que d.
Si p & Regd V, los germenes VP v SP coinciden. Asi, por hi

pbdtesis de induccidn la familia

{I(Sp)}pemn

es finita y a fortiori, 7{I(Vp)} lo serd también.

pé Reg, V
Sea pues, ©p € Regd V; vy sea Vé el minimo germen de conjunto

algebraico que contiene a Vp‘ Observemos que si denotamos por

V' al conjunto algebraico de los ceros de I(Vp) sSu germen en
p coincide con Vé (consistencia de la notacidn) y ademés se
verifican

i) I(Vl')) = I(Vp)

ii) Existe un entorno de p que denotamos -Up donde
v 2 v y es el minimo conjunto algebraico que contiene a V en

ese entorno.

iii) dim V' = 4.
En general V' no tiene por que contener a V. Sea pues
V" el minimo conjunto algebraico que contiene a V. Entonces

y" 2 V', y puesto que ambos conjuntos son de dimensidén d (3.4),

las componentes irreducibles Vi,...,V% de V! de dimensidn d



coincidiran con ciertas componentes de V". Sea wi,....,w'
las componentes irreducibles de V' de dimensidn menor que d.
Para cada i 1...8 formemos el conjunto

=vﬂwin{ﬂ C(wj&)Jﬂ[m ﬁ(v;l)] ,

j#i i=1..t
i=1...s

de los puntos de VM wi que no estan en ninguna otra componen
te de V', Se trata de un conjunto semialgebraico de dimensidn
dim w£-<d. Restringamos dicho conjunto, con el mismo nombre, =zl
entorno UP de” la condicidén 4ii) de arriba. En &1 &i es

abierto en V, pues en Up,

By =val N <] ALY € vl asi, si
g j , i
j#d i=1..t
ij=1..s
p' € w! en dicho entorno, I[(QE)P'] = I(VP,) y como
dim &i es menor que d, dicho ideal coincidird con alguno de la

familia finita '{I(VP)} . Dado que dim B} = dim w}

p £ Regd.V
tomando p' € &i donde

dim(&i)p, = dim w!l, el ideal correspondiente tendrd dimen

sidn dim wi; luego I(wé) coincide con alglin ideal asocia

do a la citada familia. c.q.d.

3.7. Proposicidn.

Sea V un conjunto semialgebraico de Rn y sean I

R
""Im los distintos ideales asociados a V. Para cada i = 1..
oMy sea

\7i =" {p ¢ R" [I(VP) = 1.}
Entonces ' es semialgebraico.

i



Demostracidn.

Por induccidn en dim V., Si esta es cero resulta trivial

mente. Sea ahora dim V

it
[a¥)

vy Vl,...,V los conjuntos al '

m’

gebraicos de ideales Il""’I respectivamente. Supongamos que

dim Vi = d sii i=41...r < m.

Para i >r, los conjuntos Vi resultan ser semialgebraicos por
hipdtesis de induccidn, pues pueden construirse a partir del con-

junto semialgebraico

S = V - (Regd Ve v)

cuya dimensidn es estrictamente menor que dim V,

Ordenemos Vi""’vr respecto a la inclusidn, y sea, di
gamos, V1 maximal en dicho orden. Supongamos que Wyseeesly
.son, sus .componentes irreducibles de dimensiones di,...,dl res -
pectivamente. Demostraremos que 61 = /\ Regd (wif\V) N

‘ i=;...l i

N ﬁzgg“v ¥ por tanto es semialgebraico.

Sea p € Rr", 'tal que I(Vp) = I3 es decir p € 61.
Sea Up un entorno abierto de p donde V1 2V y V1 sea el

minimo conjunto algebraico que contiene-a V en dicho entorno. Co

de

mo dichas propiedades se mantienen en todo subentorno de Up’ e

duciremos que Vi = 1,...1, p € Regd V(Wwi.
: i

Reciprocamente, sea p € f\ Reg, (wi/\V)lW Reg, V. Con
i=d.1 i

sideremos el minimo conjunto algebraico que contiene al germen de

u&~n v en p. Tal conjunto debe ser de dimensidn di y conte
nido en w.3 por ser éste irreducible concluimos que coincide
con  W..

i

§i f es un polinomio nulo sobre V f se anula sobre

pb



el germen de ws N v, luego sobre W, para cada i=1...1.

Asi f se anula, sobre V y por tanto I(Vp) €_I(V1). Por la

19
maximalidad de V, deducimos que I(VP) = I(Vi), es decir,

Consideremos v - Vi' Es un conjunto semialgebraico con

tenido en V vy abierto en &1, cuyos ideales asociados coinciden

con los de V excepto I Podemos, pues, aplicar a estos el ra

1 L]
zonamiento anterior, obteniendo la proposicidén por un argumento des

cendente. " ec.q.d.

3.8, Definicidn.

Sea V un conjunto algebraico real; p un punto de V.

Diremos que p es multiple (de multiplicidad wu) si el anillo

local
R [z_{]p/
I(V_IR(x '
| DR[E] .
tiene multiplicidad Q. En particular, si dicho anillo es regu
lar obtenemos una definicidén equivalente a 3.14. (c.f. [4]).

3.9. Proposicidn.

‘Sea V un conjunto algebraico real, ¥ un entero mayor
o igual que uno. Sea v el conjunto de puntos de V de multi
plicidad mayor o igual que 'Q. Entonces VU es semialgebraico.
Demostracidn.

Sean Ii""Im los ideales asdciados a V, Vl,...,Vm
los conjuntos algebraicos por ellos definidos y §1°""§m los

conjuntos semialgebraicos asociados, con la notacidn de la proposi

VE, los puntos de V

¢idn 3.7. Designemos por Vg,..., ,V

13" -



de multiplicidad (en el sentido clésico de ecuaciones globales)
mayor o igual que v,

Demostraremos que

VU = kw) [Gi F\Vgl. Esto es suficiente para nuestra
i=1...m

proposicidn puesto que es sabido (c.f. por ejemplo LS]) que- pa

ra cada 1 = 1...m, V? es un conjunto algebraico.

Sea p € Vuh FEntonces, por definicidn

U = mult. R[ﬁ]p

I(V_IR|x

o R[]

Pero existe cierto 1 <ip<m tal que I(VP) = I(V, ). Asi

LT o]

P € V?O(\ Vio. Reciprocamente sea p € Viozﬂ Vgo, 1 < i, < m.

Entonces I(VP) = I(Vi ), Yy p = mult R[§Jp
[o]
I(v, JR[x
1o ["JP

3.10. Proposicidn.

Sea V semialgebraico. Entonces el conjunto de los puntos

regulares de dimensién d, con 0 < d < dim V/ es semialgebraico.

Demostracidn.

~ ~

1...Vm,Vi,...V . los

Con la notacidn anterior, sean v o

conjuntos algebraicos y semialgebraicos respectivamente, asociados
a V. Fijado 0 <d < dim V. Sean Vi...Vr aquellos conjun-
tos algebraicos de dimensidén d, ¥y denotemos por Rvi”"’er

los subconjuntos de cada uno de ellos de puntos regulares de di-

mensidn d. Demostraremos que
[+

/’-""\

Reg, V = U (R vi(\(\"/iﬂ 7)),
o i=l..r
(‘\ - .
donde Viﬂ v denota el interior de Vi(W \ en la topologia

inducida en V., (pues V., € V,).
i i="i



Sea p € V regular de dimensidn d. Entonces existe un en
torno UP tal que UP/\ v es un conjunto algebraico regular de

dimensidén d, vy por tanto coincide con el minimo conjunto algebrai

co que contiene a V_. Asi p &€ RV,, para cierto itl...r,
_ P . 1 . S
y puesto que la regularidad es una propiedad abierta p e Vif\ V.

Reciprocamente sea p &RV, f\(Vi NV, para cierto
i:1...r. Por ser p € Vi’ localmente en P, Vi 2 V. Pero asi
mismo por hipdtesis, localmente Vi E.Vi Nnveyv. Deducimos que

los germenes de Vi y V en p coinciden. Dado que p € R Vi’

resulta ser un punto regular de dimensién d de V.

©

= ~

Claramente Viﬂ \ es un conjunto semialgebraico; en efec
to, se trata del conjunto Vv, - (Vi - (Vi(\V)), donde el cievrre
se entiende efectuado en la topologia de R®. Démostremos por GL
timo que R V. es un conjunto semialgebraico. Sean Vi,...,V?

. LI ) h+1 S
las componentes de Vi de dimensidn d, Yy sean Vi ""’Vi
. . ' |

las de dimensidn menor que d. Llamemos R Vi”"’R V? a los con

juntos de puntos regulares de dimensidn de las componentes respec
tivas. Estos conjuntos son semialgebraicos -pues coinciden con los
conjuntos de puntos regulares en sentido clédsico (c.f. [u]). Vea

mos entonces que

R V. = U (R V3N &)
i . i i
j=1...h :

3

donde ﬁi es el conjunto

Bl = fp e vy | TV ) = 1Y)

que es semialgebraico (3.7). Sea p € R Vi; entonces

_ i SN
TC(v) ) 2 1(v,) = jQ“S 1(v]), y por ser I((¥))) e

dimensidn d, coincidird este ideal con algln I(Vg) con

Sy e
E




1 < j < h. Asi localmente Vi‘ coincide con Vg y por tanto

P € R Vi, Reciprocamente, si p € &1, coinciden en dicho pun
to los germeﬁes de Vi y Vg; siendo p ademds regular en Vg,
resultara regular en Vi' c.q.d.

3.11. COROLARIO.

Sea V semialgebraico. El conjunto de los puntos regula-
‘res de dimensidn d en sentido nashico'y no en el sentido alge-
braico forma un conjunto semialgebraico de dimensidn estrictamen

te menor que d.

Demostracidn.

Sean RN vV, RV los puntos regulares de V de dimensidn

d -en sentido de Nash y algebraico (8.1) respectivamente. Puesto

gque son conjuntos semialgebraicos RN VvV - RV serd semialgebrai
co. Si su dimensidn fuera d, a fortiori, RV -RYV seria de di
mensidén d, lo cual es absurdo. c.q.d.

3.12, Definicidn.

Sea V.f r" un conjunto algebraico, p un punto de V.

Diremos que p es coherente si existe un entorno de p, UP, tal

que para cada p' 6 Upﬂ v, si designamos por
J(VP) = I(VP) R[Elp’ entonces
(3> N R[x]) Rlilp, = 3V,

3.13. Proposicidn.

Sea V un conjunto algebraico real. Entonces el conjunto

de sus puntos coherentes es semialgebraico.



Demostracidn.

Sean Vl,...,V los conjuntos algebraicos asociados ¥y

m

~

Vi""’vm los conjuntos semialgebraicos correspondientes. Para

cada i : 1...m, designemos por

§,={pev|awy =107 R[x] ¥

Sea T el conjuntd de puntos coherentes de V. Entonces

° 2

. 2 2 N
T = \J Vi; donde Vi designa el interior de V, en V.

En efecto; sea p € T. Por definicidn, si I(VP) = I(Vj) para
cierto 1 < J < m, existe un entornmo de Pp en Vv, . tal que para
cada p' en dicho entorno I(Vp,) R[E]P, = I(Vj) R[i]p', y

o

por tanto P € Vj.

. Reciprocamente, sea D € Vj; entonces J(Vp) = I(Vj) RLEJP’ y en

un entorno de p en V se tendri, J(VP,) = I(Vj) R[Ejp,'; lue
go p € T. ‘ j

~
Veamos que Vi es semialgebraico, 1 < i < m., Sean

Vm}, formada por los conjun

{Vj}jGJ’ la subfamilia de {Vl""’

tos algebraicos que son unidn de componentes irreducibles de V..

i
. -
Y para cada i € J, sean wj""’wjj’ los componentes irredu-
cibles de V, que 1O estan en Vj'
Demostraremos dque
Sj -
~ ~ ~
vV, =V, V) [ (V. N c(UJ wb)}
jeq h=1 3

Sea p € Qi; consideremos I(Vp); si I(VP) = I(Vi)’ por defi
;3 en otro caso, sea IﬁVp) = I(V,) para
1 <r <m. Como I(VP) R[E]p = I(Vi) R[§]p9 y todas las compo

nentes de I(Vp) pasan por D, deducimos gue estas son un sug‘

conjunto del de las componentes de I(Vi) (y por tanto 1= jedk




concretamente por p no pasan las componentes de I(Vi) ‘que no
~ S .
estan en I(V.). Asi pev. N C(\j/ w?).
J J h=1 J

-~

Reciprocamente, sea p € V,s entonces I(Vp) = I(Vi), lue
. N ~ _ S. h
go pE€V.,., Si peVvV, y pevVv.N C(k} w,) se sigue que
* . J IS

'I(VP) = I(Vj); y por tanto
J(V,) = T(Vy) R[_)_{jp = 1(v;) R[]

puesto que por p no pasan los componentes de Vi que no estan

en V.. c.q.d.

3.14. Sea V un conjunto nédshico (o analitico) en un abierto
SZEEZRH. Recordemos que si p € V, p es coherente en sentido
nashico (respectivamente, analitico) si existe un entorno de p
en V, UP, tal que, si degigpamos N(UP), Np, (respectivamen

te A(Up), AP,) los anillos de funciones de Nash en.\Up, y

los germenes de funciones de Nash en p' (res?ectivamente, anali
ticas), existen fl""’fr € N(U_) tales que inducen en NP;,
Vp' € Up el ideal del germen VP, (respectivamente

‘fi,...,fr e A(Up),. induciendo el ideal correspondiente en AP,).

Si V es nashico, se demuestra [6] que la coherencia de un pun
to de V en sentido de Nash es equivalente a la coherencia en sen
tido analitico. Para V analitico,Galbiati [7] ha demostrado
que el conjunto de puntos de no coherencia es semianalitico y que
su dimensidn es menor que diﬁ V-2. (Fensch [8]). Dicho conjunto,
en general no es analitico (c.f. [9]).'

Observemos en cambio que la coherencia algebraica (en el
sentido de nuestra definicidn 3.12) no implica la coherencia analil

tica, como se pone de manifiesto en el siguiente



3.15. Ejemplo. |Cartan [10]]

Sea v = {(x,y,z) ¢ R® | z(x+y) (x2+y2) = x*}; Vv es al
gebraico irreducible, de dimensidn dos. Todos los puntos en un en

torno del origen son regulares de dimensidn dos salvo el propio

origen. Asi, para p' en dicho entorno I(Vp,) serd un ideal de
dimensidn dos que contiene al ideal primo I(Vy,) = (z(x+y).
..(x2 + y2) - x") R[x y ZJ, luego coincide con &1. Asi el ori-

gen es coherente desde el punto de vista algebraico; mientras que,
analiticamente, la coherencia falla en los puntos de la forma

(0,0,z)., =z # O.

3.16. Proposicidn.

Sea Vp germen de un conjuntb algebraico real. Entonces,

si ‘V%-”e%“analiticamente coherente, es algebraicamente coherente.

Demostracidn.

Sea I(Vp)‘E'Rlil primo; por ser Vp coherente y tener
todos sus componentes analiticamente irreducibles de igual dimen-
sidn deducimos que la dimensidén es localmente constante. Razonan-
do como en el ejemplo anterior concluimo®s que Vp es coherente en

sentido algebraico.

Sea I(VP) = py0 ... NPy ideales primos. La coherencia
algebraica de VP se seguird si probamos que V(pl),...,V(pr)
son coherentes algebraicamente en p. Ahora bien, V(pi)’°"’V(Pr)
son en p unidn de componentes irreducibles analiticamente, de
Vp' Asi la coherencia analitica de Vp implica la de sus compo-
nentes, y por tanto la de cada V(pi) n i : 1...r; luego estamos

en el caso irveducible y la proposicidn se sigue del apartado ante

rior. c.q.d.




3.17. COROLARIO. .
Sea V conjunto algebraico real de dimensidén d. El con
junto de puntos no coherentes de V (en sentido algebraico) es

un conjunto semialgebraico de dimensidn menor o igual que d-2.
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