PROBLEMA DEL MES
3 Mayo — 2021

Real Sociedad Soluciones
Matematica Espaiiola

Relacion de problemas de los que ya se ha recibido solucion correcta

Alevin Infantil Cadete Juvenil Janior Sénior
009 v v v v v v
010 v v v v v v
011 v v v v v v
012 v v v v v v

Enfendemos que todas aquellas personas que remiten malerial para esta seccion,
aceptan ser mencionados en el archivo PM del mes, bien como proponentes de los
problemas, bien como resolutores y, ademds en este caso, si asit lo considera el equipo
edifor, que sus soluciones se expongan como muestra del buen proceder a la hora de
abordar dichos problemas. EFn caso contrario, rogamos que lo indiquen expresamente.

31 participantes (26 chicos / 05 chicas) 55 respuestas

1 Cordoba (AR)

Alevin (5°/6° Primaria)
A-~012. Mal uso de la calculadora.

Dori quiere verificar con su calculadora cientifica el resultado de la operacion:
(a+b)/c. Sabe que es 15, pero olvida teclear los paréntesis y obtiene 21 en la
pantalla. Viendo que se ha equivocado, decide invertir a y b y calcula: (b+a)/c
pero, de nuevo, olvida los dichosos paréntesis y obtiene 24. ;Cuales eran los
numeros a, by c?

Solucion

+
b=15,a+k=21yb+g=24 con c#0
c c c

Que equivale a: a+b=15¢c, ac+b=21c y bc +a =24c¢

Sabemos que: a

Y, obviamente, también ¢ # 1.

Restando la primera expresion a las otras dos y despejando: a = 6701 yb= ool
c— c-—
Asi: 15c=a+b = 6c , 9c _ I5¢

= c=2
c-1 ¢c-1 c¢-1

Luego los numeros en cuestion son: a=12, b=18 y c=2

Bien resuelfo por: Joaquin Infante Rodriguez (1° DGME-US), Francisco Rodriguez-Carrefero
Rolddn (C BM. Cordoba), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Ponfevedra), Amparo
Sdez Abarca (IES Jiménez de la Espada. Cartagena), Pablo Morales Martin (2° Primaria. CEIP
Agustin Arguelles. Alcorcon), Ivdn Lépez Mdrquez (6° Primaria. C. Inmaculada. Alicante), Ana
Lozano Miguel (IFS Oleana. Requena), Celso de Frutos de Nicolds (Coslada) y Andrey Rosario
Panina (IES Valle Guerra. Tenerife)



Infantil (1</2° ESO)
I-012. Otro juego del 21.

¢Cudles son las dos ultimas cifras de este enorme numero: 20212217

Solucion

Con una simple calculadora te resultara facil de constatar que las dos ultimas cifras
de las potencias sucesivas de 2021 forman un ciclo de longitud cinco:

21 - 41 - 61 - 81 - 01

IZOZI

Por tanto, el enorme numero 202 terminara también en 21.

PBien resuelfo por: Joaquin Infante Rodriguez (1° DGME-US), Francisco Rodriguez-Carretfero
Rolddn (C BM. Cordoba), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra), Alejandro
Allepuz Pedrefio (IES Jiménez de la Espada. Cartagena), Amparo Sdez Abarca (IES Jiménez de la
Espada. Cartagena), Ana Lozano Miguel (IES Oleana. Requena), Aimara Lopez Lopez (IES Ramon
Areces. Grado), Celso de Frufos de Nicolds (Coslada), Andrey Rosario Panina (IES Valle Guerra.
Tenerife) y Diego Alonso Dominguez (IES Vaguada de la Palma. Salamanca)

Cadete (3°/4° ESO)
C-012. Sorprendente identidad.

Demuestra que, sorprendentemente, estos dos numeros reales son idénticos:

1
A ey o SRS B

1+
1+ 1
1+...
Solucion
o= 1o Tien =it — a?=1ve
b=l+— 1 =1+ — P2=1+p
1 b
1+
1+ 1
1+...

—t
I+
Y

2 -

Ambos numeros son solucion de la misma ecuacion: x“ =x+1 — x=

1+

Sl

En nuestro caso, sélo: x = =@, el numero de oro.

Luego, si, ambos numeros son iguales: a =b =¢

Bien resuelfo por: Joaquin Infanfe Rodriguez (1° DGME-US), Francisco Rodriguez-Carrefero
Rolddn (C BM. Cordoba)), Lucia Herrdiz Cano (C. Los Sauces. Torrelodones), Alex Pérez (IES
Verdaguer. PBarcelona), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra), Gemma
Sanchis Herrera (La Salle. Paterna), Celso de Frutos de Nicolds (Coslada), Francisco J. Babarro
Rodriguez (Ourense), Diego Gonzdlez Lozano (IES Gredos. Piedrahita) y Diego Alonso Dominguez
(IES Vaguada de la Palma. Salamanca)

Juvenil (1°/2° Bachillerato)
Jv-012. Cuestion de trenes.

Desde dos ciudades A y B salen trenes simultdneamente con la misma velocidad y
cadencia, los que salen de A se dirigen a B y los que salen de B van hacia A. Un
peaton camina por la via a 5 Km/h desde A hacia B. Cada 20 minutos le rebasa un
tren por la espalda y cada 15 minutos se cruza con un tren de cara. ;Cudl es la
frecuencia de los trenes?

Solucion:
Hagamos un diagrama espacio-tiempo con el tiempo en el eje X y el espacio en Y.
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La incognita del problema es AP y conocemos las proyecciones de AQ y AR sobre el
eje OX. Ademas sabemos que las pendientes de ambos trenes son opuestas.

Junior
Dibujando el triangulo APR mds grande y R Jn-012. Tercer grado.
poniendo: a =[QAP, B =[RPR'=QPQ' Q Si p(x) es un polinomio de tercer grado y a, b, ¢, d son numeros reales con
1 1 d >a cumpliendo que p(a) =p(b) =p(c) =p'(b) =p'"(c) =0y p(d) >0, jexistira
AQ‘=Z,AR':§,AP=X, " b algun ntimero real x tal que (x—a) [p(x)+1=07
a B\/B Solucion:
'=ayRR'=D A 0 > -
N Y QP R La respuesta es negativa.
5 5 [En primer lugar veremos que a=b =c¢
Sabemos que tan @ =5, lucgo a = 4 yb= 3" Es obvio que los tres no pueden ser distintos ya que el Teorema de Rolle aseguraria
1 1 dos raices intermedias para p'(x) distintas de b, lo que es imposible porque
Ademds Q'P=AP —AQ'=x _Z y PR'=AR'-AP = 3 -X. p'(x) tiene grado 2.
Finalmente por semejanza de los tridngulos QQ’P y RR’P se tiene: - 8i b =c, obtenemos p(b) =p'(b) =p"(b) =0 - laraiz b es triple para p(x)
a b 5/4 5/3 2 - Si b #c, entonces las raices de p(x) son b, b, ¢ 6 b, ¢, ¢c. Supongamos, sin
= — = — x=—h[17m 8.6s perdida de generalidad que b <c¢. Entonces, por el Teorema de Rolle:
QP PR x-1/4 1/3-x - 7 — : ’ :
Raices
p(x) b doble <c byc

Bien resuelfo por: Francisco Rodriguez-Carretero Rolddn (C BM. Cordoba)), Enrique Farré Rey \ .

(IES Frei Martin Sarmienfo. Pontevedra), Hygo Lladrd Prafs (IES Francisco Figueras Pacheco. p'(x) b simple <& byg
Alicante), Diego Gonzdlez Lozano (IES Gredos. FPiedrahita) y Juan Paplo Gonzédlez Garcia (Madrid) x)

pn X u u

Se recibio también una solucion incorrecta.
& entre bycy, también, pentre by & - H<c
[Ahora veremos que es imposible encontrar x 0[] tal que (x —a) [P(x)+1=0
Comoa=b=c - pEx)=ax-a)’
Y p(d)=('x(d—a.)3 >0 - a>0puesd>a

Luego (x—a,)lff_)(x)+1:(x(x—a.)4 +1cona>0
Asique (x—a)lp(x)+120 Ox0O0O

Ademads de la del proponente, se recibieron soluciones correctas de: Jordi Agusti Abella (CFA. La
Seu de Urgell), Enrique Farré Rey (IFS Frei Martin Sarmiento. Fontfevedra), Alejandro Allepuz
Pedrerio (IES Jiménez de la Espada. Carlagena), Anfonio Roberfo Martinez Ferndndez (IES Ruiz de
Alda. S. Javier), Mario Gonzdlez Sdnchez (UVA), Alvaro Salén Herndndez (IES Uno. Requena) y
Diego Gonzdlez Lozano (IES Gredos. Piedrahita)



Sénior
S-012. Cuestion de raices.

Siendo a,b,c00 las raices de x* +kx +k =0, halla en funcion del coeficiente k
la ecuacidn que tiene por raices a+bc, b+ac y c+ab

Sia+tbc= %1 determina las raices de la ecuaciéon x> +kx +k =0

Solucion

Recordemos las relaciones de Cardano-Vieta de una ecuacion cubica con raices
a,b,c] y algunas relaciones entre sus coeficientes:

x%-$x+Dx-P=0con S=a+b+c,D=ab+bc+ca y P =abc

Y, también, llamando, S; =S=a+b+c, Sz=az+]oz+c2 5 Ss=as+b3+cs y

T =a?b? + b2%c? +c%a? tenemos:

-~ elevando la suma al cuadrado:
(a+b+c)? =a® +b+c® +2(ab +bc +ca), esto es: $* =S, +2D
~ elevando la suma al cubo:
(a+b+c)® =a’+b® +c® +3(@a’*p +a’c+b*a+b%c+c’a+c?b) +6abe =
=a®+b® +c® +3(a+Db)(b+c)(c+a) =

=a%+p® +c® +3(a+b+c)(ab + be +ca) — 3abe
esto es:§° =83 +3SD - 3P

O bien:
S8, =(a+b+c)(a® +b* +c?) =
=a®+p° +c® +a’b+a’c+b*a+bic+c’a+c’b=
=83 +ab(a+b)+bc(b+c)+cal(c+a)=
=83 +ab(S—c) +bc(S—a)+ca(S—b) =
=S5 +SD - 3P
estoes: S5 =S(S, —D) +3P

~ elevando la suma de dobles productos al cuadrado:

(ab +bc +ca)? =a?b? + b%c? +c%a? +2abc(a+b+c) — D? =T+2PS

En nuestro caso, en la ecuacion del enunciado x® +kx +k =0, tenemos, en primer
lugar, §=0, D=k, P =-k y,en segundo, S, =-2k, S5 =-3k y T =k?*

Y se nos pide la ecuacion cubica con raices ry =a+bc,r, =b+ac y r3 =c+ab
que tendra la forma x* —$'x% +D'x —P'= 0 con:
S'=r  try+r; =(a+bc) +(b+ca)+(c+ab)=S+D=0+k=k = §=k
D'=11, + 1,15 + 131, =(a +be)(b+ca) + (b +ca)(c+ab) +(c+ab)(a+bc) =
=(ab +a%c+b%c+bc?a) + (bc + ab® +ac® + a%bc) + (ac + abc? + a’b + ab%c) =
=(ab+bc+ca)+a®(b+c)+b*(c+a)+c?(a+b)+abc(a+b+c) =
=(ab+bc+ca)—a®-p*-c®+abc(a+b+c)=
=D-S; +PS=k+3k+0=4k = D'=4k
P'=rr,r; =(a+bc)(b+ca)(c+ab) =
=abc +a’b® +a%c® +a’bc + b%c? +ab®c +abc’ +a’b%c? =
=abc +(a’b® + b%c? +c%a’?) +abc(a® + b% +c?) +a’bic? =
=P+T+PS, +P% = -k +k% +2k? +k% =4k% -k

Luego: x*-sx2+D'x-P'=0 x% —kx? +4kx - (4k?-k)=0

Segunda parte:

. . . 1
a,b,c00 son raices a determinar de x® +kx +k =0 y, ademas,a + bc = 27

Recordemos que S=a+b+c=0,D=ab+bc+ca=k y P=abc =k

Multiplicando por a tenemos: a” + abc = %a — a? —%a =k

Porotrolado:k:ab+bc+ca:a(b+c)+%1—a:—az—a+ZZI
Igualando: atz—ﬂat:k=—atz—at+E — Zatz—ﬂaz2
4 4 4 4
. 17 21 ( 17)2_21 (17)2_(31JZ
a“-"—a=— — a—— =— 4 — = — —
8 8 16 8 16 16
_17+31_(3
a_ =
16 -7/8
Casoa=3 — bc:gyk:—ztbCZ_i27
E— 4 4
¥ +kx+k=0 — xs—%x—%zo — 4x%-27x-27=0

(X_S)(2X+3)2 =0 — a:37bzcz—3/z



64
X Hketk=0 — xP+o8 385 64x®+343x+343=0
64 64
Bx+7)(8x%-7Tx+49)=0 — a:_7/8,p6r0b=c=li7\/ﬁ[ino

16 16

serian reales.

Verifiquemos en este caso, el resultado de la primera parte:

1
rI=a+bc=%,rz=b+ac=—6yr3=c+ab=—6

-27 _

S':r1+r2+r3:%1—6—6= k v

D'=r1r2+r2r5+r5r1=%+36—1%TGZ—27:41< v

2
P'=111,15 = %I [{-6) [{-6) =189 = 4k® -k = 4(?) - (57) v

Que son soluciones de la ecuacion: x® —kx?% + 4kx — (4k% -k) =0

x> +27‘7xZ -27x-189=0 — 4x°*+27x%-108x-756=0

4x-20)(x+68)? =0

Ademads de la del proponente, se recibieron soluciones correctas de: Andrés M. Gonzédlez Gallego
(IES Francisco de Quevedo. Villanueva de los Infantes), Jordi Agusti Abella (CFA. La Seu de
Urgell), Miguel Angel Ingelmo Benito (IES José Saramago. Arganda del Rey), Nacho Bono (FaMAF-
UNC. Cordoba-Argentina), Manuel Amoros Juan (IES Navarro Santafé. Villena), Enrique Farré Rey
(IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra), Alejandro Allepuz Pedrefio (IES Jiménez de la Espada.
Cartagena), Juan Navarro Loidi (San Sebastian), Manuel Espariol Salvador (Barcelona), Clemente
Sacristdn Moreno (Guadalajara), Antonio Roberfo Martinez Ferndndez (IES Ruiz de Alda. S.
Javier) y Albertfo Castafio Dominguez (US)

Se recibio también una solucion incompleta.



