PROBLEMA DEL MES
Febrero — 2022

Soluciones

25
Real Sociedad
Matematica Espaiiola

Relacion de problemas de los que ya se ha recibido solucion correcta

Alevin Infantil Cadete Juvenil Janior Sénior
019 v v v v v v
020 v v v v v v

Entendemos que fodas aquellas personas que remifen material para esta seccion,
aceptan ser mencionados en el archivo PM del mes, bien como proponentes de los
problemas, bien como resolutores y, ademds en este caso, si asit lo considera el equipo
edifor, que sus soluciones se expongan como muestra del buen proceder a la hora de
abordar dichos problemas. En caso contrario, rogamos que lo indiquen expresamente.

43 respuestas de 23 participantes (19 chicos / 4 chicas)

Alevin (5°/6° Primaria)
A-020. Armando armarios.

Un operario se compromete a montar un armario en dos dias; un segundo operario
en tres dias, y un tercero en cinco dias. La empresa insta a los tres operarios para
que trabajen juntos a la vez. ;Cudntos armarios montardn si trabajan juntos
durante un mes, esto es, en treinta dias laborables?

Solucion
Si se reunen todos los dias y cada uno trabaja por su cuenta:

En treinta dias, el primer operario puede montar 15 armarios;, el segundo, 10,y
el tercero, 6. En total, pues, 31 armarios.

Y, lo mismo, si se reunen y van armando los armarios de uno en uno:
Cada dia, el primer operario puede montar 1/2=3/6=15/30 armario, el
segundo 1/3=2/6=10/30 de armario, y el tercero 1/5=6/30 de armario
(5/30 =1/6 para completar un armario con lo hecho por sus compaferos, y
1/30 mas de otro armario).

Parece que, asi, conviene que entre los tres completen un armario al dia y ese otro
armario lo vaya haciendo, treintavo en freintavo al dia, el tercer operario

En total, 31/30 de armario por dia. Luego, en treinta dias, 31 armarios.

Ademas de la solucion del proponente, el protesor F. Damidn Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba),
se recibieron soluciones correctas de: Pau Gregori Bataller (IFS Ausias March, Gandia), Juan Luis
Rbdenas Pedregosa (IES La Mola. Novelda), Celso de Frufos de Nicolds (Coslada) y Elisa Estévez
Molina (CI M* Montesori. Mdlaga) que tiene tan solo 6 anos.

Infantil (1°/2° ESO)
1-020. Multiplo de 23.

Determina el unico numero n :@ multiplo de 23 cuyas tres cifras verifican la
relacion x[y[z+x [y +x =24 . Constata que, efectivamente, es tnico.

Solucion-1

Los multiplos de 23 con tres cifras son 39, los que van desde el 115 =23[5 al
989 = 23143 . Basta ponerlos todos y constatar cual de ellos cumple la condicion:

Muiltiplo 115 | 138 | 161 | 184 | 207 | 230 | 253 | 276 | 299 | 322
xE+x+z:24 | § i) 3 T b 3 @ @ T 0

Multiplo 345 | 368 | 391 | 414 | 437 | 460 | 483 | 506 | 529 | 552
xME+x+2::24 1 i) 1 v i) 1 i) 1 1 1




Multiplo 575 | 598 | 621 | 644 | 667 | 690 | 713 | 736 | 759 | 782
XgEtxG+z24 | ¢ | © | ¢ | ¢ | ¢ | ¢ | © || ® | ©

Muiltiplo 805 | 828 | 851 | 874 | 897 | 920 | 943 | 966 | 989
xyA+xg+z:24 | & | © | ¢ | ¢ | | & | ® | © | ®

Efectivamente, es unico: 414

Solucion-2
xlylz+xly+x=24 - x[(ylz+y+D=24 - xxl(yl(z+D)+1)=24
Tabulando:

‘ x[(ylz+y+1)=24 | | JMultiplos de 237
1 24 - yl(z+1)=23 Nada
2 12 L ylz+D=11 Nada
3 3 N yl(z+D)=7 32 noy 316 no
4 6 o yl(z+1)=5 450noy 414 Si
6 4 - yl(z+1)=3  640noye¥2no
8 3 = yl(z+1)=2 820 noy &L no

El nimero 414 es la tinica solucion.

Nota.- Aqui son pocos casos y la constatacion de si un numero es, o no, miiltiplo de 23 es fécil. No
obstante, si se quiere podemos deducir algunos métodos para saberlo:
N ]
@ n=xyz=100 X% +10y +z=23 yrestando92[x=23[4[x -
_ 0O
8[x+10ly +z= 8Lk +yz =23 que podemos aplicar reiteradamente.

O
Un par de ejemplos: 316 # 23 pues 8[3+16 =40 no es multiplo de 23

m]
414 =23 pues 814 +14 =46 sies muiltiplo de 23
O
()  Multiplicando por 7 la expresion anterior 8k +10F +z=23, se tiene:

m] m]
56 [x+70y+7[&=23  yrestando 46 [k +69 [y = 23 queda este ofro criferio:
_ ]
10[x+y+7lz= xy+70[Z=23 que también podemos reiterar hasta saber si el

resultado es, o no, miuiltiplo de 23.
m]
Un par de ejemplos: 414 =23 pues 41+7014=69 sies multiplo de 23

]
612#23 pues 61+7[2=75 no es miiltiplo de 23

Ademds de Ia solucion del proponente, el profesor F. Damidn Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba),
se recibieron soluciones correctas de: Roberfo Pdez Rios (IES Dunas de Chapas. Marbella), Pau
Gregori Bataller (IES Ausias March, Gandia), Juan Luis Rodenas Pedregosa (IES La Mola. Novelda),
Celso de Frufos de Nicolds (Coslada), Ivdn Lopez Mdrquez (C. Inmaculada. Alicante), Francisco
Javier Baparro Rodriguez (Ourense)

Cadete (3°/4° ESO)
C-~020. Muchas parejas.

JCudntas parejas hay de numeros enteros positivos (x,y) que verificando
13x —11y =22 cumplan ademads que x,y < 20227

Solucion

La expresion 13x —11y =22 es la ecuacion de una recta en forma general. De ella:

~ se deduce facilmente que 13 onces menos 11 onces, son dos onces, esto es 22. O,
lo que es lo mismo, el punto P(11,11) pertenece a esa recta.

~ yse sabe que w=( 3,—11) es su vector perpendicular, o bien, que v=(1 1,13)
es su vector director, informacion que
también se obtiene pasandola a forma
explicita: basta despejar la variable y para
ver que su pendiente es 13/11

Y como 11 y 13 son primos entre si, podemos
asegurar que, a partir del punto P(11, 11),
avanzando/retrocediendo un multiplo de 11
pasos en horizontal y subiendo/bajando un
multiplo de 13 pasos en vertical, es la tnica
manera de obtener otros puntos de la recta con
coordenadas enteras.

Y como sélo nos piden coordenadas enteras positivas:

x| 11 | 22 | 33 | 44 | ... | .. 11[n
y| 11 | 24 | 37 | 50 | ... | ... 13[n-2

Todos en Ia recta como podemos comprobar: 13[(11In)—11[(13[n —2) =22

Y se pide que ambas coordenadas enteras positivas sean menores o iguales a 2022 :

11ln<2022 - dividiendo por 11: n <183 y,alavez,

13In-2<2022 - sumando 2 acadalado: 13[n<2024 - dividiendo por
13: n<155

Luego, son solucion todos los pares de la forma (11[n,13[n—2) con n=1a 155

El primero es P;(11,11) y el iilfimo P;g5(1705,2013)



Ademads de la solucion del proponente, el profesor F. Damidn Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba),
se recibieron soluciones correctas de: Rubén Musoles Roca (Villassar de Mar), Moisés Bernabeu
(Concentaina), Juan Luis Rédenas Pedregosa (IES La Mola. Novelda), Celso de Frufos de Nicolds
(Coslada), Yannis Anfoni Serra Karydis (CE Daos. Plo del Carmen), Cristina Ceaus Carga (IES
Dunas de las Chapas. Marbella) y Anna di Terlizzi Escalada que conto uno menos por despiste

Juvenil (1°/2° Bachillerato)
Jv-020. Igualdad logaritmica.
JPara qué numeros naturales se cumple este larguisimo producto de logaritmos:

log, 3[logs 4(log,51l...... [log,(n +1) =20227

Solucion

log, 3 Uogs 4 Uog 4 5LI....dog,, (n +1) = log3 d084 dOgs U.... dog(n D
log2 log3 log4 logn

_log(n +1)

=log,(n +1) =2022
log 2

= 92022 = 92022

Luego n +1 yn —1 es la unica solucién

Bien resuelfo por: Anfonio Roberfo Martinez Ferndndez (CEA Mar Menor. Torre Pacheco), Adridn
Pardo Rodriguez (IES José Saramago. Arganda del Rey), F. Damidn Aranda PBallesteros (IPEP-
Cordoba), Rubén Musoles Roca (Villassar de Mar), Sotero Romero Moron (The English Center.
Puerto Sta M?), Carlos Ragel Castilla (The English Center. Pucrto Sta M?), Juan Luis Rodenas
Pedregosa (IES La Mola. Novelda), Celso de Frutos de Nicolds (Coslada), Diego Alonso Dominguez
(IES Vaguada de la Palma. Salamanca), Hongbo David Zhang (IES Maestro Matias Bravo. Madrid),
Julidn Sdez Ponce (IES Ddimaso Alonso. Puertollano), Tessy Okevbo (IES Maestro Matias Bravo.
Madrid)

Junior
Jn-020. Serpenteo logaritmico.
Para x[O,+o[, sen qué rango de valores oscila esta sinuosa expresion
logaritmica: (log x)logloglogx _ (log log x)loslogx »
Solucion

Sabemos que el logaritmo y la exponencial son funciones inversas, esto es, que
x =log10* y x =10%8%,

Aplicando esta tiltima igualdad con x =log X, tenemos que log x = 10108108

el primer miembro de la expresion resulta:

Yy, asi,

log log log x
(log X) logloglogx — (1 0 log log x ) =10 (log Iog x) (log log log X)

Y aplicandola con x =loglogx, tenemos que loglogx =1008108losx

segundo miembro de la expresion, que es el que nos exige x >0, resulta:

y, asi, el
(log Iog x)Iog logx _ (Iolog log Iogx)k’g logx — IO(Iog log log x) (log log x)

En definitiva, ambos miembros son iguales y, por tanto, para x[]0,+oco[ la
expresion siempre es nula.

PBien resuelto por: Anfonio Roberfo Martinez Ferndndez (CEA Mar Menor. Torre Pacheco), Sotero
Romero Mordn (The English Center. Puerfo de Santa Maria), F. Damidn Aranda Ballesteros (IPEP-
Cordoba), Carlos Ragel Castilla (BZ- The English Center. Fuerfo Sta M?), Jordi Agusti Abella (CFA.
La Seu de Urgell), Juan Luis Rodenas Pedregosa (IES La Mola. Novelda), Diego Alonso Dominguez
(IES Vaguada de la Palma. Salamanca),

Sénior
$-020. Minimo logaritmico.
Obtén el minimo de esta suma de logaritmos:

1 1 1 1
log,, (xz —4) +log,, (Xs —4) t..tlog, | (xn —4) +logy, (xl —4)

sabiendo que x4 U }i,l[ parak=1,2...n

Solucion

Con base 0 <b <1, sabemos que logy,x es una funcion decreciente.

2
De la 1égica expresion (x - ;) >0, se deduce que x% = x —i

Luego, podemos deducir que:

1 og X
logy, (xkﬂ - j 2 logy, xZ,, =2 logy, Xg+1 =2 M
4 log x;



Con todo:

1 1 1 1
log,, (xz —‘J +log,, (xs —‘J to.tlogy (xn —‘J +logy, (xl —‘J

ZZEEIngz + logxg o+ logx, . logxljzzﬂl

logx; logx, ~  logx,; logx,
éste ultimo paso por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica:

IEEk)gxz_'_ log x5 o 4 logx; J>r\l/logxZ E]ogx3 0. IjlogxI -1

n {logx; logx, logx, ) \logx; logx, logx,,

logx, + logxz o logx,  logx; -
logx; logx, logx,; logx,

Y la igualdad, el minimo 2 [n, se dard con: x; =X, =.. =X, = %:

1 1 1
n[]ogxk(xk—4j:2|3h - Iogxk(xk—4j:2 = xﬁ:xk—z

1\? 1
N (xk_j =0 - xk:E parak =1,2....n

Bien resuelto por: Miguel Angel Ingelmo Benifo (IES José Saramago. Arganda del Rey), F. Damidn
Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba), Juan Luis Rodenas Pedregosa (IES La Mola. Novelda)

Se recibio también una solucion incorrecta.



