FASE LOCAL DE LA XLIV OME
SESIONES PRIMERA Y SEGUNDA
18 DE ENERO DE 2008 (MANANA Y TARDE)

1. Sea P una familia de puntos en el plano tales que por cada cuatro puntos de P pasa
una circunferencia. ¢Se puede afirmar que necesariamente todos los puntos de P estan
en la misma circunferencia? Justifica la respuesta.

SOLUCION:
Sea T = {X,,X,,X;, X, } un subconjunto de P con cuatro elementos. Por hipétesis existe

una circunferencia « que pasa por estos cuatro puntos. Supongamos que exista un
punto x € P, tal que x ¢ «. Por la condicion del enunciado existe una circunferencia

£ que pasa por los puntos X,X,,X;Y X,. Entonces las circunferencias « y £ tienen

tres puntos comunes, lo que implica que deben coincidir.
Por la condicion del enunciado existe una circunferencia £ que pasa por los puntos

X, X,, XY X,. Entonces las circunferencias « y £ tienen tres puntos comunes, lo que
implica que deben coincidir.

2. En un cuadrilatero convexo se trazan las perpendiculares desde cada vértice a la
diagonal que no pasa por él. Demostrar que los cuatro puntos de interseccion de cada
perpendicular con su correspondiente diagonal forman un cuadrilatero semejante al
dado.

SOLUCION:

Vamos a probar que ambos cuadrilateros tienen todos sus angulos iguales.
Por construccion ADA'D’es circunscriptible y de ahi que £ CD"A'=Z ADA" por ser

ambos suplementarios del mismo angulo £ AD"A".

También el cuadrilatero DCC'D” es circunscriptible y ZC'D'C = ZC’'DC por estar
inscritos en el mismo arco. Sumando resulta ~ ADC = ZCD'A’.

Analogamente se prueba para los restantes veértices.



. ., 6-X)6-X
3. Halla las soluciones reales de la ecuacion: x| —— || —— + x| =8.
X+1 )\ x+1

SOLUCION:
Sea t = x+1. Entonces sustituyendo en la ecuacion dada, se tiene

(t—l)(%—lj(%drt—Z]:S, que equivale a (7—t—%+1j(%+t—2j:8. Haciendo

el cambio u :%+t, se obtiene la ecuacion (8—u)(u—2)=8 equivalente a
u’? —10u + 24 = 0, cuyas solucionesson u=4 y u =6.

7 . . . .
De U=T+t=4’ se obtiene t>—4t+7=0 que no tiene soluciones reales y si

7 . .
u :?+t =6, se llega a la ecuacion t®> —6t+7 =0, cuyas dos soluciones son reales:

t, =3+42 y t, =3-+/2. Como x=t-1, la ecuacién inicial tiene las soluciones
reales x; =2-42 y X, =2+4/2.

4. Demuestra que 2222 +5555%% es multiplo de 7.

SOLUCION:
Tenemos las siguientes congruencias médulo 7

2222° =1,2222' =3,2222° =2, 2222° =6, 2222" = 4,2222° =5,2222° =1...
5555° =1, 5555 =4, 55557 = 2,5555° =1,...

Los restos potenciales de 2222 forman un ciclo de longitud 6, los de 5555 otro ciclo de
longitud 3; entonces

5555 = 925x 6+ 5 = 2222°%° = 2222° =5

2222 = 740x 3+ 2 => 5555°%%* =5555% = 2
La demostracion concluye sumando las dos Gltimas congruencias.

5. Dada una circunferencia y dos puntos P y Q en su interior, inscribir un triangulo
rectangulo cuyos catetos pasen por P y Q. ¢Para qué posiciones de P y Q el problema
no tiene solucion?

SOLUCION:



Basta trazar la circunferencia de diametro PQ, las eventuales intersecciones con la
circunferencia inicial de centro O nos proporcionan dos puntos A y B que unidos con P
y Q definen las soluciones.

No existe solucion cuando ambas circunferencias no se cortan es decir cuando

OM +P—2Q<r

siendo r el radio de la circunferencia dada.

6. Sean a,b,c tres nimeros positivos de suma uno. Demuestra que

2 2 2 l
a‘+2ca bb +2ab CC +2bc >

3

a

SOLUCION:

Dado que a+b+c=1 entonces (a+b+c)*=a’+b”>+c?+2(ab+ac+bc)=1.
Ademas, In(a2 1, b? i c’ £ 2ab1+ 2bc1+ 2ca1J =1In3. Aplicando la
a b c b c a

desigualdad de Jensen a la funcion f (x) =Inx que es concava en su dominio (x > 0),

se tiene, In3= In(a2 1+ b2 l+c2 1+ 2ab1+ 2bc1+ 2calj >
a b c b c a

a’ In(ij +b? In(EJ +¢? In(% + 2ca|n[1J + 2ab|n(£j + 2bc In(% =
a b C a b C

1 a%+2ca 1 b2+2ab 1 c2+2bc

GGG
a b C

Teniendo en cuenta que la funcion f(x) =Inx es inyectiva resulta que
a’+2ca b2 +2ab c2+2bc

(ij (E) (Ej <3, 0 equivalentemente, a® 2 b2 g 20 > 1

a b c 3

La igualdad se alcanza cuando a=b=c= %



FASE LOCAL DE LA XLIV OME
SESIONES PRIMERA Y SEGUNDA
18 y 19 DE ENERO DE 2008 (TARDE Y MANANA)

1. Demuestra que no existen enteros a, b, c, d tales que el polinomio
P(x) = ax® +bx* +cx+d (a=0) cumplaque P(4) =1 y P(7)=2.

SOLUCION:
Supongamos que tal polinomio existe.
Por el teorema del resto P(x) =(x—4)Q(x)+1,, siendo Q(x) un polinomio de grado

dos con coeficientes enteros.

Entonces P(7)=2=(7-4)Q(7)+1 = Q(7) :% gue no es entero, en contra de la
hipétesis.

2. En el tridngulo ABC, el &rea Sy el angulo C son conocidos. Hallar el valor de los
lados a 'y b para que el lado ¢ sea lo mas corto posible.

SOLUCION:
Por una parte

c? =a’ +b? —2abcosC = (a—b)’ +2ab(1-cosC) y por otra

S= %absenC =ab= A. Entonces,

senC
4S(1-cosC :
c?=(a-b)’ +¥ sera minimo cuando a=b =, |—=>_ |
senC senC

3. Determina todas las ternas de nameros reales (a,b,c), que satisfacen el sistema de

a® =5b° —4c
ecuaciones siguiente: {b°® =5¢° —4a.
c® =5a°—4b

SOLUCION:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = maximo { a,b,c }

Primer caso: ¢ >b. Entonces a° +4c>c° +4b y b>a. Deeste modo a=b=c.
Segundo caso: b >c. Entonces b° +4a>c®+4by c>a. Portanto a=b=c,
Asi todo se reduce a resolver la ecuacion t°> —5t° +4t =0, donde t=a=b =c.

Claramente t e {0,1,—1, 2,—2} y hay cinco posibles ternas que cumplen el sistema
dado.



4. ;Qué numero es mayor 999! 6 500°% ? Justifica la respuesta.

SOLUCION:

Pongamos A=999!, B =500, tenemos
A_500—499.500—498 500—1.500.500+1 500+498.500+499_
B 500 500 500 500 500 500 500

2l e )
SE X Ty A

Por tanto A < B.

5. Sean D,E,F los puntos de tangencia del circulo inscrito al triangulo ABC con los
lados BC, ACy AB respectivamente. Demuestra que
4'SDEF < SABC

donde S,,, denota el area del triangulo XYZ.

SOLUCION:

Sea | el incentro del triangulo ABC. Tenemos que ID L BC,IE L AC e IF L AB.
Por otro lado, utilizando las notaciones usuales,

S asc :%AB-ACsenAzébcsenA y Sgq :%EI -Fl senEIF =%r2 senEIF.

Como los angulos A y EIFson suplementarios, entonces senA=senEIF vy

S r? , S r? S r?
—EF = Anédlogamente —&2 =— y —FAB —__|
Spc  bC Spc @b Spec  Ca

Sumando estas tres fracciones resulta:
2
Sper _ Ser +Sep +Sep _r (a+b+c)

S ABC S ABC abC

a+b+c r‘(@a+b+c) r

abc 2R’

Como S 5 :r( j y 4RS,;. =abc, se obtiene

Aplicando ahora la desigualdad de Euler R > 2r, se obtiene Soer. - < 1
S;c 2R 4

igualdad se cumple cuando el triangulo ABC es equilatero.

yla



6. Las longitudes de los lados y de las diagonales de un cuadrilatero convexo plano
ABCD son racionales. Si las diagonales AC y BD se cortan en el punto O, demuestra

que la longitud OA es también racional.

SOLUCION:
Sean /ABD=qa, /CBD=yy ZCBA=p.

2 2 2
Por el teorema del coseno en el triangulo A ABC, cosf = AB ;AIBBC BCCA es un

namero racional. Andlogamente cosa Yy cosy son nimeros racionales.

Por otra parte, cos/f =cos(a+y)=C0SaC0Sy—senaseny.Y asi senaseny es un
sena _ senaseny
seny  sen’y

ndmero racional. También es racional sen’y =1—cos® y. Por tanto

es racional.
Aplicando el teorema de los senos a los tridngulos AOAB y A OCB respectivamente se

AB  AO BC  OC
sen/BOA sena sen/BOC  seny’
OA AB sena
OC  BC seny

tiene que Se deduce que

=r, €S un numero racional. Entonces AC =0A+0OC = (1+r)OA

Por tanto OA= £ es racional.
1+r



FASE LOCAL DE LA XLIV OME
SESIONES PRIMERA Y SEGUNDA
19 DE ENERO DE 2008 (MANANA Y TARDE)

1. Sea m un entero positivo. Demuestra que no existen numeros primos de la forma
2°" 42 4+1.

SOLUCION:

Sumando y restando 2™ resulta,
2°" 2™ +1=2" 4 2™ +1-2°M 4+ 22M = 22M (2% — 1)+ 27" + 2" + 1.
Teniendo en cuenta que 2°" —1= (2™ —1)(2°™ + 2™ +1), resulta que,

2" 2™ 41 =(2%" —2°™ +1)(2°™ + 2™ +1), que es compuesto porque cada uno de los
dos factores es un entero positivo mayor que 1

2. Un cuadrilatero convexo tiene la propiedad que cada una de sus dos diagonales
biseca su area. Demuestra que este cuadrilatero es un paralelogramo.

SOLUCION:

Sea ABCD el cuadrilatero dado. Es sabido que al trazar paralelas a cada diagonal por los
extremos de la otra se forma un paralelogramo (XYZT en la figura) de area doble de la
del cuadrilatero de partida.

Si AC biseca a ABCD también biseca a XYZT, pero siendo XYZT un paralelogramo y
AC paralela a los lados XY y TZ ; P es medio de BD.

De modo analogo se prueba que P es punto medio de AC y entonces los tridngulos APD
y BPC son iguales (dos lados iguales y el angulo comprendido) y también APB y CPD.
En consecuencia el cuadrilatero inicial tiene iguales los lados opuestos y es un
paralelogramo.

3. Se consideran 17 enteros positivos tales que ninguno de ellos tiene un factor primo
mayor que 7. Demuestra que, al menos, el producto de dos de estos nimeros es un
cuadrado perfecto.



SOLUCION:
Todos estos 17 nUmeros se pueden descomponer en factores primos de la forma

2°3°5°7¢, donde sus exponentes a,b,c,d son enteros no negativos.

Si dos nlimeros de este tipo, es decir 223°5°7% y 23”579 se multiplican, su producto
es 2330574 v oj Jos cuatro exponentes a+a',b+b',c+c' y d+d'son pares
este producto es un cuadrado perfecto.

Para que esto ocurra las dos cuaternas (a,b,c,d)y (a',b',c',d") deben tener igual
paridad, es decir a y a',b y b',c y c',d y d' deben tener respectivamente la misma
paridad. Como cada uno de los cuatro numeros a,b,c,d puede ser par o impar hay un
total de 16 cuaternas con distinta paridad entre si. Al tener 17 nUmeros Yy, por tanto,

17 cuaternas, por el principio del palomar, dos deben tener igual paridad y entonces su
producto es un cuadrado perfecto.

4. Determina el triangulo de menor perimetro entre todos los que tienen la
circunferencia inscrita con el mismo radio y el mismo valor de un angulo.

SOLUCION:

Sean ABC todos los tridangulos con esta propiedad; es decir que el angulo comin con el
mismo valor es A vy el radio inscrito también comun es r.

Entonces el perimetro

2p=a+b+c=

r cotE+cotE +r cot9+coté +r coté+cotE =2r coté+cotE+cot9.
2 2 2 2 2 2 2 2 2

Como A y r son fijos el perimetro serd& minimo cuando sea minima la expresion
siguiente:

B C sen((B+C)/2) cosA/2
cot—+cot— = =
2 2 senB/2senC/2 senB/2senC/2

Y entonces senB/2senC/2 = 1 cosB_C—cosB+C _1 cosB_C—cosA
2 2 2 2 2 2

, pues A+ B+ C =180°.

debe ser maximo, lo que conduce a que cos

sea 1 y entonces B =C.

Asi los triangulos de perimetro minimo con el &ngulo A fijo y el radio inscrito fijo son

. _ 180°-A
los tridngulos isésceles con B=C = 802 :

5. Un club tiene 25 miembros. Cada comité esta formado por 5 miembros. Dos
comités cualesquiera tienen como mucho un miembro en comdn. Prueba que el nimero
de comités no puede ser superior a 30.

SOLUCION:
Supongamos que haya 31 comités. Entonces hay, al menos, 31x5=155 asientos en
estos 31 comités. Como solo hay 25 miembros, al menos, uno de ellos tendrd que



ocupar, al menos, 7 de los 155 asientos. Consideremos este miembro A y 7 de los
comités donde se sienta. Hay, al menos, otros 28 asientos en estos 7 comités. Pero
como sélo hay 24 miembros maés, al menos, uno de ellos tendra que ocupar, al menos,
2 de esos asientos. Sin embargo, este miembro y A deberan estar juntos en, al menos,
2 comités, lo que contradice las condiciones del enunciado.

6. Halla todas las ternas (X, y,z) de nimeros reales que son solucién de la ecuacion

V3 (B +77) +4/5Y (77 +38%) +/ 77 (3" +5") Z\/E(3X +5Y +7Z).

SOLUCION:
Poniendo a=3",b =5 y ¢ =7* la ecuacion anterior se convierte en:

Jab+c)+,b(c+a)+ Jc(a+b) =v2(a+b+c).

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geomeétrica resulta:

a b+c

Jalb+c) <2 | =+—=
( 2 4

Jb(c+a) <+2 E+E
2 4

c a+b

Je(a+h) <42 | =+—
( 2 4

Sumando las desigualdades anteriores se obtiene
Jab+c)+b(c+a)+/c(a+rb) <+2(a+b+c).

La igualdad tiene lugar cuando a =b = c. Por tanto, las soluciones buscadas son

aquellas para las que 3* =5 =77, lo que equivale aque xIn3=yIn5=2zIn7.

Es decir las soluciones de la ecuacion dada son:

X = ! t,y= ! t,z= ! t, teR
In3 In5 In7

i iInp
(Se observa que en general p'"® :e['”pj =g, con p>0y pzly a=b=c=¢").



