Al.-
Dado un entero positivo n, hallar la suma de todos los enteros positivos inferiores a 10n
que no son multiplos de 2 ni de 5.

Solucion.

Sean los conjuntos
A={1,2,...,10n},

B=1{24,...,2(5n)},
C = {5,10,...,5(2n)},
BNC ={10,20,...,10n}.

Nos piden la suma de los elementos de A que no son de B ni de C. Las sumas de los
elementos de cada uno de los conjuntos es

10n(1 1 1 2n(2 1
S A — On(10n + ), 2322571(571—1— )’ SO = 5 n(2n + ), v
2 2 2
10n(1 1
E(BQC)ZM.

2

La suma pedida es
YA—-YB-XC+%(BNC) =20n



A2.-

Sea ABC un tridngulo acuténgulo con A = 45°, y sea P el pie de la altura por B.
Trazamos la circunferencia de centro P que pasa por C' y que vuelve a cortar a AC' en
el punto X y a la altura PB en el punto Y. Sean r y s las rectas perpendiculares a
la recta AY por P y X, respectivamente, y L, K las intersecciones de r, s con AB.
Demostrar que L es el punto medio de K B.

Solucion.

Por construccion es PX = PY = PC. Los triangulos PAY y PCB, rectangulos en P,
son iguales ya que AP = PB (el tridngulo rectdngulo APB es isésceles) y PY = PC.
Por tanto los angulos @ y 3 son iguales.

El tridangulo rectangulo PY () es semejante a los anteriores, de manera que el angulo
v = LPB es igual a a. Resulta que los segmentos PL y C'B son paralelos, y por el
teorema de Thales queda K L=LB ya que PX=PC.




A3.-
Los puntos Ay, As, ..., Aay41 son los vértices de un poligono regular de 2n + 1 lados.
Hallar el nimero de ternas A;, A, Ay, tales que el tridngulo A;A;Aj es obtusangulo.

Solucion.

Al ser 2n+1 impar, no es posible
construir tridngulos rectangulos.
Observemos que cualquier trian-
gulo obtusangulo dejara el centro
O (su circuncentro) fuera de él.
Si lo giramos en sentido directo
o inverso alrededor de O pode-
mos conseguir que uno de sus
vértices agudos esté en A;. Los
otros dos estan, bien en el con-
junto {As, ... ,A,41}, bien en
{Ap42,...,A2n+1}.  El nimero
buscado sera 2(’;) Como esto
lo podemos hacer con cada uno
de los 2n + 1 vértices, quedaran
2(2n + 1)(%) tridngulos. Pero
cada tridngulo lo hemos contado
dos veces, una para cada vértice
agudo. Luego la solucién bus-
cada es (2n+1)(5).

Solucion alternativa.

Fijemos el vértice obtuso en un vértice, por ejemplo, el A;. Los tres lados del triangulo
abarcaran respectivamente x, y y z lados del poligono de 2n+1 lados. Serd x+y+ 2z =
2n 4+ 1. El lado opuesto al angulo obtuso, digamos z, debera cumplir z > n + 1.
Calculemos el nimero de soluciones enteras positivas de la ecuacién z +y+ 2z = 2n+1
con la condicion fijada para la z.

Siz=n+1, queda x+y = n que tiene n—1 soluciones. Si z = n+2, quedax+y =n—1
que tiene n — 2 soluciones. ... Si z =2n — 1, queda x + y = 1 que tiene 1 solucién.
En total hay

(n—1)+(n—2)+...+2+1:w: <Z)

soluciones con el dngulo obtuso en A;. Si consideramos las otras posibles posiciones
para dicho angulo queda en total
n
2n+1 .
20+ 1)(5)



B1.-

Sean a, b i c tres niimeros reales positivos cuyo producto es 1. Demuestra que, si la
suma de estos niimeros es mayor que la suma de sus inveros, entonces exactamente uno

de ellos es mayor que 1.

Solucion.

1
Puesto que abc=1ya+b+c> —+ 7 + —, tenemos que
a c

(a—1)b—=1)(c—1)=abc—ab—bc—ca+a+b+c—1

1 1 1
:a+b+c—(—+—+—) > 0.
a b ¢

La desigualdad anterior se cumple cuando uno de los factores del nimero

(a—1)(b—1)(c—1)

es positivo o los tres factores son positivos. Si fuesen positivos los tres, tendriamos
a>1,b>1yc>1, cosaque no es possible ya que abc = 1. Por tanto, sélo uno de

ellos es positivo i esto acaba la demostracion.



B2.

En un triangulo rectangulo de hipotenusa unidad y angulos de 30°, 60° i 90°, se eligen
25 puntos cualesquiera. Demuestra que siempre habra 9 de ellos que podran cubrirse

con un semicirculo de radio %.

Solucion. Este tridangulo se puede descomponer en tres tridngulos congruentes y seme-
jantes al triangulo inicial.

Tenemos 3 triangulos y 25 puntos. En algin tridngulo habra al menos 9 puntos. La
hipotenusa de cada uno de estos tridngulos semejantes al inicial mide @ Los triangulos
son rectangulos y por lo tanto estan cubiertos per la mitad del circulo circunscrito. Esto
acaba el problema ya que el radio de este circulo circunscrito, r, cumple

1v/3 3

"33 S 10



B3.

Sea ABC' un triangulo arbitrario, P un punto interior y H, Hp i H¢, respectivament,
los ortocentros de los triangulos PBC, PAC y PAB. Demuestra que los triangulos
H sHpHc y ABC tienen la misma area.

Solucion.

Calculemos la distancia de un vértice A al ortocentro del tridngulo ABC'.

En las figuras siguientes podemos observar que los tridngulos BCC’' y AHC’ son seme-
jantes. (Recordemos que los angulos de lados perpendiculares son iguales o suplemen-
tarios). De esta semejanza resulta

AH _AC'  AH _ AC
CB_ CC'7 a  CC

i, per tant
AC’

cor
Si el tridngulo es acutangulo (figura de la izquierda) tenemos que en el tridgngulo ACC’
es, obviamente, AC’ = bcos Ay CC’ = bsin A.

AH =a

A H
Cl
Cl
b H c A
C
b
C A @ B C A9 B

Sustituyendo, queda
AH = acot A.

Si el triangulo ABC es rectangulo en A, la férmula es también valida, pero en este caso
es A= H y AH = acot90° = 0. Si es obtusangulo (figura de la derecha), el punto H
es exterior al tridngulo y queda AC” = bcos(180° — A) y CC’ = bsin(180° — A), y por
tanto, AH = —a cot A. Pero en este caso cot A es negativa.

Les distancies del ortocentro H a los vértices agudos de un triangulo rectangulo u
obtusdangulo salen de manera parecida.



Cuando unimos el punto arbitrario P con los vértices A, B y C del tridngulo obtenemos
los tres triangulos PAB, PBC'y PCA.

Sean a = /BPC,3 = /ZAPC,~v = ZAPB. Evidentemente, a + 8 + v = 360°. De estos
tres angulos, com minimo dos son obtusos. El otro puede ser obtuso, recto o agudo.
Estudiaremos los tres casos per separado.

1)  Supongamos que los tres dngulos son obtusos (Figura 1). Por lo que hemos dicho
al principio tenemos PH4 = —acota y PHo = —ccoty. Fijémonos que el angulo
y = LHyPHz = 180° — LZAPC = 180° — B ya que los lados HoP y HcP son,
respectivamente, perpendiculares a los lados, BC' y AB y un es obtuso y el otro es
agudo.

El drea A(PHAHc) del triangulo PH 4 H¢ es, obviamente,

A(PHHC) = PH, PHcsiny _ accotacotysin B

A(ABC) cot acot .

2 2

Figura 1

HY
Sumando, pues, las areas de los tres triangulos PH s Hp, PHpHc y PHo H 4 obtenemos

A(H HpHe) = A(PHAHp) + A(PHpHc) + A(PHCH,) i

A(HyHpH¢) = A(ABC) ( cot acot 3 + cot [ cot v + cot y cot a) :

Como que a + = 360 — v, tenemos que cot(a + ) = — coty o, equivalentemente,
1 — cotacot 8
coty = —cot =
7 cot(a+ ) cot a + cot 8
o bien, cotacot 3 + cot fcoty 4+ cotycota = 1. (*)

De aqui resulta A(HaHpHc) = A(ABC).

2)  Supongamos que uno de los angulos es recto, per ejemplo 8 = 90° (Figura 2).
Entonces Hg = Py

PHA PHgsiny  accotacotysin B
2 - 2

Pero la misma identidad (*) nos dice que si cot 3 = 0 tiene que ser cot acoty =1, y de
aqui el resultado en este caso.

A(HsHpHc) = A(HAPHc) = = A(ABC) cot v cot y



3) Supongamos ahora que uno de los dngulos «, 3, es agudo, por ejemplo, APC =
B < 90° (Figura 3). El punto P es exterior al tridngulo H4 Hg He y tenemos A(HoaHpH¢) =
A(PH H¢) — A(PHsHp) — A(PHcHp).

Hy
Figura 2
H
A
Figura 3
P=Hpg
B C B
Hc
He
Pero en este caso tenemos PHp = bcot 3, PHy = —acota i PHo = —ccoty y, por lo

tanto,

A(HaHpHc) = A(PHAHe) — A(PHAHp) — A(PHcHp) =
= (cotacoty — (— cot acot B) — (— cot ycot 8)) A(ABC) =
= (cot arcot B + cot (3 cot v + coty cot a) A(ABC) = A(ABC).
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C1.

Sea ABCD un cuadrilatero convexo y P un punto interior. Determina cudles son
las condiciones que deben cumplir el cuadrilatero y el punto P para que los cuatro
tridangulos PAB, PBC, PCD i PDA tengan la misma area.

Solucion.

Consideremos, primero, los triangulos PC'D y PCB. Tienen la base comun PC' y
alturas correspondientes DX y BY. Si queremos que tengan la misma area, las alturas
deben ser iguales. Por lo tanto, el punto () tiene que ser el punto medio de la diagonal
BD. La recta C'P debe pasar per ). Analogamente, consideremos los triangulos ADP
y PAB de base comin AP. Por el mismo argumento de antes, han de tener altures
iguales y AP tiene que pasar per ). De ahi que AP y C'P tienen dos puntos comunes:
Py Q. Los segmentos AP y PC estd, pues, alineados. Es decir, son la diagonal AC'
Es pues necesario que las dos diagonales se corten en el punt medio de una de ellas.
Pero mirando los tridngulos PDA y PDC, que tienen la misma &rea, resulta que P
tiene que ser el punto medio de AC.

La condicién pedida es que las diagonales del cuadrilatero se corten en el punto medio
de una de ellas y el punto P sea el punto medio de la otra.




C2.

Tenemos una coleccion de esferas iguales que apilaamos formando un tetraedro cuyas
aristas tienen todas n esferas. Calcula, en funcion de n, el nimero total de puntos de
tangencia (contactos) que hay entre las esferas del monton.

Solucion.

El problema en el plano.

Analicemos primero el problema en el cas plano. Sea A,, el
nimero de contactos de n esferes colocadas en un triangulo
plano con n esferas en cada uno de los lados (figura de
la derecha). Fijémonos que el nimero total de esferas es,
evidentemente, T,, = @

Podemos proceder por induccion. Si hay n = 2 filas el
numero de contactos es 3; es decir, Ao = 3. Observemos
que coincide con el niimero de bolas del tridngulo de dos
filas.

En un triangulo de n — 1 filas hay A,,_; contactos. Obviamente, en un triangulo de
n files habra los contactos que ya habia en un tridngulo de n — 1 filas , mas los que
provengan de anadir la ltima fila, tal como esta indicado en la figura anterior. Pero
esta claro que, al anadir esta ltima fila se producen contactos de dos tipos:

e Los que hay entre las bolas de la fila n-ésima, que son n — 1.
e Los que tienen las bolas de la fila n-ésima con la anterior. Son 2(n — 1).
Asi pues, A, = 4,1 +3(n—1), o bien, A,, — A,,—1 = 3(n — 1). Sumando queda

n(n —1)

A, =3((n-1)+Mn-2)+-+2+1)=3 5

=37,_1.

El problema en el espacio tridimensional.

Ahora ya podemos analizar el caso en el espacio. Sea C, el
nimero de contactos de un montén tetraédrico de esferas
con aristas de n esferes. En la figura de la derecha hemos
representado las esferas de la base en trazo continuo y las
del piso inmediato superior en trazo discontinuo, a vista
de pdjaro. Cuando anadimos el piso n-ésimo, anadimos
contactos de dos tipos:

e Los propios del piso — un tridngulo plano de n boles de
lado.

e Los que provienen de contactos entre el piso n — 1 y el
piso n.



Los contactos del primer tipo son, como hemos visto en el cas plano, 4, = 3T,,_1.
El niimero de contactos entre un piso y el anterior es 37,,_1, ya que cada bola del piso
n — 1 toca exactamente tres boles del piso n. (Véase la figura.) En total, pues, el
numero de contactos es C,, — C,,_1 = A,, +3T,,—1 = 3n(n — 1). Si sumamos queda

Cp—Co=3nn—1)4+---+3-383-1)=3n*+---+3%) =3(n+---+3),

o bien

1)(2 1 1
Co = 3(n% 4422 +12) = 3(nt -+ 241) = 3700 F )6( n+l —3"("; -
Otro camino. La recurrencia C,, = C),,—1 + 3n(n — 1) se puede resolver escribiendo

(', como un polinomio cibico y calculando sus coeficientes a partir de la recurrencia y
de la condicién inicial C; = 0.

Si ponemos C,, = an(n —1)(n —2) +bn(n —1) 4+ c¢n + d, la condicién de recurrencia da
a=1,b=3,c=0,y la condicion C; =0 da d = 0. En resumen

C,=n(n—1)(n-2)+3n(n—-1) =n*—n.



C3.
Sean a, b i ¢ las longitudes de los lados de un triangulo ABC. Si
bla+b)(b+c) = a® +b(a® + ) + ¢,

demuestra que les medidas de los angulos 121\, E, C cumplen la relacion

1 1 2
VA+VE VBivC JoivA

Solucion. La condiciéon del enunciado se puede escribir en la forma
b2 +b%a + b2c+abe—a’b—bc® —a® - =0
0, equivalentemente,
b (a+b+c) — (a® +b* + ¢* — 3abe) + b® — 2abe — b — b*c = 0.

Si sustituimos la identidad a® + b3 + ¢* — 3abe = (a + b+ c¢)(a® + b* + ¢* — ab— bc — ca),
se obtiene

bV*(a+b+c)—(a+b+c)a*+b*+c* —ab—bc—ca)+bla+b+c)(b—a—c)=0

0, lo que es lo mismo, (a+b+¢)(b?> —a? — ¢® — ac) = 0. Puesto que a+ b+ ¢ # 0, tiene

que ser b?> — a? — c? — ac = 0, de donde, por el teorema del coseno, resulta que

b2 — g2 — 2 1
2@ ¢ IQZCOSB
ac

Por lo tanto, B = 7/3. Sabemos que A+ B+C = 7 ide esto resulta A+C = 27/3 = 2B.
Es decir, los angulos A, B, C' estan en progresion aritmética. Pero la igualdad que hay
que demostrar equivale, precisamente, a que A, B, C estén en progresion aritmética.
Efectivamente, si suponemos que B=A+dy C = A+ 2d con d > 0, tenemos

1 1 VB-VvA VC-VB
VAtvVB VBtvC B-A | C-B

_VJC-vA  c-4A 2

- d AT+ VA) VC+VA

Si fuese d = 0, el tridngulo seria equilatero y el enunciado se cumpliria trivialmente.
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Co = 3(n% 4422 +12) = 3(nt -+ 241) = 3700 F )6( n+l —3"("; -
Otro camino. La recurrencia C,, = C),,—1 + 3n(n — 1) se puede resolver escribiendo

(', como un polinomio cibico y calculando sus coeficientes a partir de la recurrencia y
de la condicién inicial C; = 0.

Si ponemos C,, = an(n —1)(n —2) +bn(n —1) 4+ c¢n + d, la condicién de recurrencia da
a=1,b=3,c=0,y la condicion C; =0 da d = 0. En resumen

C,=n(n—1)(n-2)+3n(n—-1) =n*—n.



C3.
Sean a, b i ¢ las longitudes de los lados de un triangulo ABC. Si
bla+b)(b+c) = a® +b(a® + ) + ¢,

demuestra que les medidas de los angulos 121\, E, C cumplen la relacion

1 1 2
VA+VE VBivC JoivA

Solucion. La condiciéon del enunciado se puede escribir en la forma
b2 +b%a + b2c+abe—a’b—bc® —a® - =0
0, equivalentemente,
b (a+b+c) — (a® +b* + ¢* — 3abe) + b® — 2abe — b — b*c = 0.

Si sustituimos la identidad a® + b3 + ¢* — 3abe = (a + b+ c¢)(a® + b* + ¢* — ab— bc — ca),
se obtiene

bV*(a+b+c)—(a+b+c)a*+b*+c* —ab—bc—ca)+bla+b+c)(b—a—c)=0

0, lo que es lo mismo, (a+b+¢)(b?> —a? — ¢® — ac) = 0. Puesto que a+ b+ ¢ # 0, tiene

que ser b?> — a? — c? — ac = 0, de donde, por el teorema del coseno, resulta que

b2 — g2 — 2 1
2@ ¢ IQZCOSB
ac

Por lo tanto, B = 7/3. Sabemos que A+ B+C = 7 ide esto resulta A+C = 27/3 = 2B.
Es decir, los angulos A, B, C' estan en progresion aritmética. Pero la igualdad que hay
que demostrar equivale, precisamente, a que A, B, C estén en progresion aritmética.
Efectivamente, si suponemos que B=A+dy C = A+ 2d con d > 0, tenemos

1 1 VB-VvA VC-VB
VAtvVB VBtvC B-A | C-B

_VJC-vA  c-4A 2

- d AT+ VA) VC+VA

Si fuese d = 0, el tridngulo seria equilatero y el enunciado se cumpliria trivialmente.




D1.-

Hallar todas las funciones reales continuas f : R™ — R* que cumplen, para todo z real
positivo, la condicién

1 1
r+ — = f(x)+ )
PR TP
Solucion.
Escribimos
1 1 z—f
xr — f = — — — =
oz zf

de donde sale

@-n-—) =0

1
De aqui resulta que, para cada a > 0, serd, o bien f(a) = a, o bien f(a) = —.

a
Las funciones de RT en R* definidas por f(z) = x y por f(z) = 1/x cumplen la
condicién, pero también la cumplen las funciones

a — ] —).
max(z,~) y min(z, )

ya que las curvas f(x) =x y f(x) = 1/x se cortan en (1, 1) y solamente en este punto.

’

f(@)=min(z,7)

Observacion. Un razonamiento maés fino para deducir que estas funciones son las
Unicas continuas es el siguiente. Sea f una funcién que cumple las condiciones del
enunciado y supongamos que en el intervalo (0,1) tomase valores z y 1/z. Sea «a el
supremo de los x < 1 tales que f(z) = x. Si « fuese estrictamente menor que 1, la
funcién tendria una discontinuidad en él. Luego o = 1 y la funcién no puede saltar de
x a 1/x en el intervalo (0,1). Anédlogamente se hace a la derecha del 1.



D2.-
Consideremos el nimero entero positivo

n=2"—16°

donde r y s son también enteros positivos. Hallar las condiciones que deben cumplir
r y s para que el resto de la divisién de n por 7 sea 5. Hallar el menor ntimero que
cumple esta condicién.

Solucion.

Los restos obtenidos al dividir las potencias de 2 por 7 son {1,2,4,1,2,4,...}, repitién-
dose con periodo 3. Estos mismos restos se obtienen al dividir 16 por 7. Luego la tinica
posibilidad para obtener resto 5 al restar es que

r=3+1y s=3+2.

Estas son las condiciones pedidas.
Para hallar el minimo positivo n escribimos

n —= 23k‘+1 . 163h—|—2 — 23k‘+1 . 212h+8.

Debera ser 2k +1 > 12h + 8 (la funcién 2% es creciente) equivalente a 2k —12h —7 > 0.
El minimo se obtendra cuando 2k — 12h — 7 sea minimo (la funcién 2% es convexa), y
se ve facilmente que este minimo se obtiene para k =3 y h = 0 y resulta

n =210 _928 — 768.



D3.-

Los puntos Ay, As, ..., As, son los vértices de un poligono regular de 2n lados. Hallar
el nimero de ternas A;, A;, Ay, tales que el tridngulo A; A; Ay, es rectangulo y el nimero
de ternas tales que el tridngulo es acutangulo.

Solucion.

Al ser 2n par, podremos formar tridngulos rectangulos que tendrén la hipotenusa sobre
los n didametros del poligono. Para cada didametro fijado, el angulo recto del triangulo
rectangulo puede ser cualquiera de los 2n — 2 vértices sobrantes. En total habra R, =
n(2n — 2) = 2n(n — 1) tridngulos rectangulos.

Para calcular los acutangulos podemos cal-
cular ahora los obtusangulos y restar del to-
tal. Observemos que cualquier tridngulo ob-
tusangulo dejard el centro O (su circuncen-
tro) fuera de él. Si lo giramos en sentido di-
recto o inverso alrededor de O podemos con-
seguir que uno de sus vértices agudos esté
en A;. Los otros dos estan, bien en el con-
junto {As, ..., A, }, bienen {A,12,..., Ao}
El nimero buscado sera 2(”51). Como
esto lo podemos hacer con cada uno de los
2n vértices, quedaran 2(2n) (”;1) tridngulos.
Pero cada triangulo lo hemos contado dos ve-

ces, una para cada vértice agudo.
Luego el niimero de tridngulos obtusangulos sera O,, = 2n (”

—1
2

El nimero de los acutangulos serd el ntimero total (23?) menos los rectangulo y ob-
tusangulos.
2 —1)(n—-2
An:(:)_Rn_On:"'CalCUIandO"':n(n ?zm ):2(2)

Solucion alternativa. Fijemos un vértice agudo en un vértice del poligono, por
ejemplo, el A;. Los tres lados del tridngulo abarcaran respectivamente x, y y 2z lados
del poligono de 2n lados. Serd x 4+ y + z = 2n. Al ser los tres angulos agudos debera
ser 0 < x,y, z < n. Calculemos el nimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion
r + y 4+ z = 2n con la condicién fijada para la z.

Siz =1, queda x +y = 2n — 1 que no tiene soluciones. Si z = 2, queda x +y = 2n — 2
que tiene 1 solucién. Si z = 3, queda = + y = 2n — 3 que tiene 2 soluciones. Etc. Si
z=mn—1, queda x +y = n + 1 que tiene n — 2 soluciones.

En total hay (n—2)+---+2+4+1= % = (”;1) soluciones con un dngulo en A;.
Si consideramos las otras posibles posiciones para dicho angulo queda en total 2n ("51)
Pero hemos contado cada tridngulo tres veces, luego queda

A, — n(n—l§(n—2) :2(7;).






