Soluciones

Problema 1. Sea F una elipse y consideremos tres rectas paralelas ri,ro y r3, cada una
de las cuales corta a E en dos puntos distintos. Sean estos puntos A1, By, As, Bo y As, Bs,
respectivamente. Probar que los puntos medios de los segmentos A1B1, AsBs y A3Bs
estan alineados.

Solucién 1. El resultado es inmediato en el caso de que la elipse sea una circunferencia.
Esta tres rectas determinan tres cuerdas y sus puntos medios son los puntos de corte
de las rectas con un didmetro perpendicular a todas ellas. En otro caso, pensando
en la elipse como la interseccion de un cono con un plano (el cono de Apolonio), la
proyeccion sobre un plano perpendicular al eje del cono nos da una circunferencia y las
rectas paralelas se proyectan en rectas paralelas.

Solucién 2. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra
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particulares: en primer lugar la que pasa por el origen, O, y = mx. Por simetria, el
origen serd precisamente el punto medio de los dos puntos en que esta recta corta a la
elipse; a continuacion, consideramos una de las dos rectas tangentes a la elipse con esta
pendiente m en el punto que llamamos P. Si nuestras rectas ri,19 y r3 tienen pendiente
m ¥y los puntos medios de los puntos de corte con la elipse van a estar alineados, estos
puntos medios deben estar sobre la recta que pasa por O y P.

Tomemos una recta con ecuacion y = mx + ¢ y determinemos sus intersecciones con
la elipse, A y B, con coordenadas respectivas, (xa,ya) v (xB,yB). xA y xp serdn las
soluciones para la ecuacion

elipse es = 1. Entre todas las rectas de pendiente dada m consideraremos dos
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es decir,

(b? +m2a®)a? + (2ma’c)x + a*c® — a*v* = 0,

que vienen dadas por

—2ma?c £ \/(2ma2c)? — 4(b2 + m2a2)(a2c® — a2b?)
2(b%2 + m2a?) ’

una para cada signo. Por lo tanto, si el punto medio tiene por coordenadas (xar,ynr),

; TA+ TR —ma2e . b2c » b
entonces xy = = e =mx c= ————, que estan sobre
M 2 , 22+ m2a2 ¢ M M b2 + m2a2 !
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la recta y = y—Mx = —— , que es independiente del valor de ¢ de la recta particular
T ma

elegida.

Yy=mx+c



Solucién 3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra
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elipse es — + 5 =1 y que la pendiente comun de r1,72 yr3 esm. La transformacion,
a
f, definida por
Ty
(JZ‘/,y/) = f(l‘)y) = ( 7)

a'b
convierte la elipse en una circunferencia de ecuacion x> + y?> = 1, y una recta de
., ., , ma
ecuacién y = mx + ¢ en una recta de ecuacion by’ = maz’ + c, es decir, y = —x +

b

c . .
—. Por tanto, las imdgenes por f de ri,ro y r3 serdn tres rectas que cortan a la

circunferencia formando tres cuerdas paralelas entre si, y sus puntos medios estardn
entonces sobre el diametro ortogonal a todas ellas, es decir, sobre la recta de ecuacion

y = ———a'. Como f conserva los puntos medios, por linealidad, los puntos medios
ma
. Y b x ) b?
de AyB1, AyBy y A3Bs estardn sobre la recta - = ————, es decir, y = ———x, el
b ma a ma

diametro conjugado de y = mx.

Problema 2. Sea T un tridngulo de dngulos o, 8 y v. sPara qué valores de o, 8 y
el triangulo T se puede dividir en tres tridngulos congruentes entre si?

Solucién. Si o = B = v, el tridngulo es equildatero y siendo O el centro de T, los
tridngulos que se obtienen uniendo O con cualquiera par de vértices son congruentes.
Veremos que sdlo en este caso se puede obtener una division con tres tridangulos con-
gruentes, con un vértice comun en el intertor de T'.
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Denotemos por r,s y t los dngulos de estos tres tridngulos congruentes y supongamos,
por ejemplo, que r es uno de los dngulos ZAPB, Z/BPC o ZCPA. Dado que cualquiera
de estos dngulos es menor que w, r sumado a cualquiera de ellos ha de ser mayor que
m, por lo que no pueden ser ni s nit, puesr+ s+t = m, luego los tres deben ser iguales
ar,yT es equildtero.

Analicemos ahora el caso en que los tres tridngulos congruentes tengan un vértice
comiun, P sobre uno de los lados, por ejemplo el lado BC, y supongamos que los
triangulos son ACPA, NAPQ y AQPB, para algin punto ) sobre el lado AB.
Ndtese que ahora hay analogia entre los dngulos ZQPA y ZBPQ, pero no entre estos
y LAPC.
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Como antes, siendo r,s y t los dngulos de los tres tridngulos congruentes, comenzamos
analizando el caso en que ZQPA y ZBPQ), digamos r

Por congruencia se tiene que AQ = QS, por lo que también AP = PB. Dado que
ANAPB es isdsceles y Q es el punto medio de AB, /ZPQA = ZPQB = /2. Luego,
los triangulos congruentes son rectangulos y los dngulos son r = w/3, s = w/2, t =
/ABC = 7/6.

Si los dangulos ZAPQ y ZQPB no son el mismo, digamos que son r y s, entonces
/ZAPC =t y dado que tambiénr+s+/PAB+ /PBA, se tendrit = /PAB+/PBA,
por lo ninguno de ellos puede ser t. Entonces, /PQA = /ZPQB = /2. Si ademds de
no ser el mismo dngulo, fueser # s, se tendria AQ # QB por lo que, por la congruencia
de NAQP y AQBP, deberd tenerse AQ = PB. Pero dos tridngulos rectdngulos en
que la hipotenusa de uno es igual a un cateto del otro, no pueden ser congruentes. Por
lo tanto r = s, y estamos en el supuesto anterior.

Por tanto, sélo existen dos tipos de tridangulos que se pueden descomponer en tres
triangulos congruentes: los equildteros y los rectdngulos (30, 60, 90).

Problema 3. Se considera la funcion f: N — Z definida como sigue:

f(n):{_f(g) szin es?ar
f(n=1)4+1 sin esimpar,

para n > 0. Demostrar que f(n) es multiplo de 3 si, y sdlo si, n es maltiplo de 3, y
hallar el menor nimero n que cumple f(n) = 2017.

Solucién 1. De la definicion de f se sigue que f(2%) = (—1)%, para todo a > 0. Siendo
a>b>0, entonces

F+2%) = f2°2°0 1) = (D=1 + 1] = (1) + (-1)°,
y, en general, si a; > --- > ag > 0, se tiene que
FI e 20) = (<) e (1),

Los restos de 2™ al dividir entre 3 son 1 o 2, dependiendo de sin es par o impar, y dado
que 2 y (—1) se diferencian en 3, se tiene que 2% + -+ 4 2% y (=1)% 4 ... 4 (—1)%
dan el mismo resto al dividir entre 3.

Para la seqgunda parte, claramente el menor niumero buscado se conseguird sumando las
menores potencias pares de 2 hasta completar 2017, es decir,

20+22+22X2+"'+22X20167
92x2017 _

progresion. geométrica de razon 4 cuya suma es 3



Solucién 2. Se prueba por induccion en el nimero de cifras binarias de n, que f(n) es
el numero de unos que tiene la expresion binaria de n en posiciones impares menos el
nimero de unos que tiene en posiciones pares (considerando que contamos de derecha
a izquierda y que empezamos por la posicion uno). Si

entonces usando que 22" =2 (mod 3) y 22" =1 (mod 3), resultard que

n=ap(—1)F+- +ay—a,
que es mailtiplo de 3 si y solo si f(n) = ap(—1)* +--- —ag + a1 es mailtiplo de 3. De
la descripcion de [ es obvio que el menor que cumple que f(n) = 2017 es
42017 -1

40 41 ... g 42016 _ ;

Problema 4. Describir todas las soluciones enteras positivas (m,n) de la ecuacion
8m — 7 =n? y dar el primer valor de m (si existe) mayor que 1959.

Solucién. Seam = k+1, tenemos 8k+1 = n?, o equivalentemente, 8k = (n—1)(n+1).
n —
Evidentemente, n es impar y si consideramos el entero s = ——, deducimos que
1+ s p . . ) . ,
k= s es un numero triangular. De hecho si k es triangular (i.e. m es el nimero

posterior a un triangular) siempre hay solucion y por ello las soluciones son (m,n) =

1
(1+ i 83, V1+4s(s+1)) usando que s es entero no negativo. Asimismo, es facil
verificar que el primer entero triangular superior a 1959 es 2016.

Problema 5. Se colorean los nimeros 1,2,...,n de dos colores, azul y rojo. Probar
que st n = 2017 existe una coloracion tal que la ecuacion

8(x+y)==2

no tiene soluciones monocromdticas. Determinar el menor n para el que nunca es
posible colorear los niumeros de forma tal que no haya soluciones monocromdticas.

Solucién. Para la sequnda pregunta, observamos que si el 1 es azul, entonces 8(1+1) =
16 es rojo, y por tanto 8(16 + 16) = 256 azul y 8(256 + 1) = 2056 es rojo. En general,
st un numero i es azul 8(i + 1) es rojo, y por consiguiente i — 15 no puede ser rojo ya
que en ese caso tendriamos 8((i — 15) + 16) = 8(i + 1). Por tanto, si i es azul, i — 15
también. Ahora bien, 256 es azul y por tanto 256 — 15-16 = 256 — 240 = 16 es azul, lo
cual es una contradiccion. Por tanto, necesariamente ha de ocurrir que n < 2056. Si
eso sucede es posible no tener soluciones monocromdticas: pintamos el [1,15] de azul,
el [16,255] de rojo y el [256,2055] nuevamente de azul. Por tanto, no hay soluciones
monocromdticas, ya que si x,y fuesen ambos rojos, 8(x + y) > 8(16 + 16) = 256 y
ya no tememos numeros rojos tan grandes. Si ambos fuesen azules y < 15 entonces
8(x + y) estd entre 16 y 240, con lo que no hay problemas; por su parte, si uno es
> 256, entonces 8(x +y) > 8- 257 = 2056, nimero que ya no estamos considerando.
En el caso 2017 basta considerar esta misma coloracion pintando azul el [256,2017].



Problema 6. Calcular el nimero mdximo de raices reales distintas que puede tener
un polinomio P que verifique la siguiente propiedad: el producto de dos raices distintas
de P sigue siendo una raiz de P.

Solucién. La respuesta es 4. El polinomio x(x —1/2)(x —1)(x —2), con raices 0, 1/2,
1y 2, cumple dicha cota. Supongamos que hubiese un polinomio con al menos 5 raices
distintas. Es importante resefiar que un polinomio tiene una cantidad finita de raices
y es lo que mos permite tomar mdximos y minimos.

Si un polinomio tiene § raices, al menos 4 serian no nulas y distinguimos dos casos.

1. Si -1 es raiz, hay al menos una raiz (de hecho, al menos dos) con valor absoluto
no nulo distinto de 1. Sea A una raiz con el mayor valor absoluto entre todas
la raices y supongamos que |A| > 1. Como —1 y A son raices, —A es raiz; pero
entonces también lo seria —A - A = —A? y |A2| > |A|, lo que contradiria la
mazimalidad del valor absoluto de A.

Si no existen raices con valor absoluto > 1, tomemos como A una de las raices con
el menor valor absoluto entre todas las raices distintas de 0. Se tendrd entonces
que |A| < 1, y como —1 y A son raices, —A es raiz y también lo serd —A - A =
—A2%. Pero entonces,

AQ‘ < |Al, lo que contradiria la minimalidad del valor
absoluto de A entre las raices no nulas.

2. Si —1 no es raiz, hay al menos tres raices no nulas y de mddulo distinto de 1.
Hay entonces dos raices A, B con los dos valores absolutos mayores (mayores que
1) o bien dos raices con los dos valores absolutos menores A, B (menores que 1
y no nulos). En cualquier caso multiplicando A - B llegamos a una contradiccion
con la maximalidad o minimalidad.

Problema 7. Encontrar todas las soluciones enteras positivas de
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=1
a+b+b+c+c+a+a+b+c—2

Solucién. Si a,b,c > 2, entonces la expresion es < 1, con igualdad si y solo si a =
b=c=2. Asi que suponemos ahora que uno de ellos es 1, pongamos sin pérdida de
generalidad a = 1. Si b,c > 3 se llega a que la expresion es nuevamente menor que 1,
ast que unicamente hay que analizar ahora los casos b =1 y b = 2, que no dan mds
soluciones.

Problema 8. Probar que hay infinitos numeros primos cuyo resto al dividirlos entre
3 es 2.

Solucién. Fvidentemente hay al menos un primo, pues 2 es un ejemplo. Supongamos
que solo hubiese un numero finito de ellos, p1,...,pE, y sean el producto de todos ellos.
El producto de dos de esos primos deja resto 1 al dividir entre 3, por lo que, dependiendo
de si k es par o es impar, el resto de dividir n entre 3 serd 1 ¢ 2, respectivamente.

Si n deja resto 1 al dividir entre 3, entonces n + 1, que no es divisible por ninguno
de los primos p1,...,pg, deja resto 2. Pero si n no es divisible por ningin primo que
deje resto 2 al dividir entre 3, como no es multiplo de 3, quiere decir n es producto



de primos que dejan resto 1 al dividir entre 3, por lo que n también deja resto 1, en
contradiccion con que deja resto 2.

Sin deja resto 2 al dividir entre 3, razonamos con n+3 en vez de con n+1 y obtendremos
de nuevo una contradiccion, por lo que no es posible que haya sélo un nimero finito de
primos con la condicion pedida.

Problema 9. En un tridngulo acutingulo ABC consideramos su ortocentro, H. Sean
A', B" y C’ los simétricos de H con respecto a los lados BC,C A y AB, respectivamente.
Probar que si los tridngulos ABC y A'B'C’ tienen un dngulo igual, entonces también
tiene un lado igual. ;Fs cierto el reciproco?

Solucién. Por perpendicularidad de sus lados, ZCAH = ZHBC'. Por simetria con re-
specto a CB, ZCBA' = ZHBC, por lo que A’ estd sobre la circunferencia circunscrita
a ABC, y andlogamente B’ y C'.

Por el teorema del seno, siendo a el lado opuesto al angulo o y R el cincunradio, se
tiene que a = 2Rsina. Como ambos tridngulos comparten circuncirculo, si tiene dos
angulos de igual medida tendrdn dos lados de igual medida.

A

El reciproco no es cierto, y el mismo teorema del seno nos sirve para demostrarlo. Basta
tener en cuenta que A'B'C’ no es necesariamente acutdngulo, de hecho sus dngulos
miden, respectivamente 180 — 2a, 180 — 25 y 180 — 2, siendo «, B y v los dngulos de
ABC, y tomar angulos cuya media sea 90. Por ejemplo, si ABC tiene un dngulo de
80 y A'B'C’" tiene uno de 100, ya tendremos garantizado que ambos tridngulos tienen
sendos lados que mide lo mismo. Como 100 = 180 — 2«, se tendra que los dngulos de
ABC son 40,60 y 80, mientras que los de A’B'C" serdn 100, 60 y 20. No hay dos con

el mismo valor.

Problema 10. Probar que dados 4n puntos en el espacio tridimensional, tales que
no hay cuatro de ellos coplanarios, siempre se pueden formar n pirdmides de base
triangular de modo que no hay intersecciones entre ellas.

Solucién. FEvidentemente por hipdtesis no hay 3 puntos alineados, pues en ese caso
anadiendo un cuarto punto cualquiera a la terna violariamos la hipdtesis sobre el
cardcter no coplanario.



Consideremos todas las posibles ternas de puntos y el plano que determina (univocamente,
al no haber 3 puntos alineados) cada terna. Hay una cantidad finita de estos planos y,
por ello, es posible elegir una familia de planos paralelos que recubran el espacio que
no sean paralelos a ninguno de este conjunto finito. Todo plano de dicha familia con-
tiene, a lo sumo, dos puntos del conjunto de partida, por construccion. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que dicha familia de planos es, por ejemplo, la de planos
horizontales.

A continuacion vamos a elegir planos horizontales de dicha familia Ay, Ao, ..., A, tales
que no contengan ningun punto del conjunto inicial y verifiquen la siguiente propiedad.
Elegimos Ay para que divida al espacio en dos zonas, superior e inferior, y que la su-
perior tenga 4 puntos (o 5 en el peor caso, si resulta que el cuarto y el quinto estdin
a la misma altura). Realizamos una pirdmide con los cuatro puntos (si hubiese cinco,
evitamos utilizar uno de los dos inferiores). Construimos un plano Az paralelo a Ay de
modo que por encima de Ag haya sélo 4 o 5 puntos (excluyendo los que ya se han uti-
lizado para construir la pirdmide). Realizamos una pirdmide con los cuatro puntos (si
hubiese cinco, evitamos utilizar uno de los dos inferiores). ... Construimos un plano
Ag11 paralelo a Ay de modo que por encima de Ay haya sdlo 4 o 5 puntos (excluyendo
los que ya se han utilizado para construir pirdmides). Realizamos una pirdamide con los
cuatro puntos (si hubiese cinco, evitamos utilizar uno de los dos inferiores). Tras con-
struir el plano A,_1 sélo quedardn 4 puntos libres (de los 4n iniciales) que unimos para
formar la wltima pirdmide. Por el método de construccion es claro que las pirdmides
no se cortan, pues los planos las separan en regiones disjuntas. El inico problema
podria ser que dos pirdmides de regiones contiguas se cortasen en uno de esos planos
que la separan, pero eso es imposible pues cada pirdmide comparte a lo sumo uno de
sus vértices con el plano (y evidentemente, por construccion, no hay dos pirdmides que
compartan vértice).

Problema 11. Hallar los valores enteros positivos de m para los que existe una funcion
f del conjunto de los niimeros enteros en si mismo tal que f(™ (n) =n+ 2017, donde
M) consiste en aplicar la funcidn f m veces.

Solucién. La primera observacion es que f debe ser biyectiva.
Lema 1. Si f(@)(n) = fO)(n), entonces tenemos a = b.

Proof. Demostracién: En otro caso, sin pérdida de generalidad asumamos a > b. Te-
nemos £ (n) = n, lo que implica que f™(@=b)(n) = n, que es imposible, pues serfa
tanto como decir n =n +2017(a —b) . O

Para cada n fijo consideremos el conjunto A, = {f)(n) | s es entero }. La primera
observacion es que si hay un cierto entero en dicho conjunto, entonces todos los enteros
congruentes mddulo 2017 con él estdn también en el conjunto, pues x = f®) (n) implica
x + 2017k = f(t+ km)(n) para cualquier valor entero de k. Ademds, en el conjunto
estdn todos los representantes de exactamente m clases distintas de resto modulo 2017.
Es imposible que haya mds, pues independientemente de t sucede que f® (n) y fE+™)(n)
tienen igual resto modulo 2017, dejando a lo sumo m posibilidades. Asimismo no puede
haber menos, pues por el principio del palomar ello implicaria que existirian c,d enteros
entre 0 y m — 1 con f(n) — f{@(n) = 2017k implicando £\ (n) — fl@+km)(n) =0, lo
cual contradice al Lema. Finalmente, basta notar que, por construccion, dos conjuntos



A; y Aj son necesariamente iguales o disjuntos. Como entre Ay, ..., A2016 se engloban
todos los restos y cada uno aporta m, se deduce que m debe dividir a 2017. Entonces
solo puede ser m =1 o m = 2017 y, para acabar, basta poner un ejemplo para cada
caso. Claramente, f(n) = n+1 (caso m = 2017) y f(n) = n 4+ 2017 (caso m = 1)
cumplen la propiedad requerida.

Problema 12. Determinar todos los numeros naturales n para los que existe algin
numero natural m con las sigutentes propiedades

e m tiene al menos dos cifras (en base 10), todas son distintas y ninguna es 0.

e m es multiplo de n y cualquier reordenacion de sus cifras da lugar a un miltiplo
de n.

Solucién. Notemos que n = 1,3,9 funcionan porque en estos casos el criterio de
divisibilidad es que la suma de las cifras sea maltiplo de n, y tomando m = 18 ya estd.
Para cualquier otro caso, consideramos que m existe y que tiene como cifra mds a la
derecha x y luego una y.

Entonces, permutando esas dos cifras, nos quedard que como se conserva la congruencia
mddulo n, 9(x — y) tiene que ser mailtiplo de n. FEso quiere decir que x es congruente
con y mddulo n/med(9,n). Sin no es miltiplo de 9, = es congruente con y y ha de
sern < 8. Paran = 2,4 tomamos m = 48. Sin = 8, todas sus cifras tienen que ser
pares pero eso es incompatible con x —y maltiplo de 8 y 1 < x,y < 9.

Supongamos ahora que n es multiplo de 3 pero no de 9. Sin = 6, todas las cifras son
también pares y eso deja como unica opcion {x,y} = {2,8}. Pero 28 no es miltiplo de
6 con lo que tendria que haber mds cifras, que solo se pueden tomar entre 4 y 6; pero
ninguno de estos numeros es multiplo de 6: 2+8+4,2+8+4+4,24+8+6,24+8+4+6.
Por tanto n tendria que ser impar y como x es congruente con y mddulo n/3, tendria
que pasar que n < 24, y las Uunicas opciones que no hemos visto todavia son n =15y
n = 21. n = 15 no puede ser pues todas las cifras serian maltiplo de 5. Sin = 21,
{z,y} = {1,8} o {z,y} = {2,9}, con lo que el nimero tiene una tercera cifra z y
repitiendo el andlisis sucede que que como 90 no es multiplo de 7, y — z es maltiplo de
7, con lo que x seria igual a z.

Solo nos queda el caso miltiplo de 9, y en ese caso x,y son congruentes mddulo n/9;
entonces sucede que n < 81 yn es impar por lo dicho antes; tampoco puede ser multiplo
de 5 ni de 7; asi pues, nos quedan los casosn = 27,81. Si descartamos n = 27 habremos
acabado. x,y son congruentes modulo 3; en general, todas las cifras son congruentes
mddulo 3 asi que solo podemos tener 3 cifras; para ser maultiplo de 9 tenemos que las
tres cifras son maultiplo de 3 asi que m tendria que ser alguna reordenacion de 369,
pero simplemente observamos que 369 no es maltiplo de 27. Por tanto n puede ser
1,2,3,4,9.



