Fase Nacional dela XLV Olimpiada M atematica Espafiola
Sant Feliu de Guixols (Girona), 27 de mar zo de 2009

PRIMERA SESION
SOLUCIONES

PROBLEMA 1.-

Halla todas las sucesiones finitas de n ndmeros naturales
consecutivos a,, a,

..... a,, con nx3, taesque a, +a, +...+a, = 2000.

Primera solucion:

empezando por k +1. Entonces
N=(k+D)+(k+2)+..+(k+n)=

[1+2+..+k+(K+D)+..+ (k+n) -1+ 2+...+k]=
(k+nk+n+D) k(k+1) _ n(2k + n+1)

2 2 2

Supongamos que N es la suma de n numeros naturales consecutivos

Teniendo en cuenta que 2009 =1x2009 = 7x287 = 49x41 se tienen los
siguientes casos.

(1) Sn=7y M = 287 resulta k = 283 con lo que
2009 = 284 + 285+ 286 + 287 + 288 + 289 + 290.

@ s 2:7 y 2k+n+1= 287, resulta k =136 conlo que
2009 = 137 + 138+ ... + 150.

(3 S n=41y M:m resulta k = 28 con lo que
2009 = 29+ 30+ 31+...+ 69.

4SS n=49y M:M resulta k =16 con lo que
2009 =17+18+19+...+ 65.

(5) Losotros casos dan valores de k que no verifican e enunciado.



Segunda solucién:

Claramente, es a, =a +n-1 de donde 2009=na, + n(n_2—1) Entonces

2009 >

_ _ 12
n(n2 b > (n 21) , luego n-1</4018, y a ser

64° = 4096 > 4018 > 3969 = 637, resultaque +/4018 < 64, conlo que n < 65,

Supongamos en primer lugar que n es impar. Entonces, obviamente n divide a
2009=72x41 y n puede tomar los valores 7,41 6 49, pues cuaquier otro

divisor impar de 2009 es mayor o igual que 7x41= 287. Se obtiene entonces

_2009_n-1 ; 1 con valores respectivos 284,29 y 17, es decir, se obtienen

n
las tres sucesiones
284,285,...,290;
29,30...., 69;
17,18,...,65.

No hay otras sucesiones con un nimero impar de términos.
. n . .
Supongamos finalmente que n es par. Entonces > divide a 2009, con lo que

n=14, ya que cualquier otro valor de n ha de ser mayor o igua que
2x41=82> 65, lo que no es posible. Entonces a, =137, y la Unica sucesion
con numero par de términos es 137,138,...,150.
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PROBLEMA 2 .- Sean ABC un tridngulo acuténgulo, | el centro del circulo inscrito
enel tridngulo ABC, r suradioy R € radio del circulo circunscrito a triangulo ABC.

Setrazaladtura AD = h,, con D perteneciente al lado BC. Demuestra que
DI *=(2R-h,)(h, —2r).
Primera solucion:

Sean E y M las proyecciones ortogonalesde | sobre BC y AD,
respectivamente.

Setiene: Al = r_. S S

A’ r:B = Al =
Sen— p.%rli
2 2

S esel &eadd tridngulo ABC y p es su semiperimetro.
bc- senA

(1) donde, evidentemente,

Por otraparte, S=

=bc- seng . cosg, asi que (1) se puede escribir

A
bc-cos—
como Al =—2, y ya que coszé = M, obtenemos
p 2 bc

Al 2 :m (2).

Teniendo en cuentaque bc = 2R-h,, p=§, a=%, laexpresion (2) se
r

2

S

escribe como Al* = 2R-h, LY :2R-ha(1—%j:2R(ha—2r)

;
(3).Como €l cuadrildtero IEDM es un rectangulo, MD = |IE =r. Aplicando €l
teorema de Pitagoras generalizado a ADI tenemos

DI?=h?+Al?-2h -AM < DI? = h?+ Al —2h, (h, - MD),
y teniendo en cuenta | os resultados anteriormente obtenidos resulta, finalmente,
DI? = h?+2R(h,—2r)-2h, (h,—r) = (2R-h,)(h, - 2r), c.q.d.



Segunda solucién:

Sean a,b,c las longitudes de los lados BC,CA y AB respectivamente, y sea

T € punto donde la circunferencia inscrita es tangente al lado BC. Por €
teorema de Pitdgoras, a ser IT//AD L DT, se tiene que
DI?=r?+DT?=r?+AT? - AD? y laigualdad a demostrar es equivaente a
AT? +4Rr +r? =2(R+r)h,.

Ahora bien, llamando S al aea de ABC, es conocido que
abc r(a+b+c) 1 ah,
R > —ZJ(a+b+c)(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)— n

De aqui se deduce que 4Rr =

S=

2abc (2 (b+c—-a)(c+a-b)(a+b-c)

at+b+c’ a+b+c
2Rh, —bc y 2R, = LFrc-A(C+ra-b)@+b-c
2a
82 |2 A2
Obsérvese que 4Rr + r2— 2ab+ 2bc + ZCZ a?-b?—c | Ahora bien, <@

sabeque BT = CH;_b, CT = a+k2)—c.

Por el teorema de Stewart, tenemos que
_ BT-AC?+CT- AB?
BC

AT? _BT-CT=

3’ +3c’-a’-2bc  (b—c)’(b+0)

4 2a
conlo que
2 2 a2 Ry
AT2+4Rr+r2=b +c"—a’+ab+ca_(b—c) (b+c),
2 2a
e identificando términos se comprueba que esto coincide con €l valor de
2(R+r)h,

y de este modo laigualdad requerida queda demostrada.
Tercerasolucion:

Notese en primer lugar que
B C

o, 2S-2ar _(bro-ayr ZME, ¢ w
a a sen'g orsen2 2R
, - A B C
donde Ses el &ea de ABC y se ha utilizado que r :4RsenEsenEsenE.

Sea ahora €l punto P en e que la paralelaa BCpor | corta a la altura AD.
Claramente,

DI?=r?+IA2—(h, —r)2=1A2—h, (h, - 2r) = (2R—h,) (h, - 2r).
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PROBLEMA 3.- Se pintan de rojo algunas de las aristas de un poliedro regular. Se dice
gue una coloracion de este tipo es buena, si para cada vértice del poliedro, existe una
arista que concurre en dicho vértice y no esta pintada de rojo. Por otra parte, se dice que
una coloracion donde se pintan de rojo algunas de las aristas de un poliedro regular es
completamente buena, s ademas de ser buena, ninguna cara del poliedro tiene todas sus
aristas pintadas de rojo. ¢Para qué poliedros regulares es igual € nimero maximo de
aristas que se pueden pintar en una coloracién buena y en una completamente buena?
Justificala respuesta.

Solucion:

Claramente, las coloraciones completamente buenas son un subconjunto de las
coloraciones buenas, con lo que si e méximo nimero de aristas que se pueden
pintar de rojo para obtener una coloracién buena se puede alcanzar con una
coloracién completamente buena, la pregunta del enunciado tiene respuesta
afirmativa.

NOTA: En cada caso véase € recuadro de las figuras al final de la solucion.

En el caso de un tetraedro, existen 6 aristas, tales que en cada vértice confluyen
3 de ellas. EI nimero méximo de aristas pintadas de rojo en una coloracién

buena seria por |o tanto 3 x 6 = 4, pues en caso contrario existiria algun veértice

donde més de % de las aristas estuvieran pintadas de rojo, es decir, todas las

aristas estarian pintadas de rojo. La figura muestra una coloracion
completamente buena de un tetraedro con 4 aristas rojas (€l tetraedro ha sido
deformado para poder ser dibujado en el plano).

De igua forma, en e cubo existen 12 aristas, tales que en cada vértice
confluyen 3 de ellas. EIl nimero maximo de aristas pintadas de rojo en una

coloracion buena seria, por lo tanto, §x12=8. La figura muestra una

coloracién completamente buena con 8 aristas rojas.

Finalmente, en &l dodecaedro existen 30 aristas, tales que en cada vértice
confluyen 3 de ellas. EIl nimero maximo de aristas pintadas de rojo en una



coloracion buena seria, por lo tanto, §x30= 20. La figura muestra una

coloracion completamente buena de un dodecaedro con 12 aristas rojas.

De lo anterior se deduce que para € tetraedro, € cubo y e dodecaedro, €l
nimero maximo de aristas rojas en una coloracion buena se acanza con una
coloracion compl etamente buena.

En e octaedro existen 12 aristas, tales que en cada vértice confluyen 4 de
ellas. El nimero méximo de aristas pintadas de rojo en una coloracion buena es

por lo tanto %x 12 = 9. Lafigura muestra una coloracion buena de un octaedro

con 9 aristas rojas. Ahora bien, como cada arista pertenece a dos caras,
sumando para las 8 caras el nimero de aristas pintadas de rojo en dicha cara,
obtenemos 18 = 2x8+ 2,con lo que hay, a menos, dos caras con 3 aristas

pintadas de rojo y una coloracion buena con €l nimero maximo de 9 aristas
pintadas de rojo nunca puede ser completamente buena.

Finalmente, en el icosaedro existen 30 aristas, tales que en cada vértice
confluyen 5 de ellas. EIl nimero maximo de aristas pintadas de rojo en una

coloracion buena es por lo tanto g><30:24. La figura muestra una

coloracion buena de un icosaedro con 24 aristas rojas. Ahora bien, eso quiere
decir, que sumando el nimero de aristas rojas de cada cara para todas las caras,
obtenemos 48 = 2x 20+ 8, es decir, existen, a menos, 8 caras con todas sus

aristas rojas, y una coloracion buena con e nimero méximo de 24 aristas
pintadas de rojo nunca puede ser completamente buena.

Por lo tanto, los poliedros regulares que tienen la propiedad descrita en €
enunciado son €l tetraedro, el cubo y e dodecaedro (es decir, los poliedros
tales que en cada vértice confluyen exactamente 3 aristas) y los que no la
tienen son el octaedro e icosaedro (en cuyos vértices confluyen mas de 3
aristas).
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PROBLEMA 4. - Determina justificadamente todos los pares de nimeros enteros
(x,y) que verifican laecuacion x*—y* = 2009.

Solucion:

Dada una solucién (x,y) cualquiera, es claro que también son soluciones
(X=¥),(=%Y) Y (=X-y),con lo que se puede asumir sin pérdida de
generadlidad que x,y>0. Supongamos entonces que es asi. Es claro
que(x—y?) (x+ y?) = 7% - 41.

S x-y*y X+y®> no son primos entre si, su méximo comun divisor al
cuadrado divide a 2009=77-41, luego es 7 y divide a
(X+Y)+(x-y?)=2x y a (x+y?)—(x—y?)=2y? con lo que existen
enteros no negativos u y Vv taes que x=7u, y=7v Yy
(u+7v?)(u—7v®) = 41.Como ambos factores han de ser enteros, se tiene que

1 .
U+7v’=41y u-7v’=1conloque u=21y v2:70. No existen pues

soluciones enteras en este caso.

S x—y*y X+ Yy son primos entre si, un posible caso es que x—y* =1y
X+ y® =2009,con lo que y*=1004,absurdo pues 31> =961 <1004 < 32°
Resta entonces tan solo €l caso en que x—y* =41y x+ y* = 49, que produce

X =45, y* =4, con lo que la Unica solucion con enteros no negativos es
x=45 e y =2, ylasUnicas soluciones en enteros son (x,Yy) = (45, + 2).
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PROBLEMA 5. - Sean a,b,c nimeros reaes positivos tales que abc =1. Prueba la

desigualdad siguiente
) () ()
+ - >—
1+ab 1+bc 1+ca 4

Solucion:

2 2 2
Como abc =1, entonces a = ca [ & . Andlogamente se
1+ab abc+c 1+c

2 2 2 2
obtienen ( b j :(ﬂj y ( ¢ ) =(£j Por tanto la
1+bc 1l+a 1+ca 1+b

desigualdad requerida se convierte en
2 2 2
( abj +( be ) +(£j 2§, equivalente a
l1+a 1+b 1+c 4
1(abj2(bcj2£cajz 1
= + + > =,
3[\1+a 1+b 1+c 2

Usando ahora la desigualdad entre las medias aritmética y cuadrética, se
obtiene

e R

bc ca
+ +
1+a 1+b 1+c

Asi es suficiente demostrar que

abc abc abc _ 3 .
+ + > —, queasu vez equivale aque
cl+a) al@+b) b@l+c) 2

zg 0 equivalentemente

1 1 1
+ +
cl+a) a(l+b) b@+c)

>3
2



Poniendo a= ,b:X y c=E en la dUdltima desigualdad resulta
z X

X
y

-1 -1 -1
[EJFEJ +[l+ij + (E+E] 2§. Sustituyendo ahoraazl, =
y z zZ X Xy 2 X

B

y=1 sllegaaladesigualdad deNesshit — %42 47 53

z p+y rv+a a+f 2
Laigualdad sedcanzas y sdlos a=b=c=1.
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PROBLEMA 6. - En €l interior de unacircunferenciade centro O y radio r, setoman
dos puntos A y B, simétricos respecto de O. Se considera un punto variable P sobre
estacircunferenciay setrazalacuerda PP, perpendicular a AP. Sea C € punto
simétrico de B respecto de PP". Hallad lugar geométrico del punto Q, interseccién de
PP con AC, da variar P sobrelacircunferencia.

Primera solucion:

Establezcamos primero que AC es constante.

Método 1.

Se obtiene Ca partir de A aplicando un giro de 180° con centro en O
seguido de lasimetriade gje PP".

Descomponiendo € giro en producto de dos
simetrias de gjes perpendiculares e, paraleloa AP y
e, perpendicular a AP, resulta que e triangulo
AAC esrectanguloen A’y ademas:

AC =20M; AA=2MP, de donde
AC? =40M?* + 4MP? = 40P? = 4r%;es decir
AC = 2r, con independencia de la posicion de P.

M étodo 2

Prolongamos PA hasta que corte de nuevo a la
circunferenciaen P, Setiene CP'=P'B= AP".

Ademas P'B es paralelo a PP"; luego e segmento
CA es laimagen del segmento PP mediante la
trasacion de vector P"APy como /PPP” es

recto y PP” e un dametro, resulta
AC=PP’=2r.

Findmente, a ser PP° la mediatriz de BC,




QC =0QB; se deduce entonces que QB+QA=QC+QA=AC=2ry Q
describela€elipsedefocos A y B y constante 2r. Larecta PP eslatangente
en Q alaé€lipse.

Segunda solucion:

Tomamos r =1 y unos ges de coordenadas en los que la ecuacion de la
circunferencia es x* +y° =1, y las coordenadas de A(a,0), B(—a,0), con
O<ax<l

En vez de empezar por P, sea P'(x,,Y,) con lacondicion x; +y; =1. Por

las condiciones del problema, P es el punto medio de BC;llamando (X, Y;)
X =2X,+a
Y, = 2y0

a las coordenadas de C, setiene { . Entonces la ecuacién de la

recta CA es yzﬁ(x—a), esdecir X,y — Y X+ Yy,a=0.
X0

Las pendientes de P'B y de P'P son respectivamente Yo y — %8 por

Xo+a Yo

tanto laecuacionde PP es y,y + X(X, +a) —ax, +1=0.
Las coordenadas del punto Q, interseccion de AC y PP son:

Q( X +a y,(1-a%)

1+ x,a 1+X,a

]. Denotando por X,y a las coordenadas de Q y

a—x -y
ax—1' Yo

despejando los valores de x, e y, Se obtiene X, = =1

Imponiendo  ahora la  condicion x +y.;=1 se llega a
(<’:1—X)2Jr y:
(ax-1)*  (ax-1)*

2

y mediante operaciones se transformaen laecuacion x° + 1 y _ 1, queesla

5=

ecuacion de una elipse.
Tercera solucion:

Demostraremos en primer lugar que, dados dos puntos A,B del plano, €
conjunto de los puntos P (del mismo plano) tales que PA® + PB? es constante
y mayor que AB?, es una circunferencia de centro el punto medio de AB y
guetienea lospuntos Ay B ensuinterior.
En efecto, supongamos A=(d,0),B=(-d,0) y sea P=(xYy) cuaquier
punto. Se tiene entonces

PA” + PB® = 2x* + 2y” + 2d°.

Asiques PA*+PB? =k >4d?, setieneque x* + y? =g—d2 >d?.



Sea entonces ahora R € punto donde BC cortaa PP* (que es perpendicular a
BC). Este punto R satisface

PR® = BP? - BR®* = AR — AP?,
luego R estdenlacircunferenciay esdistinto de P, conloque R=F".
Ahorabien, setiene
AP. BP— AP’ + BP?~(AP-BP)’ k-PP’-(AP-BP)* k- AB’ |
2 2 2
donde k= AP? + BP? = AP*+BP"?.
Ademas, lapotenciade A respecto de lacircunferenciaes
» 2 K , k—AB?
rc—d°=—-—-2d°=
2 2
con lo que & segundo punto S en el que AP corta a la circunferencia es tal
gue AS=BP=CP'.
Como CP'L PP L AP, setiene que AS es paraelo a CP" y ASPC es un

paralelogramo.
Finalmente,

PP ?+PS? = AP 2+ AS? + 2. AS: AP = AP 24+BP 24k — AB? = 2k — 4d? = 4r?,

es decir, P'S=AC=2r. Como AQ+BQ=AC=2r, € lugar de Q esla

elipse interiormente tangente a la circunferencia dada, con A 'y B como
focos.



