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e Problema 1

Una sucesién pucelana es una sucesion creciente de dieciséis nimeros impares positivos con-
secutivos, cuya suma es un cubo perfecto. ;Cuantas sucesiones pucelanas tienen solamente
nimeros de tres cifras?

Solucioén:

Sea la sucesién n,n +2,...,n + 30. Entonces la suma es § 16(2n + 30) = 8(2n + 30). Por
tanto, es necesario que 2n + 30 sea un cubo perfecto. Ahora hay que contar el nimero de
tales n que son impares y verifican 101 < n < 969. Los cubos pares entre 232 y 1968 son
512, 1000 y 1728, que corresponden a valores de n de 241, 485 y 849. Por lo tanto hay
exactamente tres sucesiones pucelanas.

e Problema 2

Sean Ny y Z el conjunto de todos los enteros no negativos y el conjunto de todos los enteros,
respectivamente. Sea f : Ng — Z la funcién que a cada elemento n de Ny le asocia como
imagen el entero f(n) definido por

s ==1([5]) -3{5)

donde |z | es la parte entera del nimero real z y {x} = z— |z | su parte decimal. Determina
el menor entero n tal que f(n) = 2010.

NOTA: La parte entera de un ntimero real z, denotada por |x| es el mayor entero que no
supera a z. Asi |1,98] =1, |—2,001] = -3, |77 —8,03] = 13.

Solucion:
Se prueba facilmente por induccién que, si n = (@GrGr—1-.-ao)5, entonces

k k
f(n) = Z aj—Zaj

=0
J impar

En efecto, f(0) =0, f(1) = —1, f(2) = —

Supongamos que, para todo n menor que 3t, f(n) = Z j=0  aj — ij:o aj. Entonces, si

Jj impar Jj par

t=(br-. Do)y 3t = (bi...b00),, 3t+1= (bg...bol),, 3t+2 = (bs...bo2),. Por lo tanto,



como f(3t) = —f(¢t), fBt+1) = —f(t)—1, f(38t+2) = — f(t) — 2, la propiedad sigue siendo
cierta para todo entero n menor que 3t + 2.
Luego, para todo n = (@rar—1...a0)5, f(n) = Zk j=0 aj — Zk_j:O aj.

j impar Jj par
De esta forma, se obtiene el menor n = (2020 .. .20)3, tal que f(n) = 2010. Este niimero
contiene 1005 doses; su valor en base decimal es:

32010 -1

3
4

e Problema 3

Sea ABC'D un cuadrilatero convexo. Sea P la interseccién de AC y BD. El angulo
LAPD = 60°. Sean E, F', G y H los puntos medios de los lados AB, BC, CD y DA
respectivamente. Halla el mayor niimero real positivo k tal que

EG+3HF > kd+ (1 —k)s

siendo s el semiperimetro del cuadrilitero ABCD y d la suma de las longitudes de sus
diagonales. ;Cuando se alcanza la igualdad?

Solucion:

Probaremos que k = 1 + /3 y que la igualdad se da si, y sélo si, ABCD es un rectangulo.

Sean W, X, Y y Z cuatro puntos exteriores a ABCD de modo que los triangulos ABW y
DCY sean equilateros, el triangulo BC X sea isésceles en X, el tridangulo AZ D sea isosceles
en Zy /BXC=/AZD = 120°.

Los cuadrilateros WAPB, XBPC, YCPD y ZDPA son ciclicos. Luego, por el teorema
de Ptolomeo, se obtiene que:

WP=PA+PB, XPV3=PB+PC, YP=PC+PD, ZPV3=PD+ PA

Por otro lado,

(WPY =/WPB+60°+ LCPY = /WAB +60° + LCDY = 180°



Luego W, P, Y estan alineados y, de forma analoga, Z, P, X estan alineados. Luego:
WY =WP+ PY =PA+ PB+ PC+ PD=AC+ BD
1

1
XZ=XP+PZ=—(PB+PC+PD+PA)= 73

v (AC + BD)

Por la desigualdad, triangular:
WY <WE+EG+GY, XZ<XF+FH-+HZ

Luego:

AC+BD§AB§+EG+DC§, L(ACJFBD)SB—CJer’arJr AD

3 2V/3 2V/3
Por lo tanto, sumando,
AC + BD < ABY% + EG + DC %2

V3(AC + BD) < BC 2 +3FH + AD ¥
(14 V3) (AC+ BD) < EG+3FH + sV/3

o sea,

EG +3FH > <1+\/§)d—3\/§

Luego, si k =1+ /3, entonces EG + 3FH > kd + (1 —k)s.

La igualdad se dara si, y sélo si, por un lado, W, E, GG, Y estan alineados y, por otro lado, X,
F, H, Z también estan alineados. Como W E es perpendicular a AB y GY es perpendicular
a DC, AB y DC deben ser paralelas y, de forma andloga, BC' y AD también deben ser
paralelas, luego ABC' D debe ser un paralelogramo. Ademds, la recta EG es perpendicular
a DC, lo que implica que ABCD es un rectangulo y se comprueba facilmente que si ABC'D
es un rectangulo, entonces se da la igualdad. Luego, la igualdad se da si, y sélo si, ABCD
es un rectangulo.

Ahora, sea un nimero real positivo [ tal que EG+3HF > ld+ (1—1)s. Entonces, si ABC'D
es un rectangulo,
kd+ (1 —k)s>1ld+ (1 —1)s

O sea

k(d—s) > 1l(d—s)

Pero la desigualdad triangular implica que d > s, lo que implica que £ > [. Luego el nimero
real buscado es k = 1 + /3 y la igualdad se da si, y sélo si, ABC'D es un rectangulo.

e Problema 4

Sean a, b, ¢ tres nimeros reales positivos. Demuestra que

a+b+3c . a+3b+c N 3a+b+c >E
3a+3b+2c 3a+2b+3¢c 2a+3b+3¢c— 8




Solucion:

Haciendo a = x1, b = x9, ¢ = x3 y llamando s = x1 + x5 + x3, resulta que el lado izquierdo
de la desigualdad se escribe como

+ 2 2 2
S:S a:1+s+ a:2+s+ X3
3s—x1 3s—xy 3s5s—ux3

Por otro lado,

S+6—i s—|—2xk+2 _i 7s
N 38 — xp _k:133—mk

con lo que

3
7s 7s 7s 1
* 3S—$1+38—$2+38—£II3 8;33—3%

Dado que 22:1 (3s — i) = 8s, entonces s = %Ei:l (3s —zk), vy

3
7 1 63
= — — >
5+6 82(38 xk)Zz;S_a;k— S

k=1 k=1
de donde resulta que
g_ s+ 2xq +s+2x2 n s+ 2x3 > @—6: E
3s—x1 3s—x9 3s—x3 8 8

La igualdad tiene lugar cuando 1 = x9 = x3, es decir, cuando a = b = c.

e Problema 5

Sea P un punto cualquiera de la bisectriz del 4ngulo A en el tridngulo ABC, y sean A’, B’,
C' puntos respectivos de las rectas BC, CA, AB, tales que PA’ es perpendicular a BC,
PB’ es perpendicular a CA y PC’ es perpendicular a AB. Demuestra que PA" y B'C’ se
cortan sobre la mediana AM, siendo M el punto medio de BC.

Solucion:

Sea E el punto de interseccién de PA" y B'C’. Si P se mueve sobre la bisectriz AI (I es el
incentro), la figura PB'C'E es homotética de si misma con respecto al punto A. Luego E
describe una recta que pasa por A. La bisectriz Al corta a la circunferencia circunscrita a
ABC en F, que se proyecta en el punto medio A,, de BC; si P = F, la recta B'C’ es la
recta de Simson de F', luego el lugar geométrico de E es la mediana AA,,.

e Problema 6

Sea p un nimero primo y A un subconjunto infinito de los nimeros naturales. Sea f4(n) el
ntimero de soluciones distintas de la ecuaciéon 1 +x2 +---+x, =n, con x1,22,...,T, € A.
. Existe algin nimero natural N tal que f4(n) sea constante para todon > N 7

Solucion:



Para demostrar el enunciado procederemos por contradiccion. Supongamos que existe un
nimero N para el que se cumpla la propiedad anterior. Como el conjunto A es infinito,
tomemos a € A mayor que N. Vamos a estudiar el valor de fa(pa) y fa(pa + 1). Por
hipdtesis, se cumple que fa(pa) = fa(pa + 1).
Sea S = (s1, 52, .., Sp) solucién de la ecuacién

1 +xo+ - -+xp=n, 51,52,...,5 €A

Entonces, cualquier permutacion de los indices da lugar a una nueva solucién de la ecuacién
(posiblemente repetida si se permutan valores iguales). Diremos que una solucién S =
(s1,82,...,8p) es asociada a una solucién S’ = (5’1, Shy oy s;) si la primera se obtiene a
partir de la segunda mediante permutacién de indices. Sea S = (s1, s2, .. ., Sp) una solucién
del problema y sea @ = (qi,¢2,-..,¢gp) una solucién asociada a S con la propiedad que
G =¢q =" ""=Qq, F# Q41 = Qry+2 = - Qr +ry, y asl de manera sucesiva hasta llegar a
Qry+ro+--+r, = Qp- En otras palabras, () se obtiene a partir de S agrupando los valores s;
que son iguales. En particular, r; + 79 + -+ + rr, = p. Con esta notacién, el niimero de
p!

7‘1!T2! N 'Tk! '

Obsérvese que si todos los r; son estrictamente menores que p, entonces dicha expresiéon es
congruente con 0 médulo p, puesto que el cociente de factoriales es un nimero natural y en
el denominador no hay ningin término miltiplo de p.

soluciones asociadas a S (contando también S) es igual a

Ya tenemos todas las herramientas que necesitdbamos. Volviendo al problema original,

observar que (a,a,...,a) es solucién de x1 + x2 + - - - + x, = pa.
————
P
Por lo tanto fa(pa) = 1 (mdéd p): la solucién (a,a,...,a) no se asocia a ninguna otra,
~—_———
P

mientras que cualquier otra solucién de la ecuaciéon xy +x2 +- - -+, = pa tiene un nimero
multiplo de p de asociadas. Por otro lado no existen soluciones de 1 +x2+---+z), = pa+1

: ) 1 . .
con todas las z; iguales (su valor tendria que ser a + —), con lo que segun lo anterior
p

fa(pa+1) =0 (mdd p) y llegamos a una contradiccion.
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