LI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (CONCURSO FINAL)

Enunciados y Soluciones

1. Sobre la grdfica de una funcidn polinémica con coeficientes enteros, se eligen dos
puntos con coordenadas enteras. Probar que si la distancia entre ellos es un nidmero
entero, entonces el segmento que los une es paralelo al eje de abscisas.

Solucién. Sea el polinomio f(z) = Zaimi, a; € Z y sean A(c, f(c)) y B(d, f(d))
i=0
dos puntos con coordenadas enteras. Entonces

f(&) = f(d) =) ai(c —d)
i=1

Todos los sumandos de esta suma son divisibles por ¢ — d, asi que

n

f©) = f(d) =) ai(c¢ = d') = k(c—d),

i=1
donde k es un entero. Como la distancia entre los puntos A y B, que denotamos
por d(A, B) es un entero, entonces d?(A, B) es un cuadrado perfecto. Pero

d*(A,B) = (c— d)® + K*(c — d)? = (¢ — d)*(1 + k?)

luego la tnica posibilidad para que esta expresién sea un cuadrado perfecto es que
k =0, en cuyo caso

fle) = f(d) =0

y efectivamente el segmento AB es paralelo al eje de abcisas.

2. En el tridngulo ABC, sea A’ el punto simétrico de A respecto del circuncentro
O de ABC.

a) Probar que la suma de los cuadrados de los segmentos de tangentes trazadas
desde A y A" a la circunferencia inscrita en ABC' es igual a 4R? — 4Rr — 2r2.

b) Sea I el incentro del AABC. Probar que la circunferencia de centro A" y radio
A'I corta a la circunferencia circunscrita de ABC en un punto L tal que

AL =V AB.AC.



Solucién. a) Sity ¢’ son las longitudes de los segmentos de tangentes, se tiene
P=AP—r? y 2= AT %

por lo tanto,

2+t = A7 + A'T? — 2r?

Aplicando el teorema de Apolonio al tridngulo AT A’ con la mediana IO resulta
AI* + A'T? = 2I0% + 2R? = 2(R® — 2Rr) + 2R? = 4R? — 4Rr

Sustituyendo en la expresién anterior resulta la relaciéon pedida.

b) Teniendo en cuenta a) y que AL? = A’A2— A'L? = 4R%*— A'I?, ya que el tridngulo
AA'L es claramente rectangulo por ser AA’ un didmetro, resulta

abe | be(p — a)

AL? = 4R? — (4R* — 4Rr — AI*) = 4Rr + AI* =
p p

= bc,
donde las dos iltimas expresiones se obtienen a partir de las relaciones entre dngulos
y lados en el tridangulo, teniendo en cuenta que ¢t = p — a siendo p el semiperimetro.

3. En la pizarra estd escrito un mimero entero. Dos jugadores A y B juegan
alternadamente, empezando por A. Cada jugador en su turno reemplaza el nimero
existente por el que resulte de realizar una de estas dos operaciones: restar 1 o dividir
entre 2, siempre que se obtenga un entero positivo. El jugador que llegue al niumero
1 gana. Determinar razonadamente el menor nimero par que le exige a A jugar al
menos 2015 veces para ganar (no se contabilizan los turnos de B).



Solucién. Si el valor de N inicial es par, veamos que gana A: ya sea restando 1
o bien dividiendo entre 2 (en el caso N = 4k + 2, % = 2k + 1 impar), A siempre
le dejard a B un impar, obligdndolo a restar 1 por no poder dividir entre 2, con lo
cual al jugar A volverd a encontrarse con un par, menor que el anterior. Asi, A se
encontrard finalmente con un 2, y ganaré.

Hay que destacar que cuando A tiene dos opciones validas para dejarle a B un impar,
siempre preferird dividir entre 2, para acercarse mas rapidamente al objetivo.

A continuacién usaremos el siguiente resultado:

Sea y un numero par con el cual se encuentra A en su turno. Entonces, dos turnos
antes A se encontraba con un nimero mayor o igual que 2y + 4.

En efecto, distinguiremos dos casos: (1) Caso y = 4k + 2. Proviene de una jugada
obligada de B desde 4k + 3. Antes, A podia estar en 8k + 6, o bien 4k + 4 (esto
es viable, ya que desde 4k + 4 A no puede dividir porque 2k + 2 es par). Es decir,
B estaba antes en 8k + 7 o en 4k + 5. Si B estaba en 8k + 7, A pudo estar antes
en 16k 4+ 14 o en 8k + 8, mientras que si B estaba en 4k + 5 A sélo pudo estar en
8k + 10, no en 4k + 6, porque en ese caso habria preferido dividir en vez de restar.
Resumiendo, si y = 4k + 2, hace dos turnos A podia encontrarse en 16k + 14, 8k + 10
o 8k + 8, siendo la menor opcién justamente 2y + 4.

(2) Caso y = 4k. Razonando de forma similar, se deduce que hace dos turnos A se
encontraba en 8k +4 (2y +4) o

La solucién al problema se obtendra aplicando repetidamente el resultado anterior.

Definimos la sucesion ag = 2, an4+1 = 2a, + 4, cuya férmula explicita es
a, =6-2" -4

Aplicando reiteradamente el resultado, vemos que para todo n se tiene que cualquier
N desde el cual se llegue al 2 en 2n turnos, debe cumplir N > a,,. Es decir, contando
con que A pasa del 2 al 1 en un turno, hemos probado que para todo n, los nimeros
N que le exigen a A al menos 2n 4+ 1 jugadas cumplen N > a,.

Dado que para n = 1007 se tiene 2n + 1 = 2015, se cumple que N es mayor o igual
que el término ajggr de la sucesién considerada, es decir, el nimero 6 - 21007 — 4,
Queda por probar que se alcanza la igualdad. Para ello, basta ver que para todo
n > 1, si A se encuentra con a,, tras dos turnos estara en a,_1. En efecto,

6.2" —436.2n _586.00_A3.9m 3B 3.9n _4_g.971_4
—_—— —_——

an an—1

4. Todas las caras de un poliedro son tridngulos. A cada uno de los vértices de este
poliedro se le asigna de forma independiente uno de entre tres colores: verde, blanco



o negro. Decimos que una cara es extremena si sus tres vértices son de distintos
colores, uno verde, uno blanco y uno negro. FEs cierto que, independientemente de
como coloreemos los vértices, el numero de caras extremenas de este poliedro es
siempre par?

Solucién. Sea C el nimero de caras del poliedro. Cada cara tiene 3 lados, cada uno
de los cudles pertenece exactamente a dos caras. Luego el nimero total de aristas
del poliedro es 3C'/2, que ha de ser entero. Luego el nimero C' de caras del poliedro
es par.

A una arista cuyos vértices extremos son del mismo color la llamaremos monocroma.
Si sumamos las aristas monocromas de todas las caras, como cada una de ellas esta
exactamente en dos caras, tendremos un nimero par. A este nimero no contribuyen
las caras extremenas, pues no contienen aristas monocromas, y las no extremenas
lo hacen con un nimero impar: 3, si los tres vértices son del mismo color, o 1 en
otro caso. Por tanto, el nimero de caras no extremenas tiene que ser par. Como el
numero total de caras es par, también sera par el nimero de caras extremenas.

5. Sean p y n enteros positivos, tales que p es primo, n > p, y 1+np es un cuadrado
perfecto. Probar que n+ 1 es suma de p cuadrados perfectos no nulos.

Solucién. Sea 1 4+ np = k%, con k entero positivo. Entonces np = k> — 1 =
(k—1)(k+1). Ahora consideramos dos casos:

1. Si el primo p divide a kK — 1, entonces k — 1 =pl y k = pf + 1, con £ entero
positivo. Por tanto

L+np=k?>=pl+1)2=p*C 4+ 2p0 +1 = np = p*2? +2pl & n =pl? + 2
Entonces, n +1 =pf?2 +2(+1 = (p—1)¢2 + (£ +1)? como querfamos probar.

2. Si el primo p divide a k41, entonces k+1 =pl y k =pl —1, con £ > 1 entero
(¢ =1 se corresponde con el caso n = p — 2, que no es posible). Por tanto

1+np:k2:(pE—l)Q:p2£2—2p€—|—1@np:pQEQ—QpE(:)n:pKQ—26

Entonces, n +1=pl? — 20 +1 = (p — 1)¢* + (£ — 1)? es suma de p cuadrados
perfectos.

6. Sean M y N puntos del lado BC del tridngulo ABC' tales que BM = CN,
estando M en el interior del segmento BN. Sean P,(Q puntos que estdn respectiva-
mente en los segmentos AN, AM tales que /PMC = /MAB y ZQNB = Z/NAC.
s Fs cierto que ZQBC = ZPCB?

Solucion. La idea clave de la solucion es considerar las circunferencias circunscritas
de los tridngulos BNQ (en verde en la figura) y PMC (en rojo). Si AM corta a



la circunferencia (BNQ) en X, y AN corta a la circunferencia (PMC) en Y, es
evidente que los cuadrildteros BQNX y M PCY son cilicos. Puesto que ZQBC =

X

ZQBN y /PCB = ZPCM, los édngulos del enunciado del problema serin iguales
si lo son ZQBC y /PCM. Pero ZQBN = ZQXN = ZMXN y por otra parte
LPCM = ZPYM = ZNY M. Entonces el problema estard resuelto en sentido
afirmativo si demostramos que ZM XN = ZNY M lo cual es tanto como decir que
los cuatro puntos M, N,Y, X estdn en una circunferencia, para lo cual podemos
intentar demostrar que

AM  AY

Para ello razonaremos de la siguiente manera:

Los triangulos ABM y ACN tienen la misma area, ya que sus bases son iguales por
hipotesis y la altura desde A es la misma; entonces

AM - AB -sina= AN - AC - sin 3, (1)

donde o = ZMAB y 8 = ZNAC. Por otra parte, dos de los angulos del tridngulo
ABX son oy ZBXQ = ZQNB = 3 (en la circunferencia (BNQ)).

Andlogamente, dos de los dngulos del triangulo ACY son 8y a. Por lo tanto esos dos
tridngulos son semejantes, y escribiendo la proporcionalidad entre lados homologos,

se tiene
AY - cCY

aAX — AB (2)

5



Por 1ltimo, aplicando el teorema del seno en el tridngulo ACY’, tenemos

AC  CY <:>sinﬁ_C’7Y
sinae  sinf  sina  AC

Utilizando (1) y teniendo en cuenta (2), resulta

AM _ AC-sinB AC CY _AY

AN ~ AB-sina  AB AC ~ AX

y esto demuestra la igualdad de angulos indicada en el enunciado



