LVI OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (CONCURSO FINAL)

Enunciados y Soluciones

1. Decimos que un polinomio p(z), con coeficientes reales, es almeriense si
tiene la forma

p(z) = 2° + az® + br +a
y sus tres raices son numeros reales positivos en progresién aritmética. Halla

todos los polinomios almerienses tales que p(7/4) = 0.

Solucién. Llamemos a < § < v a las raices del polinomio. De la condicién de
estar en progresion aritmética tenemos que existe un nimero real no negativo
0 de manera que a = — 0 y v = [+ 9. Por su parte, utilizando las férmulas
de Cardano—Viete, resulta que

afy=—-a=a+p+7,

o lo que es lo mismo
B(B* —6%) = 3B.

Como las raices son distintas de cero, se llega finalmente a que
(B—0)(B+0)=p*—0d"=3.
Tenemos que analizar los tres casos posibles:

(a) Si f—0 =7T/4, entonces B+ = 12/7. De aqui se tiene que = 97/56 y
d = —1/56, lo cual contradice la hipdtesis de que 6 > 0 (alternativamente,
no es posible que g+ < — ).

(b) Si 8= 7/4, entonces 6> = 1/4. Por lo tanto, las raices del polinomio son
(3/2,7/4,2) y se obtiene que

p(@) = (2 — 3/2)(x — 7/4)(z — 2) = 2 — %:ﬁ + ?m - %



(c) Si S+ 6 =7/4, entonces  — 3§ = 12/7. De aqui se tiene que 3 = 97/56
y 6 = 1/56. Por lo tanto, las raices del polinomio son (12/7,97/56,7/4)
y se obtiene que
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p(z) = (z JT)(x —97/56)(x —7/4) =x w5 % + AT

2. Consideramos la sucesién de nimeros enteros { f(n)}°, definida por:

e f(1)=1.
e Sinespar, f(n)= f(n/2).
e Sin >1esimpary f(n—1) es impar, entonces f(n) = f(n —1) — 1.

e Sin>1esimpary f(n— 1) es par, entonces f(n) = f(n —1) +1

a) Calcula f(22920 —1).

b) Demuestra que {f(n)}>2; no es periddica, es decir, no existen enteros pos-
itivos t y ng tales que f(n +t) = f(n) para cualquier n > ng .

Solucion. En primer lugar, hacemos notar que la sucesion esté bien definida:
para cada n € N, n > 1, el valor de f(n) estd perfectamente determinado a
partir de los valores de f(r) con r < n.

Consideramos la sucesién g(n) dada por g(n) = 0 si la expresién binaria de
n tiene un numero par de unos; y g(n) = 1 si la expresién binaria de n tiene
un numero impar de unos. Es obvio que ¢ cumple todas las condiciones que
definen a f, luego f(n) = g(n) para todo n € N.

De esta forma, puesto que 22°20 — 1 se escribe en binario con 2020 unos,

f(22020 - 1) =0

Finalmente, veamos que la sucesion no es periédica. Supongamos que lo fuera
a partir de un valor ng y con periodo ¢t. Tomamos el entero, r, tal que 2" <t <
2"t Observamos que la expresién binaria de 2" +t se obtiene sustituyendo el
primer 1 (por la izquierda) de la expresién de t por dos digitos 10, con lo que
f(2"+t) = f(t). Tomamos un entero k > r + 1 tal que 2¥ > ny. Ahora, se
tiene:

Si f(t) = 1, entonces f(2¥ +t) =0 y por tanto, f(2% +t) # f(2F) = 1.



Si f(t) =0, entonces f(28 +2"+1) =1+ f(2"+t) = 1+ f(t) = 1 y por tanto,
f2F42m +1) £ f(2F +27) = 0.

3. A cada punto del conjunto A = {(x,y,z) € Z3}, formado por los puntos
del espacio tridimensional cuyas coordenadas son enteras, le asignamos un
color de entre p colores posibles. Demuestra que forzosamente existe algiin pa-
ralelepipedo recto (poliedro de seis caras en el que cada cara es un rectangulo)
cuyos vértices pertenecen a A y son todos del mismo color.

p+1
2
en el conjunto A? = {(7,7,0) € A;0 < i < p}. Por el Principio del Palomar,
podemos asegurar que, para cada j hay dos puntos de A? del mismo color.
Puede que haya mas de dos o que ocurra para mas de un color; no importa,
de entre los p+ 1 marcamos dos que comparten color. Teniendo en cuenta que

1 . . ey
hay p <p —5 ) + 1 posibles valores de j, de nuevo por el Palomar, existiran al

Solucion. Ponemos n = p . Para cada j € {0,1,...,n}, pensamos

1
menos r = (p —5
repetido en todos ellos es el mismo (color ¢). Como el nimero de maneras de
elegir los dos lugares (valores de i) de cada uno de esos A?t, cont=1,...,r,

+ 1 de esos AY (digamos A) ,..., A9 ) en los que el color

1 o
es (p ; ), usando de nuevo el Principio del Palomar, podemos asegurar que

existen A;, y Aj,, con o, B € {1,...,7}, en los que el color c aparece dos veces
en cada uno y en los mismos lugares. O sea, queda probado que en el plano
z = 0, y con valores de la coordenada = € {0,1,...,p} y de la coordenada

y €{0,1,...,n}, existen cuatros puntos

(ilujaao)u (i27ja70) € Aja (i17j570)7 <Z27j570) € Ajg

que son vértices de un rectangulo (siempre de Lados Paralelos a los Bordes de
la Cuadricula: LPBC) y los cuatro de un mismo color.

El nimero, m, de formas de elegir, en una cuadricula de (p + 1) x (n + 1)
puntos, cuatro puntos que sean vertices de un rectangulo LPBC es lo mismo
que el numero de maneras de elegir dos valores de la abscisa y dos valores de

la ordenada, o sea m = (p-; 1) (n ; 1>.

Para cada k € {0,1,...,p x m} consideramos la cuadricula A* = {(i,j,k) €
A;0 < i < p,0<j <n}. Tenemos pm + 1 cuadriculas y en cada una de
ellas hay cuatros puntos que comparten color y son vértices de un rectangulo



LBPC. Por el Principio del Palomar, hay al menos p 4+ 1 de esas cuadriculas
en las que los cuatro puntos de cada una de ellas ocupan los mismos lugares
en lo referido a sus dos primeras coordenadas. Finalmente, de nuevo por el
Palomar, hay (al menos) dos de esas p+ 1 cuadriculas tales que el color comun
de los cuatro vértices de una es el mismo que el color comin de los cuatro
vértices de la otra. Asi tenemos ocho puntos de A que comparten color y son
vértices de un paralelepipedo recto.

4. Ana y Benito juegan a un juego que consta de 2020 rondas. Inicialmente,
en la mesa hay 2020 cartas, numeradas de 1 a 2020, y Ana tiene una carta
adicional con el ncemero 0. En la ronda k-ésima, el jugador que no tiene la
carta k — 1 decide si toma la carta k o si se la entrega al otro jugador. El
numero de cada carta indica su valor en puntos. Al terminar el juego, gana
quien tiene mas puntos. Determina qué jugador tiene estrategia ganadora, o
si ambos jugadores pueden forzar el empate, y describe la estrategia a seguir.

Solucién. Ambos jugadores pueden forzar el empate. Dividimos el juego en
505 etapas, cada una con cuatro rondas consecutivas de la forma

{k,k+1,k+2k+3}.

Vamos a demostrar que cada jugador puede conseguir al menos la mitad de
los puntos de cada etapa, independientemente de qué jugador tenga la carta
k — 1. No importa qué ocurra en la k-ésima ronda. A partir de ahi:

e El jugador que recibe la carta k (sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que es Ana) puede asegurase al menos el empate en la etapa de
4 turnos. En efecto, si Benito le entrega también la carta k+1 y la carta
k + 2, entonces Ana ya ha recibido 3k + 3 puntos y gana la etapa de 4
turnos. Si Benito entrega a Ana la carta k + 1 y se queda la k + 2, Ana
toma la carta k + 3 y gana la etapa de 4 turnos. Si Benito se queda la
carta k + 1, Ana entrega la carta k 4+ 2 a Benito y se queda con la carta
k+ 3, con lo que empata la etapa de 4 turnos. En resumen, quien recibe
la carta k siempre puede conseguir al menos el empate.

e El jugador que no recibe la carta k (sin pérdida de generalidad, Benito)
se queda con la carta k + 1. Si Ana le entrega la carta k + 2, Benito ya
tiene 2k + 3 puntos y se garantiza el empate en la etapa de 4 turnos. Si
Ana se queda la carta k + 2, Benito se queda con la carta k + 3, con lo
que acaba con 2k 4 4 puntos y gana la etapa de 4 turnos. En resumen,
quien no recibe la carta k siempre puede conseguir al menos el empate.



5. En un tridngulo acutdngulo ABC, sea M el punto medio del lado AB y
P el pie de la altura sobre el lado BC. Prueba que si AC + BC' = /2AB,
entonces la circunferencia circunscrita del triangulo BM P es tangente al lado

AC.

Solucién. Sea S el punto de AC, al mismo lado de A que C, tal que AS =
V2AB/2. Este punto cumple que AS? = A32 = AB - AM, que es la potencia
de A con respecto a la circunferencia c1rcunscr1ta de BM P; luego si esta
circunferencia circunscrita pasa por S entonces es tangente a AB. Vamos a
demostrar que esto es cierto, probando que ZMSB = ZMPB. Sea N el

B

punto medio de AC. Como AS = ‘[AB = ACEBC — AN + MN, tenemos

NS = NM. De ahi obtenemos ANMS ANSM

Observese que los tridngulos ASB y AM S son semejantes, porque AS =2 =
. De aqui se deduce que ZAMS = Z/ASB. Entonces ZABC = ZAMN =

AAMS INMS =/ZASB — ZNSM = ZMSB.

Por otro lado, por ser M el punto medio de la hipotenusa del triangulo

rectangulo APB, tenemos M P = MB. Esto quiere decir que ZMPB =

/MBP = /ABC = ZMSB, como queriamos demostrar.

6. Sea S un subconjunto finito de los ntiimeros enteros. Definimos dy(S) y
d3(S) de la siguiente manera:

o dy(95) es el nimero de elementos a € S para los que existen z,y € Z tales
que 2% — y? = a.

e d3(95) es el niimero de elementos a € S para los que existen z,y € Z tales

que 2% — 1® = a.



(a) Sea m un numero entero y sea S = {m,m +1,...,m + 2019}. Prueba
que

(b) Sea n un entero positivo y sea S,, = {1,2,...,n}. Prueba que existe un
nimero N de manera que sin > N,

dy(Sy) > 4 - ds(S,).

Solucion. En primer lugar, observamos que un nimero se puede escribir como
diferencia de cuadrados si y solo si no es de la forma 4k + 2. Para ver esto,
escribimos 22 —y? = «- 3, donde a y 3 tienen la misma paridad y simplemente
ponemos r = O‘Tw, Yy = '8%0‘ Por ejemplo, si n = 4k sirve a = 2, § = 2k; si
n=4k+1on =4k + 3, sirve a = 1, § = n. Reciprocamente, una diferencia
de cuadrados nunca podré dar resto 2 al dividir entre 4 (simplemente notando
que un cuadrado es 0 o 1 médulo 4).

Analicemos ahora cémo pueden ser las diferencias de dos cubos. Observamos
que la congruencia médulo 7 del cubo de un entero solo puede ser 0, 1 o 6; en
consecuencia, la diferencia de dos cubos, médulo 7, solo puede ser 0, 1, 2, 5 0
6. Haciendo lo mismo moédulo 9, vemos que la congruencia de un cubo médulo
9 solo puede ser 0, 1 u 8; en consecuencia, la diferencia de dos cubos médulo
9, solo puede ser 0, 1, 2, 7 u 8. Por tanto, hay a lo sumo 5 opciones médulo 7
y b opciones modulo 9, y, por el teorema chino de los restos, tenemos tan solo
25 opciones modulo 63.

En un intervalo de longitud 2020 (multiplo de 4), exactamente 3/4 partes de
los nimeros seran no congruentes con 2 médulo 4 (esto es, da(S) = 1515). Por
su parte, tenemos que 2020 = 32 - 63 + 4, de manera que

d5(S) < 3225+ 4 = 804.

Por tanto, tenemos que dy(S)/d3(S) > 1515/804 > 13/7, como queriamos
demostrar.

Pasamos ahora a resolver la segunda parte. El mismo razonamiento usado
anteriormente muestra que

3n 1 3n 1
— — = <dy(Sn) £ —+ -
§ g =B STy
Serd suficiente entonces con ver que asintéticamente ds(n) < ?{—g, esto es, que

para valores de n suficientemente grandes se cumple esa ltima desigualdad.



Supongamos que x > y > 0. Una primera observacién es que si 2° —y®> < n
pong q Yy p q Y )

entonces
n>at -y = (z—y)(2®+ oy +y?) > 2® +ay +y? > 34
con lo que y < \/n_/S Por su parte,
22 <n+1y> <n+(n/3)%2

Esto es, 7 < ¢/n + (n/3)3/2. Como el cociente n/(n/3)%? tiende a 0 cuando
n tiende a infinito, tenemos que para cualquier § > 0 existird un nimero N
suficientemente grande de manera que cuando n > N,

x < {/n+ (n/3)32 < (14 0)y/n/3.

Como sabemos ademds que y < x, necesariamente el nimero de parejas esta
acotado por %. Por tanto, podemos obtener a lo sumo (1 + §)*n/6
nimeros. Observamos que no es necesario considerar el caso en el que z,y < 0,
dado que los nimeros obtenidos seran los mismos.

En el caso en que y < 0 < z, tenemos que 3+ (—y)* < n, y han de ser z, —y <
n'/3, de manera que podemos obtener a lo sumo n?/® nimeros. Seleccionando
un J suficientemente pequeno (por ejemplo § = 0.01), concluimos que

3n

ds(S,) < (1+40.01)%n/6 +n?? < T

si n es suficientemente grande.



