PROBLEMA DEL MES
Enero — 2023

Real Sociedad Soluciones
Matematica Espaiiola

<

Relacion de problemas de los que ya se ha recibido solucion correcta

Alevin Infantil Cadete Juvenil Janior Sénior
028 v v v v v v
029 v v v
030 v v v v v v

Enfendemos que todas aquellas personas que remiten malerial para esta seccion,
aceptan ser mencionados en el archivo PM del mes, bien como proponentes de los
problemas, bien como resolutores y, ademds en este caso, si asi lo considera el equipo
edifor, que sus soluciones se expongan como muestra del buen proceder a la hora de
abordar dichos problemas. En caso contrario, rogamos que lo indiquen expresamente.

37 participantes (27 chicos / 10 chicas) 55 respuestas

1 sin determinar

Alevin (5°/6° Primaria)
A-030. Capicuas cercanos.

Sabes que un numero capicua (o palindromo) es un numero que se lee igual de
izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Por ejemplo, el numero 2023202 .
Sea M un numero capicua menor que el del ejemplo y N numero capicua mayor
que el del ejemplo, esto es, M < 2023202 <N de forma que no existe otro numero
capicua diferente de 2023202 entre My N. Se te pide hallar el valor de M —N.

Solucidn

Si cambiamos el 2 de las unidades de 2023202 , para que el numero siga siendo
capicua, hemos de cambiar también el 2 de las unidades de millén pero, entonces,
el numero 2023202 no estaria entre My N.

Analogamente ocurriria si cambidramos el O de las decenas de 2023202, que
obligaria a cambiar el O de las centenas de millar o, lo mismo, si cambidramos el
otro 2, el de las centenas de 2023202 , que obligaria a cambiar el 2 de las decenas
de millar y, en ambos casos, el numero 2023202 tampoco estaria entre My N.

Luego, necesariamente hemos de modificar el niumero central, el de las unidades de
millar, obteniendo M =2022202 y N = 2024202 , por lo que M —N =-2000

Ademds de la del proponente, se han recibido soluciones correctas de: F. Damidn Aranda
Ballesteros (IPEP-Cordoba), Mateo Muifios Martinez (IES Sanxenxo), Celso de Frufos de Nicolds
(Coslada), Yassir Abid (IES Fla. Alicante), David Sinchez Cuenca (IES Serrania. Alozaina), Dario
Moreno Sdnchez-Cogolludo (Sta M Expectacion. Cuenca) y Rubén Orti Pascual (IES Luis Vives.
Valencia)

Infantil (1°/2° ESO)
I-030. El duomil vigésimo tercer término.

Dados 2023 numeros a;, a,, a3, ---,3092 Y 82023 > Sabemos que el valor de los
dos primeros a; =20 y a, =23,y que, a partir de ahi, cada término es el cociente
entre el término que le precede en una posicion y el que le precede en dos
posiciones, esto es: ag =a,/a;, a4 =as/a,, a5 =a4/ag ... y asi sucesivamente,
2qué valor tiene aygy3 , €l ultimo término?



Solucion
Hallamos los primeros valores:

a, _23
a; =20 a, =23 A, =—42="2
1 2 3 a, 20
_a, _23/20 1 _a, _ 120 _1 _ag _1/23 _20
a,=—==——"=— ag=—"=—"—F—=— ag=—>=—"—"—=—
a; 23 20 ag 23/20 23 a, 1/20 23
a; :i:Mzzo:al ag :a—:izzszaz... y, claramente, vemos
a; 1/23 ag 20/23

que el ciclo se repetira cada seis términos.

Luego, como 2023 =6[337 +1, tendremos que a,y,; =a; =20

Bien resuelto por: Francisco J. Babarro Rodriguez (Ourense), Carolina Aranda Esteban (C Juan
XXIII. Burjassot), Ivdn Lopez Mdrquez ( C. Inmaculada. Alicante), F. Damidn Aranda Ballesteros
(IPEP-Cordoba), Miguel Conesa Sdnchez(IES Misteri d’Elx), Javier Sudrez Godoy (IES Mesa y
Lopez), Iker Torres Garcia (IES Matilde Salvador. Castellon), Celso de Frufos de Nicolds (Coslada),
David Sdnchez Cuenca (IES Serrania. Alozaina), Xunuo Huang (C Juan XXIII. Burjassot), Ainhoa
Boeta Serrano (IES Sierra de Mijas. Las Lagunas de Mijas), Alfonso Gadea (Valladolid), David
Cano Palencia (IES Juan XXIII. Burjassot), Rubén Orti Pascual (IES Luis Vives. Valencia) y Paplo
Morales Martin (P4-CEIP Agustin de Argiielles. Alcorcon)

Se recibio también una solucion no justiticada.

Cadete (3°/4° ESO)
C-~030. El fin de 1a suma de potencias.
Hallar la ultima cifra, la de las unidades, de este enorme numero:

N = 12023 + 22023 + 32023 + 42023 +o.+ 20222023 + 20232023

Solucion
Observamos que:

~Las potencias de cualquier numero que acaba en 0, 1, 5 o 6, terminan,
respectivamente,en 0, 1,5 0 6.

~ Las unidades de las potencias de cualquier numero que acaba en 2, en 3, en 7,
o en 8, se repiten ciclicamente cada cuatro numeros:

u(.. 2hH=2 ul..22)=4  u(.2%=8 u.. 24 =6
u(..39H=3 u(.. 3%)=9 u(..3% =7 u(..3H=1
uC.. 7y =7 u(..7%)=9 u(.. 7% =3 ul. 7 =1

u(.. 8 =8 u(..8%)=4  u(.8%)=2 u(.. 8% =6

- Las unidades de las potencias de cualquier numero que acaba en 4 o en 9, se
repiten ciclicamente cada dos numeros:

u(.. 41 =4 ul..4®)=6  u(. 4% =4 ut..hH=6
u(..9H =9 u(..9%)=1 u(..9%)=9 ul.. 9 =1

Y, como 2023 =2[1011+1=41[505 +3, se tiene que: u(.. nZ9%8) = y(... ns)_para

cualquier terminacién n =0, 1, 2,...,9 de un nimero cualquiera que acabe en n

Por tanto, en nuestro caso, u(N) =6 como aqui vemos:

uN) = u(12028 + 22028+ +2020%0% )+ 1(2021%023 + 202220% + 20232028 ) =
=u(2020+1+8+7+4+5+6+3+2+9))+u(l+8+7)=
=u(202 [#5)+u(16)=0+6=6

Ademas de la del proponente, se han recibido soluciones correctas de: Alperto Fernandez (Colegio
Pozo Nuevo. Rota), Javier Suarez Godoy (IES Mesa y Lopez), Javier Ruiz de Larriva (Fl Centro
Ingliés. Puerfo de Santa Maria), F. Damidn Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba), Helena Taiyun (IES
Mediterrdneo. Torrevieja), Eva Barrera Vdzquez (El Centro Inglés. Puerfo de Santa Maria),
Cristina Ceaus (IES Dunas de las Chapas. Marbella), Celso de Frutos de Nicolds (Coslada), David
Sdnchez Cuenca (IES Serrania. Alozaina), Joaquin Cos Corcoles (IES Mediterrdneo. Torrevieja),
Pelayo Palacio Pérez (IES Alpajés. Aranjucz), Alfonso Gadea (Valladolid), Dario Armario Reina
(Centro Inglés. Fuerfo de Santa Maria), David Orti Pascual (IES Luis Vives. Valencia) y Weng
Weizhe (IES Luis Vives. Valencia)

Se recibieron también dos soluciones incorrectas.

Juvenil (1°/2° Bachillerato)

Jv~-030. Veintitrés en partes.
Ya sabes que |x |, [x ]|y {x} representan, respectivamente, la parte entera por defecto,
la parte entera por exceso y la parte decimal del nimero real x y que |_xJ =x —{x}.

Demuestra que no existen dos nimeros enteros positivos m y n tales que 2™ Q/23
y 3" 3/23 tengan la misma parte decimal, esto es, que: {Zm B/ﬁ} = {3“ B/ﬁ}



Solucion
Lo vamos a demostrar por reduccion al absurdo. Supongamos que existieran dos
numeros enteros positivos m y n tales {Zm 23}={31'1 EL/%} Entonces, como

{2 23} = 2™ /23 - |2 B/23 | y {3" B/23}= 3" W23 |37 /23 |, tenemos:
2™ 325 -|2™ (323 |= 3" B3/23 -[3" /23 |
2™ -3") /28 =|2™ /23 |- |37 /23 |
que es entero por ser diferencia de enteros

Asi, la tinica manera de que (2™ —3") [3/23 sea entero es que 2™ =3" =0, esto es,

que 2™ =3" y esta igualdad es absurda, pues el primer miembro representa un
nimero par y el segundo uno impar.

Bien resuelfo por: Anfonio Roberfo Martinez Ferndndez (CEA Mar Menor. Torre Pacheco), F
Damizdn Aranda Ballesteros (IPEP-Cordoba), Clara Navarro Escribd (IES Ausias March. Manises) y
Pelayo Palacio Pérez (IES Alpajés. Aranjuez)

Junior
Jn-~-030. No apto para triscaidecafobicos.
El numero 13 es el numero mds temido por los supersticiosos. No obstante, es el
tinico ntmero de dos cifras que divide a 27° +37° ;Puedes demostrarlo?
Solucion:

En primer lugar:
Por el Pequefio Teorema de Fermat: 22 =1 (mod 13) - 2% =1 (mod 13)
Por otro lado, 25=6 (mod 13) - 2 =36=10 (mod 13)

Por tanto, multiplicando ambas expresiones: 2° =1 (mod 13)

Y, en segundo lugar:
3°=1(mod 13) - 3% =12 =1 (mod 13)
Y como 3 =3 (mod 13), multiplicando ambas expresiones: 30 =3 (mod 13).

Entonces: 27 +3™ =10+3 =0 (mod 13)

La unicidad la prueba asi F. Damidn Aranda Ballesteros:

Teniendo en cuenta que 2 y 3 son primos, sabemos que ninguno de ellos sera
divisor de 27 +37

Los divisores de 70 distintos de 1 y 70 son: 2, 5, 7, 10, 14 y 35. Por tanto, si
actuamos como en el apartado anterior, de existir un divisor b del numero

27 +37 deberia ocurrir:
[En primer lugar:
2°=a (modb) (2%5)" =27 =2a" (mod b)

. - 2™ +3% (0 (mod b)
35=-a@modb) (3%) =37 =(-a)"* (mod b)

Mo mismo ocurre para el caso siguiente:
27 = db 27)10 = 570 = /10 db
a (medb) () a” modb) 70, 57020 (mod b)
3" =-amodb) (3")'° =37 =(-2)"° (mod b)

L) para este otro caso:
2% =3 modb) (2%%)2=27 =32 (mod b)
3% =—a(@modb) (3%%)% =37 =(-a)? (mod b)

Nos quedan por estudiar estos otros casos:

- 2™ +3™= 0 (mod b)

[En primer lugar:
2%=a (mod b) (2"°)7=2""=a" (mod b)

R ~ 27 +37 =0 (mod b)
39=—amodb) (3°)" =37 =(-2)" (mod b)

Los posibles valores de b estaran entre los divisores de 2'° +31° =60073 que son
{1,13,462 1,60073} y como vemos el unico divisor de de dos cifras es 13.
[E igualmente con:
2™ =2 (mod b 2% =2 =25 (mod b
( ) @) ( ) 2748™ =0 (mod b)
3" =-amodb) (3")° =37 =(-a)® (mod b)

Los posibles valores de b estaran entre los divisores de 2'* +3!* = 4799353 que
son {1,13,369181,4799353} y vemos que el unico divisor de de dos cifras es 13.

Por tanto, 13 es el tinico niimero de dos cifras que divide a 2 +37°

Bien resuelfo por F. Damidn Aranda Ballesteros (IFEP-Cordoba), Celso de Frutos de Nicolds
(Coslada) y Nicolds Uzquiza Lopez (IES La Bureba. Briviesca). Solo el primero probo la unicidad.



Sénior
S$-030. Bienvenido 2023.

Demuestra que en cualquier conjunto de dos mil veintitrés numeros enteros, se
puede encontrar siempre uno que sea divisible por 2023, o varios cuya suma sea
divisible por 2023 .

Solucion
Sea {aj}f:olzs el conjunto en cuestion de dos mil veintitrés numeros enteros.
Consideramos las 2023 sumas siguientes:
S;=a(,S8,=a;+a,,Sg=a;+a, +ag,... ... »S9023 =41 Ta, tag t..tayys
- Siuna de ellas es multiplo de 2023, hemos terminado.

~ Si ninguna de ellas fuera maultiplo de 2023, por el principio del palomar
podemos asegurar que, al menos, dos de ellas dejaran el mismo resto al dividirlas
por 2023, pues son 2023 divisiones con 2022 restos posibles (r =1, 2...2022).

O lo que es lo mismo, existen p <q tales que S, =5, (mod 2023), esto es:

Sp=a;ta+..ta,=a;+a, +..+ta, =5, (mod 2023) y, por tanto,

la suma Apig Tapiy tapg ttag = 0 (mod 2023) cumple lo pedido.

Bien resuelto por: Miguel Angel Ingelmo Benito (IES JS. Arganda del Rey), F. Damidgn Aranda
Ballesteros (IPEP-Cordoba), J Carlos I, (Folitecmadtica), Pelayo Palacio Pérez (IES Alpajés. Aranjucz)
y Sergio Sénchez Zufia (Navarra)

Se recibieron tampién una solucion incompleta y ofra incorrecta.



