PROBLEMA DEL MES
Marzo — 2023

Soluciones oficiales

Matematica Espaiiola

Alevin (5°/6° Primaria) A-032. Angulos obtusos externos.

Como ves en el grafico de la derecha, dos
rectas secantes p y q cortan a dos rectas
paralelas ry s. Y conocemos la medida de dos
angulos obtusos externos como indicamos.
JSabrias deducir qué medida tiene el otro
angulo obtuso externo que falta?

Solucion

Sabes que los angulos correspondientes que
forma una linea recta que corta a dos lineas
rectas paralelas son iguales (en verde).

Sabes también que el suplementario de un
angulo es lo que le falta para medir un
angulo llano, esto es, 180° (cx naranja).

Finalmente, fijate en el tridngulo de vértices
punteados, y verds que te falta el angulo
sefialado con un puntito por determinar vy,
también, que dicho angulo es suplementario
del angulo x° que se pide.

Por tanto, el angulo x° marcado en rgjo mide lo mismo que la suma de los dos
angulos conocidos en el triangulo de vértices punteados: x° =80°+60° = 140°

Infantil (1°/2° ESO) I-032. Triangulo 3:4:5 no pitagdrico.

Ya sabes que el tridngulo con las medidas de sus lados en proporcidén 3:4:5 es un
triangulo pitagorico. Pero, si son las medidas de sus angulos los que estan en esa
misma proporcion, 3:4:5, ;qué mediria el lado mds largo si el mas corto es de
una unidad de longitud?

Solucion

Que los dngulos del tridngulo estan en
la proporcion 3:4:5, significa que
3k +4k +5k =180° - k=15,esto
es, los angulos del triangulo son:

3(15:4[15:5[15 - 45°:60°:75°

Asi, para responder a la cuestidn, basta
conocer bien tus utiles de dibujo, la
escuadra y el cartabdén, pues ambos
conforman, como vemos en la figura,
este curioso tridngulo.

Un tridngulo con el lado corto, el opuesto al menor dngulo, el de 45°, de una
unidad de longitud, seguin dice el enunciado y, como muestra la figura, con el lado
largo, el opuesto al mayor angulo, el de 75°, la suma de las longitudes que miden
los catetos del cartabdn con esa hipotenusa de una unidad de longitud, pues el
cateto largo coincide con el cateto de la escuadra:

1, V8 s
o+ =05+ s)

Cadete (3°/4° ESO) C-032. Razdn de areas.

Sobre los lados BC y AC de un triangulo B
ABC se consideran los puntos A' y B' de

modo que se verifican las relaciones:

BA' _ 1 AB' _1 . -
—— =— y —— =—respectivamente.
BC 3 AC 4
Halla la razén de areas K, entre los dos D
triangulos de distinto color.
A B C
Solucion-1
BA'_1 - A'C=2[BA'
BC 3
Ap'_1 - B'C=3[AB'
AC 4

Y los valores marcados en cursiva sobre los
lados del triangulo del dibujo no son sus
medidas, son las proporciones entre sus dos
particiones.




Uniendo D con C, como muestra la figura, el tridngulo queda dividido en
triangulitos cuyas areas podemos relacionar entre si. Nominémoslas, como es

habitual, poniendo entre corchetes los vértices de los tridngulos implicados.
- Sea p=[AB'D] - [B'CD]=3p por tener la misma altura y base triple.
- Sea q=[A'BD] - [A'DC]=2p por tener la misma altura y base doble.
- Sea r =[ADB]
Asi, por tener la misma altura y base triple: [B'CB] =3 [[AB'B] -
3pt2q+q=3(p+r) - q=r
y por tener la misma altura y base doble: [A'AC] =2[[A'BA] -
2q+3p+p=2(q+r) - 2p=r y,portanto,2p=r=q

Luego, la razon pedida es: K = -,
= p =

Solucion-2

Aplicando la técnica del centro de masas (ley
de Ia palanca en distintos segmentos)
Asignando pesos:

[By I alos vértices A y C respectivamente, el
equilibrio se logra en B’ con un peso 4.

(R y 1 alos vértices B y C respectivamente, el
equilibrio se logra en A’ con un peso 3.

Asi, D seré centro de masa del tridngulo, si:

- sobre el segmento AA' se cumple que AD =DA', lo que implica, por ser
triangulos con misma base y misma altura, con la misma nomenclatura que en

la solucién anterior, que q =r

- sobre el segmento BB' se cumple que BD =2[DB', lo que implica, por ser

triangulos con misma altura y base doble, quer = 2p

Y, asi, como antes: la razén pedida resulta: K = - 2

e

Juvenil (12/2° Bachillerato) Jv-032. Area sombreada.

D
a) Calcula el valor S(n) del drea de la region
sombreada, siendo el cuadrado ABCD de lado
unidad y los puntos E y F sobre los lados AB y
BC respectivamente, tales que satisfacen la
relacion:
AE _BF _1
AB BC n
b) Determina el valor del lim S(n) A E
n - o
Solucion
Los triangulos AKD y FKB son semejantes y, a D
. . . FB _ 1
partir de su razon de semejanza r; =—— =—, sus
n
alturas trazadas desde el vértice comun K seran, L
respectivamente: lh aoap =1 —
n
K
n 1
h = h =
ARD™ T Y Ngxs n+1 A >

1 .1 y el drea de cuadrilatero FKLC sera:

Asi: [FKB]:1 =
2 n n+l 2nn+1)

[FKLC] = [BCL] - [FKB] = - ~— L -nn*D-2_(n-Dln*2)

4 2n(n+1) 4n(n +1) 4n(n +1)

Los triangulos rectangulos AMD y EAD son D

semejantes con razon de semejanza:
= AD _ 1 _n
, = —— = =
DE \/1 L1 Jn2 +1 L
n? N
, 2 n? _1 n M
Asi: [AMD] =r,”[EAD] = 2 O—= 2
n"+1 2n 2(n"+1) A E

De este modo, [AME] =[EAD] - [AMD] -1._ ;1 = 12 y
2n 2(n*+1) 2n(n“+1)




[MEBK ] = [ABF] ~ [ AME] ~ [FKB] = —— ~— 1

2n 2n(n?+1) 2n(n+1) - Janior Jn-032. Buscando a C.
_@+DMZ+D-(n+D-m2+1) _ n3 -1 Dados dos puntos A y B, determina el lugar geométrico de los puntos C del plano
- 2n(n +1)(n? +1) - 2n(n +1)(nZ +1) cartesiano tales que, en el triangulo ABC, el angulo A sea el doble del B.

Indica de qué curva se trata.
Por razones de simetria, los cuadrilateros NEBL y FKLC son equivalentes y asi:

[NLKM | =[NEBL] -[MEBK] = [FKLC] - [MEBK] =

Solucion
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A(1,0) y B(-1,0).

— 3 _
:(n Dn+2) n 12 = Con C(x,y) larecta ACes: y =m(x +1)
4n(n+1)  2n(n+D(n”+1) .
_(n—l)(n+2)_(n—1)(n2+n+1)_ Ycomom=tanB - tanA=tan2B= Ztaan: 2m entonces la recta BC
4n(n +1) 2n(n + D02 +1) o I-tan"B 1-m
_(n- I)[(n +2)(n® + 1)2—2(n2 +n+ 1)] _ tendra por ecuacion: y = {—m? x-D
4n(n+21)(n +1) , y=m(x+1) 2
:(n—l)[(n+2)(n +1)—2(n +n+1)]: Tenemos el sistema: < —2m y resolviendo: m(x +1) = mz x-1)
an(n+1)(n* +1) y—l_mz(x—l) I-m
P _ _ + _2
_ (n-Dn Zn) _(m-Dn 1)(211 1)n:(n21) x+1_ 2 L2 2 2 _ 2 _1:3_m2
An(n+Dn“+1)  4n(n+D(n*+1)  4(n”°+1) x-1 m2-1 x-1 m?2-1 x-1 m?-1 m? -1
En definitiva, ¢l 4rea sombreada S(n) sera: o . - 2m2 -2 e omZ -2 i1s 1+m2
S(n) =[AFC] + [DEB] - [NLKM] = 3-mZ 3 —m?2 3 —m?
( I) (n-12 2
=l1-=|-—-2 = . _ I+m _ 4m
2 Ydeaqui: y=m(x+1)=m +1|=
n[ 4(n* +1) ] L [S—mz ] 3-m?
— 2 —(n —
:(n D|4(n +21) (n-T)n _ N K F + 2 A
4n(n” +1) N En definitiva, la solucidn es: = {x= y=
2 ’ 3_m27 S—mz
_(m-1D(Bn" +n+4) A B
- 2 +1) . 1+m? 4 4
4n(n” +
( Despejando m? de x = m2=—1+ ;7 — XtI= 2
D C 3-m 3-m 3-m
Y, finalmente, el I}11208(11) concuerda con lo que se 3—m? = 4 L 3- 4 -m? m2:3x—1
intuia y se ve en la figura: x+1 x+1 x+1
2
lim S(n) = lim (n-D)Gn” +n+4) -3 Y sustituyendo en y* :( 4m2j :
n_ow n-e 4n(n® +1) 4 3-m
L6 16B§x—1 48 -16
A B 2 — x+1 = X+12:(3X—1)(X+1)

L= e

x+1 x+1



Nos queda que el lugar geométrico es: yz =3x% +2x-1 Y, de aqui, podemos obtener las coordenadas del vértice A(aq,a,):

Para reconocer qué tipo de curva es, operamos como sigue: (-3-a;,10-2a,)=2[(3,6) - a;=-9ya,=-2,cstoes, A(-9,-2)
2 2 ) .

ﬁ:xz+gB(—1 . y2:[x+IJ _I_I:(x+1) _4 Finalmente, B(b;,b,) y C(cq,c,) estan en:

3 9 3 9 + la recta perpendicular a OD =3(1,2) que pasa por D, esto es, en forma

2 2 general, x+2y—-7=0y
4 1)% yz ; (x * 3} yz / 3 ; (x * 3} yz + en la circunferencia circunscrita al tridngulo, la de centro O y radio, el médulo
— = + - _ == 7 v /- _ = 7 v PR _ .
9 | 3 49 4/9 49 4/3 ¢ de OA =(=7,1) [0A| =50, esto es: (x+2)? +(y +3)2 =50.
2
(x + Ij ’ Asi, resolviendo: (9 — 2y)2 +(y+ 3)2=50 - 5y2 -30y +40=0

es la ecuacion de la hipérbola: 1= & con parametros: y=2 - x=3

Y
(2/37  (2/v3) v2-6y+8=0 - {

y=4 - x=-1

Esto es, los puntos B y C son, en un sentido u otro, (3,2 -1,4
azg, b:i:—zx/5 y c=va?+b%= 4,12_4 por tanto, con P Y ®2y LY
3 J3 3 9 9 3
. _c_
excentricidad e = . 2 Representado graficamente todo:

Se trata, por tanto, de una hipérbola centrada en el punto entre Ay B que estd a

243

doble distancia de A que de B, de semieje mayor g y semieje menor, 3

Sénior $-032. Triangulo situado.

Determina las coordenadas de los vértices del triangulo ABC con ortocentro
H(-3,10), circuncentro en O(—-2,-3) y D(1,3) el punto medio del lado BC

Solucion

Haremos uso de dos resultados conocidos:
Por un lado, el baricentro divide a cualquier
mediana de un tridngulo en proporcion:
AG=2[GD
Y, por otro, el baricentro divide también al
segmento de Euler (en un tridngulo, el
ortocentro, el baricentro y el circuncentro
estan alineados) en idéntica proporcién:
OG =2[GH
De lo que se desprende que los tridangulos
AGH y DOG son semejantes y, también:
AH =2[0D




